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Y mamem hemo mpermocTaBUTH Oa CY CBU UIEAJNH CA KOjUMa PAIAMO
mpaBu, Tj. Oa HUCY jeTHAKU IEJIOM IPCTEHY.

Heduanmuja 1 Heka je [ < A. Ha A peduHuwemo penaumjy KOHrpyeHumje mo
mogyny I ca:
a=b (modI) arkko a-—bel.

IIpoBepumMo ma je oBa penanmja 3aucTa KOHTCPYEHI]A.

Pedanercusuoct: Kako je a—a =0 € I, o je 3aucta a =a (mod I) 3a cBe
a€ A

Cumerpuunoct: Heka je @ = b (mod I). To smaum na a — b € I, Ho,
MHOKemeM ca (—1) nobujamo ma u b —a = (—1)(a — b) mpunana I.

Tpausurusuoct: Hexka jea=b (mod I)ub=c¢ (mod I). Hakne, a—b € [
ub—cel. Ho, rana je u

a—c=(a—-b)+(b—c)el.

Caarame ca +: Herka jea=d (mod I) ub="V (mod I). Hakne, a—a' €
ITub-V €l. Hobujamo ma je

(a+b)—(d+V)=(a—d)+(b-V) el

Cnarame ca -: Hexkajea=d (mod I)ub="b (modI). Harne, a—a’ €I
ub—"b €l. Hobujamo na je

a-b—ad - V=(@b-—ad -b)+(@ -b—ad -V)=(a—d) b+d b-V)el.
[IpuMeTuMo fa je KIaca eKBUBAJCHIUje eJIeMEHTa ¢ 3alPaBO CKYI

a+I={a+z:xel}.



Ckyn rnaca ekBuBasieHnuje o3nHavasamo ca A/I. Ha ocmoBy mperxomaor
mobujamo na je crpykrypa (A/I,4+,:) jeman KOMyTaTWBaH NPCTEH ca je-
IUHUIIOM T'Je Cy onepanuje + U - JeUHUCAHE ca:

(a+D)+b+1):=(+b)+I, (a+I)-(b+1I):=(a-b)+1I

HapaBuo ma meke om oBux 3arpazna HeheMO yBEK 3alUCUBATH.
Kao u y cayuajy rpyna, Baske u TeopeMe 0 u30MOpPU3MUMa 38 IPCTEHE.
Hasemhemo camo npay.

Teopema 2 (Teopema o usomoppusmuma 3a npcreHe) Heka je f: A — B xomo-
MOpdU3aM KOMYTaTUBHUX NpCTeHa ca jeAuHuuoM. Taga je f: A/Ker(f) — Im(f)
3afaTo ca:

fla+Ker(f)) := f(a)
n3omop¢r3aM KOMyTaTUBHUX NPCTEHA Ca jeANHULIOM.
Ioxa3s. IIpoBepumo Hajupe na je f nobpo meprHUCAHO. Y Ty CBPXY, HEKa
je a+Ker(f) =b+Ker(f). To smaun na a—>b € Ker(f), 1j. na je f(a) = f(b).

3armyuyjemo na je f 3amcra [o6po mePUHUCAHO.
I[Tposepumo ma je f xomoMOpdusam.

f((a+Ker(f)) + (b + Ker(f))) = f((a+b) +Ker(f)) = fa+b) =
= f(a) + f(b) = f(a +Ker(f)) + f(b+ Ker(f)).

F((a+Ker(f)) - (b+ Ker(£))) = F((a-b) + Ker(f)) = f(a-b) =

= f(a) - f(b) = f(a+ Ker(f)) - f(b+ Ker(f)).
Jacuo je ma je f »HAa“. Ocraje ma ce mposepu 1a je f H»1—=1¢.
fla+Ker(f)) = f(b+Ker(f)) = fla)=f(b)
= f(a—b)=0
= a—beKer(f)
= a+ Ker(f) = b+ Ker(f).

IIposepumo jom m ma f CIVKA jeIMHUITy IPCTEHA Y jeIUHUIy IPCTEHA:

f(lA + Ker(f) = f(lA) =1g.

Sakrmyuyjemo na je f 3amcra jemaH mzomopduzaM KOMYTATUBHUX IIPCTEHA
ca jeauHUIIOM. O

IIpumep 3 Heka je [ < A. Taga je p: A — A/I jepan enumopduszam. &

IIpumep 4 3a cse n > 1 saxu: Z/nZ = Z,.



Xomomopousam p,,:Z — Z,, nar panuje, je ,Ha“, a ocum tora Ker(p,) =
nZ, Te pe3yaraT CJenu. &

Behh cMo y mpeTxonHOj neknuju HaBeau mojaM AUPEKTHOT HIPOU3BOJA
IBa NPCTEHA, a 1 IO3HAT HAM je ONIITU [0jaM AUPEKTHOI IPOM3BOAA AJre-
Opu, HO MIOaK JAJMO U Ty AEQUHUIA]Y.

Iedununuja 5 Heka cy (A, +1,1),...(A,, +", ") KOMyTaTUBHM NpCTeHW ca
jeannnuom. Ha [ekaptosom npoussogy

A=A x--- X A,,
33[ajeMO CTPYKTYpy KOMYTaTMBHOI MPCTEHa Ca jeAMHULOM ca:
(a1,...,apn) + (b1,...,b,) == (a1 +1by, . a0 +" by)
(a1,...,apn) (b1y...,by) = (a1 by, an " by)
IMpumermvo ma je 04 = (01,...,0,) mw 14 = (11,...,1,).

CraB 6 Hekacymy,...,my N03UTUBHYM Lenu 6pojeBn 3a koje Baxxn: NZD(m;, m;) =
13aceei+#j. Tapaje

Z/(my - -mp)L = (Z/miZ) X -+ X (Z]/m,Z).
Joxka3. lepuHUMIMO XOMOMOP(U3aM
2 — (Z)miZ) x -+ x (Z/m,Z)

ca:
fl@)=(x+mZ,...,24+m,Z).

OcrasmpamMo unTaonuMa ma nposepe aa je f 3aucra xomomopduszam. Oape-
nuMo jesrpo osor xomomop¢usma. Hera je x € Ker(f). To smauu ma je

f(z) = (miZ,...,myZ), tj. 1O 308uM na © € miZ, ..., © € m,Z. Iakue,
y je3rpy ce Hajlaze OHU IeJu OPOjeBU, KOjU CY HEJbUBU CBUM OpOjeBUMA
mi,...,My. Kako cy m; y3ajaMHO TPOCTUA TO je3TPO YMWHE YMHOIIIU O

my My, Tj.
Ker(f) = (my---my,)Z.

Ilobujamo na je
Z/(my - -mp)Z = Im(f).

Ho, kako je Z/mZ = Z,, To je
|Z/(mq - mp)Z]| =mq---my, = |(Z/m1Z) X -+ X (Z/mpZ)|.

3akmyuyjemo na f mopa Outn ,Ha“. Tume cMo mobOuiaum TpaskeHU U30MOP-

¢duzam. O



ITocnemuna 7 (Kunecka Teopema o octaumma) Heka cy myq, ..., m, nosuTusHu
uenun 6pojeBun Koju Cy map no nap y3ajamHo NpoCTU U X1, . . . , T, NPOU3BOJLHWN LENN
6pojeen. Taga noctoju ueo 6poj = Takas Aa je

x=x1 (mod mq)

x=x9 (mod my)
x =z, (modm,)

Ako je z’ Hekun Apyru Leo 6poj Koju 3a[0BO/baBa HABEAEHWN CUCTEM KOHIpyeHuuja,
oHfAa je
r=2" (mod my---my).

Iloka3s. IlocmaTpajmo emxemeHnT
(x1 +maZy ..., ¢n + MpZ) € (Z/m1Z) X -+ X (Z/mnpZ).

Kako je xomomopouzam f, u3 morasza mpeTxomgHe Teopeme, ,Ha“, TO IOCTOju
x € 7 Koju ce CIuWKa Yy HaBEIEHU €JEMEHT, Tj. MOCTOju * € 7 3a KOoju je

r+miZ =x1+miZ, ... ,x+myZ=2x,+ m,7Z,
HO, TO YOPaBO 3HAUU Oa je
x=x; (modmy), ... ,z=xz, (modm,).

Yronuko je ' mpyru meo 6poj Koju 3aI0BOJLaBa HaBeAeHE KOHIDYEHIM]e,
To 3Haun ma je f(z) = f(2'), Tj.

r—a' € Ker(f) = (my-my)Z,
Kao mTo je u TBpheno. O
Cras 8 Ako cy npctedun A u B nsomopdhu, ovga je (U(A),) = (U(B),-)

IToka3. JacHo je ma ce MHBEPTMOWJIHU €JIEMEHTU IPU CBAKOM XOMOMOD-
¢usmy caurajy y unBeprubunne eisemenre. Hamme, ako je a € U(A), To
3Haum na mocroju o takas ma je a-a’ = 1x. Ho, tana je f(a)- f(a') =
fla-ad')=f(la) =1p, na n f(a) uma uHBEP3.

[pema Tome, f[U(A)] C U(B) 3a caku xomomopduzam f: A — B.
Ykouuko je f umsomopduszam u b € U(B), to mocroju a € A Takas na
je f(a) = b. Ho, emement b mma mmBep3, ma je b-b = 1lp 3a Hekn
b € B. Enement V' je ciaura meror enemenrta a’: f(a’) = . Ho, rana je
fla-a’) = f(a) - f(a') =b-b =1p, Te karo je f ,,1-1% mopa butn a-a’ =14
Te a uMa MHBEP3. 3armbydyjeMo ma [ ycmnocrtasiba oujeximjy usmeby U(A)
u U(B). Kaxro je f xomomop¢usam, nobujamMo TpaskeHu mzoMopdusam. [



Cras 9 Baxwu jegnakocT: U(Ay X --- X A,) =U(A1) x --- x U(Ap).

JHoxka3. Heka je a = (a1,...,a,) € Ay X --- X A,,. Tana
acU(A; x---xA,) <= mnocrojubeAd:a-b=1
<= mocroje b; € A; 1. n. a;-b; =1 3a cBe i
— a1 €U(41),...,a, € U(A,)
— acU(A) x- - xU(Ay).
O
Teopema 10 Ako cy mq,...,m, Nap No nap ysajaMHO MPOCTWN MO3UTUBHU LN
6pojesu, oHAa je
Lpyomyy = Loy X -+ X Loy,

e(my - -mp) = @(ma) - - - p(m),
rae je ¢ Ojneposa byHkuMja.

Hoxka3. Kaxko je Z,, = Z/mZ, to upsu pesyarar ciaemu uz Crasa 6. Ocum
rora, ¢(m) = |U(Zy,)|, e peayarar 3a OjnepoBy ¢pyurunjy ciemu u3z Crasa
8 u Crasa 9. O

I'pyne U(Z,) nMajy 3aHUMBUBY CTPYKTYypYy, HO MU ce muma Heliemo
nerasmpHo OaButu. Ho, unak hemo, 300or npumena, mqoka3ary 1a je 3a CBaKU
npoct 6poj p rpyma U(Z,) mukiamdna. 3ampaBo, mokasaliemMo ommruju
pe3yJiTar, ajyd mpe Tora MOPaMO Ja JOKAKEeMO HemTo y Be3u AGesoBux

rpyna.

CraB 11 Heka je A AGenoBa rpyna pefa m 1 Heka 3a cBako d, Koje Jenn m
noctoju HajeuLue d enemeHaTa a € A 3a koje je da = 0. Tapa je rpyna A umMknuuxa.

Ioxkaz. [{orasxkumo majupe caemehu pesyarar, Koju je u cam no cebu 3aH-
VMJLUB:

> o(d) =m.

dlm

IMocmarpajmo nukmmuny rpyny G pena m. Kao mro 3mamMo oHa mMma TadyHO
jemmy moarpymy pena d 3a cBaku d Koju je menumnar 6poja m. Ocum Tora,
mukInYHA rpyna pexa d uma tadyno ¢(d) remeparopa. Cuemu na y LuK-
JMYHO] TPy pena m mMma tadHo ¢(d) enemenara pena d (CBaKu eJeMEHT
pena d reHepumnry ucty noarpymy rpyme G) 3a csako d koje meau m. Crora
jemHAKOCT cJenu.

Bparumo ce namoj rpynu A. Osmauumo ca 1(d) 6poj exemenara pena
dy A. Csaru exement x € A je mekor pena d, rue d | m. To 3nauu na je

Zw(d) =m.

d|m



C npyre crpamne, ako je ¥(d) > 0, onna y rpymm A mocToju eIeMenT a, KOju
je pema d. Tlocmarpajmo moarpymy A’ reHepucany TUM eJIeMEHTOM. Y HO]
nMa d enemeHara u 3a cBako z € A’ Bazwu dz = 0. To 3maum ma cy cBu
enemenTu T € A 3a xoje je dr = 0 canpsxanu y moarpynu A’. Ilakme, cBaku
enemenT pena d y A je canp:kan y nukandnoj noarpymu A’, koja je pena d.
Ho, Mu 3maMo ma y mukiauvsHoj rpynu pena d uma tadso ¢(d) remeparopa,
Tj. exeMenara pema d. 3akbydyjeMo ma Baxku cuaernelie: ako je 3a HekKo d,
koje nenu m, ¥(d) > 0, onna je 3a To d: (d) = ¢(d). C o63upom na je

S old) =m =3 ¢(d),
d|m d|lm

3akmbydyjeMo ma je 3a cse d, koju gexe m ucnymeno Y(d) = ¢(d). To
nocebro 3Hauu ma je u Y(m) = p(m) >0, na y A uma enemenara pena m,
Te je rpymna A 3amcTa TIUKIMYHA. O

Teopema 12 Heka je F' nome n G koHauna nogrpyna rpyne (F'\ {0},-). Taga je
G umknnuHa rpyna.

Joxka3z. Ilorkaxumo majupe ma cBaku nosauaoM p(X) us F[X] crenena n
rMa HajBuine n Hysa y mosmy F. Jlokas ce M3BOAU MHIYKIVJOM IIO CTEIEHY
nosnuaoMa p(X).

n = 1: OBme Hema mTa ga ce AOKA3yje, jaCHO je ma MOJMHOM MMa TAYHO
jemuy myny y F.

IIpernocraBumo na je n > 1 u na je tBpheme TadyHo 3a CBe MOJUHOME
cremena Mamer ox n. Ako momuuoM p(X) HeMa HUjeOHY HYIY Y IHOJbY
F, ouna je tBpbeme ucnymeno. IIpernocrasumo na p(X) vma Heky HyIy
a € F. Eykmuncko nememe nomuuoma p(X ) nomuaomom X — a naje:

p(X)

(X —a)q(X) +,

rae je r = 0, miu je TO KOHCTAHTAH He-Hyna moaweoM. Ho, ¢ oG3upom na
je p(a) =0, mobujamo na je r = 0. Crora je p(X) = (X —a)q(X). Homurom
q(X) je cremena n—1 1 0O MHAYKOUjCKOj XUMOTE3N MMa HajBume n— 1 Hyry
y F. Kaxko je cBaka myna nmonmunoma p(X) unu jeqHaka ¢ WK je HEKa HyJIa
noaunoma ¢(X) 3akmyuyjemo ma p(X) uma Hajsumme n myna y F.
IIpebumo cama ma mora3 Hame teopeme. Teopemy hemo mokaszaTu Tako
mro hemo ce yBeputu ma rpyna G UCIymaBa yCJIOBE MPETXOAHOT CTABA
(jacmo je ma je G romyrtarmsma rpyma). C 063MpoM Oa OBIE KOPUCTUMO
MYJITUAIIMKATUBHY HOTAIM]y, Tpeba ma MOKaKkeMO Ia 3a CBAakU d KOjU Nesun
pexn rpyne G, y rpymz G uma Hajsume d ememenara a 3a koje je a =1 .
Ho, G C F u enement a € G 3a xoju je a® =1y G(1j. y F) je 3ampaso myna
nomraoma X% — 1 u3 F[X]. Oso je mommHOM crenena d u IpeMa MPeTXOIHO
IOKa3aHOM, OH uMMa HajBumie d Hyda y F. 3akmyudyjeMo ma cy ycaoBu
3a IPUMEHY IPETXOMHOT CTaBa UCIHYHeHU Te mobmjamo na je G MUKIMYIHA
rpyna. U



Ilakie, HOKa3aIyd CMO [a je CBaKa KOHAYHA IOATDYNA MYJITUIIAKATIBHE
rpyne nosba IUEINYHA. VICTAKHUMO JOII jEJJHOM Aa Ceé Pamd O KOHAYHUM
noarpynama. HapaBHO na MyJITUILNIMKATUBHA TPYIa TPOU3BOJLHOT MOsba F,
1j. rpyna (F'\ {0},-) e mopa 6uru muenuuna! Hop. (R\ {0},-), (C\{0},-)
CUT'ypPHO HUCY OMKJIM4YHE (TM CKyIOBM Cy HenpeGpojusu!).

ITornenajMo Kako MOKEMO MCKOpUCTATH unieHuny na je (Z, \ {0},-,)
IMKJINYHA Tpyna. llpe cBera, yBeIUMO TEPMUHOIOTH]Y.

Hedraunuja 13 Ma koju renepaTop rpyne (Z, \ {0}, -,) 30Be ce npUMUTUBHK
KOPEH MOLYNO P.

CraB 14 Heka je 7 Ma KOju NPUMUTUBHWN KOPeH MoAdyJio p. Tapa je ca:
ind,(a) = r akko r* = a,
Aedunncan nsomoppusam ind,: (Z, \ {0}, p) — (Zp—1, +p—1)-

Iloka3. Osaj cra je 3ampaBo caM0O mpedopMmyianuja U IPENu3UPambe
tBpbema na je rpyna (Zy \ {0}, p) mukmuuna.

Kaxko je r IpUMUTHBHE KOPEH MOLYJIO P, TO 3a cBako a € Z,\{0} nocroju
Ta4vHO jemHO ¥ € Z,_1 3a Koje je r® = a. Haume, r je reHepaTop HaBeACHE
rpyme, ma je CBaKU €JIEMEHT y TOj IPYIU HEKU CTemeH ox 7. Kako Ta rpymna
rMa p — 1 exemenara, 10 € Z,_1. Mn Tpeba ma mpoepuMmo ma i je ind,
xoMoMopdum3aM, Tj. na U je

ind,(a - b) = ind,(a) +p—1 ind, (),

3a cse a,b € Z, \ {0}. Hexa je z =ind,(a) u y = ind,(b). Hakue, r* =a n
rY =b. Tana je

T T4y

b — T Y
apb=r"pr¥=r

C o63upom Ha unmenuny ga je w(r) =p—1, To je

Tery — Tx+p_1y7
na mobujaMo ma je

apb= rtr-1y,
Te je

ind,(a-pb) = +p—1 y = ind,(a) +p—1 ind,(b).

Iakme, ind, je 3amcra xomMoMop¢u3aM, a na je Oujernuja ciaeny W3 UNH-
jenune nma je w(r) =p—1. O

IIpumep 15 Hahu cee npyuMnTuBHe KopeHe mogyno 13.
3a moueTak HOTPaKUMO Oap jemaH NPUMUTHUBHU KOopeH. [lounumo onm 2:

ol =92 22=4, 22=8 2*=3, 2°=6, 26=12, 2"=11, 282=9



29=5, 20 =10, 2''=7 2Z%=1.

Iaxne, 3aucta je (2) = Z13\{0}. Ila GucMo HamIM CBe IPUMUTUBHE KOPEHE
Momyno 13, mampaBumo Tabauiy 3a inds.

a | 1]2]3]4]5]6]7|8]
inda(a) [12 1[4 [2]9[5[11 ]3]

C o6zupom na je 2742(4) = ¢ puje Temko w3BpmuUTE TPOBEPY.
Osa rtabauna mam omoryhasa ma HahemMo u cBe ocrajie NPUMUTUBHE
ropere monyno 13. Hamme, momcernmo ce ga Baxu cienehe:

911
811

Axo je w(r) =n onna je w(r™) =n aro u camo aro je NZD(n,m) = 1.

ITomro je y mameMm cayuajy w(2) = 12, To je w(2™) = 12 ako u caMo ako
je NZD(m,12) = 1, 1j. aro u camo ako je m € {1,5,7,11}. Iarmue, ocranu
NPUMUTUBHU KOpPeHu 1o Moayay 13 cy: 6(= 2%), 11(=27) u 7(= 2'1). &

ITpumep 16 Pewmntn koHrpyeHuymnjy
=7 (mod 13).

Beh 3saMO 12 je 2 OpuMUTHUBHU KOpeH 1o monyay 13. Ilpumenom Jxg Ha
IaTy KOHIPYeHIUjy mobujamMo na je

5y =11 (mod 12),

rae cmo ca y osnauunn inds(z) € Z13. Tako cmo npumenowm inds jemny KoH-
TPYEHNUjy HeTOT CTeleHa CBEIU Ha JUHEeapHY, Koja ce JaKo MO:Ke PeHIUTH.
C obG3upom na je 5-12 5 =1, mobujamo na je

y=7 (mod 12).
Iakne, kako je y = indy(z), nobujamo na je

x=11 (mod 13).



