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U daǉem �emo pretpostaviti da su svi ideali sa kojima radimo
pravi, tj. da nisu jednaki celom prstenu.

Definicija 1 Neka je I / A. Na A definixemo relaciju kongruencije po
modulu I sa:

a ≡ b (mod I) akko a− b ∈ I.

Proverimo da je ova relacija zaista kongruencija.

Refleksivnost: Kako je a− a = 0 ∈ I, to je zaista a ≡ a (mod I) za sve
a ∈ A.

Simetriqnost: Neka je a ≡ b (mod I). To znaqi da a − b ∈ I, no,
mno�eǌem sa (−1) dobijamo da i b− a = (−1)(a− b) pripada I.

Tranzitivnost: Neka je a ≡ b (mod I) i b ≡ c (mod I). Dakle, a−b ∈ I
i b− c ∈ I. No, tada je i

a− c = (a− b) + (b− c) ∈ I.

Slagaǌe sa +: Neka je a ≡ a′ (mod I) i b ≡ b′ (mod I). Dakle, a−a′ ∈
I i b− b′ ∈ I. Dobijamo da je

(a+ b)− (a′ + b′) = (a− a′) + (b− b′) ∈ I.

Slagaǌe sa ·: Neka je a ≡ a′ (mod I) i b ≡ b′ (mod I). Dakle, a−a′ ∈ I
i b− b′ ∈ I. Dobijamo da je

a · b− a′ · b′ = (a · b− a′ · b) + (a′ · b− a′ · b′) = (a− a′) · b+ a′ · (b− b′) ∈ I.

Primetimo da je klasa ekvivalencije elementa a zapravo skup

a+ I = {a+ x : x ∈ I}.
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Skup klasa ekvivalencije oznaqavamo sa A/I. Na osnovu prethodnog
dobijamo da je struktura (A/I,+, ·) jedan komutativan prsten sa je-
dinicom gde su operacije + i · definisane sa:

(a+ I) + (b+ I) := (a+ b) + I, (a+ I) · (b+ I) := (a · b) + I.

Naravno da neke od ovih zagrada ne�emo uvek zapisivati.
Kao i u sluqaju grupa, va�e i teoreme o izomorfizmima za prstene.

Navex�emo samo prvu.

Teorema 2 (Teorema o izomorfizmima za prstene) Neka je f :A → B homo-
morfizam komutativnih prstena sa jedinicom. Tada je f̃ :A/Ker(f) → Im(f)
zadato sa:

f̃(a+ Ker(f)) := f(a)

izomorfizam komutativnih prstena sa jedinicom.

Dokaz. Proverimo najpre da je f̃ dobro definisano. U tu svrhu, neka
je a+Ker(f) = b+Ker(f). To znaqi da a−b ∈ Ker(f), tj. da je f(a) = f(b).
Zakǉuqujemo da je f̃ zaista dobro definisano.

Proverimo da je f̃ homomorfizam.

f̃((a+ Ker(f)) + (b+ Ker(f))) = f̃((a+ b) + Ker(f)) = f(a+ b) =

= f(a) + f(b) = f̃(a+ Ker(f)) + f̃(b+ Ker(f)).

f̃((a+ Ker(f)) · (b+ Ker(f))) = f̃((a · b) + Ker(f)) = f(a · b) =

= f(a) · f(b) = f̃(a+ Ker(f)) · f̃(b+ Ker(f)).

Jasno je da je f̃ ,,na“. Ostaje da se proveri da je f̃ ,,1–1“.

f̃(a+ Ker(f)) = f̃(b+ Ker(f)) =⇒ f(a) = f(b)
=⇒ f(a− b) = 0
=⇒ a− b ∈ Ker(f)
=⇒ a+ Ker(f) = b+ Ker(f).

Proverimo jox i da f̃ slika jedinicu prstena u jedinicu prstena:

f̃(1A + Ker(f) = f(1A) = 1B .

Zakǉuqujemo da je f̃ zaista jedan izomorfizam komutativnih prstena
sa jedinicom. �

Primer 3 Neka je I / A. Tada je p:A→ A/I jedan epimorfizam. ♣

Primer 4 Za sve n ≥ 1 va�i: Z/nZ ∼= Zn.
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Homomorfizam ρn: Z → Zn, dat ranije, je ,,na“, a osim toga Ker(ρn) =
nZ, te rezultat sledi. ♣

Ve� smo u prethodnoj lekciji naveli pojam direktnog proizvoda
dva prstena, a i poznat nam je opxti pojam direktnog proizvoda alge-
bri, no ipak dajmo i tu definiciju.

Definicija 5 Neka su (A1,+1, ·1), . . . (An,+n, ·n) komutativni prsteni sa
jedinicom. Na Dekartovom proizvodu

A = A1 × · · · ×An,

zadajemo strukturu komutativnog prstena sa jedinicom sa:

(a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn) := (a1 +1 b1, . . . , an +n bn)

(a1, . . . , an) · (b1, . . . , bn) := (a1 ·1 b1, . . . , an ·n bn)

Primetimo da je 0A = (01, . . . , 0n) i 1A = (11, . . . , 1n).

Stav 6 Neka sum1, . . . ,mn pozitivni celi brojevi za koje va�i: NZD(mi,mj) =
1 za sve i 6= j. Tada je

Z/(m1 · · ·mn)Z ∼= (Z/m1Z)× · · · × (Z/mnZ).

Dokaz. Definiximo homomorfizam

f : Z→ (Z/m1Z)× · · · × (Z/mnZ)

sa:
f(x) = (x+m1Z, . . . , x+mnZ).

Ostavǉamo qitaocima da provere da je f zaista homomorfizam. Odre-
dimo jezgro ovog homomorfizma. Neka je x ∈ Ker(f). To znaqi da je
f(x) = (m1Z, . . . ,mnZ), tj. to znaqi da x ∈ m1Z, . . . , x ∈ mnZ. Dakle,
u jezgru se nalaze oni celi brojevi, koji su deǉivi svim brojevima
m1, . . . ,mn. Kako su mi uzajamno prosti to jezgro qine umnoxci od
m1 · · ·mn, tj.

Ker(f) = (m1 · · ·mn)Z.

Dobijamo da je
Z/(m1 · · ·mn)Z ∼= Im(f).

No, kako je Z/mZ ∼= Zm, to je

|Z/(m1 · · ·mn)Z| = m1 · · ·mn = |(Z/m1Z)× · · · × (Z/mnZ)|.

Zakǉuqujemo da f mora biti ,,na“. Time smo dobili tra�eni izomor-
fizam. �
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Posledica 7 (Kineska teorema o ostacima) Neka su m1, . . . ,mn pozitivni
celi brojevi koji su par po par uzajamno prosti i x1, . . . , xn proizvoǉni celi
brojevi. Tada postoji ceo broj x takav da je

x ≡ x1 (mod m1)

x ≡ x2 (mod m2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

x ≡ xn (mod mn)

Ako je x′ neki drugi ceo broj koji zadovoǉava navedeni sistem kongruencija,
onda je

x ≡ x′ (mod m1 · · ·mn).

Dokaz. Posmatrajmo element

(x1 +m1Z, . . . , xn +mnZ) ∈ (Z/m1Z)× · · · × (Z/mnZ).

Kako je homomorfizam f , iz dokaza prethodne teoreme, ,,na“, to postoji
x ∈ Z koji se slika u navedeni element, tj. postoji x ∈ Z za koji je

x+m1Z = x1 +m1Z, . . . , x+mnZ = xn +mnZ,

no, to upravo znaqi da je

x ≡ x1 (mod m1), . . . , x ≡ xn (mod mn).

Ukoliko je x′ drugi ceo broj koji zadovoǉava navedene kongruencije,
to znaqi da je f(x) = f(x′), tj.

x− x′ ∈ Ker(f) = (m1 · · ·mn)Z,

kao xto je i tvr�eno. �

Stav 8 Ako su prsteni A i B izomorfni, onda je (U(A), ·) ∼= (U(B), ·)

Dokaz. Jasno je da se invertibilni elementi pri svakom homomor-
fizmu slikaju u invertibilne elemente. Naime, ako je a ∈ U(A), to
znaqi da postoji a′ takav da je a · a′ = 1A. No, tada je f(a) · f(a′) =
f(a · a′) = f(1A) = 1B, pa i f(a) ima inverz.

Prema tome, f [U(A)] ⊆ U(B) za svaki homomorfizam f :A → B.
Ukoliko je f izomorfizam i b ∈ U(B), to postoji a ∈ A takav da
je f(a) = b. No, element b ima inverz, pa je b · b′ = 1B za neki
b′ ∈ B. Element b′ je slika nekog elementa a′: f(a′) = b′. No, tada je
f(a ·a′) = f(a) ·f(a′) = b · b′ = 1B, te kako je f ,,1–1“, mora biti a ·a′ = 1A

te a ima inverz. Zakǉuqujemo da f uspostavǉa bijekciju izme�u U(A)
i U(B). Kako je f homomorfizam, dobijamo tra�eni izomorfizam. �
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Stav 9 Va�i jednakost: U(A1 × · · · ×An) = U(A1)× · · · × U(An).

Dokaz. Neka je a = (a1, . . . , an) ∈ A1 × · · · ×An. Tada

a ∈ U(A1 × · · · ×An) ⇐⇒ postoji b ∈ A : a · b = 1
⇐⇒ postoje bi ∈ Ai t. d. ai · bi = 1 za sve i

⇐⇒ a1 ∈ U(A1), . . . , an ∈ U(An)
⇐⇒ a ∈ U(A1)× · · · × U(An).

�

Teorema 10 Ako su m1, . . . ,mn par po par uzajamno prosti pozitivni celi
brojevi, onda je

Zm1···mn
∼= Zm1 × · · · × Zmn

i
ϕ(m1 · · ·mn) = ϕ(m1) · · ·ϕ(mn),

gde je ϕ Ojlerova funkcija.

Dokaz. Kako je Zm
∼= Z/mZ, to prvi rezultat sledi iz Stava 6. Osim

toga, ϕ(m) = |U(Zm)|, te rezultat za Ojlerovu funkciju sledi iz Stava
8 i Stava 9. �

Grupe U(Zn) imaju zanimǉivu strukturu, no mi se ǌima ne�emo
detaǉno baviti. No, ipak �emo, zbog primena, dokazati da je za svaki
prost broj p grupa U(Zp) cikliqna. Zapravo, dokaza�emo opxtiji
rezultat, ali pre toga moramo da doka�emo nexto u vezi Abelovih
grupa.

Stav 11 Neka je A Abelova grupa reda m i neka za svako d, koje deli m
postoji najvixe d elemenata a ∈ A za koje je da = 0. Tada je grupa A cikliqna.

Dokaz. Doka�imo najpre slede�i rezultat, koji je i sam po sebi zan-
imǉiv: ∑

d|m

ϕ(d) = m.

Posmatrajmo cikliqnu grupu G reda m. Kao xto znamo ona ima taqno
jednu podgrupu reda d za svaki d koji je delilac broja m. Osim toga,
cikliqna grupa reda d ima taqno ϕ(d) generatora. Sledi da u cik-
liqnoj grupi reda m ima taqno ϕ(d) elemenata reda d (svaki element
reda d generixu istu podgrupu grupe G) za svako d koje deli m. Stoga
jednakost sledi.

Vratimo se naxoj grupi A. Oznaqimo sa ψ(d) broj elemenata reda
d u A. Svaki element x ∈ A je nekog reda d, gde d | m. To znaqi da je∑

d|m

ψ(d) = m.
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S druge strane, ako je ψ(d) > 0, onda u grupi A postoji element a, koji
je reda d. Posmatrajmo podgrupu A′ generisanu tim elementom. U ǌoj
ima d elemenata i za svako z ∈ A′ va�i dz = 0. To znaqi da su svi
elementi x ∈ A za koje je dx = 0 sadr�ani u podgrupi A′. Dakle, svaki
element reda d u A je sadr�an u cikliqnoj podgrupi A′, koja je reda d.
No, mi znamo da u cikliqnoj grupi reda d ima taqno ϕ(d) generatora,
tj. elemenata reda d. Zakǉuqujemo da va�i slede�e: ako je za neko d,
koje deli m, ψ(d) > 0, onda je za to d: ψ(d) = ϕ(d). S obzirom da je∑

d|m

ϕ(d) = m =
∑
d|m

ψ(d),

zakǉuqujemo da je za sve d, koji dele m ispuǌeno ψ(d) = ϕ(d). To
posebno znaqi da je i ψ(m) = ϕ(m) > 0, pa u A ima elemenata reda m,
te je grupa A zaista cikliqna. �

Teorema 12 Neka je F poǉe i G konaqna podgrupa grupe (F \ {0}, ·). Tada je
G cikliqna grupa.

Dokaz. Poka�imo najpre da svaki polinom p(X) iz F [X] stepena n
ima najvixe n nula u poǉu F . Dokaz se izvodi indukcijom po stepenu
polinoma p(X).

n = 1: Ovde nema xta da se dokazuje, jasno je da polinom ima taqno
jednu nulu u F .

Pretpostavimo da je n > 1 i da je tvr�eǌe taqno za sve polinome
stepena maǌeg od n. Ako polinom p(X) nema nijednu nulu u poǉu
F , onda je tvr�eǌe ispuǌeno. Pretpostavimo da p(X) ima neku nulu
a ∈ F . Euklidsko deǉeǌe polinoma p(X) polinomom X − a daje:

p(X) = (X − a)q(X) + r,

gde je r = 0, ili je to konstantan ne-nula polinom. No, s obzirom da
je p(a) = 0, dobijamo da je r = 0. Stoga je p(X) = (X−a)q(X). Polinom
q(X) je stepena n−1 i po indukcijskoj hipotezi ima najvixe n−1 nulu
u F . Kako je svaka nula polinoma p(X) ili jednaka a ili je neka nula
polinoma q(X) zakǉuqujemo da p(X) ima najvixe n nula u F .

Pre�imo sada na dokaz naxe teoreme. Teoremu �emo dokazati tako
xto �emo se uveriti da grupa G ispuǌava uslove prethodnog stava
(jasno je da je G komutativna grupa). S obzirom da ovde koristimo
multiplikativnu notaciju, treba da poka�emo da za svaki d koji deli
red grupe G, u grupi G ima najvixe d elemenata a za koje je ad = 1 .
No, G ⊂ F i element a ∈ G za koji je ad = 1 u G(tj. u F ) je zapravo nula
polinoma Xd− 1 iz F [X]. Ovo je polinom stepena d i prema prethodno
dokazanom, on ima najvixe d nula u F . Zakǉuqujemo da su uslovi
za primenu prethodnog stava ispuǌeni te dobijamo da je G cikliqna
grupa. �
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Dakle, dokazali smo da je svaka konaqna podgrupa multiplikativne
grupe poǉa cikliqna. Istaknimo jox jednom da se radi o konaqnim
podgrupama. Naravno da multiplikativna grupa proizvoǉnog poǉa F ,
tj. grupa (F \ {0}, ·) ne mora biti cikliqna! Npr. (R \ {0}, ·), (C \ {0}, ·)
sigurno nisu cikliqne (ti skupovi su neprebrojivi!).

Pogledajmo kako mo�emo iskoristiti qiǌenicu da je (Zp \ {0}, ·p)
cikliqna grupa. Pre svega, uvedimo terminologiju.

Definicija 13 Ma koji generator grupe (Zp \ {0}, ·p) zove se primitivni
koren modulo p.

Stav 14 Neka je r ma koji primitivni koren modulo p. Tada je sa:

indr(a) = x akko rx = a,

definisan izomorfizam indr: (Zp \ {0}, ·p)→ (Zp−1,+p−1).

Dokaz. Ovaj stav je zapravo samo preformulacija i preciziraǌe
tvr�eǌa da je grupa (Zp \ {0}, ·p) cikliqna.

Kako je r primitivni koren modulo p, to za svako a ∈ Zp\{0} postoji
taqno jedno x ∈ Zp−1 za koje je rx = a. Naime, r je generator navedene
grupe, pa je svaki element u toj grupi neki stepen od r. Kako ta grupa
ima p− 1 elemenata, to x ∈ Zp−1. Mi treba da proverimo da li je indr

homomorfizam, tj. da li je

indr(a ·p b) = indr(a) +p−1 indr(b),

za sve a, b ∈ Zp \ {0}. Neka je x = indr(a) i y = indr(b). Dakle, rx = a i
ry = b. Tada je

a ·p b = rx ·p ry = rx+y.

S obzirom na qiǌenicu da je ω(r) = p− 1, to je

rx+y = rx+p−1y,

pa dobijamo da je
a ·p b = rx+p−1y,

te je
indr(a ·p b) = x+p−1 y = indr(a) +p−1 indr(b).

Dakle, indr je zaista homomorfizam, a da je bijekcija sledi iz qin-
jenice da je ω(r) = p− 1. �

Primer 15 Na�i sve primitivne korene modulo 13.

Za poqetak potra�imo bar jedan primitivni koren. Poqnimo od 2:

21 = 2, 22 = 4, 23 = 8, 24 = 3, 25 = 6, 26 = 12, 27 = 11, 28 = 9
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29 = 5, 210 = 10, 211 = 7, 212 = 1.

Dakle, zaista je 〈2〉 = Z13\{0}. Da bismo naxli sve primitivne korene
modulo 13, napravimo tablicu za ind2.

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
ind2(a) 12 1 4 2 9 5 11 3 8 10 7 6

S obzirom da je 2ind2(a) = a, nije texko izvrxiti proveru.
Ova tablica nam omogu�ava da na�emo i sve ostale primitivne

korene modulo 13. Naime, podsetimo se da va�i slede�e:

Ako je ω(r) = n onda je ω(rm) = n ako i samo ako je NZD(n,m) = 1.

Poxto je u naxem sluqaju ω(2) = 12, to je ω(2m) = 12 ako i samo ako
je NZD(m, 12) = 1, tj. ako i samo ako je m ∈ {1, 5, 7, 11}. Dakle, ostali
primitivni koreni po modulu 13 su: 6(= 25), 11(= 27) i 7(= 211). ♣

Primer 16 Rexiti kongruenciju

x5 ≡ 7 (mod 13).

Ve� znamo da je 2 primitivni koren po modulu 13. Primenom in2 na
datu kongruenciju dobijamo da je

5y ≡ 11 (mod 12),

gde smo sa y oznaqili ind2(x) ∈ Z12. Tako smo primenom ind2 jednu kon-
gruenciju petog stepena sveli na linearnu, koja se lako mo�e rexiti.
S obzirom da je 5 ·12 5 = 1, dobijamo da je

y ≡ 7 (mod 12).

Dakle, kako je y = ind2(x), dobijamo da je

x ≡ 11 (mod 13).

♣
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