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Y 0BOj JNeKuju mpesazuMo Ha M3ydaBame ajrebapCcKux CTPYKTypa ca
aBe ODUHApPHE omepanuje, Koje 0OMYHO 30BeMO cabupame u MHOKeme. [Ipe-
bumo Ha medumHUIM]y OCHOBHOr O0jekTa, KOju [IeMO OBze MPOYyYaBATH.

Hedpununmja 1 KomytaTtusan npcren ca jefvHuuom je ctpykTypa (4, +,-) 3a
KOjy Baxu

e (A,+) je ABenosa rpyna;
e (A, ) je KomMyTaTMBaH MOHOUS;
e 3acee x,y,z € A Baxu: x(y—i—z) =r-y+x-=z.

Heyrpau 3a cabupame (onepamujy + y OpCTeHy) y KOMYTATUBHOM IPCTEHY
A osmauaBamo ca 0 (mam momeran, 36or mpermsuocTh, ca 04) U 30BEMO
HYJIOM OpCcTeHa A, NOK HeyTpaJd 3a MHOMkeme (Oomepanujy - y IPCTEHY) 03-
HauyaaMmo ca 1 (uau nonekan, 360T NPEIU3HOCTH, Ca 14) 1 30BEMO je IMHUIIOM
npcrena A.

Y cBakom npcreny A, 3a cBaku enemeHt a € A, Baxku: a-0 = 0. EBo
KaKO TO MOKEMO IOKa3aTU:

a-0=a-(0+0)=a-0+a-0.
Kopumhemem unmenune na je (A4,+) AbGenosa rpyna, nobujamo ma je
0=a-0.

Ykouuko 6u y npcreny A Bauio: 04 = 14 (mpuMeruMo na HUTAE HUCMO
3aXTeBaJIM Aa je HyJa HPCTEeHA PA3JIMYNATA OJ HeroBe jeIUHUIE), T00Uau
oucMo ma 3a cBako a € A Basku:

a=a-14=a-04 =04k,

na 6u 6uno A = {04}. TakaB mpcTeH HA3MBAMO HyJa IPCTEH. Y XajbeM
hemo yBer mpermoctasutu na je 04 # 14.



ITpumerumMo jom ma je y CBaKOM IPCTEHy HCIymeHo: —a = (—1) - a.
Hanwme,

a+(-1)-a=1-a+(-1)-a=a-14a-(-1)=a-1+(-1))=a-0=0,

Te caemu na je zaucra (—1)-a = —a. Ha ciauvan Hauwmn ce nokasyjy u
Apyry maeHTureTu mounyt Hup. (—a)-b= —(a-b), (—a) - (—=b) = a-b ura.

Crpykrypa (A,-) je MOHOUI, Ia y HOj HEKU €JIEMEHTU MOI'Y UMATU WH-
Bep3. Jacuo je ma To He Moxke Ourum 0, momto je 0-a = 0 # 1 3a cBaku
eaement a € A. Crora je IpUpPOOHO MOCMATPATH CBe OHE eJIeMEHTe U3
A\ {0} xoju umajy mmHBep3 y omHOoCy Ha MHO:Kewme. CKyn CBUX TaKBUX
enemeHara osHauaBaliemo ca U(A). Jacuo je na je (U(A),-) jemna xomy-
TaTuBHA rpyna v 3alieMo je rpymoM mHBepPTUOMIHUX ejeMeHaTa IPCTEHA.
Ilakne, Kana KaKeMO a je HEeKU eJeMEHT IPCTeHA UHBEPTUOUIIAH, MUCIUMO
HA MHBEPTUOMIIHOCT y OAHOCY HA ONEpAaNn)y MHOMKEHAa, MOMTO y OAHOCY Ha
cabupame CBaKM €JEeMEHT CUI'yPHO MMa CBOj CYHPOTHU €JIEMEHT. Y KOJIIKO
je U(A) = A\ {0}, upcrer A je mosme.

HaBenmmo meke mpumMepe KOMYTATUBHUX IPCTEHA Ca jEIAHUIIOM:
o 7;

© 2y = (Zn,+nsn);

o R;

e Q

o C.

Hapasuo ma +, u -, o3HavaBajy omepamnuje cabupama U MHOKEHA IO MO-
nyay n. IlpumernMo nma cy mociensma TPW NPCTEHA 3ampaBoO IOJba, HOK
IPBU TO CUT'YPHO HUje, a APYTU 34 HEKe N jecTe, a 3a HEeKe N HUje. 3alIpaBo
Basku cienehie.

U(Z,) = ®(n) (mornenajre npenasama 6p. 2).

Hakie,
Z, je moJjbe aKo M caMO aKO je n mMpoCT Opoj.

Baxkar nmpumMep mpcTeHa YMHM U IPCTEH IOJIWHOMA Ca KOe(UIMjeHTHMa
Y HEKOM KOMYTATUBHOM mpcTeHy ca jemuuunom A m meompebemom X, Tj.
npcrer A[X]. Mu ce nehemo meramHO 6aBUTU KOHCTPYKIMjOM HABEIEHOT
IpCTEeHa, IpUXBaTMheMO ra Kao CKYyNI CBUX (OpMAJHUX n3pa3a OOJIMKa
ag+ a1 X + -+ a, X", npu uemy a; € A, 3a cBe i, a cabupame U MHOKEHE
Ce M3BOAU KAO IITO M3BOAMMO CAabupame W MHOMKEHE MOJMHOMA Ca KOjuMa
cMO pamuau y cpensoj mkonu. laxie,

AX|={ap+ a1 X +---a, X" :neN,q; € A}.



Ho, 3a pasauky onx moiavHOMa 13 CpeIfbe IIKOJIEe, HEKAa IPABUIa IPECTajy
na Baske. Ha mpumep, momceTmMo ce mojMa CTEmeHa MOJUHOMA. Y KOJIUKO
jep=ay+a X+---+a,X,, upu uemy je a, # 0, OHIA je CTENEH MOIUHOMA
p 6am n. Taj monmuHOM P je MOHMYAH YKOJNUKO je Ty a, = 1. Y cpenmoj
IIKOJIM CMO HABUKJIM A4 je CTEIEH MPOM3BOLA IBA IOJIWHOMA jeqHAK 30upy
BUXOBUX CTENEHA:

deg (ab) = dega + degb,

rze je ca dega o3HaueH cremneH mojauHOMa a. Ho, mocMaTpajMo ODpuMep IBa
nosnuaoma u3 Zg[X]. Hera je a =2+ 3X, ab=1+2X. Tana je

a-b=(24+3X)-(1+2X)=2+X.

[Ipumerumo na cy omepanuje y IpCTeHY Zg cabupame U MHOKEHE IO MO-
nyny 6, Te kako je 2:63 = 0 u ci. mobujamo HaBeneHu pe3ynrar. PeHOMEH,
KOjU ce OBIe MOjaBUO CACTOjU CE€ y TOME Aa MPOU3BOI NBA HEHYJTA eJie-
MeHTa UIaK Moxke Outu jenHak 0.

IMepuuuruja 2 3a enemeHt a # 0, KOMyTaTUBHOr MPCTEHA ca jeArHULOM A,
Kaxemo Aa je npasu JenuTess Hyne y A ykonuko noctoju b € A\ {0} Takas ga je
a-b=0.

CtaB 3 Y nosby Hema npaBux Aenurera Hyne.

ITokas. IlpernocraBumo ma y mosy F IOCTOje MpaBy OEIUTELU HyJE, Tj.
na mocroje ¢ u b rakBu na je a #0u b# 0, a na je a-b=0. Kako je a # 0,
a y MOJbY CBAKU €JIEMEHT PA3JIMYUT O HyJle UMa WHBEP3, MOCTOjU €JIEMEHT

a~! 3a xoju Basku ¢~ ! -a = 1. Tako mobujamo ma je

0=at-0=a'(a-b)=(a' a)-b=1-b=b,
TO TpOTUBpeun mpernocrasmu b # 0. (]

Iedbwmuurnuja 4 KomyTaTuBaH NPCTEH Ca jeAMHNLOM Y KOME HEMa NpaBux Aenure-
Jba Hyfe 30BeMO 06nacT Uennx Unu SJOMEH.

Ilakie, Ha OCHOBY MPETXOMHOT CTAaBa, CBAKO IOJBE j€ NOMEH, HO UMa U TOMe-
Ha KOju HuUCY mnossa. Ha mpumep, Z je DZOMEH KOjU HUj€ MOJbE. 3aHUMJBUB
je cmenehu pesymrar.

CraB 5 CBaku KOHauaH [JOMEH je Mosbe.

Ioxka3s. IIpernocrasumo na je A konauan nomen u 1a je a € A\{0}. Tpeba
MOKA3aTHU & ¢ UMa UHBEP3. Y Ty CBPXY, mocMaTpajMo GpyHruujy L. A — A
nedpurucany ca Lo(z) =a-x, 3a x € A. Osa ¢yurumja je ,,1-1“ Haunwme,
ako je Ly(x) = L,(y), ouna je a-x = a-y, na je a- (x —y) = 0. Kaxro je
A nmomen, a a € A\ {0}, mopa 6utu z —y =0, Tj. x =y. Ho, cBaka ,, 1-1¢
¢yHKIMja KOja CIMKAa KOHAYAH CKYI y Ibera caMor Mopa Outu Oujeximja.
3akmyuyjemo na je L, 6ujernnmja, ma mocroju ¢’ taro ma je Lg(a’) =1, Tj.
nocroju a’ € A 3a xoju je a-a’ =1, Te a uMma UHBEP3. O



Hepunuruja 6 EnemeHTt a € A je perynapaH yKONvWKO U3 a - = a -y Cnejun ja
jerx=uy.

Ilakne, peryjaapHu eJIeMeHTH CY OHU €JIEMEHTHU ,,Ca KOjUMa MOKEMO CKpa-
T “ HEeKe jemHakocTu. lIpumeTwMo ma Cy MHBEPTUOUIHU €JIEMEHTU CUT-
YPHO peryJiapHH, aju Ja PeryjapHu eJeMeHTH He MOpPajy OWTu MHBEPT-
ubunau. Hamme, jacHo je ma y Z cBaku €JIeMEHT PA3JIMYUT O HYJIE Per-
ynapan, a na camo 1 m —1 mmajy wmaBep3 y Z. Ho, Cra 5 Huje Temro
VOIIITUTH.

CraB 7 Y CcBakOM KOHauYHOM MPCTEHY CBaKW perynapaH efemMeHT je UHBepTUOU-
naH.

YuyrcrBo: Ilornenajre nokasz Crasa 5. ]

Ilakae, cBaKM €JIeMEHT Yy KOHAYHOM IPCTeHY je WU JejuTess HyJle WA
VHBEPTUOUIAH. Y KOIUKO CKYII CBUX AelIUTesha Hylle y IPCTeny A 03HAUYMMO
ca Z(A), oBaj pe3yaTaT MOKEMO KPATKO 3ammcaTu U Ha cuaenehwu mauwus.
Ako je A KOHAUAH KOMYTATHBAH IPCTEH CA j€IUHUIIOM OHIA je

A= Z(A)LU(A.

Kao mro y Teopmju rpyna mmamo mojaM mMOArpyle HEKe I'PYIe, TAKO U
Y TEOPUjU KOMYTATUBHUX IMPCTEHA Ca JeIWHUIIOM MMAaMO IOjaM HOTIPCTEHA
ca jeImHUIIOM.

THedpununuja 8 Heka cy (A,+,-) u (B,+',-") koMyTaTuBHU NpcTeHn ca jeAuHun-
uom npu vemy je B C A. Ykonuko je 3a cee x,y € B ncnyreHo:

/!

c+y=xz+y, wz-y=zx'y
nly =1pg, oHfa je B jeaan noTnpcTeH ca jeAMHULOM nipcTeHa A.

I[Tpumerumo ma takobhe Basku u 04 = Op, HO Ta Ce YULEHUINIA MOYKE U3BECTU
13 MPEOCTaNuX, IMTO HUje TAUHO 3a jemnHakocT 14 = lp. Ha mpumep, mera
je A = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} m B = {(0,0),(1,0)}, rme cy omepamuje
nedUHUCAHE IO KOODAMHATAMA, & HA CBAKO] KOODAWHATH Cy cabuparmbe,
OOHOCHO MHOKeme mo momyay 2. Tama B jecte KOMyTaTWBaH MPCTEH Ca
jenuHMnoMm, Ho jemuuuna y B je emement (1,0), a jemuuuna y A je (1,1).
Crora B Huje moTnpcren ca jeauHuiioMm npcrera A.

Basknuju ox mojMa moTmpcTeHa je mojaM uueasia.

Hepunumuja 9 Heka je A komyTaTmBaH npcTeH ca jeAvHuuyoM u I HenpasaH
noackyn og A. Tapa je I ngean y A ykonuko

l.zacBez,yel: x+yel,

2.3aceeacAvzel:a-xz€l.



IIpumernmo na 0 € I 3a cBakm umpean I. Hawmme, xaxo je I mempa3sawn,
1o moctoju ¢ € I. Ho, tana je mu 0 =0-x € I. O3nara I 4 A o3mauaBa na
je I mmean y A.

Ca mmeasnuma ce MOTYy BPIIUTHU Ollepalyje cabupama U MHOKEHA Kao U
ca eJIeMEeHTUMA.

Heduaunuja 10 Heka cy I v J ngeann npcrera A.
1LI+J:={z+y:xecl,yeJ}

2.I1-J={zy1+ -+ apy, : ¥; € I3acBei = 1,n,y; € J3aceej =
1,n, nceen > 1}.

IuperTHa npoBepa nokasyje na cy [+J u [-J 3aucra uneanu y npcrery A.
[Ipumerumo na je I -J 3anmpaBo HajMamu MAEAT KOJjU CALPXKU CBe Moryhe
npousBose ejgeMmenaTa u3 I ca ejgemenTuMa u3 J.

Kao u y cayuajy nmoarpyna, npecek nsa npeana INJ jecre mmeas, IOk je
wuxoBa yauja [UJ umeas ako u caMo ako je jegaH O TUX MAeajia Caap:KaH
y OPYyroMm. 3ampaBo, aKo IOCMaTpPaMO CaMO Olepalujy cabupama, mpuMe-
TUMO nma ¢y mmeasu noarpymne rpymne (A,+), a 3HaMO na U3 YUHCHUIE O
je yHuja mBe moArpyle NOATrPyIa, CIEAN Oa je jedHa Ol HBUX caIp:kKaHa Yy
apyroj. Ipyru cmep ce j1ako mpoBepasa.

HaBenmmo mere mpumepe.

IIpumep 11 Ako je A KoMyTaTMBaH NPCTEH Ca jeAMHULOM U a € A Npon3BOJsbaH
efleMeHT, oHAa je
(a)y :={r-a:re A},

npean. Oeaj nfean ce 30Be rVIABHU MAEAJ T€HEPUCAH €JIEMEHTOM d.

Kako je r-a+s-a=(r+s)-a, kao u s- (r-a) = (sr) - a, Bumanmo ma je (a)
3amcra uneay y npcreny A. &

ITpumep 12 Csaku npean y Z je obnvika (m) 3a Heku npupofaH 6poj m.

Heka je I < Z. FKaro je (I,+) momrpyma rpyme (Z,+), TO HAa OCHOBY
IPeTXOQHOT 3Hama O HoArpynaMa rpyue Z, mobujamo na je I = (m). &

Haunomena: Wnean (m) osmauaBa ce u ca mZ (CKyn CBUX HeJI0OPOjJHUX
yMHO:KaKa Opoja m).

ITpumep 13 Heka cy m v n nosutusHu uenun 6pojesn. OapeamTu:
(m)-(n), (m)+(n), (m)n(n).

Ilpe ceera, (a) - (b) = (ab) Baxku y CBAKOM HPCTEHY W 3a CBE €JIEMEHTE G U
b (uposepure!). Crora je (m) - (n) = (mn). Ha ocroBy nepununmje:

(m) + (n) ={mx+ny : z,y € Z}.



Kako mu 3mamo ma je (m) + (n) curypHO riaBHU MAeas, TOTPEGHO je caMo
OIpEenuTH! KOju je meroB rermeparop. Ho, Huje moTpebHO MHOTO pPa3MUIII-
jatm o Tome. U3 ropme jennakoctu ce mpocto Hamehie na je

rae je d = NZD(m,n). Ilpe cera, no6po HaM je IO3HATO Oa yBEK MOCTOje
p,q € Z 3a koje je mp +ng = d. Crora, d € (m) + (n), na Mmopa 6uru u
(d) C (m) + (n). Ho, raxo d | m u d | n, To mocToje m; u n, TaKkBU Ha je
m =dmi un = dn;. YKOIUKO je Mz +ny OPOU3BOLAH ejleMeHT u3 (m)+ (n)
nodujamo:

mx 4+ ny = dmix + dnyy = d(myiz + nyy),

Te 3aKbyUyjeMo na mx + ny € (d)
Ompenuvo jom u (m) N (n). Hpumernmo ma x € (m) N (n) axko u camo
ako m |z un | z. Ho, To ynpaso 3uaun na je (m)N(n) = (NZS(m,n)). &

IIpumep 14 Y npcreny Z[X] noctoju nfiean koju Huje rnasHu.

IMocmarpajmo mmean I remepucan ca gsa exementa 2 u X, I = (2, X)
(o3maka (S) o3nauaBa HajMamu uaeas (KOjU YBEK IOCTOJU jep je IPEecek
Ma KOje KOJIeKLuje mieaia uaeas) KOjU caup:ku ckyn S; y ciydajy na je
S ={x1,...,2,} mumemo (x1,...,Z,), ymecro {{x1,...,2,})). OBaj unean
CUT'YypHO Huje TiaBHu. HammMe, mpermoctaBumo ma je

(2, X) = (a(X)),

3a Hekn noauaoM a(X). Kako je 2 € (a(X)), To mopa 6utn 2 = a(X) - b(X)
3a meku noauuoM b(X). To 3uauum ma je a(X) roucranran nonuuom. Ho, u3
unbennne na X € (a(X)), cnemn na a(X) | X, na mopa 6uru a(X) = 1, niun
a(X) = —1. To 6u 3maumno ma je 1 = 2p(X) + X¢(X) 3a merke monumuHome
p(X),q(X) € Z[X]. Ho, 3amenom 0 ymecto X mobujamo nma je tama 1 =
2p(0), Te 6u cremmmo ma i € Z. 3akbydyjeMo Oa HABEICHU MICAT HUje

2
TJIaBHU. &

IIpumep 15 Heka je K ma koje nome. Taga je ceaku ugean y npcreny K[X]|
rNaBHU.

Y mokaszy hemo ropuctutu ummenumy na 3a monumHoMme a(X) m b(X) u3
K[X] 3a roje je b(X) # 0 moctoje un jenHosHayuo cy oapeheHr mOIMHOMMU,
¢(X) u r(X) raxsu na je

a(X) =q(X)b(X) +r(X), r(X)=0nm degr(X) < degb(X).

OBO je m03HATO €YRIUIACKO AEJHEHE MOJUMHOMA, WU OEJHEEE CA OCTATKOM,
ca KOJUM CMO YTIO3HATH y CPEE0j MKOJIU (JIOIyIIe CaMO 33 PEAJHe, OJIHOCHO
KOMIUIEKCHE MOJMHOME, aju NeMO caMO TaKBe CIydajeBEe U PasMaTpaTH).
Hexra je I < K[X]. Yromuxro je I = {0}, jacuo je na je I riaBuu uzmeasn
rerepucan enemernToM 0. Ilpermocrasumo crora na je I # {0}. Heka je



/4 MOHWYAH TOJUHOM HajMamer CTemeHa Koju ce Hajgasu y . Taj moauroM
curypuo nocroju nomro je I unean. Horaxumo na je I = (u). ITocmaTpaj-
MO Ipou3BOJbHU esieMeHT a € I. Ha ocHOBY pesynrara HaBeIeHOI rope,
nocroje moavHoMu ¢ u r (uurasan curypao npumeliyje na moHekanm mosu-
HOMe o3HauaBaMo ca a(X), a IOHEeKaXx U CaMo ca G, Kao U Aa IPOU3BOJ ABA
€JIEMEHTa Yy IPCTEHY IIOHEKaJ NUImeMo 0e3 O3HAKe Olepaluje MHOMKEIbA)
TaKBU 4 je a = qu + 7, IPU YeMy je CTeIleH IOJMHOMA 7 MamU O CTeleHa
nosmuaOMa 1, unu je r = 0. Kako a,u € I, nobujamo na je r = a — qu Takobe
u3 I. Ho, ykomnuko je r # 0, MHO¥kemeM ca uHBEp30M Bozmehier koedumm-
jenTa om r mobuau Oucmo ma ce y I Hajga3ym MOHWYAH MTOJUHOM CTEIEeHA
Mamer OJ CTeleHa MOJIMHOMA [ IITO IPOTUBpEYUN n300py MOJUMHOMA [i. 3a-
KILydyjemo na mopa 6urm r =0, Tj. ma p | a, Te ma a € (1), unme je mOoKa3
3aBPIIEH. &

IIpumep 16 Heka je K nome n I < K. Taga je I = {0}, unu je [ = K.

IIpernocrasumo na je I unean y K u na je I # {0}. To 3maum ma mmeasn
I canpsxu merku enement x # 0. YKOIUKO je a Ma Koju ejemeHT u3 K,
nobujamo nma u a npunaga uneany I. Haumme, raro je I nmean, a x # 0, To
noctoju ! u exement (ax~!)-z Mopa mpumamatu ugeasy I, a jacHo je ma
je Taj eIeMEHT jeAHAK €JIEMEHTY a. &

ITpumep 17 Heka je A ma Koju KOMyTaTMBaH NpcTeH ca jefununuom n u € U(A).
Tapa je (u) = A.

Jloka3 ce M3BOAM HA WMCTU HAUWH KAO Y IPETXOIHOM MPUMEDPY. &

IIpebrmo cana Ha mojaM XOMOMOpP(U3Ma MPCTEHA.

Jedpuaunuja 18 Heka cy (A,+,:) v (B,+',-') ABa KomyTaTuBHa npcTeHa ca
jeanHnuom. Pynkumja f: A — B je xomomopdumsam npcreHa ykonuko je f(la) =
1p 1 ykonuko 3a cee 7,y € A Baxu:

flaty)=f@)+ fly) n fla-y)=[f@)" f)

IIpumep 19 dyHkumnja p,:Z — 7Z, 3apata ca p,(z) := p(z,n), roe je ca p(z,n)
OBHaUEH OCTAaTaK MpuW Aefbery T €a n, je jeflaH XOMOMopdu3am npcreHa.

Osaj xomomop¢duzam HieMO UCKOPUCTUTH a8 OMUIIEMO UAeaJie Y IPCTEHUMA
Z,,, HO TIpe TOra ieMO HABECTU HEKe OIIITE Pe3yITaTe O XOMOMOD(PU3MUMA.

Heduaumuja 20 Heka je f: A — B xomomop¢urszaMm KOMyTaTUBHMUX MPCTeHa Ca
jeonHnuom. Jesrpo xomomopgumsma f, y osvaum Ker(f) Bepunnwe ce ca:

Ker(f):={z € A: f(z) =0g}.

CraB 21 Heka je f: A — B xomomop¢$usam KOMyTaTMBHWMX MPCTEHa Ca je AVHU-
uom. Tapa Baxu:



a) Ker(f) < 4;

6) ako je J < B onga je f1[J] < 4;

B) ako je [<A wn f ,Ha", onpa je f[I] < B.
ITokas.

a) Heka z,y € Ker(f). Tana je
fle+y) = f@) +' fly) = 05 +' 0p = 0,

ma x +y € Ker(f).
Yronuro je x € Ker(f) n a € A:

fla-z) = f(a) " f(z) = f(a) "0 = 0,
Te a -« € Ker(f).

6) Heka je J unean y B u x,y € f~1[J]. To smaum na je f(x) € J n
f(y) € J. Kako je J unean, zaxmyuyjemo na u f(z+y) = f(z) + f(y) € J.
Haxne, z +y € f~1[J].

Takxobe, ykomuko je x € f~l[J] m a € A, mobujamo ma je f(a-x) =
f(a) f(z) € J, momro f(x) € J, a J je uneamn.

B) Hera cy u,v € f[I]. To 3nauu na je u = f(z) u v = f(y) 3a Here x,y € I.
Kaxko je I unean, 1o je x+y € I, a xako je u+'v = f(z)+ f(y) = f(x +y),
3akmpydyjemMo ma je u+' v € f[I].

Yronuko je u € f[I], ab € B, ¢ 063upoM na je mo npernoctauu f ,Ha“,
nobujamo na nocroju a € A rako na je b= f(a). Ocum Tora je u = f(x) 3a
neko x € I. Kaxo je [ uneasn, a-z npunana [, ma je b'u = f(a) f(z) = f(a-2)
n3 f[I]. O

IMpumerumo na je, kao u y caydajy xomoMopdusma rpyma, Ker(f) = {0}
aKO U caMO aKO je XOMOMOP(U3aM UHjEeKTUBAH.

Y ommreM ciyvajy OUPEKTHA CIWKA Waeaia He Mopa Outw mmeas. Ha
npumep, jacuHo je ma ¢ymrmmja i:Z — Q medumucama ca i(x) = x 3a cse
x € Z, jecte xoMoMopduzaMm (TO je MHKIY3Mja MPCTEHA HeIuxX OpojeBa y
nosbe paruoHasHux 6pojesa). Ho,

i[(2)] = {2m :m € Z},

a TO ouurnenHo Huje nmeas y Q, momro cy, Ha OCHOBY paHUje MOKA3aHOT,
jemuuan nneamu y Q: {0} u Q.

ITpumep 22 Heka je n > 2 ueo 6poj. Taga je ceaku ngean y Z, rnasHu.

Uckopuctuhemo xomomopuzam p,:Z — Z,, xoju je u ,Ha“. Hexra je J<Z,.
Tana je p,'[J] <Z. Ha ocHOBY CTPYKType umeajia MpCTeHa Z, 3HAMO 1A
nocroju m > 0 Takas na je p,'[J] = (m). Ho, tana je

T = palp 1] = pallm)] = {pu(m)).



[pumeTumo na jemaaxoct J = py,[p, [J]] ciems us unmenune na je p, ,Ha*,
IOK je jacuo ma je f[(a)] = (f(a)) 3a cBaku emumopduzam (xoMoMOpdu3am
koju je ,Ha“) f u cBaku eseMeHT a (MOKAKUTE Ha je 0BO TadHo!). &

Hamomena: Moxna je unrasan IprMeTHo Ia CMO OBaj PE3yJITAT MOIJIU Ia
MOKAyKeMO Kao U y ciIydJajy npcTeHa neanx 6pojeBa. Haume, cBaku nnean y
Zy, je m moArpyna MUKJINYHE TPyIe, IIa je TUMe U caMa IUKInJYHA. A 3HaMO
KAaKO M3rJIelajy UUKINYHE HOArPYIe Ipyne Z,. Y OBOM IOKa3y caMo Tpeba
00parTnuTy NaKBy HA YNUEBEHUIY Oa j€ CBaKa HOArPYyHa On Z, 3anCTa WO
(y cayuajy mpcrena Z, TO je TPUBUjaJIHO UCIYEEHO, IOLITO CE MHOMKEHE
eJIEeMEHTUMa U3 7 3alpaBo CBOAU Ha cabupame (y3 €BeHTYaJIHO MHOMKEHE
ca —1 Koje oaroBapa TPaKemy CYIPOTHOT ejeMeHTa). YumeHnna aa je To
UCIYE-EHO U 3a Z, 3aXTeBa Majau JoKa3. Pa3Muciaure Majo O TOME.

ITpumep 23 Hagectu npyviMep KOMyTaTMBHOr MPCTEHA Ca jEAUHULOM W MOArpyne
aANTVBHE rpyne TOr NPCTeHa, Koja Huje naean.

[Mocmarpamo npcren A = Zo XZso. OBae cy oneparuje qepUHUCAHE IO KOOP-
AvHATAMA U 3a1paBo je A mupekraH Npou3BOX npcreHa Zs u Zo (mOHOBUTE
nojam mmperTHOr mpowmssoza aarebpm). Crym {(0,0),(1,1)} je momrpyma
aIUTUBHE TPYIe TOT IPCTeHA, aiau Huje uaeas nomro exement (1,0)-(1,1) =
(1,0) me mpunama Tom ckymy, a (1,1) My npumanza. &

IIpumep 24 Hahu cee npeane y npcreny Zis.

3HaMO ma Cy CBU MOeaju y OBOM NpcTeHy raaBuu. Tarkobhe 3mamo ma je
CBAKU €JIeMEHT y Zio WIN NeJUTeJs HyJe Wiu mHBepTubunan. Kako cBaku
VHBEPTUOWIIAH E€JIIEMEHT TEeHEPUIle, NMpeMa jeJHOM OJ DPAHUje HABEICHUX
npuMmepa, 1eo IPCTEH, OCTaje Ia Ce BUAU KOje Maealie PeHEPUNLY NeJIUTEIHU
uyne. [Ipumernmo na je m € Zja nenures Hyje ako W caMo ako 2 | m mim
3| m (3amro?). Crora je

Z(Z415) = {0,2,3,4,6,8,9,10}.

IIpumerumo ma, nomto je 5 € U(Z12) m 10 =515 2 umamo ga je (10) = (2)
(pasMucanTe Kako ce OBO MO:ke reHepasucaru). Takxobe je 9 = —3 =
(—1)-3, na je u (9) = (3). Hobujamo na je u (8) = (4).

C mpyre crpaze, (2) # (4). Hawmme, npernocrasumo na 2 € (4). Tana
Ou moctojao m € Zyo takaB na je 2 =4 -1om. To O6u 3HAUMIO @& TOCTOjU
neo 6poj q TakaB ma je 2 =4m + 12q. Ilememem ca 2 nobunu OucMo ma je
1 = 2m + 6¢ 3a Heke mesie OpojeBe M U ¢ WTO cBakako Huje moryhe. Kako
je oumraenso 4 € (2), o nobujamo ma je (4) C (2) (mmean remepucan ca 4
je mpaBu MOJCKYT nmeaJsia reHepucasor ca 2). Ha canuan mauun ce nobuja
na je (6) C (3). YuraommMa ocTaBmaMO Ia Ce yBepe Oa Cy CBU Pa3IUYUTU
uneaau npcreHa Zis caenehu:

<0>7 <2>7 <3>7 <4>7 <6>7 Z12



