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Beh cmo ymosmaru ca nmojmom mzomopusma rpymna. Oumruju mojam je
nojaM XOMOMODdu3Ma.

Hepununmuja 1 Heka cy (G, ) v (H,*) rpyne. Pynkumja f:G — H je xomo-
MOpdU3aM YKONUKO 3a cBe &,y € G Baxu:

flx-y) = f(z)* f(y).

Ilakne, m3omoppuzaM je oHaj xoMoMOpduzaMm Koju je u bujeriuja. [Ipume-
THMO Ja Ce JIAKO IIOKa3yje, Ha MCTU HAYMH Kao U y Clydajy u3oMopdusMa,
Ia ce IPU CBAKOM XOMOMOD(M3My HeyTpas rpyme G cinka y HeyTpaJ
rpyne H, a uaBep3 enemenTa u3 rpyne G y MHBEP3 HErOBE CIUKE Y IPYNU
H (moncerure ce Tor mokasa). Kako xomomopduszam He Mopa Outu Oujexk-
nuja, IPUPOAHO je UCIHUTATU ¥ KOjO] MEPU HaTyh XOMOMOpQU3aM ,,0ncTyma
onx m3oMmopdusma. Baskan mojaMm y Be3u ca TUM je U IOjaM jezepa XOMOMOP-
duszma.

Heduaurnuja 2 Heka je f:G — H xomomopé¢uzam rpyna. Jesrpo xomomop-
¢usma f, y osHaum Ker(f) pepunumwe ce ca:

Ker(f) :={9€G: f(9) = en},
roe je ca ey o3HaueH HeyTpany H.
CraB 3 Jesrpo cakor xomopgusma f: G — H je HopmanHa noarpyna rpyne G.

IHoka3z. Karo je f(eq) = ey, 10 e € Ker(f), ma Ker(f) # (. TIper-
nocrasumo aa x,y € Ker(f). Tpeba nokaszaru ma z~ 'y € Ker(f). Ho,

fla™ly) = f@) " fy) = e’ *en = em,

te 3aucra x~ 'y € Ker(f). Harme, nokazam cmo ma je Ker(f) < G.
Ila 6ucMO mOKa3aJM Oa je je3arpo HOPMaJlHa HOArPyIa, MOCMATPajMo
npousBosHe enemente x € Ker(f) u g € G. Tana je

flgrg™) = flg)* f(@)* f(9) "' = flg) xem * f(9) " =en



Te 3armyuyjemo ma je gKer(f)g~! C Ker(f), 3a ce g € G, Te je 3aucra
Ker(f) «G. O

CtaB 4 Xomomopdusam rpyna f: G — H je ,1-1" ako 1 camo ako je

Ker(f) = {ec}.

Joxa3s.

=—: [Ipernocrasumo na je f ,1-1“ u neka x € Ker(f). To 3uauu na je
f(x) =en = f(eq).
Kaxko je f ,1-1% mopa 6utu z = e¢. 3armyuyjemo na je Ker(f) = {eg}.
<=: Hexka je Ker(f) = {eg}. IIpernocrasumo na je f(z) = f(y). To 3naun
na je
flaty) = fla™ ) fly) = (@) fly) = e xen = em,

na je 27ty € Ker(f) = {eg}. lobujamo ma je x =y, Te 3akpbydyjemo na je
f,1-1% O

Yronuro je Ker(f) = {eg}, raskemo u na je jesrpo tpusmjanso. Ako je
f »1-1% xomomoppuzam, KaxkeMo 1 na je f MoHoMOpPusam.

JHepunaumnuja 5 Cnuka xomomopousma f: G — H, y ozvaum Im(f), pepuHuwe
ce ca:

Im(f):={ye H: Bz € Gy = f(x)}
Ilakne, cnuka xoMop(du3Ma je 3ampaBo obuyHa cianka ¢QyHKIuje f.

CraB 6 Axo je f: G — H xomomopdusam, onga je Im(f) < H.

Hoxasz. Kako je ey = f(eg), To Im(f) # (. IlpermocraBumo ma yi,ys €
Im(f). To 3maum ma mocroje 1,z Taksu xa je f(x1) = y1 u f(xz) = yo.
Ho, Tana je

yfl % Yg = f(xl)’l * fxg) = f(xflxg) € Im(f).
O

[Mprmernmo na ciamka xomMoMop(du3Ma He MOpa OUTH HOPMAaJIHA MOACPYIA
on H. Hanwme, ako je H < G ouna je ciuka on H npwm uarnysuju (koja je
xoMoMop¢hu3zam) cama moarpyna H u ako OHA HEje HOPMAaJIHA, TO HAM Jaje
TpaKeHU pUMep.

XoMomoppu3aM, Koju je yjeqHo u ,Ha“, 30BeMo enumopguszam. OCHOBHU
npumep emumopdusma je ciaenehu. Heka je G rpyma u H ma koja meHa
HopMmasaHa moarpyma. Tanma je ca p(a) = aH 3amar jeman enumopgdusam
p:G — G/H. Hapasso, jacHo je na je p ,Ha“. Ocwum Tora

p(ab) = (ab)H = (aH)(bH) = p(a)p(b),

Te je p ¥ XOMOMODP(U3aM.
Hasenumo canma mpBy Teopemy O M30MOP(PU3IMUMa 3a IPYIIE.



Teopema 7 Heka je f:G — H xomomopéusam rpyna. Tapa f vHpykyje nsomop-
¢pusam f: G/Ker(f) — Im(f) nedunncan ca: f(x Ker(f)) := f(z).

Ioxa3. Ilokaskumo Hajupe ma je f nobpo medpunucana ¢ynrmumja. Hamme,
ueka je x Ker(f) = yKer(f). To 3uaun na x~'y € Ker(f). Hakne, f(z~'y) =

ey, ma je f(z) = f(y), re je f(zKer(f)) = f(yKer(f)). @ymrmmja f je

XOMOMOD (pm3aM:
f ((zKer(f)(yKer(f) = f((zy) Ker(f)) = flay) = f(2) * f(y) =
= flzKer(f)) « f(yKer(f)).

N3 medpununmje xoMoMOppusmMa fl ouursenso je ma je Im( ) = Im(f).

Ocraje ma ce moraxe ma je f ,1-1“ T1j. ma je Ker(f) Tpusumjasno.
[pernocrasumo na x Ker(f) € Ker(f). To smaum ma je f(zKer(f)) = eq.
N3 nepunumje f, cnemn na x € Ker(f), e je x Ker(f) = Ker(f). O

HaBe,III/IMO HEKe IIpuMepe NpruMeHe OBe TeopeMe.

IIpumep 8 Ako ca p(x,n) 03HaUMMO OCTaTaK Npu fesberby yenor 6poja & npupoa-
HUM Bpojem n > 2, oHfja je ca f(x) = p(z,n) BepuHncan xomomopdursam rpyna
f:Z — 7Z,, kojn nnpykyje nsomoppusam Z/nZ = Z,,.

[IpemopyuyjeMo ynTaonmMa na ce CaMU yBepe y HaBEeIEeHU pe3yJiTarT.

ITpumep 9 Axo ca V osHaummo noarpyny rpyne Sy AaTy ca:

vV ={(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23)},
oHAa je V<1;S’4 n S4/V = 53.

Beh mam je mosmaro ma je V mopmasana moarpyma (3amTo TO 3HAMO?).
Ocraje ma ce mabe Tpaskerum m3omopdmsam. Y Ty CBpXy, ako je X =
{(12)(34), (13)(24), (14)(23)}, medpuanmmmo xomomoppusam f : Sy — Sx ca:

f(m)(x) = mer™t,

3a z € X. Kaxo je V<Sy, jacso je ma je men~ ' € V,3aceexz € X C V. Ho,
He Mosxke Outm mrm = (1), jep 6m Tama 6uno x = (1), mTO HUje TAdUHO.
Hakne, f(m) 3aucra npunana Sx. IIpoBepumo ma nu je f xomomopgusam:

flom)(z) = (om)z(om) ™ = o(man™ o™ = f(o)(ran™") = f(o)(f()(2)).

Hob6ujamo na je f(om) = f(o)o f(r), Te je f 3amcra xoMOMOpU3aM.

Onpemumo jesrpo xomomopdusma f. Ilpe csera, kako je V romyra-
tuBHa, TO je V C Ker(f) (3amro?). ITokasknmo na Basku n 0o6paTHO, Tj. Aa
je zanpaso Ker(f) = V. Ilpernocrasumo na w € Ker(f). To 3nauu na je w
nepmyTanuja n3 Sy 3a KOjy BasKU:

m(12)(34) 7t = (12)(34), (1)
m(13)(24)7~! = (13)(24), (2)
m(14)(23)r~ ! = (14)(23). (3)



IIpernocrasumo na je w(1) =
n3 npernocraske na je (1)

(Im(2)) (7 (3)m(4)) = (12)(34).

Bumuvo na mopa 6utu 7(2) = 2 u 7(3) € {3,4}. Yromuro je w(3) = 3,
nobujamo na je m = (1) € V. Ilpernocrasumo na je w(3) = 4. To 3uauu na
je zanpaso 7 = (34). Ho, To 6u 3nauuino na je

1. Kaxo je m(12)(34)7 ! = (7(1)7(2)) (7 (3)7(4)),
=1 u jemmarocru (1), ciemu na je

m(13)24) 7~ = (m(1)7(3))(m(2)7(4)) = (14)(23),

wTo je y cynporroctu ca (2). Ilakme, npernocraska na je m(1) = 1, noBoau
IO 3aK/bYyYKa Ma je T UACHTWUHA mepMmyTaiuja, Te na 7w npumaza V. Ha
UCTU HAYWH Ce TOKasyje na, ykouauko je w(k) = k 3a 6umno koje k, mopa
outu ™ = (1).

[IpernocraBumo na m HeMa purcHy Tauky . Cana moskemo, 6e3 rybuTra
onmrocTu, npernocrasuty aa je (1) = 2. W3 (1) mobujamo

(2m(2))(r(3)m(4)) = (12)(34).

Ounrnenno na mopa 6utu 7(2) = 1 u n(3) € {3,4}. Kako 7 Hema (ukrcHy
Tauky, nobujamo na je w(3) =4 u w(4) =3, tj. 7 = (12)(34) e V.

Ha oBaj mauun cmo nokazanu ga je Ker(f) = V. Ilpsa Teopema o
n3oMopdpm3MHMa Kaske a je Tala

Sa/Ker(f) = Im(f),

Tj. ma je konmunwmuka rpymna Sq/V umsomop¢Ha jemHoj moarpymm on Sx.
Ho, |S4/V| =24/4 = 6 = |Sx|. 3armyuyjemo na mopa outu Im(f) = Sx u
nobujamo uzomopousam Sy /V = Sx = S5.

HaBenmmo canma jemam craB, KOju ce HOKa3yje MOMONy HaBemeHe TEO-
peMe.

Cras 10 Ako je H nogrpyna rpyne G TakBa pa je [G : H|] = p, npu uemy je p
Hajmatby npocT 6poj koju genu ped rpyne G, onpa je H < G.

Hoxa3. Hera je X = G/H (makue, X je CKyl CBUX JIEBUX KOCETA MOATPYIIE
H y rpymu G). Hepunummmo xomomopdusam f:G — Sx ca:

f(g)(aH) = (ga)H,

3a a € G (enementu y X cy seBu Koceru on H, makne moxckynosu ox G
obnuka aH 3a Herko a € G). Ha ocHOBY mpBe Teopeme 0 M30MODP(PUIMUMA,
G/Ker(f) 2 Im(f). IIpumernmo na Basku caenehe:

Ker(f) C H.

Hanwme, axo g € Ker(f), onna mopa 6utne u f(g)(H) = H (H je jeman oxn
Kocera, a no npernocrasiu je f(g) = idx), tj. gH = H. Ho, uz gH = H,



cnequ na g npunana H. ITobumu cvo ma je rpyna G/Ker(f) mzomopona
jemnoj moarpymu rpymne Sx. C o63upom ma je | X| = p, nobujamo na

|G/Ker(f)| [ p! . (4)
Ho, xaxo je Ker(f) C H, 1o je
|G/Ker(f)| = |G : Ker(f)] = |G : H] - [H : Ker(f)] = p- [H : Ker(f)]. ~ (5)
U3z (4) u (5) mobujamo
[H : Ker(f)] [ (p—1)! . (6)

Ho, rako [H : Ker(f)] menu pen nmomrpyme H, a pex moarpyme H nenu
pexn rpyune G, to mobujamo ma je [H : Ker(f)] memurem pena rpyne G, y
KOjeM ce, YKOJMKO Ta] HeJuTesb Huje jenHak 1, Ha ocHoBy (6), Kao mpocTu
¢aKTOpU MOjaBJbyjy WCKBYUMBO IPOCTU OpoOjeBM Mamu ox p (TW mpocTu
¢paxropu Mopajy meaurn (p— 1)!, ma camum TuM Mopajy GuTH MaBU OX p),
mro Huje Moryhe. 3akmyuyjemo na je [H : Ker(f)] =1, re je H = Ker(f).
Kako je jesrpo xomomop¢du3Ma yBek HOpMAaJHA NOArPyIa, nobujaMo na je
u moarpymna H mopmaJHa. O

Hamomena 1: Kao u yBek, BpJO je BAKHO Oa ce y TBpDheme He yHOCH HEIITO
yera y mwemy Hema! Ilakme, yommTe ce He TBpaU ma 3a ceaxy zpyny G
yommmre moctoju noarpyna H mupekca kao y craBy. Ho, axo nocmoju, onna
je oHa HOpMAaJIHA.

Hamomena 2: Y nmokasy oBor craBa kopucTuiu cMo ciaenehu pesyarar. Axo
je K momrpyna oxm H komaunor uunekca [H : K| u H momrpymna ox G
kKoHauHOr mHAekca [G : H], onna je

[G:K]=[G:H] [H:K]

Joka:EuMO ra.

Ilpe ceera, meka je [G : H) = m u [H : K| = n. Ilorazahemo ma je
[G: K] = mn. Kako je [G : H| = m, TO mOCTOje €JIEMEHTH (1,92, ---,dm € G
TaKBU Q1A je

G=gHUgpHU...Ug,H. (7)
Tarobe mocroje u enementu hy, ho,...,h, € H 3a roje je
H=mhKUhKU.. UhpK. (8)

SamernoM (8) y (7), mobujamo
G=ghmKUgihoKU...Ugph,KU...Ugnh1KUgnhoKU...Ugnh,K. (9)

AKO HOKa:KeMO Ja Cy CKYIOBU Yy HABEINEHO] YHUJU PA3anduTu (IOACEeTUMO
ce [a Cy pPa3inyuTu KoceTn 00aBe3HO MUCjyHKTHHU), HOoka3 he OGutu 3aBp-
men. Ho, 3aucrta je tako. Hamme, mpermocTaBuMo na je

gith =gkth, (10)



3a HEKe uHaekce i,j,k,l. Tanga je u
gih; KH = gihiy KH,
a kaxo je KH = H (3amro?), To Mopa Gutu
gih;H = grhiH,
na je
g9:H = giH.

Ho, to je moryhe jemuno axo je i = k. Muomemem (10) caesa ca g; *
mobujamMo
hiK =K,

HO TO je moryhe jenmuo axo je j = 1.
ITpumep 11 Csaka rpyna pefa 15 je umknuuna.

Ha ocuoBy Komujese Teopeme mocToju eneMeHT x pena 3 U €JIEMEHT Yy pena
5. Hoarpyna H = (y) je crora vHoekca 3 u Ha OCHOBY IPETXOJHOI CTABa
oHa je mopmaana. Crora je

syt =y" (11)

3a Hero r € {1,2,3,4}. Yrommko je r = 1, oHZa Ha CcTAaHZApIAH HAUNH

~

nobujamo ma je G = (x) x (y) & Zs X Zs = Zy5. Ilokaskumo na ocraie
moryhuoctu 3a r aucy moryhe. Ako (11) moMHOKUMO ciieBa ca T U 3€CHA
ca z~ ', mobujamo

pyr? = ay e = (aya ) = (y) =y (12)
Muoxemenm (12) ciesa ca o u 3mecHa ca x~ ! mobujamo

iy = yrg. (13)

Ho, ¢ o63upom ma je 22 = e u3 (13) nobujamo

3

y=y", (14)
Tj.
r3—1
Yy =e. (15)
Iakme, ¢ o63upoM ma je w(y) = 5, mopa 6uru 5 | r3 — 1. Ho, mako ce moxe
OpOBEpUTH I 5 He meau HujemaH on 6pojesa 23 —1, 33 —1, 43 — 1. &

Hpyra u Trpeha Tteopema o m3oMOpUIMUMA YKBYUIYjY ¥V CBOjy hOpMy-
Janujy nBe moarpyte mare rpyme G.

Teopema 12 ([pyra Teopema o nsomopgpusmmma) Heka je G rpyna, H < G u
K<G. Tapaje HK <G, HNK<H n

HK/K ~ H/HNK.



Ioxkas. Ilpe cBera, Tpeba mokasaru na je HK < G. Kako e € HN K, To
jee=ee € HK, ma HK # (. TlpeTnocTaBuMo na Cy T U Yy eJEMEHTHU U3
HK. Hakne, nocroje enementu h,h’ € H u k, k' € K taksu na je © = hk,
y=hEk'. Tana je

l‘_ly — k,—lh—lh/k/ _ k_l((h/)_1h>_1k/ —

eK
€H
,_/:h Nn—1 —1 n—1 —1 /
= ((h")""h) (W) 'h) E_L((W) " )~ | K € HE.
c€H €K
eK

C 063upom na je K 4G, 1o je u K <HK. lepmuaummmo ¢yuruujy f: H —
HK/K ca: f(h)=hK. C oG3upom na je

f(hh') = (hh") K = (hK)(W'K) = f(h)f(h'),

f je xomomopduzam.
Hokaskumo na je f ,ua“. Hera je xK upoussoman exement u3z HK/K.
Ilakne, 3a mneko h € H u k € K, x = hk. Tana je

oK = (hk)K = h(kK) = hK = f(h),

ma je f 3amcra ,Ha“.

Oapemumo je3rpo xomoMopduama f. ¥Y3MUMO NPOU3BOJLHU €JIEMEHT h €
H. Tana h € Ker(f) axo u camo axo je f(h) = K (K je neyrpany HK/K).
C o6Gsupom ma je f(h) = hK, nobujamo na je h € Ker(f) ako u camo
ako h € K, 1j. Ker(f) = HN K. Ilpsa teopema 0 m3oMopdusMuMa paje:
H/Xer(f) = Im(f), tj. H/HNK =2 HK/K. Tpumermmo na H N K < H
cirenu n3 yumenune na je H N K je3rpo Hekor xoMoMopdusMa. (|



IIpumep 13 Heka cy m,n > 2 npupogHu 6pojesn. [NpumennTn gpyry Teopemy
0 nsomopgusMmma Ha rpyne Z, mZ v nZ.

Ipyra TeopeMa 0 m3oMOppU3MUMa Haje
(mZ + nZ)/nZ = mZ]/(mZNnZ).
Hera je d = NZD(m,n), a s = NZS(m,n), razna je
mZ +nZ = dZ, mZNnl = sZ.
Iaxkie,
dZ/nZ = mZ/sZ.

I'pyna dZ wnzomopdua je rpymu Z upu mzomopdusmy f:7Z — dZ maTtom ca
f(z) =dz. Hera je n =dn’. llpu uzomopdusmy f, moarpymna n'Z ciuka ce
Ha nmoarpymy nZ. IpyruMm pednma, nMamMo M30MODPdU3am

dZ/nZ = 7/n'Z.

3uamo nma je sd = mn, na je n' = n/d = s/m. 3Banpaso je rpyna mZ/sZ
n3oMophua rpymu Z/n'Z. &

IIpumep 14 Heka je H < G, K <G v NZD(|H|, |G : K]) = 1. MNokasaTtu pa je
HCK.

Heka je n = |HK/K|. Ha ocrnoBy mpyre TeopeMe 0 U30MOP(PU3MUMA, BarKU
n3omopduszam HK/K =2 H/(HNK). Hobujamo na n | |[H|. C mpyre crpane,
HK/K < G/K, re n| |G/K|. Kako je NZD(|H|,[G : K]) = 1, nobujamo na
jen=1. To 3naun na je HK = K. Kaxo je H C HK (3amT0?), cienu na
je HCK. Y

Teopema 15 (Tpeha Teopema o mzomopduammuma) Heka cy H u K HopmanHe
noarpyne rpyne G 3a koje je H C K. Tapa je K/H<G/H n

(G/H)/(K/H) =2 G/K.

Hoxka3z. Hebuanmumvo ¢yuruujy f:G/H — G/K ca f(gH) = gK. Osa
dyHEIMja jecTe MOOPO meGUHUCAHA MOMTO U3 IPETHoCTaBke na je gH = ¢’ H
crnemu na je g 'g' € H, a xaxo je H C K, 1o u3 ¢~ '¢' € H cinenu na
g l¢ € K, na je gK = ¢ K. Ouuraenso je ga je f jeman emumopduaan.
Onppenumo jesrpo ox f.

gH € Ker(f) akro gK = K akko g € K.

Bumumvo na je Ker(f) = K/H. Pesyarar ce caga nobuja nprMeHOM IpBe
TeopeMe O M30MOP(HU3IMUMA. O



IIpumep 16 Heka cy npupogtu 6pojesu m,n > 2 Takeu fa m | n. Mpumenntn
Tpehy Teopemy o nsomopgusMuma Ha: Z, mZ wn nZ.

Hapasno, nZ je moarpyna ox Z reHepucana esemMeHToM n. Kako m | n,
T0 je nZ C mZ. Iakne, Ha ocHOBY Tpelie Teopeme 0 m3oMopduaMuMa,

nodujamo
(Z/nZ)/(mZ/nZ) = Z/mZ.

Kao u y panuje HaBeneHOM IpuUMeEDY,
mZ/nl = 7/dZ,

rae je d =n/m. Mu 35aM0 1a je CBaka IUKINYHA CPYIa pela n u30MoppHa
ca Zp u Ly 2 7Z/nZ. Ocum Tora, 3a CBAKM NEJIWIIALl PEIa NUKIUYHE TPYIIE,
MOCTOjU TAYHO jeAHAa MOArPYIa Te€ TPYyIe TOT pena. Y KOAUKo je G MUKInYHA
rpyna pexa n u d | n, opma nmocroju tayHo jemsa monrpymna H rpyne G,
Koja je pena d u rana je G/H = Z,,, vne je m = n/d. &



