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Zapoqnimo ovu lekciju slede�om definicijom.

Definicija 1 Element y je konjugovan elementu x (element y je konjugat
elementa x) u grupi G ukoliko postoji g ∈ G tako da je

y = gxg−1.

Jasno je da je na ovaj naqin definisana jedna relacija ekvivalen-
cije na skupu G. Naime, svaki element x je konjugovan sam sebi poxto
je x = exe−1. Ukoliko je y konjugovan elementu x, tj. postoji g ∈ G
tako da je y = gxg−1, onda je i x konjugovan y, jer je x = g−1y(g−1)−1.
Ako je y konjugovan elementu x (y = gxg−1 za neko g ∈ G), a z kon-
jugovan elementu y (z = hyh−1), onda je i z konjugovan elementu x:
z = (hg)x(hg)−1.

Klasu ekvivalencije pri ovoj relaciji zovemo klasa konjugacije (ili
klasa konjugovanosti).

Primer 2 Odrediti klase konjugacije u grupi Dn.

Razlikova�emo dva sluqaja.

1. n = 2l + 1: Iz

(σρs)σ(σρs)−1 = σρsσσρs = σρ2s

i
ρsσρ−s = σρ−2s = σρ2l+1−2s

sledi da je jedna klasa konjugacije

{σ, σρ, σρ2, . . . , σρ2l}.
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Iz
(σρs)ρk(σρs)−1 = σρsρkσρs = σσρ−sρ−kρs = ρ−k = ρ2l+1−k,

kao i iz qiǌenice da je ρsρkρ−s = ρk, sledi da su

{ρ, ρ2l}, {ρ2, ρ2l−1}, . . . , {ρl, ρl+1}

tako�e klase konjugacije. Osim toga, {ε} je jedina preostala klasa
konjugacije.

2. n = 2l: Kako je

(σρs)σ(σρs)−1 = σρ2s i (σρs)σρ(σρs)−1 = σρ2s−1,

a
ρsσρ−s = σρ−2s = σρ2l−2s i ρsσρρ−s = σρ1−2s = σρ2l+1−2s

to je klasa konjugacije elementa σ jednaka {σρ2s : 0 ≤ s ≤ l−1}, a klasa
konjugacije elementa σρ je {σρ2s+1 : 0 ≤ s ≤ l − 1}. Osim toga, kako je
ρsρkρ−s = ρk, a

(σρs)ρk(σρs)−1 = σρsρkσρs = ρ−k = ρ2l−k,

to su dvoqlane klase konjugacije:

{ρ, ρ2l−1}, {ρ2, ρ2l−2}, . . . , {ρl−1, ρl+1},

dok se jedine preostale klase konjugacije jednoqlane:

{ε}, {ρl}.

Primetimo na kraju da u sluqaju da je n neparno u Dn postoji samo
jedna jednoqlana klasa konjugacije, dok ih u sluqaju da je n parno ima
dve. ♣

Primer 3 Ispitajmo kako izgledaju klase konjugacije u grupi Sn i odredimo
ih za grupe S4 i A4.

Primetimo najpre da su ma koja dva cikla iste du�ine konjugovana.
Naime, ako su (a1a2 . . . ak) i (b1b2 . . . bk) cikli du�ine k iz Sn i ako je
π neka permutacija iz Sn za koju je π(ai) = bi za sve i = 1, k, tada je

π(a1a2 . . . ak)π−1 = (π(a1)π(a2) . . . π(ak)) = (b1b2 . . . bk).

Opxtije, va�i slede�e. Dve permutacije σ i ρ iz Sn su konjugovane
ako i samo ako imaju istu ciklusnu strukturu, tj. ako u rastavǉaǌu na
proizvod disjunktnih ciklusa u permutaciji σ ima isti broj ciklusa
du�ine 1, 2, 3, . . . kao i u permutaciji ρ. Ovo nije texko dokazati,
ali zbog uxtede vremena, dokaz ne�emo ispisivati. No, rezultat bi
trebalo da bude oqigledan iz prethodno navedene jednakosti.
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Pozabavimo se sada klasama konjugacije u grupama S4 i A4.
U sluqaju grupe S4, mo�emo koristiti navedeni rezultat. Dobi-

jamo da su klase konjugacije slede�e:

{(1234), (1324), (2134), (2314), (3124), (3214)};

{(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243)};

{(12), (13), (14), (23), (24), (34)};

{(12)(34), (13)(24), (14)(23)};

{(1)}.

Vidimo da postoji samo jedna jednoqlana klasa konjugacije.
U sluqaju grupe A4 moramo pa�ǉivije raditi. Npr. u A4 ciklusi

(123) i (132) nisu konjugovani. Naime, ako je π permutacija za koju je

π(123)π−1 = (132),

ona nije parna permutacija. Naime, π(4) = 4, a osim toga mora biti
(π(1)π(2)π(3)) = (132), xto ostavǉa slede�e mogu�nosti za π: π = (23),
ili π = (12), ili π = (23). Nijedna od ovih permutacija nije parna.
Dakle, elementi (123) i (132) nisu u istoj klasi konjugacije u A4. No,
ipak nije texko uveriti se da su klase konjugacije date sa:

{(123), (124), (134), (234)};

{(132), (142), (143), (243)};

{(12)(34), (13)(24), (14)(23)};

{(1)}.

Vidimo da i u ovom sluqaju postoji samo jedna jednoqlana klasa kon-
jugacije. �

Uvedimo sada jedan va�an pojam.

Definicija 4 Neka je G grupa. Centar grupe G, u oznaci Z(G) definixe
se kao skup svih elemenata iz G, koji komutiraju sa svim elementima te grupe:

Z(G) := {x ∈ G : (∀g ∈ G)gx = xg}.

Nije texko proveriti da je Z(G) jedna podgrupa grupe G. Naime, kako
je eg = ge za sve g ∈ G, to e ∈ Z(G). Ako x, y ∈ Z(G), onda

(xy)g = x(yg) = x(gy) = (xg)y = (gx)y = g(xy),

pa xy ∈ Z(G). Osim toga, ako je x ∈ Z(G), tj. za sve g ∈ G va�i
xg = gx, onda, mno�e�i ovu jednakost zdesna i sleva sa x−1, dobijamo
gx−1 = x−1g. Zakǉuqujemo da i x−1 pripada centru.

Veza izme�u centra i konjugacije data je slede�im stavom qiji
dokaz sledi neposredno iz definicije centra.
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Stav 5 Centar grupe G je unija svih jednoqlanih klasa konjugacije.

Primer 6 Centar grupe Dn je trivijalan ukoliko je n neparan broj, a jednak
je {ε, ρn/2} ukoliko je n paran broj.

Pretpostavimo da je element σρk u centru grupe Dn. To znaqi da je

(σρk)ρ = ρ(σρk),

tj.
σρk+1 = σρk−1.

Odavde sledi da je ρ2 = ε, xto nije mogu�e. Dakle, mo�emo da za-
kǉuqimo da nijedan element oblika σρk ne mo�e biti u Z(Dn).

Posmatrajmo elemente oblika ρk za 1 ≤ k < n. Ukoliko je neki
takav element u centru, mora biti

ρk(σρ) = (σρ)ρk,

pa je
σρ−kρ = σρk+1.

Dobijamo da mora biti ρ2k = ε. Kako je n = ω(ρ), dobijamo da n | 2k.
Ukoliko je n neparan, dobili bismo da n | k, xto nije mogu�e (1 ≤ k <
n). Dakle, centar grupe Dn je trivijalan ukoliko je n neparan broj.
Ukoliko je pak n paran, onda (n/2) | k. No, s obzirom da je k < n,
zakǉuqujemo da mora biti k = n/2. Nije texko proveriti (uqinite
to!) da je u ovom sluqaju element ρn/2 zaista u centru. Dakle, za
parne n je Z(Dn) = {ε, ρn/2}. ♣

Napomena: Centar grupe Dn mogli smo da odredimo i iz qiǌenice
da znamo klase konjugacije (centar je unija jednoqlanih klasa kon-
jugacije), ali je dobro to uraditi i direktno.

Definicija 7 Centralizator elementa g ∈ G, u oznaci, Z(g) je skup svih
elemenata grupe G koji komutiraju sa g:

Z(g) := {x ∈ G : xg = gx}.

Stav 8 Va�i slede�e: a) Z(g) ≤ G;
b) broj elemenata u klasi konjugacije elementa g ∈ G jednak je indeksu

ǌegovog centralizatora.

Dokaz. Provera qiǌenice da je Z(g) podgrupa grupe G izvodi se na
potpuno analogan naqin proveri da je Z(G) podgrupa.

Oznaqimo sa C(g) klasu konjugacije elementa g. Drugim reqima,

C(g) = {gxg−1 : g ∈ G}.
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Definixemo funkciju f : G/Z(g)→ C(g), sa

f(xZ(g)) = xgx−1.

Doka�imo da je f dobro definisana. Dakle, neka je xZ(g) = yZ(g).
Treba pokazati da je xgx−1 = ygy−1. No, kako je xZ(g) = yZ(g), to je
y−1x ∈ Z(g), pa je

(y−1x)g = g(y−1x).

Mno�eǌem ove jednakosti sleva sa y, a zdesna sa x−1 i korix�eǌem
asocijativnosti mno�eǌa dobijamo tra�eni rezultat (proverite!).

Jasno je da je f ,,na“. Doka�imo da je f ,,1–1“. Neka je f(xZ(g)) =
f(yZ(g)), tj. xgx−1 = ygy−1. Odavde sledi da je (x−1y)g = g(x−1y), tj.
x−1y ∈ Z(g), pa je xZ(g) = yZ(g). �

Posledica 9 Svaka konaqna grupa reda pn, gde je p prost broj, a n ≥ 2, ima
netrivijalan centar.

Dokaz. Kao i u sluqaju svake relacije ekvivalencije, grupa G je
disjunktna unija razliqitih klasa konjugacije. Osim toga, centar
grupe G je unija svih jednoqlanih klasa konjugacije. Dobijamo da je

G = Z(G) t C1 t . . . t Ck, (1)

pri qemu klase Ci nisu jednoqlane. Drugim reqima,

|G| = |Z(G)|+ |C1|+ · · ·+ |Ck|,

pri qemu je |Ci| > 1. Kako je |Ci| jednako indeksu centralizatora (bilo
kog) elementa iz Ci i kako je |Ci| 6= 1, mora biti p | |Ci|. Iz (1) sledi
da p | |Z(G)|, pa centar zaista nije trivijalan. �

Posledica 10 Ako je p prost broj, onda je svaka grupa reda p2 ili cikliqna
ili izomorfna grupi Zp × Zp.

Dokaz. Ukoliko u G postoji element reda p2, grupa G je cikliqna.
Pretpostavimo da u G nema elemenata reda p2. Kako prema prethodnom
Z(G) nije trivijalna grupa, zakǉuqujemo da postoji element x ∈ Z(G),
koji je nu�no reda p. Neka je H = 〈x〉. Ukoliko je y ma koji element
iz G \ 〈x〉, onda je y tako�e reda p i neka je K = 〈y〉. Kako je H ⊆
Z(G), svaki element iz H komutira sa svakim iz K. Osim toga, ako
je H ∩ K 6= {e}, onda je |H ∩ K| = p, pa je H = H ∩ K = K, xto
protivreqi pretpostavci. Dakle, H ∩K = {e}. Ukoliko jox doka�emo
da je H ·K = G, prema stavu o razlagaǌu na proizvod, dobijamo da je
G ∼= H ×K ∼= Zp × Zp. Jasno je da je

H ·K = {xrys : 0 ≤ r < p, 0 ≤ s < p}.

Pokaza�emo da me�u ovim elementima nema jednakih. Kako ih ima
p2 = |G|, odatle dobijamo da je G = H ·K. Pretpostavimo da je

xrys = xtyu.
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Dobijamo da je
xr−t = yu−s.

Taj element je i u H i u K. Kako je presek ovih podgrupa trivijalan,
zakǉuqujemo da je xr−t = e = yu−s. No, kako su i r i t nenegativni
i maǌi od p = ω(x), zakǉuqujemo da je r − t = 0, tj. r = t. Na isti
naqin dobijamo da je s = v te me�u navedenim elementima zaista nema
jednakih. Dakle, zaista je G = H ·K, te je dokaz zavrxen. �

U sluqaju da je H ≤ G razmatrali smo skup G/H, skup svih levih
koseta podgrupe H u grupi G. Ispostavǉa se da se u nekim sluqa-
jevima na ovom skupu mo�e zadati struktura grupe. Uvedimo najpre
slede�u definiciju.

Definicija 11 Podgrupa H grupe G je normalna ukoliko je H unija nekih
klasa konjugacije. Ako je H normalna podgrupa od G onda pixemo:

H / G.

Stav 12 Neka je H ≤ G. Slede�i uslovi su ekvivalentni:

1. H / G;

2. za sve g ∈ G: gHg−1 ⊆ H;

3. za sve g ∈ G: gH = Hg.

Dokaz.

1 ⇒ 2: Neka su g ∈ G i h ∈ H proizvoǉni. Element ghg−1 je konjugat
elementa h ∈ H. Kako je H normalna podgrupa, ona je unija klasa
konjugacije, pa samim tim mora da sadr�i celu klasu konjugacije ele-
menta h. Stoga je i ghg−1 ∈ H.

2 ⇒ 3: Neka je g ∈ G proizvoǉan element. Doka�imo da je gH ⊆ Hg.
Posmatrajmo element h ∈ H. Na osnovu 2, ghg−1 ∈ H, pa je ghg−1 = h′

za neko h′ ∈ H. No, tada je i gh = h′g ∈ Hg, pa zakǉuqujemo da je
gH ⊆ Hg. Obratno, uoqimo element hg ∈ Hg. Element g−1h(g−1)−1 na
osnovu 2 pripada H, pa je g−1h(g−1)−1 = h1 za neko h1 ∈ H. Stoga je
hg = gh1 ∈ gH, te je Hg ⊆ gH.

3 ⇒ 1: Pretpostavimo da je C neka klasa konjugacije za koju je C∩H 6=
∅. Treba dokazati da je C ⊆ H. Uzmimo element h ∈ C ∩ H. Tada je
svaki element iz C oblika ghg−1 za neki g ∈ G. No, kako je po 3,
gH = Hg, to je gh = h′g za neko h′ ∈ H, pa je ghg−1 = h′gg−1 = h′.
Zakǉuqujemo da ghg−1 ∈ H. Dakle, zaista je C ⊆ H. �

Primetimo da, u sluqaju da je H / G, va�i jednakost gHg−1 = H.

6



Stav 13 Svaka podgrupa indeksa 2 je normalna.

Dokaz. Neka je H ≤ G i [G : H] = 2. To znaqi da je za svaki element
a 6∈ H iz G ispuǌeno:

G = H t aH.

No, tako�e je i
G = H tHa.

Kako je aH ∩ H = ∅, mora biti aH ⊆ Ha. No, iz istih razloga je
Ha ⊆ aH. Zakǉuqujemo da je aH = Ha za sve a ∈ G \ H. Ako pak
a ∈ H, onda je aH = H (H je podgrupa, pa je proizvod ma koja dva
elementa iz H u H; osim toga, ako je h ∈ H proizvoǉan element, onda
je h = a(a−1h) ∈ aH), a tako�e je i Ha = H. Dakle, i u ovom sluqaju
va�i jednakost aH = Ha, pa je H / G. �

Primer 14 Va�i slede�e:

1. za sve n ≥ 2: An / Sn;

2. za svaku grupu G: {e} / G;

3. za svaku grupu G: G / G;

4. za svaku grupu G: Z(G) / G;

5. za sve n ≥ 3: 〈ρ〉 / Dn.

U sluqaju da su X i Y podskupovi od G, definixemo X · Y sa:

X · Y := {x · y : x ∈ X, y ∈ Y }.

Stav 15 Skup svih levih koseta normalne podgrupe H grupe G qini jednu
grupu u odnosu na upravo definisano mno�eǌe podskupova od G.

Dokaz. Neka su aH i bH proizvoǉni koseti. Doka�imo da je, pri
uslovu da je H / G,

(aH) · (bH) = (ab)H.

Ovo nije texko dokazati. Naime, primetimo da je HH = H. Jasno je
da je HH ⊆ H (proizvod dva elementa iz H tako�e je u H poxto je
H podgrupa od G). Osim toga, kako e ∈ H, dobijamo H = eH ⊆ HH.
Dobijamo:

(aH) · (bH) = a(Hb)H = a(bH)H = (ab)(HH) = (ab)H.

Ovde smo koristili qiǌenicu da je H /G i asocijativnost mno�eǌa.
Sada nije texko pokazati da je (G/H, ·) grupa. Naime,

((aH) · (bH)) · (cH) = ((ab)H) · (cH) =

= ((ab)c)H = (a(bc))H = (aH) · ((bc)H) = (aH) · ((bH) · (cH)).
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Jasno je da je H = eH neutral:

(aH) ·H = (aH) · (eH) = (ae)H = aH,

kao i
H · (aH) = (eH) · (aH) = (ea)H = aH.

Inverz elementa aH je a−1H:

(aH) · (a−1H) = (aa−1)H = eH = H;

(a−1H) · (aH) = (a−1a)H = eH = H.

�

Ovako dobijena grupa zove se koliqniqka grupa grupe G po normalnoj
podgrupi H. Ubudu�e, kada govorimo o grupi G/H podrazumevamo
da je H normalna podgrupa od G i da je mno�eǌe koseta definisano
na navedeni naqin. Naravno, qesto ne�emo pisati neke nepotrebne
zagrade i znak mno�eǌa.

Definicija 16 Grupa G je prosta ukoliko su ǌene jedine normalne pod-
grupe G i {e}.

Ukoliko grupa G nije komutativna, to ne mora biti ni ǌena koliq-
niqka grupa. Ipak ima sluqajeva u kojima koliqniqka grupa jeste
komutativna, a sama grupa to nije.

Definicija 17 Ako su x, y ∈ G, definixemo komutator elemenata x i y, u
oznaci [x, y] sa:

[x, y] := x−1y−1xy.

Primetimo da je xy = yx akko [x, y] = e. Podgrupu grupe G generisanu
komutatorima oznaqavamo sa [G,G] i zovemo komutatorska podgrupa od
G.

Stav 18 a) Komutatorska podgrupa je normalna podgrupa.
b) Ako je H / G, onda je G/H komutativna ako i samo ako je [G,G] ⊆ H.

Dokaz. a) Proizvod dva komutatora ne mora biti komutator, ali
inverz ma kog komutatora jeste komutator:

[x, y]−1 = (x−1y−1xy)−1 = y−1x−1(y−1)−1(x−1)−1 = y−1x−1yx = [y, x].

U svakom sluqaju, mi posmatramo podgrupu generisanu komutatorima
i treba da poka�emo da je ona normalna. Svaki element podgrupe
generisane nekim skupom X je skup svih mogu�ih proizvoda elemenata
iz X i ǌihovih inverza. Kako je inverz komutatora i sam komuta-
tor, to je svaki element iz komutatorske grupe proizvod komutatora.
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Stoga, neka su g, x1, y1, . . . , xn, yn proizvoǉni elementi grupe G. Tada
je

g[x1, y1][x2, y2] · · · [xn, yn]g−1 = (g[x1, y1]g−1)(g[x2, y2]g−1) · · · (g[xn, yn]g−1)

No,

g[x, y]g−1 = gx−1y−1xyg−1 = (gx−1g−1)(gy−1g−1)(gxg−1)(gyg−1) =

= (gxg−1)−1(gyg−1)−1(gxg−1)(gyg−1) = [gxg−1, gyg−1],

te dobijamo

g[x1, y1] · · · [xn, yn]g−1 = [gx1g
−1, gy1g

−1] · · · [gxng
−1, gyng

−1] ∈ [G,G].

b) ⇒: Pretpostavimo da je grupa G/H komutativna. To znaqi da
je za sve x, y ∈ G ispuǌeno:

xH · yH = yH · xH.

Drugim reqima,
xyH = yxH,

pa mora biti
(yx)−1(yx) ∈ H,

te
[x, y] = x−1y−1xy ∈ H.

Dakle, komutator ma koja dva elementa je u H, pa zakǉuqujemo da je
[G,G] ⊆ H.

⇐: Pretpostavimo da je [G,G] ⊆ H. Treba pokazati da je grupa G/H
komutativna. Neka su x, y ∈ G proizvoǉni elementi. Po pretpostavci
[x, y] ∈ H, tj. x−1y−1xy ∈ H. To znaqi da je (yx)−1(xy) ∈ H, pa mora
biti (yx)H = (xy)H, tj. (yH) · (xH) = (xH) · (yH). Zakǉuqujemo da je
G/H komutativna grupa. �

Grupa G/[G,G] naziva se Abelizacija grupe G i oznaqava sa GAb

(komutativne grupe se zovu i Abelove grupe). Poneki put je pogodno za
ispitivaǌe da li su dve grupe izomorfne pre�i na ǌihove Abelizacije,
zato xto va�i slede�i stav.

Stav 19 Ako je G ∼= H onda je i GAb ∼= HAb.

Neka je f :G → H izomorfizam. Tada je f([x, y]) = [f(x), f(y)], xto se
lako mo�e ustanoviti. Odavde sledi da

f [[G,G]] ⊆ [H,H]. (2)

Definiximo funkciju
f̃ :GAb → HAb,
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sa:
f̃(x[G,G]) := f(x)[H,H].

Pokaza�emo daje f̃ dobro definisana funkcija, koja ostvaruje izomor-
fizam izme�u G/[G,G] i H/[H,H].

Dobra definisanost: Neka je

x[G,G] = y[G,G].

Treba pokazati da je

f(x)[H,H] = f(y)[H,H].

No, kako je x[G,G] = y[G,G], mora biti x−1y ∈ [G,G], pa na osnovu (2)
sledi da f(x)−1f(y) = f(x−1y) ∈ [H,H]. Dakle, zaista je

f(x)[H,H] = f(y)[H,H].

f̃ je ,,na“: Neka je z[H,H] proizvoǉan element iz HAb. Kako je f ,,na“, to
postoji x ∈ G za koji je f(x) = z. No, tada je f̃(x[G,G]) = f(x)[H,H] =
z[H,H], pa je f̃ zaista ,,na“.

f̃ je ,,1–1“: Ako je
f̃(x[G,G]) = f̃(y[G,G]),

to znaqi da je
f(x)[H,H] = f(y)[H,H],

pa je
f(x−1y) ∈ [H,H].

Drugim reqima, za neke z1, u1, . . . , zn, un ∈ H je

f(x−1y) = [z1, u1] · · · [zn, un].

Kako je f ,,na“, to postoje x1, y1, . . . , xn, yn ∈ G takvi da je

f(x1) = z1, . . . , f(xn) = zn, f(y1) = u1, . . . , f(yn) = un.

To znaqi da je

f(x−1y) = [f(x1), f(y1)] · · · [f(xn), f(yn)] = f([x1, y1] · · · [xn, yn]).

Kako je f ,,1–1“, mora biti

x−1y = [x1, y1] · · · [xn, yn].

Sledi da x−1y ∈ [G,G], pa je x[G,G] = y[G,G] i zakǉuqujemo da je i
funkcija f̃ ,,1–1“.

f̃ se sla�e sa operacijama:

f̃((x[G,G]) · (y[G,G])) = f̃((xy)[G,G]) = f(xy)[H,H] = (f(x)f(y))[H,H] =

= (f(x)[H,H])(f(y)[H,H]) = f̃(x[G,G])f̃(x[G,G]).

Zakǉuqujemo da je f̃ zaista izomorfizam. �
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Primer 20 Za sve n ≥ 2: SAb
n
∼= Z2.

Pokaza�emo da je [Sn, Sn] = An za sve n ≥ 2. Jasno je da je π−1σ−1πσ
parna permutacija za svake dve permutacije π i σ (zaxto?). Prema
tome, [Sn, Sn] ⊆ An.

Sluqaj n = 2 je trivijalan. Pretpostavimo stoga da je n ≥ 3.
Doka�imo da svaki cikl du�ine 3 pripada [Sn, Sn]. Kako ti cikli
generixu An, dobi�emo da je [Sn, Sn] = An. No,

(abc) = (ab)(bc) = (ab)(ac)(ab)(ac) = (ab)−1(ac)−1(ab)(ac) = [(ab), (ac)].

Kako je [Sn : An] = 2, to je grupa Sn/An reda 2 i kao takva je izomorfna
grupi Z2. ♣

Primer 21 Za sve l ≥ 2:

1. (D2s)Ab ∼= Z2 × Z2;

2. (D2s−1)Ab ∼= Z2.

Pokaza�emo najpre da je [Dn,Dn] = 〈ρ2〉. Proverimo sve sluqajeve:

1. [ρk, ρl] = ε;

2. [σρk, ρl] = (σρk)−1(ρl)−1(σρk)ρl = σρkρ−lσρkρl = ρ−kρlρk+l = ρ2l;

3. [ρk, σρl] = (ρk)−1(σρl)−1ρk(σρl) = ρ−kσρlρkσρl = ρ−kρ−lρ−kρl = ρ−2k;

4. [σρk, σρl] = (σρk)−1(σρl)−1σρkσρl = σρkσρlσρkσρl = ρ−kρlρ−kρl =
ρ2l−2k.

Vidimo da je zaista [Dn,Dn] = 〈ρ2〉. Sada se razlikuju sluqajevi kada
je n parno, odnosno neparno. Naime, ako je n = 2s− 1, red elementa ρ2

je n (zaxto?), pa je 〈ρ2〉 = 〈ρ〉. Stoga je [D2s−1,D2s−1] = 〈ρ〉 i zaista je
(D2s−1)Ab ∼= Z2.

U sluqaju n = 2s, red elementa ρ2 je s i

(D2s)Ab = {〈ρ2〉, σ〈ρ2〉, ρ〈ρ2〉, σρ〈ρ2〉}.

Ovo je grupa sa 4 elementa u kojoj je svaki element reda 2 (proveriti
ovo!), pa na osnovu ranijih rezultata (a mo�e i direktno), dobijamo
da je (D2s)Ab ∼= Z2 × Z2. ♣

Doka�imo na kraju jox jedan stav, koji nam daje karakterizaciju
grupa odre�enog reda.
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Stav 22 Ako je p neparan prost broj, onda je svaka grupa reda 2p ili cik-
liqna ili je izomorfna grupi Dp.

Dokaz. Neka je G grupa reda 2p. Na osnovu Koxijeve teoreme, u grupi
G postoji element x reda p i element y reda 2. Kako red elementa deli
red grupe, to y 6∈ 〈x〉. Stoga je

G = 〈x〉 t y〈x〉 = {e, x, . . . , xp−1, y, yx, . . . , yxp−1}.

Red elementa yx mo�e biti 2, p ili 2p (yx 6= e). Ukoliko je ω(yx) = 2p,
grupa G je cikliqna.

Poka�imo da ω(yx) 6= p. Pretpostavimo da je ω(yx) = p. Tada
dobijamo (raqunamo u grupi G/〈x〉 — podgrupa 〈x〉 je normalna poxto
je indeksa 2):

〈x〉 = e〈x〉 = (yx)p〈x〉 = (yx〈x〉)p = (y〈x〉)p = yp〈x〉.

Dakle, yp ∈ 〈x〉. Kako je p neparan broj, a ω(y) = 2, mora biti y ∈ 〈x〉,
xto nije taqno. Dobili smo kontradikciju, te mo�emo zakǉuqiti da
ω(yx) 6= p. Ostaje sluqaj ω(yx) = 2. Tada dobijamo da je (yx)2 = e,
pa je yxyx = e iz qega sledi da je yx = x−1y. S obzirom da je xp = e
i y2 = e, vidimo da se izomorfizam izme�u G i Dp mo�e ostvariti
pridru�ivaǌem y 7→ σ, x 7→ ρ. �
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