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Jenan on HaymHa Ha Koju on Beh nmocrojehux rpyna MmosxkemMo popmMuparu
HOBE T'pyIe je dupexman npouszsod 2pyna.

Hedounanmuja 1 Heka cy (G, x*1), (Ga,*2),...,(G1,*,) rpyne. [HeduHnwemo
AvipekTaH npoussog (P, *) oBux rpyna ca:
e P:=Gy xGy x---Gp;

4 (glaQQa"'7gn) * (giagéa’g;z) = (.gl *1 91792 *2 gl2a7gn *n g1/'7,)

Huje Temko nposeputu na je (P, *) 3aucra rpyna. Haume, acouujaTuBHOCT
ce JIAKO IPOBEPaBa, NOK je HEyTPAaJIHU ejeMeHT e € P mat ca:

€= (61,62,...,6n)7

rze je e; Heyrpaauu exemest y rpynu G;. Takobe je jacHo mTa je mHBEp3HU
€JIeMEHT:
-1 _ (-1 -1 -1
(1,2, .. xn) = (2] sy .o, X, ).
[Tornemajmo 3a moueTak HEKe jeTHOCTABHE IpPUMEpPE.
IIpumep 2 [pyna Zs X Z3 je umknnuHa rpyna.

[Ipumerumo Hajupe ma je CKym HOCAY CTPYKTYpeE Zo X Zs, CKYI

{(0,0),(0,1),(0,2),(1,0), (1,1), (1,2)}.

Ila bucmo mokasanau ga je rpymna nuKIndHa, Mopamo Hahu exement, koju je
re"epuie, Tj. exeMmenT pena 6. Huje remro yBepuTtu ce na je jeman taxaB
enemenT, enement (1,1):

(1L1)+(1,1) = (1421,1431)=(0,2);

(LD + (1, 1)+ (1,1) = (1420,1+32)=(1,0);

)+ (LD 4+ (L,1)+(1,1) = (1421,1+430) = (0,1);

(LD + (L, D)+ (1, 1)+ (1, 1) +(1,1) = (1420,1+31)=(1,2);
(L) + 1,0+ (1L, D)+ (L) +(1,10)+(1,1) = (1+4+21,1+32)=(0,0)

—_



OcraBpaMoO YUTAONUMA Aa IPOBEPE Ia JIX je jOII HEKM eJIEMEHT MeHePaTOp
OBe TpyTe. &

IIpumep 3 [pyna Zo X Zso HWUje UMKNUUHA Fpyna.

Ckyn vocau je ckym {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}. Ho, auje Temko yBepurn ce
a je CBaKM eJIeMEHT y OBOM CKYIy, OCUM HeyTpaJa, peaa 2:

0,1)+(0,1) = (0+20,1421) = (0,0);
(1,0)+ (1,0) = (1421,0+20) =(0,0);
(L,1)+(1,1) = (1+421,1421)=(0,0).

&
IIpupomao ce mocraB/ma nmUTamEe: 3a Koje m,n > 2 je rpyna Zg, X Ly
nukanuaa rpyna? Onrosop Ha 0BO murame gaje ciaenehwu cras.

CraB 4 Ipyna Z,, X Z,, je unknuuxa ako n camo ako je NZD(m,n) = 1.

Jloka3s.

—: [IpernocraBumo ma je NZD(m,n) =d > 1. Ilokaxkumo na raga rpyna
Lm X Ly ve mose Ooutn murauuna. Heka je r = =7 < mn. Ilokammmo na
je

3a cBe T € Zy, X Zy. Hera je x = (s,t), IpOU3BOBAH €JeMEHT IPyNe Ly, X Ly, .
Hakne, 3aamo ma je s € {0,1,....m—1} ut € {0,1,...,n — 1} u na Baxu:

s+---4+s=0, t+---+t=0.
~———— ——
m n

Ho, Tana je

5+...+5:(5+...+5)+...+(5+...+3):O_A'_..._FO:O,
———— , R ) N——

T m m ad

a3

KaoO n

r n n

&

Opasne ciaenu na je
(Sat)++(5?t) :Oa

r

Te je pem CBAKOT eJIeMeHTAa y Tpynu Z,, X Z, HAJBUIIE T, JAKJIE MAMLU O
mmn, Te Tpyna He MOKe OUTU IUKUYIHA.



<=: TIpermoctasumo gna je NZD(m,n) = 1. JlokaskmMO na je eJeMeHT
(1,1) remeparop rpyne Z,, X Zn, Tj. oa je pem TOT eJeMeHTa jemHAK M.
Osmaunmo ca r pen exementa (1,1). Haxke,

(L,1)+---+(1,1) = (0,0).

r

To 3Hauu ma je
14+---4+1=0
————

r

y Tpyua Zy,, U3 dera cjaemu ma m | r, Kao u

14+.--+1=0
————

r

y rpymu Z,, u3 udera ciaemu na n | r. Haxmae, NZS(m,n) | r. Ho, raro cy
m u n y3zajamMao npoctu, To je NZS(m,n) = mn u 3akmydyjemMo ma mn | r.
Haxkne, pen exementa (1,1) y rpymu Z,, X Z,, je 6ap mn Te 3arbydyjeMO
ma je Ta rpyla OUKJINJHA. O

Hamomena: Y cayuajy ma je rpyna G KomyTaTuBHA, Tj. Aa 3a cBe T,y € G
BaKU: TY = YT, yoOMUajeHO je 3a O3HAKY Olepalrje y TPYyNu KOPUCTUTHU
O3HAaKy +. Y TOM CIIy4ajy O3HaKa mx, TAe je m € Z oarosapa o3Hamu x'".
Hop.

6br=a+---+2x.

———
6

Kako je cBaka nmkandsa rpyna pena n u3oMopdua rpynu Z,, TO 3a-
KJBbYUYjEMO Ma je OQUPEKTAH IPOU3BOJ IUKINYHE TPYIE PEela 1M U IUKINIHE
rpymne pena n OUKIUYHA Ipyna (pela mn) ako W CaMO aKo Cy M U N y3a-
jamMuO mpoctu. IIpmMmerumo ma ce y oBoM TBpbhemy WMIIUIUTHO ,,Kpuje
cnenehiu pesynratr: ako je G 2 G' u H =2 H', ouna je G x H = G' x H'.
Pasmuciaure kako 6ucte 0BO DOKa3aJu.

Nunykmujom HUje TemKo mokasaTu na Basku cienehu pesynrar. Ako cy
mi, Mo, ..., M, Tap IO Iap y3ajaMHO IPOCTU, OHIA MMaMO M30MOp(U3aM
rpyna

Lonymg-mn = Limy X Lipy X+ X Lo, -

OcuM mTO Ceé KOHCTPYKIUja AUPEKTHOT MPOU3BOJA MOKE UCKOPUCTUTHU
3a moOMjame HOBUX I'PDyIa O CTAPUX, OHA C€ MOKE ynoTpeOuTH u 3a Ucnu-
TUBaWe€ CTPYKType Heke mare rpyne. Havme, KOPUCHO je 3HATU Ha je HEKA
rpymna m30Mop¢$HA JUPEKTHOM MIPOU3BOLY HEKUX APYTUX Ipyma. Y Ty CBPXY
KOpucCTaH je ciaenehu cTas.

Cras 5 Heka je G rpyna, a H v K noarpyne rpyne G 3a koje Baxu:
1. G=H:K,;



2. 3aceex € Huceeye K: xy =yz;
3. KN H={e}.
Tapaje G=2 H x K.

JHoxa3. Hamomernumo Hajupe na je H- K ={h-k:h e H k€ K}.
Hedunaumemo ¢pyurnujy f: H x K — G ca:

F(h,k) == hk.

Iloraxxnmo ga je f umzomopo¢umzam rpyma. IIpe ceera, xkako je G = H - K,
jacHo je ma je f ,ma“. Ila OucMO mOKA3aau Oa je XOMOMOpPQU3aM, MOPAMO
npoBepuTH Oa Bazku ciaenehe:

3a cee h,h' € H u cee k, k' € K : f((h,k)- (W, k) = f(h, k) f(W,K),
Tj. ma 3a cse h,h' € H k, k' € K:
hh'kk' = hkh'k'.

Ho, rako mo mpermocraBmu enementu m3 H u enementn u3z K mehycobuo
KOMYTUPAajy, TO HABEIEHA jeTHAKOCT jECTE UCIYHEHA.
Ocraje ma mposepumo nxa je f ,, 1-1¢. IlpermocraBumo na je

f(h’ k) = f(h/7k/)'

To 3naum ma je
hk =Rk

OJHOCHO
(R)"'h =Kk

Ho, wako (h')~'h mpunana moarpymu H, a k'k~! moarpymu K, To cmo

nobunu enement u3 H N K, a Ta noArpyna je TpuBHUjalIHa. 3aKbYydyjeMO

na mopa outu (h')"'h=eu Kk~ =e, Te cnemn na je h=h'" u k =k, Tj.

(h k) = (W, &'). O

Pamu mnycrpanuje npumMene oBe TeopeMe, ypaauMo ABa MPUMEDPA.
IIpumep 6 Dg = D3 X Zs.

Hakne, y rpynu Dg tpeba mahu jemny moarpymy uszomopdury ca Ds u
jenHy m3oMop¢HY ca Zo UMjU je IpeceKk TpUBMjajaH, a eJeMeHTHu MeDy-
cobuo komyTupajy. I'pyna Dg je rpyma cumerpurja IpaBUIHOT IIECTOYTJIA,
nok je rpyne Ds rpyna cumerpuja jeIHAaKOCTPAHUYHOT Tpoyria. I'me ce y
MPaBUJIIHOM IIECTOYTIY ,Kpuje jemHakoctpaunuynu tTpoyrao? Hwuje Temrko
BUJETHU Ia, KO Cy TeMeHa npasuiHor mecroyraa A, B,C, D, E, F, mujaro-
nasie AC,CFE, EA obpa3syjy jeiHakOCTpaHUYHU Tpoyrao. Poramnuja mecro-
yria 3a yrao 2m/3, Tj. porammja p?, jecre cumerpmja TOr Tpoyraa. Ako
3a 0 y3MeMO OCHY pe(UIEKCHjy OKO IpaBe Koja camnp:ku nujaroHany BE,



OHZA ce JIaKO MOMeMO yBepuTu ma je momarpyma H = {e,p? p* o,0p% op},
uzomop¢ua rpymu D3. Ako 3a rpymy K y3MeMo rpyIly FeHepUCaHy €JIeMEH-
oM p?, Tj. aro je K = {¢, p*}, To naro mposepasamo na je H-K = Dg. Ocum
TOTa, eJIEMEeHT p° KOMyTHUpa ca cBUM ejementuma u3z H (op® = p~30 = p3o,
Ia 3ampaBo p° KOMyTHWpa ca cBUM edemenTuMa u3 Dg). Kako je HNK =
{e}, ma ocmoBy mperxomHOr cTaBa 3akmyuyjemo ma je Dg = H x K, Tj.
]D)G = D3 X ZQ. *

ITpumep 7 Ako je G KOHauHa rpyna uMju je CBakW eEMEHT CEM HeyTpana pepaa
2, oHfa je G n3oMopdHa ANPEKTHOM MPON3BOAY LIMKANUHUX rpyna pefa 2.

JlokasxkmMo HAjUpe na je rpyma y KOjoj je CBAKM €JIEMEHT pena 2 KOMyTa-
tuBHa. Heka cy a m b mpousBomuu enementy u3 (. Ilo mpernmocrasiu je
a’=ce, V> =e, (ab)? = e. Omanne cremu ma je

(ab)? = a?b?,
Tj.
abab = aabb,
mTo, nocyue ckpahuBama naje
ab = ba.

Hera je 1 # e npousBosman enemeHT rpyue (G, pa3judur ol HEyTpaJa.
[Mocmarpajmo monrpymy Hp remepucamy tmm eixeMentoMm. Oma je pena 2
[IOIITO je eJieMeHT pena r1 pena 2. Yrouuko je H; = G, moka3 je 3aBpiieH.
Y cynpoTtHOM, n3abepumo eneMeHT Iy € G\ Hy n Heka je Ko = (x3). Tana
je Hy = Hy - Ky = {e, 21,292,212} jenna noarpyna rpyne G (nposepure!).
IMoarpyne Hy u Ky ucnymasajy yciIoBe HPETXOIHOr cTaBa (3amTo?), Te
nobujamo ma je Ho =& Hy X Ky, Yroauro je Hy = (G, nokas je 3aBpimed. Y
cympoTHOM, Gupamo enemenT x3 € G\ Hy m mocmarpamo moarpymy Kz =
(x3). Kao m y mperxomsom cayuajy Hs = Hy - K3 je moarpyma rpyne G
u Hy3 =2 Hy X K3 & Hy X Ko x K3. OBakaB mocrymak Mopa Ce 3aBPIIUTU
nomTo je rpyna G komauna, a |Hy| = 2*. Crora mobujamo ma je 3a HEKO n
ucnymeno G = Hy x Ko X --+ x K,,, a ¢cBu 0BU (PAKTOPU Cy MUKJIUYHE TPYIIE

pena 2. &

ITomceTumo ce ma cMoO yBesu mojaMm pema rpyle W pena ejgeMeHTa. ¥
cllydajy UUMKJIWYHE T'DYyIe, pel caMe I'PYIe jeTHaK je peny eJIeMeHTa KOju
redgepuiie Ty rpymny. IlpupoaHo je mocraBuTu nurame o Be3u usMmely pena
eJleMeHTa U pela KOHAUHE Ipyle U y CIydYajy Oa Ipyla HUje NUKINYHA.
Jom ommruje, kakBa je Beza uzMmeDy pema KoHAUHE IpDyle W Pena HEKe
mene moarpymne? Vcmocrassba ce ma je OaOroBOp jeJHOCTABAH U cana hemo
ce TuMe I03a0aBUTH.

Hedbunumnuja 8 Ako je H < G nx € G, ckyn
xH={x-h:heH},



HasmBa ce seBu Kocer noarpyne H y rpynu G. Ananorxo, ckyn
Hr={h-xz:heH},
Ha3MBa Ce DECHU KOCET.

Kako e € H, xocer *H (Hzx) canpsxu ejreMeHT x. Y ONIITEM CIIydajy
xH # Hxz. Hup. ako je G =D3 u H = {¢,0}, onna je

Hp={p,op} # {p,po} = pH,

nomTo je po = op’. Ckyn cBux neBux kKocera noarpyme H y G o3-
nauaahemo ca G/H, a cBux mecuux kocera ca H\G. Kao mro cmo Bumenu,
JIEBU KOCET, KOJU CAIPKU €JIEMEHT T, He MOpa OWUTHU jeTHAK JEeCHOM KOCETY
KOJU CAIp:KU Taj eJeMeHT, na je y ommreM caydajy G/H # H\G. Y nmapen-
HUM JeknujaMa Bugehemo kama cy OBU CKYIOBU jeIHAKU, AU TO je APyra
npuda. 3a cajga caMO MOMKEMO [a 3aKJbYUYNMO Ja IMOCTOju Oujerimja nuamebhy
BUX KOja JieBOoM KoceTy xH mpunpy:xyje mecuu xocet Hux.

Crtas 9 Baxwu cnepehie:
1. xH = yH ako n camo ako je 'y € H;
2. ako je xH # yH, onpa je vH NyH = (.

IToxas.
1. =: Ilpernocrasumo na je xtH = yH. To nmocebuno 3uaum na y € xH, Tj.
nocroju h € H 3a xoju je y = xh. Ho, tana je h = 2~ 'y, ma 3armydayjemo
ma x ty € H.

<=: Hexra 'y € H. Ilpernocrasumo na z € vH. Ilakne, z = zh, 3a
meko h € H. Tana je z = x(x~ty)(zty) " th = y((z~ty)~th), BO, Kakro je
H moxrpyna on G u z~ 'y € H, To u (x~'y)~th € H, na 3akmydyjemo ma
z € yH. O6parno, axo z € yH, omna nmocroju h' € H, Takas na je z = yh'.
Tana je z = z((z~y)h’), a raro je v~ 'y € H u xaxo je H moarpymna ox G,
To 2z € xH. 3armyuyjemo na je vH = yH yronuxo x 'y € H.

2. IIpernmoctasumo ma je xH NyH # (). To 3maum na 3a mere h,h' € H
paskm: vh = yh'. Onasme cremu na je v~ 'y = h(h')™1, a karo je H < G, To
h(h')~! € H. Ha ocHOBY mpeTxoaHo moKasaHoT, ciema aa je vH = yH. O

akme, pa3nauyuTy J1€BU KOCETU Ma Koje moarpymne H cy aucjyHKTHU.
Kako cBaku enement x nexxku y rocery xH, TO 3akmpydyjeMo ma Basku
crnenehu cras.

CraB 10 Heka je G rpyna u H < G. Tapa je G AVCjyHKTHa yHWja pasnnumTmx
neBuXx koceTa nofrpyne .

Hepunaumuja 11 Ykonuvko je ckyn nesux koceta G/ H GeckoHauaH, Kaxemo Aa
je moarpyna H GeckoHauHor vHAekca y rpynu (G. YKOMMKO je Taj CKym KOHauaH,
oHfAa ce ungekc noarpyne H y rpynu G, y osvaum [G : H|, AepuHuwe kao 6poj
enemenata y G/H, 7j. [G : H] je 6poj paznuunTux nesux koceta noarpyne H y
rpynu G.



Hamomena: Kako nocroju Gujekmmja mameby G/H u H\G, To je [G : H]
tarkobe u 6poj pasauuuTux gecaux kocera H y G. Ocum Tora, GecKkoHauHA
rpyma MoOKe calIp:KaTh MOArPyIe KOHAUYHOI WMHAEKca. Ha mnpumep, mom-
rpyna onx Z reHepucaHa eJIeMEeHTOM 3 je uaznekca 3 (IpOBEePUTU OBO).

Teopema 12 (Jlarpamxosa teopema) Heka je G koHauna rpyna u H < G.
Tagpa je
|G| = [H]-[G: H].

Moce6Ho, pen noarpyne H, genn peg rpyne G.

Iloka3. Kaxko je rpyma (G komauna, 1o je oumrienuHo (G KOHAUHA YHUja
JeBUX KoceTa moarpymne H, Tj. 3a Heke x1,...,x, € G BaxKuU:

G=xHUxzHU- - -UxH,

npu uemy je k = [G : H|. Ho, |zH| = |yH| 3a cBe z,y € G. Hanwme,
oyuxmmja f:xH — yH nedpunucanma ca: f(zxh) = yh 3amaje Oujeruujy
n3meby oBa mBa ckyna (mposepute oBo). Crora je |G| = |H|-k=|H|-[G:
H]. O

HaBenumo mere nmocnenune JlarpamkoBe TeopeMme.
Tlocnemuma 13 Pep cBakor enemeHTa KOHauHe rpyne Oenuv pef Te rpyne.

Iloka3. Heka je G komauma rpyma m x € G. JacHo je ma pen esemMeHTa
x Mopa 6utu koHauan. Ocum Tora, w(z) = |(z)|, a npema JlarpamkoBoj
reopemu |(z)| | |G]. O

IMocnemuua 14 Csaka rpyna npocTor peaa je UmKanuHa.

Hoxa3s. Hexa je |G| = p, rme je p mpoct 6poj. Ako je & OGuiio Koju eseMeHT
n3 G pazmuuuT oxn HeyTpasa, oHxa je w(x) # 1 u w(x) | p. 3armydyjemo
na je w(z) =p, te je (z) =G. O

ITocemuma 15 Ako je G koHauHa rpyna u = € G, onfia je /Gl = e.

Hoxa3. Ilpucerumo ce ma je 2™ = e ako m camo ako w(z) | n. Kako
w(z) | |G|, pesyarar crenu. O

Y cryny Z, ={0,1,...,n— 1}, rae je n > 2 MO¥KeMO yBECTHU OLEPAIUjy
n (MHOMREmE IO Momyay n). HapasHuo, y omHocy Ha OBy omepaiujy Z, HE
yuaM rpyny. I[locmarpajmo crora ciaemehu CKyT.

®(n):={k:1<k<n,NZD(k,n) =1}.
Basxu cnenehu cras.
Cras 16 3acse n > 2, (®(n),-,) je kOMyTaTMBHA rpyna.

Iloka3. Hajope tpeba mpoBepuTu Oa U MHOKEHE IO MOIYJIY 71 3aKUCTa
3amaje OuHAPHY omepanujy Ha ckymy ®(n), Tj. na au je ucnymeno cienelhie:



ako z,y € ®(n) onma = - y € (n).

Ykouuko je NZD(z,n) =1 = NZD(y,n), ouna je u NZD(z-y,n) = 1. Hauwme,
noOpo HaM je mo3HaTo ciaenehe:

NZD(a,b) = 1 akko nocroje p,q € Z taxo na je ap + bg = 1.

Ilakne, nmocroje p,q € Z 3a xoje je xp+mng = 1, kao u p’, ¢ € Z 3a woje je
yp' +ng’ = 1. MuosxkemeM oBe IBe penanuje, nobujamo na je

zy(pp') + nlayp’ + zpq’ +nqq’) = 1,
Te Mopa 6utu NZD(x -y,n) = 1. C o63upom ma je
z-y=x-,y (modn),

To je u NZD(x -, y,n) = 1.

[Tosmaro HaM je ma je omeparmuja -, aconujaruBHa U KomyTarusHa. Ocum
rora, 1 € ®(n), na mocToju M HEYyTpPAJIHU eJEeMEHT 3a OBy omepanujy. Ho,
cBaku eseMmeHT u3 P(n) sancra uma mmsep3. Hawmme, ako x € ®(n), onna
nocroje p,q € Z 3a koje je zp+yq = 1. AKo ca p 03HAUMMO €JIeMEHT U3 Z,,
KOJU je KOHIDYEHTaH €JEMEHTY P IO MOIYJIy n, ouna je p € ®(n) u ocum
Tora je & -, p = 1. O

Pen rpyne ®(n) os3rauasamo ca ¢(n). Osa ¢pyrrmmja ¢ 30se ce Ojmeposa
¢yHKITja.

HMocnemuua 17 (Ojneposa Teopema) Heka je n > 2 n x ueo 6poj, y3ajamHO
NnpocT ca n, oHfAa je
29" =1 (mod n).

Iloxka3z. Kako je x y3ajamMHO mpOCT ca 1, TO je & KOHI'PYEHTAH IO MOIYILY
n HexoM 6pojy T € ®(n). Ho, |®(n)| = ¢(n) u ma ocrosy Ilocnemune 15
3HaMO na y rpymu P(n) Baku jemHAKOCT z#(") = 1. To 3ampaBo 3HaUM 12
je 2#(") gomrpyenTHo ca 1 mo Momymy n. U

Y cayuajy na je p upoct 6poj, ounraento je ga je ¢(p) = p—1. Crora
nobujamo joumr jemuy mocaenuny JlarpamkoBe Teopeme.

ITocnemuna 18 (Mana Pepmaosa teopema) Ako je p npocT 6poj, Koju He
henun ueo 6poj x, oHAa je
P71 =1 (mod p).

Kako wmspauynatu ¢(n) 3a mpomssosmHO n > 27 3a (QyHEIUjy ¢ Baku
cnenehe:

1. yromuko cy m u n ysajaMHO mpocTu, oHzxa je p(mn) = p(m)e(n);

m m—1

2. 3a cBakru mpoctT 6poj p um > 1: o(p™) =p™ —p



[IpBy ocobuny moraszahemo kama ce OymemMo OaBUIN KOMYTATUBHUM IPCTE-
HUMa Ca JeJUHHUIOM, NOK Ce ApyTra Jako nokasyje. Hamme, z € Z,m \ {0}
uuje y ®(p™) ako u camo ako p | x. Iarme, x € {p,2p,...,(p™ 1 — 1)p}.
IIpema Towme,

e(p™) =12(@P™)|=E" -1) - @™ -1)=p™ —p" "

Kopumhemem oBa nBa cBojcTBa, mobujamo ma Baxku ciaemehwu pesyinrar.

Ako je n = p!"'py?---p"* darkropmsammja 6Gpoja n Ha mpocre (arTope,
OHIA je
e(n) = @@E"py? - pp*)

= o@E")e®y?) - ep*)
mzfl

= " - 1Py (2 — 1) P (o — 1)

_ pm1 (1_1)pm2 (1_1)...pmk (1_1>
! D1 2 b2 k Pk
1 1 1
0 0R)0)
D1 D2 Pk

JlarpamxoBa Teopema HaM IOKa3yje na HOp. rpyna pena 20 He Moxe
na mMa nmoarpymy pena 12 u ca. OHa HaM He TOBOPY HUIITA O TOME 13, JIU
Hop. rpyna pega 20 mma noarpymy pena 10 (mocrojame Takse moarpyme
He 6u 6uno y cynpornocTu ca JlarpamkosoMm teopemoM). OBakBa OUTAHA
Cy 3HATHO CJO:KeHUja u Mu ce muma Hehemo muoro 6asutu. Camo hemo
HABECTU jeqHY TEOpEMY, KOja TOBOPHU O MOCTOjalmy MOArpyIa oapeberor
penla U HABECTU HEKe H:eHe IOociienuie y OOJIMKYy IpuMepa.

Teopema 19 (Komujesa Teopema) Ako je G koHauHa rpyna v p mpocT 6poj
Takas fa p | |G|, onga y G noctoju enemeHT pepa p.

Iakme, ykomuko je p mpocT 6poj, koju meau pexn rpymne G, y G mocroju
€JIEMEHT peza p, a CaMUM TUM U TOArPYyIa pena p.

ITpumep 20 Ceaka rpyna pefia 6 nsomopoHa je vnn rpynu Zg unu rpynun Ds.

Heka je |G| = 6. Ykouuko y G nocroju eixement pena 6, ouna je G = Zg.
[Ipernocrasumo crora ma y G He moctoju ememenT pexa 6. Ha ocuoBy
Kommjese Teopeme y G mocToju eneMeHT X pena 3 U eJeMeHT y pena 2.
Kako je w(x) = w(2?), To y & (z). Crora je

Enement zy je y G m jenHak je HEKOM o] HaBeIeHUX esiemMeHaTa. Huje
rTemko yseputu ce (yBepure ce!) ma cy jeaune moryhnocTu:

1. zy = yz;

2. xy = ya?.



Ho, ako je xy = yx, nobujamo na je
G=(y) x (z) =Zg

(3amro?), wro nporuBpeun npernocraBiu ga y G HeMma ejgemMeHaTa pena
6. IIpeocraje moryhmoct zy = yr? m y ToMm caydajy je G = D3 (mpwm
n30MOP(U3MY KOJU & CIUKA Y P, A Y Y O). &

3appmmhieMo OBy JieKnujy ommucoM rpyma pena 8. Jla 6ucMo Morau ma
je m3Bpmumo, buhe Ham moTpebaH jom jeman mpuMmep rpyie.

IToGpo HAM je TO3HATO pavyHame ca KOMIUIEKCHUM OpojeBuma. CBaku
KOMIIJIEKCAH OPOj ce MOske HAamMcaT!u y Oo0JuKy a + bi, rme cy a u b peasnu
6pojeBm, a i je MMarMHapHa jeAuHuua, Tj. 3a i Basku caemehe: i = —1.
XaMuUIATOH je y MaTreMaTuKy yBeO kBaTepHuoHe. (CBaku KBATEDHUOH MOKE
ce HammucaTtu y obaury a + bi + ¢j + dk, rme cy a,b,c,d peanau 6pojesu,
a 1,7,k uMmaruaapue jemmHune 3a Koje jom Baxku: 1 = k = —ji,jk =1 =
—kj, ki = 5 = —ik. Kao mro ce MOske BUAETU, MHOKEHH>€ KBATEPHUOHA HUjE
KOMYTATUBHO, HO MHOTa IPYyTra CBOjCTBAa, KOja BasKe 3a KOMIIJIEKCHE OpojeBe
BajKe U 3a KBaTepHMOHe. HapaBHO, 1 mopen 3aHUMJBUBOCTU OBOT MOjMa, MU
ce nehemo wmuma meramuo 6asutu. Ho, o3naummo ca (Qg caemehu ckym:

QS = {17 _17i7 _i7j7 _j7k7 _k}

Huje Temko yBepuru ce na je (Qs,-) rpyna. 30BEMO je KBATEPHUOHCKA rpyna.
HaBenumo Tabauny oBe rpyme.

1 -1 i =i -k —k
I 1 -1 @ —i j —j &k —k
I R e A
il i o—i -1 1k —k —j j
| - i 1 -1 -k k j —j
il 5 - -k k -1 1 i —i
il = i ok -k 1 -1 —i i
k| k -k j —j —i i -1 1
k| -k k —j j i —i 1 -1

[MpumeTumo na je (g reHEepuUCaHa €JEeMEHTUMA | U j U 14 33 OBE eJIeMeHTe

Bakm: 12 = j2 m jij L =il

IIpumep 21 Csaka rpyna pefa 8 nsomopgHa je TauHO jeAHOj oA rpyna:
Lg, Lo X Ly, LoXLyXLa, Dy, Qs

Heka je G rpyma pema 8. Ykoauko y G moCTOju eleMeHT pena 8, OHIA
je G =2 Zg. Yrouuko je mak y (G CBaKM €JIEMEHT pena 2, IpeMa pPaH’jeM
pesyarary ciaemu na je G = Zy X Zg X Zo. IlpermocTaBuMo y majbeM ma y
GG mocToju eneMeHT pena 4 U ma He MOCTOjU eJEeMEHT pena 8.

Hera je x pena 4 u mera y ¢ (x). Tana je
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OppeauMo Koju o1 OBUX eJieMeHaTa MO:kKe OUTU jemHak eiaemeHty xy. Ilpe
cpera, Kako y € (r) u Kako je x # e, To vy & {e,x, 2%, 23, y}. Yromuko je max

ry = ya?, nobujamo ma je x = yx?y~! u3z wera cmemu na je 2% = yxty~! =
1

yey~! = e, ma 6u x 6uo pena 2, mro HUje. 3armydyjemo ga ry € {yx, yr3}.

Ompemavo jom xosmko je y2. Ilpe ceera, kaxo y ¢ (), To y? & y(x).
Ocuwm Tora, kaxo je w(r) = w(z3) =4, a y G mema enemenata pemna 8 To y>
He Moske Outu Hu z Hu 5. Ilakme, y? € {e,2%}.

Iobunu cmo 4 cayuaja

Loy =y, y> = ¢

2. xy =yx, y* = z%;

a3 2 .
3. Ty =yx°, y° = e€;
4. zy = y:cg, y2 = 2.
Pasmorpumo cBaku moce6HO.

1. Y oBoMm cayuajy je rpyna G romyraruBHa U GpyHERmUja f:Zs X Z4 — G
nepurucana ca f(r,s) =y z® je usomoppusam. Jacuo je ma je f Gujernuja.
Camo Tpeba NpoOBEPUTH Clarame ca olepalujaMa.

Fr+or s448) =y T2zt
Kako je y pena 2 u x pena 4, To je y”‘”/ = yTyT/ u ot = g Iaxkie,
flr4ar’, s+48) =y y" aa*.
Kako je xy = yx, To je
yryrlxsxsl = yrxsyT,zs/ = f(r,s)f(r',s).
ITakne, 3aucra je
flr+ar' s+48) = f(r,s)f(r',s).

2. Y oBom cayuajy je takobe rpyma G komyraruBHa. lIpumerumo na je
caza eleMeHT y pena 4, HO emeMeHT i x je pena 2:

(132)? = 4522 = %22 = 2% = e.

Crora je msomopdusam f:Zs x Zy — G 3amar ca: f(r,s) = (y3x)"2%.
ITposepure merame!

3. Y oBom cayuajy, curyamnuja je jacua. M3omopdumzam f:Dy — G 3amar
jeca: flo) =y, f(p) = .
4. U y oBoM cayuajy HUje TemKO BuaeTu kako ¢pyHkuuja f: Qg — G 3anmara

ca: f(i) = z, f(j) = y 3amaje nzomopdusam (BaAKHO je HPUMETUTU A je
ij =k = ji% u i2 = j2). &

11



