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3amoYHUMO OBY JIEKIU]y jeIHUM IPUMEDPOM.

IIpumep 1 [lposeputn fa je ca:

rAe je i UMarvHapHa jeavHuua, AeduHucaH jefaH xomomopguzam f:R[X] — Cnu
MPVYMEHUTU Ha Taj XOMOMOpPPU3aM TeopemMy 0 M30MOPGM3MUMa NPCTEHA.

Huje remko nposepure na je [ 3amcra xoMoMop¢usaMm npcreHa. Heka cy
a(X),b(X) € R[X] u mexra je ¢(X) = a(X) - b(X). Tana je

fla(X)) = a(i) = ao + ari + agi® + - - + api™,

F(B(X)) = b(i) = bo + byi + byi® + - - + byi”

f(e(X)) = c(i) = co+ c1i + ot + -+ Congni™ ™,

IpU YeMy CMO MPETHOCTABUIM A je cremeH moimHoMa a(X) jemHak m, a
crenen monurHoMa b(X) jennak n. Ho, 3HAMO KAKO Ceé MHOMKE MOJMHOMU, T1a
jeza k=0,m-+n:

cx = aobk + a1bg—1 + - + axbo,
opu ueMy je HapaBHO a; = 0 3a 4 > m, omgocHO b; = 0, 3a j > n. Ho, Tana
je jacHO ma je 3aumcTa
e(i) = ali) - b(3),
Te je
f(a(X) - b(X)) = f(a(X)) - f(b(X)).

Jom nakme ce mposepasa na je f(a(X)+b(X)) = f(a(X))+ f(b(X)), a jacuo
jem ma je f(1) =1 (koHCTAHTAH MOIMHOM WMa KOHCTAHTHY BPEIHOCT).
Teopema 0 m3oMOpPU3MUMa 3a TPCTEHe maje caemehu mzomopdusam:

R[X]/Ker(f) = Im(f).



N nentuduryjmo cauky m jearpo xomomopdusma f.

YKomMKO je a+bi mpoussomunu enement u3 C, jacuo je ma je f(a+bX) =
a+bi, ma je f ,ma“. IIpermocrasumo na a(X) € Ker(f). To smaum na je
a(i) = 0. Iakxe, a(X) je mOJMHOM ca peasHUM KOe(QUIUjEeHTUMAa uuja je
jemHa HyJga KOMIUIEKCaH Opoje ¢. V3 cpenme mKoJIe HAM je MO3HATO Oa
je Tama m —i obaBe3HO HyJia TOr mojawHOMa. HO, o je HyJaa mOJIMHOMA
a(X) axo u camo ako X — « memu a(X) (oBo cmo BehimManu npunnke na
kopuctumo). Hobujamo na u X —i neam a(X), ama nau X +i =X — (1))
rakobhe menm a(X). Homumomu X — i u X + ¢ cy y3ajaMHO mpocTH, ma
zakmyuyjemo ma momumaoM X2 +1 = (X —i)(X +i) memm a(X). Hpema Tome,
axo a(X) € Ker(f), onna (X2 +1)|a(X). To ce Moxe 3ammcaTu U OBaKo:

a(X) € Ker(f) = a(X) € (X% +1),

rze Hapasuo (X2+1) o3HAUYaBA TTABHY MAea TeHepUCcaH ToAuHOMOM X 2+1.
Jacno je ma Bakm m obparmo. Hamme, aro a(X) € (X2 + 1), To 3maunm mna
je a(X) = q(X)(X? + 1) 3a merkn nonunom ¢(X), HO Tana je

Fa(X)) = fe(X)(X? + 1)) = f(g(X))f(X* +1) = q(i)(i* +1) =0,

na a(X) € Ker(f). 3armyuyjemo na je Ker(f) = (X?+1), Te Basku uzomop-
¢uzam
RIX]/(X?+1)=C.

&

Y pamuMo joIr jemaH mpuMep.

ITpumep 2 [okasatu fa je Q(v2) := {a +bv2 : a,b € Q} jeaHo notnome
noma C. lNpuMeHNTH Teopemy O M3OMOPPUBMMMA 3a MPCTEHE Ha XOMOMOPHM3aM

f:Q[X] — Q(V/2) medunncan ca f(a(X)) = a(v/2).

Jacno je ma je pasnumka mBa emementa u3 Q(v/2) taxobe y Q(v/2). Ilpose-
PUMO TO 3a TPOM3BOI.

(a+bV2)(c+ dV?2) = (ac + 2bd) + (ad + be)V2,

a Kako cy ac + 2bd u ad + bc pammonasnu O6pojeBu aKo Cy TO a,b,c,d, 3a-
kpyayjemo aa (a+bv2)(c+dv2) € Q(v/2). Ia 6ucmo nokazamu xa je Q(v/2)
MOTIIOJbE TOJha KOMIUIEKCHUX OpojeBa, Tpeba joIr camo na MpOBEpUMO Ia
je mEBep3 cBakor He-myia eiementa u3 Q(v/2) takobe y Q(v2). Ilpume-
MO 1a je a + byv/2 = 0 ako u camo ako je a = b = 0. Hamme, yxommko
npermocraBuMo a je b # 0, a a + bv/2 = 0, nobujamo ma je V2 = -3, Ta
61 /2 6uo pammoHaNaH O6pPOj, & 3HAMO jOII W3 CPEIme IIKOJE da TO Hije
ciyuaj. Jakie, yKoauko je a4+ byv/2 # 0, 1o je

1 B 1 a—bﬁiafbﬂi a n —b \/iGQ(\[?)
a—|—b\/§_a+b\/§ a—b\/i_az—2b2_a2—2b2 a? — 2b? '




Ha ncty HaumH Kao U y OIPETXOAHOM IPUMEpPY, IpoBepasa ce xa je [ xo-
momopdusam. Ocum Tora, kako je f(a+bX) = a+ by/2, Buguvmo na je f
sHa“. Toramumo na je Ker(f) = (X2 —2).

Yronuro a(X) € (X? —2), o je a(X) = ¢(X)(X? — 2) 3a Herku nomuHOM
4(X) € QX], ma je

fla(X)) = fa(X)(X? = 2)) = f(a(X) f(X? - 2) = q(vV2)((V2)* - 2) = 0.
Harne, (X2 —2) C Ker(f). Ilokaxmmo ma Baxm oOpaTHA UMIUIUKAII]A.
Hexa a(X) € Ker(f). To smaun ma je a(v/2) =0, ma (X —v/2) | a(X). Ila
6ucmo mokazamm ma (X2 — 2) | a(X), norpe6HO HaM je, a W JTOBOJLHO, A
nokazkemo ma u (X ++v/2) | a(X), 1j. ma je a(—v/2) = 0. Hexa je

a(X)=ap+ a1 X +asX?+---+a, X"
Kaxo je a(v/2) =0, To je
ag+ a1V2+as-2+as-2V24 - +an(vV2)" = 0.

IIpuponmsO je makne pas3gBojuTu mapHe cTeneHe on X M HelapHE CTEIeHe
on X. IlpermocraBumo, 360r jemHOCTABHOCTU O3HAKA, na je n = 2k (ako je
n Hemapas O6poj, TO momajeMo jour jenaH KOe(DUOUjEHT KOjU je jenHak HyJiu
— TO He Me’a HUINTA y MOJUHOMY, caMo y 3amucy). Jlakie,

k k—1
G(X) = Z agiXQi + Z a2i+1X21+1.
i=0 =0
Iobujamo ma je
k k—1
Z a2;2" + (Z a21+122> \6 =0.
1=0 =0
Kako cy as € Q, To Mmopa Gutu
k k—1
Z CLQiQZ n Z a2;4+1 2" = 0.
=0 =0

Ho, omasne mobujamo ma je u

k k-1
Z a2:2' — (Z a2i+12i> V2 =0,
=0 i=0

a To ympaso 3maun na je a(—v/2) =0 ((—v/2)% = 2°, a (—v/2)%F! = —27/2).
OsuM je 3appmen noka3s na je Ker(f) = (X?—2), Te nobujamo uzomoppuszam

Q[X)/(X* - 2) = Q(V2).



WM3zananu3upajmMo Majo mTa CMO AOOWMIM y HPETXOTHMM IPUMEPUMA.
ITocmaTpajmo, ma ce Tako m3pa3umo, ,,IeCHY “ CTpaHy y A0OUjeHNM U30MOP-
¢uzmMuma. BumumMmo nma ce y oba ciydaja paad O KOJIUYHUYKUM TPCTEHY
NPCTEHa HOJIMHOMA IO UIEAy KOjU je TeHEepUCAH jeTHUM HEePACTABJLUBUM
(max nomwem Q) nmommuOMOM Apyror cremena. OCTaBUMO 3a caxa IO CTPAHU
YUBEHUIY [a je HOJWHOM APYLOr CTEEeHA M KOHIEHTPUIIMMO Ce Ha TO Ia
je OH HepacTaB/bUB. KONMMUYHUYKYN IPCTEH je y oba ciyyaja 3ampaBo IOJbE.
To, mapaBHO He MOke Omtm caydajHo. Jlokazahemo cnenmehy BaskHy Teo-

peMy.
Teopema 3 Heka je F nome v a(X) € F[X]\ {0} nepacTtasmume nonvHom.
a) E = F[X]/{a(X)) je nome.

6) lMome E cagpxun notnosee nsomopdHo nomy F.

w

)
) MNonuuom a(X) uma Bap jeaHy Hyny y nomy E.
)

Ha ocHosy a) moxemo cmaTpaTu fa je F' C E. Tapa ce E mMoxe Buietn u
Kao BEKTOPCKWM NMPOCTOp Hajd nosbeMm F' 1 AnMeH3Mja Tor NpocTopa jefHaka je
cTeneHy nonuHoma a(X).

r

Ioka3. a) 3mamo na je F KOMyTATHBHM NIPCTEH ca jeamHunoM. Tpeba
na noraxkeMmo na je E mome, Tj. ma cBaxu ememeHT u3 E koju Huje Hyza
“Ma MHBEP3 y omHOCYy Ha MHOkeme. Ozmaunmmo uneadu (a(X)) ca I. Iakie,
E = F[X]/I n uyna y Tom upcreny je 3anpaso 0+ [ = I. IIpernocraBumo
na je ¢(X)+ I # I, tj. na ¢(X) mwe npunana uzneany I. To 3mauu na
a(X) me nenu ¢(X). Kako je a(X) HepacTaBbuB MOIMHOM, 3aKbYyUyjeMO Aa
je majsehn 3ajenuuurn nenunan nomusoma a(X) u ¢(X) jemnax 1. Crora
noctoje nosuaomu p(X) u q(X) 3a xoje je

a(X)p(X) + ¢(X)q(X) = 1.
[IpenackoM Ha KOIUMYHUYKA TPCTEH TOOUjaMO jeaHAKOCT
(@X)+DPX)+ 1)+ (c(X)+ D)(q(X)+1I)=1+1.
C o63upom Ha yumenuny na je a(X) € I nobujamo na je
(c(X)+D(@X)+1I)=1+1,

re eaement ¢(X)+ I 3aucra uma nasep3 y E. 3armyuyjemo na je E mosme.

6) Hepunumunmo xomomopduzam f: F' — E ca f(a) = a+I3ace a € F.
Kaxko cy jenmau mneanu y ma koM nosmy {0} u mesno mosme, TO 3aKILYydyjeMO
na je Ker(f) = {0} (jesrpo je yBek mmeas, asu He MOKe OUTH jeIHAKO
[EJIOM MOJbY TIOMTO C€ MPU XOMOMOP(U3MY jeUHUNA CJIUKA y jeIUHUIY, a
e y myxay). Ilakme, xomomopdusam f ycmocrasiba uzoMopuszam usmebhy
F u cnuke on f, koja je mormome on F.



B) Youumo enement X + I y E. Osmauumo ra ca X. Yxomuko je
a(X)=ap+ a1 X +---a, X", nobujamo na je

a(X) = ap+ar X+ao X2+ an X" = ap+ar (X +1)+as(X+1)>+ - +an(X+1)",

=(a0+a X +aX?+ -+ a, X" )+ T=a(X)+1=1,

Te mobujamo na X 3amcra amymupa moauHoM a(X).

r) Kako F canpsxu notnome F' uzomopduo ca F, 3aucra ca anrebapcke
TayKe MOKEMO cMmarparu na je F' C E. Y oBOM ciIydajy KaKeMO U na je
nosme F jemuo pamupeme nmoma F. Hapasuo ma ememente mosma E MoskeMo
cabuparu, aau, ¢ ob3upom ma je F' C E, MO:KEMO UX ¥ MHOKUATU €JIEMEH-
tuma u3 F. Ha ocHoBy cBojcTraBa omepamuja y momy E mobujamo na je
F 3aucrta BexkTopcku npoctop Han F. umensujy Tor mpocTopa 30BEeMO U
cremnen pamupema noma F man F u o3nauvasamo ca [E : F]. Ham 3anatak
je ma moraskemo ma je [E: F] = dega(X). Hoxrazahemo 3anpaso na je

M+0L,X+1,..., X" 41

jemna 6a3a npocropa E yronuko je nmomuuoMm a(X) crenena mn.

{1+, X+1,..., X" ! + I} je remeparpuca: YoumMO Ma KOjU €JEMEHT
p(X)+I€E. Tana je

p(X) = ¢(X)a(X) + r(X),
rae je r(X) =0, unu je degr(X) < dega(X) =n. Haxrxe,
T‘(X) =170 —+ 7’1X + -+ T’n_anil,

rae HapaBHO HEKW, A U CBU, KoedurnujeHtu r; € F mory oOutu jemuaru (.
Ho, Tana je

p(X)+1 = (¢(X)+ D(a(X)+ 1)+ (r(X) + 1),
Te je
pX)+T=rgQ+ 1) +r (X +1)+ - +rp 1 (X" 14 1).

Saxmyayjemo ma 1+ 1,..., X" ! + I 3aucta remepumy E.

Jluneapua mezaBucuoct: Heka je
co(l+D+c(X+D)+-+ep 1 (X" D) =0+1,
3a Heke ¢; € F. Tana je
(co+a X+ Fepn X" H+I=1,

TC

cote X+ Fep 1 X" el = (a(X)).



Ho, monmuoMm a(X) je crenena n m OH MOMKE @ MEJIM MOJUHOM co+cy X +- - -+
cn—1 X" ! jenuno ako je co+c1 X+ -+cn_1 X" ! =0. Ho, To yupaso 3uaun
maje cg=c =--=c, 1 =0, Te 3armyayjemo na cy 1+ I,..., X" LT
3aUCTa JIMHEAPHO HE3aBUCHU. O

UckopucTtumo ynpaBo NOKa3aHy TeOpeMy Ja KOHCTPYHUIIEMO IoJbe on 4
enemenTta. IIpumernmo na Z4 jecte KOMyTaTUBaH NPCTEH, I HAPABHO I
a HUje moJve momTo y Zy Baku: 2-2=0, a 2 # 0.

IIpumep 4 KoHcTpymncaTu nosbe, Koje uMa TauHo 4 enemeHTa.

Kako oBo u3zBectu? Ilpe cBera, mu 3uaMo na je Zg moJjbe U Oa UMa 2 ejie-
menTa. [Iperxomsa Teopema HaM Kake ma ako HaheMO HepaCTABJLUB MOJIU-
HoM a(X) € Zo[X], xoju je crenmena n omga he Zy[X]/(a(X)) Gurn nomwe,
KOj€e je MCTOBPEMEHO BEKTOPCKU MPOCTOD Ham Zo mumensuje n. Ilakxme, To
IIOJLe je KaO BEKTOPCKU IPOCTOP Han Zz m3oMopdHO Ziy, Te mma 2" ej-
emenata. Hawma je morpebHO mosme ca 4 eseMeHTa, Tj. IOTpeDaH HaAM je
HEPACTABLUB MOAUHOM u3 Zo[X| crenena 2. Takas mOIMHOM HAPABHO HUjE
temko mahu. To je mommmom a(X) = 1+ X + X2, Kagko je To momuHOM
APYTOr CTENeHAa, OH je HEPACTABJHUB aKO M CaMO aKO HeMa HUjenHy HYIY
y Za, a xaro je a(0) =1 u a(1) + 1, To je 3aucra ucnymeno. Jlakie, Hame
nomwe Fy je mato ca
Fy = Zy[X]/(X? + X + 1).

Osmaumvo ca 7 exement X + (X2 + X + 1) y osom momy. Jlobujamo ma je
F4 = {07 1’777 1 + 77}'

Kako y momy Fy Bamu: n? = 1+1n (3amTo?), MOKEMO HaMCATH U TabJIHAIe
cabupama 1 MHOKEHA Y TOM IOJLY.

+‘ 0 1 n 1417 ~‘0 1 n 147
0 0 1 n 1+n 0]0 0 0 0
1 1 0 1+7 Ui 110 1 n 147
n n 147 0 1 n|0 n 147 1
14+n|1+7n n 1 0 1+7(0 1+n 1 n

&

Bparumo ce monoBo ma Tteopemy. IIpermocraBumMo na HaM je maT HEKU
nosuaoM a(X) € F[X] rme je E mero mosme. Taj moamHOM HAPABHO HE MODA
uMaTu JuHeapHy ¢axkropusainujy Ham nosmeMm F. IlocraBima ce nurame: na
au mocroju Heko nose F koje caapsku nome F u y kome ce nonunom a(X)
¢arropumnie Ha auneapue dakrope? To 3amcra jecTe TAYHO U MPETXOIHA
TeopeMa HaM IOKa3yje W OyT NOKa3a.

ITocnemuua 5 Heka je E nome n a(X) € F[X]. Tapa noctoju pawwuperse E
noma F'y kome ce nonnHom a(X) dakTopulue Ha nvHeapHe pakTope.



Joka3. JacHO je ma MOMkeMO Ia MPEeTIoCTaBuMO 1a je moamuaoM a(X ) Hepac-
TaBJBUB, MOMTO OMCMO y CYIPOTHOM H-€rOBY (PAKTOPU3ANU]Y NOOUIU TAKO
mTo OGMCMO HAILIM PAaMIMpEene Y KOMe CBU BeroBU (PaKTOPU NMA]jy JIMHEAPHY
dbarTopuzanujy.

Ha ocmoBy mokasame Teopeme, mocToju moJse F, Koje je pammpeme mosna
F, a 'y xome nonunoMm a(X) uma 6ap jenmy Hyiy, Ha30BUMO je «. To 3uaum
na y E[X] Baxku ¢arropusamuja

a(X) = (X - a)b(X),

rae je b(X) € E[X] n degb(X) =n — 1. Yronuro cana b(X) pacraBumo Ha
HepacraBibuBe ¢akrope y F[X], HA BUX MOKEMO IPUMEHUTU IPETXOIHO
3ardpyunBame. Tako mpormec HaCTaB/BAMO CBe NOK He nobemo mo nuHeapHe
¢daxTopuzanuje. JacHo je ma ce mpolec MOpPa 3aBPIIATHU IOUITO y CBAKOM
KOpakKy nobujamo Oap jenHy HOBY HYJy IIOYETHOT IOJMHOMA, & OH HU Y
jeIHOM IOy HE MOKE MMATH BUILIE OX N HYJA. O

Csa mosma, koja hemo y mamem pasmarparu he O6utu Tako3Bana Opo-
jeBHa moJba, Tj. mornossa on C. IlpuMeTrumo na cBaKO TAKBO MOJbe 0DABE3HO
canp:xu Kao cBoje mornosse nosbe Q. Hajmame pamwmpeme moma F y xome
ce matu nonunoMm u3 F[X] darxropume na suHeapHe (arTrope HA3UBA CE
KOPEHCKO MOJbe TOT MOJIUHOMA.

IlozabaBumo ce cana ,,1eCHOM“ CTpPaHOM Yy M30MOP(U3MY NOKA3AHOM Yy
npyrom mpumepy. IlojaBmyje ce cmemeha osmaxa: Q(v/2). Iocmarpajmo
CTBapy MaJIO OIIITHjeE.

Heka je B kOMyTaTUBHU OPCTEH ca jemuHunoM, A meros morupcred (ca
jemuuunom napasuo) u b € B\ A. Kako onpenuTtu HajMamyu HOTIPCTEH O
B xoju canpsxu n A (kao monckym) u b kao exement? Ouurmemno je ma
TAKaB IPCTEH MOpa Oa CaApKU U CBe CTEmeHe on b, Kao 1 CBE eJIEeMEHTe
obnuka ag + aib + asb® + - a,b" voe a; € A. Iakie, MOpa na CAIPKH CBE
enemente obnuka p(b), roe p(X) € A[X]. Ho, To je 3ampaBo u NOBOJBHO,
Tj. TPaXKEHU HAJMAWmU MOTIPCTEH je

Afb] := {p(b) : p(X) € A[X]}.

Hawnwme, A[b], oBako medunucan, je samcrta nornpcred on B (ounriensHo je
na je A C Ab] u b € Alb)):

p(b),q(b) € A[p] = p(b) —q(b) = (p—q)(b) € A[b];
p(b),q(b) € A[b] = p(b)q(b) = (pq)(b) € A[b].

Yronmueo je F mome m o« € C\ F, onma ca Fla] o3HauaBaMO HajMamu
noTupcreH koju canpxu F u o, a ca F(a) HajMame HOTHOME KOje CaupKu
(rkao cBoje mormome) F u a (kao cBoj emement). IlocraBima ce mPUPOTHO
murtame: kazna je Fla] = F(a)? IlpyruMm pedyuma, UHTEpecyje HAC Y KOM je
cayuajy upcred Fla] mome. Huje temro malin jeman morpeGar ycioB 3a
To. Hawmme, kako je

Fla] = {p(a) : p(X) € F[X]},



a CBAKMU €JIEMEHT MOJba, KOJU j€ Pa3JuduT OJ HyJle UMa WHBEP3, TO U eJi-
emeHT « € Fla] nma unseps y Fla], Tj. moctoju a(a) € F[X] rakas na je
a-ala) =1. Axo je a(X) =ap+ a1 X + - + a, X™, To nobujamo ma je

ana™ 4+ ae® +aga+1=0,
Tj. mocroju moauroM p(X) € F[X| raras na je p(o) = 0.

Hepunurnuja 6 Heka je F notnomwe of C n a € C. Tapa je a anrebapckun Hapj
F ykonwko noctoju nonudom p(X) € F[X] 3a koju je p(a) = 0.

Iaxkiue, Bunenu cMo na je morpeban ycioB xa npcred Fla] 6yne mosme na
je a asrebapcku wan F. Ho, To je u moBoJ/aH ycioB.

CraB 7 Heka je F notnome oa C n a € C. Tapa je F[a] nome ako 1 camo ako
je « anrebapckn Hag F.

Ioka3. Jeman cmep cmo Behi mokaszasnu. OcraJso je ma ce mokake oa u3
ynmeHune na je a anrebapckn Han F caemn nma je Fla] mome. Kako je o
anrebapcku Han F, nocmarpajmo uneaa I < F[X] nedpunucan ca:

I ={a(X) € F[X]:a(a) =0}

Huje Ttemko nposepuru na je I 3aucra ungeasn. Kaxo je ceaku nnean y F[X]
TJIABHU, TO MOCTOj MOHWYAH MOJIUHOM [ (X) 3a Koju je I = (uq).

ITpumeTnMo na je mMONMHOM [i,(X) HepacTaBbuB. Y CYOPOTHOM, HEKA
je pa(X) = a(X)b(X) 3a nere HeroncrantHe noausome a(X),b(X) nz F[X].
Ho, tanma je a(a)b(a) = po(a) = 0, ma caemqu nma je a(a) = 0 nmm b(a) =
0. Ywrousuko je mup. a(a) = 0, nobunu 6ucmo na a(X) € I, ma po(X) |
a(X), wro uuje moryhe jep je a(X) monuroM creneHa Mamer O CTEIEHA
nosnuaOMA L1 (X). Crinmuno ce mobuja m y caydajy ma je b(a) = 0.

Cana, K20 1 y HaBENEHUM OPUMEPUMA, MOCMATPAMO XOMOMOPpU3aMm

[+ F[X] — Flo]

nepunucan ca f(p(X)) = p(a). Xomomopduzam f je ouuraemuo ,Ha“, a
Ker(f) = 1. Crora nobujamo na je

FIX]/I = Fla).

Ho, rako je pq(X) mepacrasmus nonuaom, F[X]/I je mome, ma je u Fla]
Takobe mome. O

I[Ipumerumo ma cMO y OKBUpPY AOKa3a OBOT CTaBa MOOWIM U 1Oa je
[F(a) : F] = deg ta(X).

IMonuuoM pe(X) M3 OBOr cTaBa 30BE CE M MUHUMANHWU MOMMHOM €JIEMEeHTa
a. Basy 3a F(a) mang F uume enementu 1,q,...,a" ! ykomuko je n =

deg fia (X).



IIpumep 8 Heka je a = 2 + /3.
a) Mokasatu pa je a anrebapcku Hag Q.

6) Hafin Munnmantm nonuHom 3a o Hag Q.

8) Oppeanin —t= y 0B6nunky p(«) 3a Hekin nonrom p(X) € Q[X].

a) Habumo monmuHOM KOju eleMeHT o amyimpa. Rako je o — /2 = /3, to
je

(@—v2)?* = 3

a®—20V2+2 = 3
a?—1 = 2aV2
(=1 = (2av2)?
at—202+1 = 8a?
at—10a*+1 = 0.

6) IlokauMO ma je MUHUMAJIHU TOJMHOM eJIeMEeHTa ( 3alCTa TOTMHOM
X4 —10X2 + 1. Osmaummo ra ca u(X). Jemmno Tpeba mokazaTu je oBaj
noauEOM HepacTaBmuB Han Q. Kako ce pamu o HOMMHOMY YeTBPTOL CTe-
IeHa, YKOJIUKO je OH PACTABJLUB, OH CE PACTABJLA WM HA IPOU3BOJ HOJH-
HOMa TIPBOT CTeIeHa U IOJuMHOMa Tpelier cTemeHa, WIM HA TPOU3BOJ IBA
HOJIMHOMA APYTOT CTEHeHA.

1(X) je mpousBox mMOAMHOMA MPBOT CTENeHa U mojuHoMa Tpeher cremena
man nomeM Q. To 3maum ma p(X) mma mymy y Q. Ho, ako momusOM

an X"+ -+ a1 X +ag

“Ma panvoHAJHy Hyny 7/s (rme je r/s HECKpaTuUB pa3ioMak) oH#a T | ag U
s | a. Kako je y mamewm cayuajy a, = ag = 1, 1o je s = 1, a Kako je ag = 1,
To T MOoke Outu camo 1 wum —1. Ho, wu 1 5 —1 HuCyY HyJle TOJIMHOMA

1(X).

,u(X) je mpou3BOA OBa MOJUHOMA APYTror cremena. Jlakie,
w(X) = (X*+aX +b)(X* +cX +d)

(rako je u(X) MOKEMO MPETHOCTABUTU A& CY W TU IIOIUHOMU MOHWYHU).
Iobujamo (u3jemnavaBameM oaroBapajynux koedunujenara)

a+c = 0 (1)

btactd = —10 2)

ad+bc = 0 (3)

bd = 1 (4)

N3 (1) nobujamo ma je ¢ = —a. Tama us (3) caemm ma je a(d — b) = 0.

PazMmorpumo mBa ciyuaja.



a =0: Tana je m ¢ = 0 u mobujamMo ga ce cucTeM CBOIU HA ABE jeTHAUNHE

b+d = —10 (5)
bd = 1 (6)

N3 (6) cnemn ma je d = 1/b (curypuo mu b HU d HUCY jemHAKU HYJN).
3amenoMm y (5) u cpebuBamem mobujamo KBaIpaTHY jeIHAUNHY

b2 +10b+1=0.

Pemema oBe jemmauune cy mata ca:

~ —10+ /96

b2 >

ITo mpernocrasmu b € Q. Kako je v/96 = 41/6, no6unu 6ucmo na je v6 € Q.

OcTaB/paMO UMTAONMMA Oa MOKAKY Oa OBO HUje Moryhe.

a#0: Y oBoMm cayuajy je b = d. U3 jemmauune (4) nobujamo ma je
be {1,-1}. Bamenom y (3) (ysumajyhu y o63up na je ¢ = —a) mobujamo
nma je a® = 12 unu o? = 8. Ilo mpernoctasnu je a € Q ma 6u u3 a? = 12
caemuio na \/3 € Q, a u3 a? =8 na je V2 e Q. Kako M jemHo HU OpPYyro
HUje TauHO 3akbyuyjemo na je u(X) HepacraBsus.

B) 3a HaJaKeme %“rg MOKEMO KOPUCTUTU MeTox Heonpebherux roedunuje-

wara. Haume, 3HamMo ma mocroje a,b,c,d TakBu na je

1

= a+ ba + ca® + do?. (7)
a+3

ITorpebuo je ompemutu kKoedummjente a,b,c,d. W3 (7), MHOxKEemeM 00e
cTtpane ca « + 3, mobujamo

1= (a+3)(a+ba+ ca®+da). (8)
Yaumajyhu y o63up ma je ot = 10a® — 1 u ma cy 1,a,0?,a® nureapno
mesasucHu Han Q, mobujamo
3a —-d =1
a +3b = 0
b +3c +10d = 0
c +3d = 0
[Mpenymramo yuraonuMa ma peme OBaj CUCTEM jeIHAYUHA. &

Iakie, Bumeam cMO na Cy OX MOCeOHOr 3Hadaja 3a TEOPHUjy Pallupema
oJba, OHU €JIEMEHTU KOJjU Cy aJrebapCKy HA JATUM TOJHEM.

Heduaumnuja 9 3a pawnperwe F noma F' kaxemo Aa je anreBGapcko pawumperse
ako je cBaku enemeHT u3 I anrebapckn Hag F.
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3a pamwupeme F noma I kakeMo na je KOHAUHO PAIIUPEHE YKOJIUKO je
F xoHauHO AMMEH3MOHAJIHU TpOCTOp Ham F.

CraB 10 Csako KoHauHO palumperse je anrebapcko.

JHoka3. Hexka je [E: F] =n. To 3nauu na je E n-IUMEH3MOHAIHU IPOCTOPD
HaI mosbeM F'. Y3MuUMO MpOM3BOLHU eJIeMeHT & € F U MOKaKMMO 1a je OH
anrebapcku Han F. Kako je muMen3uja mpocTtopa jemHaka n, TO jé CKYI O
n+ 1 Bekropa {1,a,...,a"} cUrypHO JMHEAPHO 3aBUCAH CKYI BEKTODA, Tj.
mocroje ag,...,a, € B TakBu na je

apl + a1+ -+ aa”™ =0,

HO, TO yupaBo 3Hauu 1a je p(a) =0, rae je p(X) =ap+ a1 X +-+-+a, X" €
F[X]. Harne, exemeHT « je anrebapcku Han F. O

Beh cmo ce ynosmanu ca pamwmpemuma obauka F(«). Ho, axko 8 ¢
E(a), moske ce popmupatu u pamupeme F(«)(8), koje ce kpahe o3nauasa
ca FE(a,f). Onmruje, nmamo u pammpema E(ai,...,a,). Ho, Beoma je
3aHUMIBUB cienehiu pesynTaT Koju HaM Kaske Oa y CIydajy aarebapCrux
pamupemna nosba Q curyanuja HEje TOIUKO KOMIIMKOBAHA KOJUKO U3TJIENA.

Teopema 11 (Teopema o npumuTHBHOM enemeHTy) CBaKO KOHauHO pawmperse B
noma Q je obnvka Q(«), 3a Heko ar € E.

Enement o je Taj npmvumruBHM esnemenT pammpema FE. OBy teopemy
wmeheMmo IOKa3MBATHU.
Jomt jemam mpumep 3a Kpaj.

IIpumep 12 Hahu NpUMUTUBHI €NeMeHT KOPEHCKOT Mosba nonnHoMa X4 — X2 —

2 € Q[X].

Ilpyrum peunma, Tpeba mahwm kopeHcko mome K naTor MOJMHOMA W eJie-
merT « € K 3a koju je K = Q(a). Parkropummmo Ham noavsHoM Hax Q
KopumhemeM METOna KOMILIETUPAHa KBAIPATA:

v (o) a3
:(XQ_;—‘;) (X2—;+2):(X2—2)(X2+1):

= (X —V2)(X +V2)(X —i)(X +1),

rme je ¢ HApABHO MMarvHapHa jenuHuna. lakme, xkopeHcko mome K je
nome K = Q(v/2,i). Mu tpeba ma mabemo a 3a koje je Q(v/2,i) = Q(a).
[Mokymajmo ma mokaskeMoO ma ce 3a @ MOKE y3eTH eJIeMeHT « = /2 + 1.
Jacno je ma je Q(a) C Q(v/2,i). O6paTHa MHKIY3Uja je HETPUBUjaJHA.
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HapaBzo, mOBOJBHO je ma mokamemo ma HIp. v2 € Q(a), momTo u3 Tora
HemocpenHo caemu Aa u i € Q(a), a Tume n TpaskeHo. JeaHAKOCT

a=v2+ 1,
,momquraumo “ Ha tpehwu crenen. lobujamo
o =2V246i —3vV2 —i=—V2+5 =5V2+1i) - 6V2

Haxie,
a® — ba = 6v/2,

na je

V2 = é(a?’ —50) € Q().
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