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Sopan ITerposuh

IIpcren mosuHOMA — mMOjaM M KOHCTPYKITHja

Y kypcy Aunrebpe 1 6aBuiu CMO Ce U MPCTEHOM MOJIUHOMA Ca j€IHOM
HeoapeheHoOM HaJ KOMYTATUBHUM MPCTEHOM Ca jeIUHUIIOM A, Tj. IPCTEHOM
A[X]. Tanma je 6mio HaBENEHO Ha je TO CKyN CBUX (DOPMAJHUX M3pa3a
obmuka ag + a1 X +---+a, X", roe je n > 0 npuponan 6poj, a a; eIeMeHTH
npcrena A, a ma cy omepaluje OHaKBe KaKBe 3HAMO M3 CPeme ImKoje. Y3
nomarak na je ag+ a1 X + -+ a, X" =by + 01 X + -+ + b, X™ ako u camo
akKo je n =m u a; = b; 3a cBe 1.

Ho, cana sxenmMo ma TO MCIpaBUMO, Tj. Ja HaMO CTBAPHY HE(PUHUIN]Y
MPCTEeHa MOJUHOMA, & Y3 TO U HEroBy KOHCTPYKIN]Y.

Hasemumo majnpe me¢uHUNM]Yy OPCTEHA MIOJIMHOMA.

Hepuuumuja 1. Heka je A komyTtaTBHM npcTeH ca jeanHuuom. log npcreHom
nonnHoMa Haj npcreHom A n HeoppebheHom X noApasymMeBamo CBakyM KOMYTaTUBHU
MpCTeH ca jeAnHUUOM B KOju CafpXu Kao CBOj MOTMPCTEH Ca jeAVHULIOM MPCTEH
A’ nsomopdan npcrery A n enemeHt X Takae Aa ce CBAKU enemeHT ns B moxe
Ha JEAVMHCTBEH HauvH npefcTaBuTu y obnnky aj + aj X + -+ + al, X™ 3a Heko
n >0 un Heke a) € A'.

OnO mWTO Cce omMax MOYKEMO 3alUTATH IOCJe OBe neduHUnUje je na
I MOJKE MOCTOjaTy BUIIE IPCTEHA MOJWHOMA HAJA IPCTEHOM A M Heogpe-
benom X. HapaBuo, omrosop je morBpmaH, anu cBu OoHEU cy MehycobuO
nzomopduu. Hamme, Hera cy By u By TakBU NPCTEHU KOjU, PENOM, CAAPKE
nornpcrene A] n A} mzomopoue mpcreny A u ememente X; € B; xoju ce
HaBogne y nepununuju. Ilomro cy A} u A}, mzomopuu npcreny A, oHu Cy u
Mmehycobro m3omopun, makie moctoju mzomopousam f: A) — A,. Crora
MoxkeMo 3amatu F': B — Bs ca

Flag+ai Xy + - +a, X7): = flag) + fa) Xo + -+ + f(a) X5
C obG3upom gna je f m3omopdumsam, HUje TEMKO yBepuTu ce na je u F
U30MOpPU3aM.

IHakme, cBaka nBa mpCTeHA MOJUHOMA Hax npcreHoM A u meompebhenom
X wmebyco6ro cy m3omoppHa M MOKeMO kopuctuTu O3HakKy A[X] ma o3-
HAYUMO Owmyo Koju on wmux. Ho, rope cMo moka3aju ma Cy CBaka [ABa



u3oMopdHaA ako nocmoje. A ma nu yommre moctoju takas objekar? Cana
hemo ce y TO yBepuru.

I[Ipumernmo na ce y cBakoM He(OPMAJIHO 33JaTOM HOJUHOMY ag+ a1 X +
-4 a, X™ mojaBmyje KonauaH HU3 (ag, a1, . ..,dy) IPU YEMY MOKEMO CMa-
Tpatu ma cy cse To enementu u3z A. Ho, pazmumunrtum nosmmaOMMMa 0Or0-
Bapajy Hm3oBu pasnumunre xy:xumue. Ca AN je mpuponmo osmaunmTu ckym
cBux HU30Ba (ap,ai,...) exemenara u3 A. Ho, Hac He 3aHUMA]Y CBU TaKBU
HU30BU, HO CaMO HU30BU Koju cy jemuaku 0 moueB ox meror umana. Crora
IoCMaTpaMoO CKyII

A¥: ={(ag,a1,az,...) € AN : (3In € N)(Vi > n)a; = 0}.

[Torpebuo je 3amatu u onepanuje Ha ckymy AY. Cabupame ce Jako 3anaje:

(ao,al,ag,...)—i—(b07b1,b2,...): = (a0+b0,a1 + b1, as +b27...)7
IOK je MHOKEH€ HEUITO CJIOKEHUjE:
(ao,al,ag,...) . (bo,bhbg,...): = (00,01,027...),

Cp: = Z aibj.

i+j=k

rae je 3a cse k > 0:

IMokaskumo na je (A“,+,-) jemaH NPCTEH ca jeIUHUIOM.
IIpoBepa acomujaTuBHOCTH cabupama je Jara:

((p+ q) + T)n = (p+ Q)n +rn = ((pn + Qn)) +7n
= (pn + (QH + Tn)) =Dpn + (q + T)n = (p + ((] + T))n

Hemro je cioskenuja mpoBepa OucTpUOYyTUBHOCTU MHOKEHA Y OITHOCY
Ha cabupame:

(P-(@+m)a= > pilg+r)i= > pilg;+7)

i+j=n 1+j=n
= Z Pig; + Z piri =@ O+ @ 7).
i+j=n i+j=n

Hajcaoxenuja je mpoBepa aconMjaTUBHOCTU MHOKEHA:

((p-q) 7)n = Z (P q)sri = Z Z(Piqg‘)m

s+k=n s+k=nit+j=s
= Z pilgjre) = Z Di Z 4Tk = Z pilg-r)e=(p-(q-7))n-
i+j+k=n 1+t=n Jj+k=t i+t=n



Bpso nako ce mposepasa na Cy u cabuUpame U MHOMKEH€ KOMYTaTUBHE
onepamuje. Ca @ 3a a € A, 03HAYABAMO HM3 KOME je HYJITH WiIaH jeIHAK a,
a cBu ocraau jemnaku 0(= 04):

a:=(a,0,0,...).

Y3 unmenuny ga je 14 -p = p-14 3a cBako p € A“, rme cMo ca 1y o3-
HAUWIM jeAuHUIY y mnpcreny A, mobujamo ma je 3aumcrta (AY,+,-) jemam
KOMYTATUBAH IIPCTEH Ca je AMHUIOM, Tae je 140 = 14.

Osunaunmo ca X exnement (0,1,0,...). Hakme, X je Hu3 esemenHara us
A% TakaB ma je

1LLk=1
Xp=<¢"
0, maaue.
Tana je
1,k=2
X3, = X, X;=2"
(X Z ! 0, naue.

WNunyrmujom ce Moske mobutu ma je 3a n > 1

Lk=n

0, maaye.

(X" =

IMoncerumo ce ma cmo 3a a € A o3nauunu ca @ uu3 (a,0,0,...). Tana je

a,k=n
@ X"p= > @(X"); =a(X") = 07
it , MHAYE.
Hakne, a- X™ =(0,...,0,a,0,...), nae ce €JIEMEHT a HAJIA3U HA MO3ULUJU N

(makie HA 1+ loM MecTy, HOIITO MHIEKCH Hounsby ca 0).

Cama MOKEeMO BUIETU KaKO Ce MOYKE M3PA3UTU MPOU3BOJLHU €JIEMEHT U3
A¥. Hawmme, cBarku enement p € A¥ je obmura p = (ag,...,an,0,...) 3a
weku n > 0 u a; € A. Tana nobujamo

p=(ag,..-,ap,0,...)
= (ap,0,...)+(0,a1,0,...) +---+(0,...,0,a,,0,...)
ao+ar X+ +a, X"

Hapasuo, ymecro @; - X* mucamu cmo kpahe @ X°. Yroauko je
G+ @ X+ 4G X" =bg+ 0 X+ + 0, X7,
OHIA j€e 3aIpaBo

(ao,al,...,an,o,...):(bo,bl,...,bm,O,...),

w



Te ciaenu ma je n=m u a; = b; 3a cBe i.

IIpumerumo ma Baske caenehe jemmakocTu:

a+b=a+b a-b=a-b
N3 oBux jemmakocTy MoOxkeMO 3akpyuntu xa je ca f(a): = @ 3anar jenam
xomomop¢puzam npcrerna f: A — AY, koju je ,1-1” m crora ycmocraBiba
n3omoppuszam umamehy A u merose ciuke A = {@ : a € AY}. Ha ocuosy
cBera HO0OUjeHOT MOYKEMO 3aKLyunTr na AY 3amcra 3a10BObHABA CBE YCIOBE
KOjU Ce 3aXTeBajy OJ NPCTEHA MOJUHOMA HaJ npcreHoM A ca meompebhenom
X. TwrmMe cMO mOKa3aim [a 3a CBAKM KOMYTATUBHU IPCTEH Ca j€IUHUIIOM

A 3aucra mocroju npcren nonuHoMa A[X| HAX TUM IPCTEHOM U Cca HEOApe-
benom X.

Mu hemo ce y mabem yriaBHOM OABUTY IPCTEHOM IIOJMHOMA HA,J HEKUM
nosmseM. Ho, mehiemo ce ¢orycuparu camo Ha jemmy Heonmpebeny. Hexka je
K mekro mome. Yrommko 3a A yamemo nperen K[X], omma mMaMo n mpcTen
A[Y], rme je Y moBa meompebena. Tako ce u mobuja mpCTEH MONMHOMA Ca
mse Heompebene: K[X,Y]: = K[X][Y]. Jacuo je ma pexyp3mjoM MOKEMO
samaru npcrer K[Xq,...,X,] 3a ma roje n > 1.

Eyxkmancko nmesmen-e

Yronuro je 0 # a(X) =ap+ a1 X +---+a, X" € K[X]| u a,, # 0, Tana
KaskeMo 1a je mosuHoM a(X) cremena n u to numemo oBako deg(a(X)) = n.
Kako je mpoussoj HeHyla eleMeHATa y IOJbY Takohe HEHyJa €JIEMEHT, aKO
cy monmuoMu a(X) m b(X) pazmmuutu ox 0, ouma je deg(a(X) - b(X)) =
deg(a(X)) + deg(b(X)). Ho, noroano je umaTtu OBy jeQHAKOCT Yak U akoO je
jeman ox mommuoma jemak 0. Crora ysBomumo na je deg(0): = —oo, npu
yeMy cMaTpaMmo ga je n+ (—oo) = (—o0) +n = —00 = (—o0) + (—o0). OBa
KOHBEHIIMja HaM MaJo ckpahyje 3ammc Hekux pesysrarta.

PopmynmumuMO 0AMaX TEOpPEMYy O IeJbEHmY Ca OCTATKOM, Tj. 0 Eykmma-
CKOM JI€JLEWY.

Teopema 2. Heka je K nome, a(X) € K[X], b(X) € K[X]\ {0}. Tapa nocroje
1 jeanHcTeeHo cy oapebeHn noanHomu ¢(X),r(X) € K[X] 3a koje Baxu
a(X) = ¢(X)b(X) +r(X), deg(r(X)) < deg(b(X)).

JHoxka3z. Iokaxkumo majupe ersucrennujy moiuuoma ¢(X) u r(X). Ioka3
u3BoquMO uHAyKImjoM 1o deg(a(X)).

Axo je deg(a(X)) < deg(b(X)), omma mosxkemo y3zeru ma je ¢(X) = 0 u
r(X) =a(X): a(X)=0-b(X)+ a(X) un deg(a(X)) < deg(b(X)).

Ipernocrasumo na n = deg(a(X)) > deg(b(X)) u na je tBpheme Tauno
3a CBe MOJIMHOME cTeneHa Mamer oqn. Tana je a(X) = ap, X"+ - -+a1 X +ao,



abX)=0b,X"~+ 4+ 0 X + by, upu uemy je n > m. 3HAMO KAKO ce
nememe m3Bomu: moperne ce ap X" u b, X" U OpBU YJIAH Y KOJUYHUKY
je 3ampaBo %X"‘m. Xajme ma yBemeMo O3HaKe Koje e HaM KOPUCTUTU U
kacuuje. Bonehiu monom y monuuomy a(X) je a, X™ u To 3anucyjeMo OBaKo:
LM(a(X)) = apX™, niu jow kpahe: LM(a) = a, X"™. Bonehu koepuuujent
je an m To 3amucyjemo osako: LC(a) = ay. Cunuso je LM (b) = b, X™ u
LC(b) = b,,. Cana popMupamo wosu monmuoM a1(X ), kpahe a;, ca:

LM (a)
ay: =a— .
LM (b)
OBO ce MOsKe 3amucaTi M OBAKO:
b
a— ai,

1 TO HaM je OPBU IpuUMep pedykyuje MOauHOMA. IlONMHOM @ pemyKyjemo
(cBOmUMMO) Ha moONMHOM a1 moMoNy moauHOMA b.

Y cBakoM ciiyyajy, KakO CMO Ha OBaj HAYWH eJuMuHUcaJIu Boxehwu
MOHOM U3 HOJUHOMa @, mobujamo na je deg(a) < deg(a) u npema uHIYK-
TUBHOj XWIOTE3U, MTOCTOj€ MOJUHOMU ¢ U 7' 34 KOje je

a; =q1-b+ry, deg(ry) < deg(b).

Tana je n
a=q-b+r,

: LM .
aKo je q = LM((‘;)) + ¢, ar = r;. OBuM CMO HOKa3aju €r3UCTEHIN]Y

TPpaKEeHUX IOJIMHOMA.

Iloka:kMMO cajna jeIMHCTBEHOCT OBUX moJsmHOMa. llpermocraBumo na
TMOCTOj€ W MOJIMHOMU (1,71 32 KOj€ BasKU
a=qb+r, deg(ry) <degb).

IHakie
gb+r=qb+rm,

na je
(¢—@)b=r—r1.
YKoIMKO je q # q1, Tj. ¢ — q1 # 0, mobujamo na je
deg(r —r1) = deg((q — q1)b) = deg(q — q1) + deg(b) = deg(b),
mro je memoryhe jep je

deg(r — r1) < max{deg(r),deg(r1)} < deg(b).

3akpydyjeMo na Mopa OuTH ¢ = ¢, HO Taa CIEeOU Ia je U T = 7y, duMe
CMO TOKA3aJU [a CYy HOJUHOMU ¢ U T JeIUHCTBEHO onpehenu. O

Cuneneha nmocnemuna je nobpo mo3Hara.



IMocnemuma 3. Heka je K nome n a(X) € K[X]|\{0}. Tapay K nonuxom a(X)
uma Hajsuwe deg(a(X)) Hyna.

Ioxa3. HajjemmocTraBHuje je 0BO AOKa3aTU WHIYKIINjOM TO CTEIEHY IOJIH-
HOMa. 3a 0a3y MHAYKIWje je MOBOJLHO KOHCTATOBATU A HEHYJA MOJIUMHOM
crenena 0, makiie KOHCTAHTA PA3JIAYUTA O HyJe, HEMa HADABHO HUjeIHY
HY LY.

IIpernocraBuMo crora na je TBpheme TAUHO 3a CBE MOJMHOME CTEIEHA
mMamer on n > 0 u Heka je a(X) mosmHOM cTemeHa n. YKOJIMKO OH HeMa
HyJa, HEMAMO IITa & MOKa3yjeMo. YKOJIUKO je a € K jemna Hyjaa moJm-
HoMa a(X), onga nomemumo monuHOM (X ) mommHoMoM X — a. IloGujamo
na je

a(X)=q(X)(X —a)+r(X), deg(r(X)) <deg(X —a)=1.
Haxkne, r(X) =rg € K. Hobujamo:
0=a(a) =q(a)(a—a)+ry=ro.

IIpema Tome a(X) = ¢(X)(X — a). obuau cMO pe3ynTaT KOjU 3aIpaBo
3HAMO jOII M3 CPenme IMKOJe Kao be3yoB cTaB: HEKU eJIeMeHT (v je HyJa
nonuroMa a(X) akko u camo ako (X —«) | a(X) (masmbuBy uTanan CUry pHo
npumeliyje ma cMo oBmE MOKA3aiy CAMO jelaH CMEpP, aju Ce APYTU CMEp
HApaBHO BPJIO JAKO MOKa3yje). Ykoamko je f € K myna mommuoma a(X)
nobujamMo ma je

q(a)(B —a) =0.

C o63upom ga je K mome, ciaenu na je g(a) = 0 ninu je 8 = «. Iakue,
cBaka HyJsa noiauHoMa a(X) wiu je jenHaka o wid je Hyna noiuHoMa ¢(X).
Karo je deg(a(X)) = deg(q¢(X)) + 1, 10 MHAYKTUBHO] XUNOTE3M MMaMO A&
nonuroMm ¢(X) mva HajBume n — 1 Hysy, ma crora u nosuaoMm a(X) uma
HaJBUIIE N HyJAa. O

[Ipumernmo na je oBHme BeOMa BaKHO Oa y NOPCTEHY KOe(UILjeHATA
[IOJINHOMAa HeMa IejnTeJba HyJle, IITO je HaPABHO UCIYHEHO y CIydYajy na
Cy KOe(pUIUjeHTU y NIOJLY.

IIpumep 4. Heka je a(X) = X2+ 5X + 6 € Zjp[X]. Osaj nonuHom, koju je
cTeneHa 2 uma Gap Tpu Hyne: a(2) =4+ 10+6 =0, a(3) =9+ 15+6 = 0,
a(7)=49+35+6=0.

Hamomena 5. Hapasuo na oBne umamo cabupare y OpcTeHy Zio U 1aa je,
Ha mpuMep 35 =1-+---+ 1.
prvep ¢
35



Eyxknnmnos anropuram y npcreny K |[X]

Hedrannuja 6. Heka je K nome n a(X) n b(X) nonuHomn nz K[X]\ {0}.
Hajsefin 3ajegHnukun genunay osux nonuHoma je 6uno koju nonvHom d(X) €
K[X]\ {0} koju 3aposomasa cnefehia gsa ycnosa.

1) d(X) | a(X) v d(X) | b(X).
2) Axo je ¢(X) € K[X] Takas Aa ¢(X) | a(X) v ¢(X) | b(X), onpa ¢(X) | d(X).

Hakme, najpehivt 3ajequUUKY TeIUIIALL TOJIUHOMA HUjE je IMHCTBEHO OIpe
Den, axo je d(X) majsehu 3ajemauuru nemunan u o € K\ {0}, onma je
u ad(X) majsehiu 3ajemuuurn menumaan. [a 6ucMo wmak uMaau jequH-
cTtBeHOCT, bupahemo 3a majBehu 3ajemHUYKM meaUIall MOHUYAH MOJUHOM.
Kopucrunhemo osmaky NZD(a(X),b(X)) 3a MOHMYAH MONMMHOM KOjU je HAaj-
Behu 3ajennuurn nemunan nomuuaoMa a(X) u b(X). Ocum Tora, us nepunu-
nurje HEje Gam jacHo na HajBeNu 3ajeHUYKU IeUIiall yBEK IMOCTOjU.

Cneneha nema je jemqHocTaBHA U KOPUCHA.

JIema 7. Ako je a1(X) = q(X)az(X) + az(X), onaa nonmHomu a1 (X) n az(X)
nmajy Hajsefin 3ajedHnuku genunay ako u camo ako nonuHomu as(X) un az(X)
umajy Hajsefin 3ajegHnukn fenunay u saxu jegHakoct NZD(aq(X),a9(X)) =
NZD(CLQ(X),O{))(X))

Joxa3. IJoBOLHO je moKa3aTh Aa je CKyI CBUX Jenuana noauHoma ai(X)
u az(X) jemnak ckyny cBux genumiana noauaoma as(X) u az(X). Ho, To je
jacuo: aro b(X) | a1(X) u b(X) | az(X), omna b(X) | (a1(X) — q(X)az(X)),
1j. b(X) | ag(X). Cuamuro, aro b(X) | a2(X) u b(X) | az(X), onma b(X) |
(a(X)as(X) + a3(X)), j. b(X) | ar(X). o

Hasemumo cama mobpo mosHatu EykammoB ajaropuraMm 3a HAJAKEHE
NZD(a(X),b(X)). On yjemno u morasyje na 3a CBaka IBa HEHYJa IIOJU-
HOMa MOCTOjU HajBeNu 3ajeMHUYKN OeJIUJIall.

(0) a(X) = ¢(X)b(X) + r(X), —o00 < deg(r(X)) < deg(b(X))
(1) b(X)=qa(X)r(X)+ri1(X), —oo<deg(ri(X)) < deg(r(X))
(2) r(X) = @(X)r1(X) +r2(X), —oo<deg(ra(X)) < deg(ri(X))

(Tl - 1) Tn—S(X) = Qn—l(X)T7L—2(X)+T7L—1(X)a —00 < deg(rn—l(X)) < deg(rn—Q(X))
(n) Tn—Q(X) = Qn(X)Tn—l(X)+Tn(X)7 —00 < deg(rn(X)) < deg(rn—l(X))
(n+1) ra—1(X) = gn1 (X)rn (X).



Iaxkmne, r,(X) je nocienmu HEeHyIa OCTATAK. BUMECTPYKOM MPUMEHOM
npeTxonHe yjeMe mnobujamo

NZD(a(X), b(X)) = NZD(b(X), r(X)) = - -- = NZD(r, 1 (X), 7 (X)),

Ho, xako 7, (X) | rpn—1(X), 3armyuyjemo na je r,(X) najsehn 3ajenuuurn
nmenunan nonuaoma a(X) u b(X), Te je

1

NZD(a(X), (X)) = 7oy

rn(X).

Perkocmo nma hemo Gupartm MOHMYAH MIOJMHOM, T€ CE€ CTOra IMOjaBJbyje Ie-
meme BoxehuMm roedumujenTom nomuaoma 1, (X).

W3 maBenenux jeaHakoCTU M00OMjaMoO:

TTL(X) = rn—Q(X) - Qn(X)Tn—l(X)
= Tn—Q(X) - Qn(X)(rn—?»(X) - Qn—l(X)rn—2(X))
= (_qn(X»rnf?)(X) + (1 + Qn(X)qnfl(XDTnf?(X)'
SllemamemM” y3 Taj CUCTEM jeTHAKOCTH AOOMjaMO mda IMOCTOje MOJUHOMU
u(X) m v1(X) rarsum ma je r,(X) = u1(X)a(X) + v1(X)b(X). Hememem

BomehuM kKoedunujenTom noauaoMa 7, (X) mobujaMo ma mOCTOje MONTMHOMU
w(X),v(X) € K[X] takBu na je

NZD(a(X),b(X)) = w(X)a(X) + v(X)b(X). (1)
Wneanu ce y upcreny K[X], rue je K mosme, n1ako omucyjy.

Teopema 8. Heka je K nome. Tapa je ceaku ugean y npcredy K[X] rnasuu, Tj.
reHepucaH je jeAHUM eNIEMEHTOM.

Ioxraz. Hexra je I<K[X]. Yrouuro je I = {0}, o je remepucan eieMeHTOM
0 m memamo mTa na morasyjemo. IIpermocrasumo na je I # {0}.

Hokrasxumo na je I = (u(X)), rae je p(X) MOHMYAH MONMHOM HAjMAHET
crenena Koju ce Hawazu y I. Y Ty cBpxy, Heka je a(X) € I\{0}. Eyxauncko
neJbelbe HaM Jaje

a(X) = q(X)u(X) +7r(X), deg(r(X)) < deg(u(X)).

Ho, razma je r(X) = a(X) — ¢(X)u(X) € I n aro r(X) e 6n 6uno myna
MOJIMHOM, TOJIMHOM mr(X) 6u 6MO MOHWYAH TOJMHOM MAHET CTEIeHA

on u(X), koju npunana uneaxy I, mro nporuspeun uzbopy u(X). Crora
jer(X)=0wu pu(X) | a(X). Ipema Ttome, I C (u(X)), a kKako je TPUBUjaIHO
(w(X)) € 1, nobujamo ma je zaucra I = (u(X)). O

IIpumep 9. Y npcreny Z[X] nocToju naean Koju Huje rnasHu.



IMocmaTpajmo nmean I remepucan ca nsa emementa 2 u X, [ = (2, X).
Osnara (S) o3mauaBa HajMamu umeas (KOju yBEK HOCTOJU jep je HMpecek
Ma KOje KOJIeKIUje MIeasia Uaeas) KOjUu campsku CKyn S; y ciydajy na je
S ={x1,...,z,} mumemo (x1,...,x,), ymecro ({z1,...,z,}). OBaj umean
CUT'ypHO HUje raaBuHu. Hawmme, mpermocTaBuMO Oa je

(2, X) = {a(X)),

3a meru noauHoM a(X). Kaxko je 2 € (a(X)), o Mopa 6urtu 2 = a(X) - b(X)
3a meru noauuoM b(X). To 3uaun na je a(X) xoucranran nonmuuom. Ho, u3
unssenurne na X € (a(X)), cnemn na a(X) | X, na mopa 6uru a(X) = 1, niun
a(X) = —1. To 6u 3uauuno ga je 1 = 2p(X) + X¢(X) 3a merke monuuoMe
p(X),q(X) € Z[X]. Ho, samenom 0 ymecro X nobujamo ma je tama 1 =
2p(0), Te 6u caemmio ma % € Z. 3armpydyjeMo Ja HABENEHU WUIeajl Huje
TJIaBHU. &

Y npcreny ca Buile HeonpeheHUX, Yak U Kaaa Cy KOe(QUIMjeHT! y 0y,
HUje CBaku uaeat raaBau. Hexa

fl(Xlw"aX’rL)?"’7fk?(X17"'7X’n) GK[X177X71]
Tana je mneada (f1,..., fr), TeHEPUCAH MOIUHOMUMA f;:

<f1,...,fk> :{a1f1—|—~-~—|—akfk:a,¢ EK[X17...,XTL]}.

Npean (X,Y)< K[X,Y] auje rnaBan. Y CyOPOTHOM, IPETIOCTABUMO & je
(X,Y) = (a(X,Y)), 3a mern nonmuoM a(X,Y). Karo je tama X € a(X,Y),
o je X = a(X,Y)b(X,Y) 3a mexku nomusom b(X,Y) € K[X,Y]. Ho, To Ou
suaunio ga je a(X,Y) nonuHOM pasznnuuT ox HyJa IOJUHOMA y KOME Ce He
nojaBmyje Y. Ha ciamuam mauuu ce nobuja ma ce He mojaBimyje uu X, Te je
a(X,Y) koucranran monuuoMm koju Huje 0. Ho, tana je To maBeprubuaan
eanement y npcrery K[X,Y], Te je (a(X,Y)) = K[X,Y].

Ono mwro jecte TauHo je ma je cBakm mmean y mpcreny K[Xi,...,X,],
rae je K mosbe, KOHAUHO TeHEpUCaH, Tj. 3a cBaku uxean I < K[Xy,..., X,],
nocroje fi,...,fr € I rako ma je I = (f1,...,fr). Oo hemo morazaru
HEITO KaCHUje, caxa heMmo ce mo3abaBuTu muTameM Kako ce oxpebyje
rereparop 3a (fi1(X),..., fu(X)) # {0} momro 3mamo ma oBaj mmeas jecre
TEHEPUCAH jeTHUM eJIEMEHTOM. Y KOJMKO je Mehy mosuHoMuMa f; HEeKU HyJia
MOJIMHOM, Hera MOKeMO u3baruTu 6e3 MOoCIequna U3 CKyIla FeHepaTopa Te
hemo y mameM HpETIOCTABUTH & CYy CBU PA3IUYUTU O HyJE.

Ilojam HajBeher 3ajeHUYKOr meaUOIa BUIIE O JBA IOJUHOMA Ke()UHU-
me ce Ha aHAJOTHM HAUYMWH: TO je MOJMHOM KOjU JeJi CBE HUX, & U IeJbUB
je CBakmM IOJIMHOMOM KOju uX menu. Hammmwure mnedpuannujy y ayxy’
nepuHUIMje 3a ABA MOJUHOMA. PasMucanTe M 3amTo 3a KOHAYAH CKYI
nosmaoma u3 K[X] moctoju muxos majsehn 3ajenanurn nemnmiai.

Cras 10. Heka je K nome u f1(X),..., fr(X) € K[X]\ {0}. Tapa je
(f1(X), -, fu(X)) = (NZD(f1(X), ..., fu(X)).



Joxka3. Huje Temko nokazaty (mokaskuTe TO 3a BexkOy) na je

NZD(f1(X), ..+, fre—1(X), fr(X)) = NZD(NZD(f1(X), ..., fe—1(X)), fr(X)),

3a k > 2 u mpoussosmHe mosnnHoMme f;(X) € K[X]\ {0}. W3 jemmaxkoctu
3akmpyuyje ce na HajBehu 3ajemHUUKM Oeauiiall CBaKa ABA MOJIMHOMA
MpUNana UACATY KOju TU HoamHoMYy regepurry. CrTora ce MHIYKIjOM MOKE
IOKA3aTU I3

NZD(f1(X), ..., fe-1(X), fe(X)) € (f1(X),..., fu(X)).

Ho, raro NZD(f1(X),..., fi—1(X), fe(X)) | fi(X), 3a cse i, nobujamo na,
fi(X) € (NZD(f1(X),..., fu(X))), 3a cBe ¢, mTO U 3aBpuIaBa TOKA3. O

Komuuanukm npcrenu (n3 Asredpe 1)

Y mamem hemo mpermocTaBUTH Oa CY CBU UIEAJNH CA KOjUMa PATAMO
mpaBu, Tj. Oa HUCY jeTHAKU IeJIOM IIPCTEHY.

Heduaumuja 11. Heka je I < A. Ha A pedununimemo penaunjy KoHrpyeHumje no
moayny I ca:
a=b (modI) akko a—bel.

IIpoBepumMmo ma je oBa permanuja 3aucTa KOHTPYEHIH]A.

Pednekcmeroct. Kako je a —a =0 € I, To je 3aucra a = a (mod I) 3a cBe
a€ A

Cumetpuunoct. Heka je a = b(mod I). To 3uaum na a—b € I, HO, MHOKEHEM
ca (—1) mobujamo na b —a = (—1)(a — b) npunana I, na je b = a(mod I).

Tpansutusroct. Heka je a = b(mod I) u b = ¢(mod I). Hakne, a—b € I u
b—cel. Ho, tana je n

a—c=(a—-b)+(b—c)el,

Te je a = ¢(mod I).

Cnarawe ca +. Hera je a =d'(mod I) u b = b'(mod I). Hakne, a —a' € [ u
b—b e€l. Nobujamo ma je

(a+b)—(d +bV)=(a—d)+(b-V) el

Cnarame ca -. Heka je a = a/(mod I) u b = b/(mod I). Harne, a —a' € [ u
b—b e€l. Nobujamo ma je

a-b—d -V =(a-b—a b))+ -b—d -b)=(a—d) b+d -(b-0)€el

10



IIprmeTnMo fa je Kiaca eKBUBAJICHIUjE €JIEMEHTA 4 3alPABO CKYII
a+I={a+z:2xel}.

Cryn kimaca exBuBajeHnuje osnauasamo ca A/;. Ha ocmoBy mperxommor
mobujamo ma je crpykrypa (A/f,+,-) jemaH KOMyTaTHBAH OPCTEH Ca je-
AVHUIIOM I'Ie Cy ollepanuje + u - geuHUCAHE ca:

(a+ D)+ b+1):=(a+b)+1I, (a+I)-(b+1):=(a-b)+1.

Hapasno ma Heke o oBux 3arpana Heliemo yBek 3ammcusaru. IIpcren A/f
Ha3uBa ce KOJIMUHUYKU IIPCTEH IIPCTEHA A 1O UIEAJY I.

Kao u y cayuajy rpyna, Baske u TeopeMe 0 M30MOP(PU3MUMa 38 IPCTEHE.
HaBomumo camo jenny.

Teopema 12. (OcHosHa Teopema 0 nsomopdusmy 3a npcrere) Heka je f: A — B
XOMOMOp®M3aM KOMYTaTMBHUX NPCTeHa ca jeAuMHWLOM. Taja je

F+ A/Ker(f) = tm(f)

3a[aTo Ca:

fla+Ker(f)) := f(a)
n3omop¢r3aM KOMyTaTUBHUX NMPCTEHA Ca JeANHULIOM.
Ioxa3. IIposepumo Hajupe ma je f nobpo meprHUCAHO. Y Ty CBPXY, HEKA
je a+Ker(f) = b+Ker(f). To smaun na a—b € Ker(f), 1j. ma je f(a) = f(b).
3akmyuyjemo na je f 3amcra mo6po mePUHUCAHO.
IIposepumo nma je f xoMomMoOpduzam.

f((a+Ker(f)) + (b + Ker(f))) = f((a +b) + Ker(f)) = fla+b) =
= f(a) + f(b) = f(a +Ker(f)) + f(b+ Ker(f)).

f((a+Ker(f)) - (b+Ker(f)) = f((a-b) +Ker(f)) = f(a-b) =

= f(a)- f(b) = f(a + Ker(f)) - f(b+ Ker(f)).

Jacuo je ma je f »Ha”. Ocraje ma ce mpoBepu na je f »1—17.

fla+Ker(f)) = f(b+Ker(f)) = fla) = f(b)
= fla—b)=0
= a—beKer(f)
= a+ Ker(f) = b+ Ker(f).
IIpoBepumo jom u na f CIUKA jeIMHUNY NPCTEHA y jeIMHUIY IPCTEHA:

f(la+Ker(f)) = f(1a) = 15.

Sakmyuayjemo na je f 3amcra jemaH m3oMopduzaM KOMYTATUBHUX IPCTEHA
ca je IMHUIIOM. O

11
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ITpumep 13. Heka je I < A. Tapa je p: A — A/f jeRan enumopduzam.
IIpumep 14. 3a cee n > 1 Baxu: Z/p7 = Zy,.

Xomomopdusam py,: Z — Z,, nat panuje, je ,Ha”, a ocum Tora Ker(p,) =
nZ, Te pe3yaraT CJenu. &

Jlupekran mpou3Boa npcreHa; KmHecka Teopema
O ocraruma

Baskua koucTpyKIuja je u JUPEKTAH IIPOU3BOA ITPCTEHA. Ona je HaBe-
nena y cienehioj mepumuunmjm.

Iedununuja 15. Heka cy (A1, +1,-1), ..., (A,, +, ") KOMyTaTUBHU NpCTeHM
ca jeaunuyom. Ha [lekaptosom npoussofy

A=A x---x A,,
33[ajeMO CTPYKTYpy KOMYTaTMBHOI MPCTEHa Ca jeJMHULOM ca:
(a1,...,an) + (by,...,bp) := (a1 +' b1,...,an +"by)
(a1, an) - (biy...,by) = (ay -t b1,... an " by)

Ipumernmo ma je 04 = (04,,...,04,) m1a=(1a,,...,14,).

VckopruCTUMO KOHCTPYKIM]Y AUPEKTHOT TPOU3BOAA 3a NOOUjame HEKUX
HOBUX 3aHMMJbUBUX IIPUMEDA.

IIpumep 16. MocmaTtpajmo nonurom f(X) = X%+ (5,5) X +(6,6) € (ZxZ)[X].
OH uma cnepefie vetupn wyne: (—2,—-2),(—2,-3),(—3,—2),(—3,—3) wro ce
MOXe nako nposeputh. Ha npumep:

(=2, -3)% 4 (5,5)(—2, —3) + (6,6)
= (4,9) + (=10, —15) + (6,6) = (0,0) = 0zxz &

IIpumep 17. [oAaTHOM MOAVNdMKALMIOM MPETXOAHOT NPUMEPA MOXEMO AOBUTU
NONMHOM CTeneHa 2 Koju UMa BecKOHauHO MHOro Hyna. [locmaTpajMo nonvHom:
g(X) = (1,0)X2+(5,0)X + (6,0) € (Zx Z)[X]. Jlako je nposepnTu Aa je cBakM
enemeHT obnvka (—2,m) € Z X 7Z Hyna oBor nonvHoma:
(1,0)(=2,m)* + (5,0)(=2,m) + (6,0)
= (1,0)(4,m2) + (—10,0) + (6,0) = (4,0) + (=10,0) + (6,0) = (0,0). &

OsBaj cTaB u HEroBy mociaeauily cMo uMasu y AmreGpu 1.
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CraB 18. Heka cy my, ..., my no3uTueHu uenn 6pojesu 3a koje je: NZD(m;, m;) =
13aceei+#j. Tapaje

Z =7 X XD .

/(ml---mn)Z /le /ng
ITocnemuua 19. (Kumecka teopema o ocrammma) Heka cy my, ..., m, nosu-
TUBHU Lenn 6pojeBn Koju Cy nap Mo nap y3ajamHo NPOCTU U X1, . . . , Ty, MPOU3BOIbHU

uenu 6pojesn. Tapda noctoju ueo 6poj = Takas Aa je
x=x1 (mod mq)

x=z9 (mod my)
x =z, (modm,)

Ako je z’ Hekun Apyru ueo B6poj Koju 3a[0BO/baBa HABEAEHWN CUCTEM KOHIpyeHuuja,
oHfAa je
r=2" (mod my---my).

Y mpou3sBospHOM IpcTeHY Moryhe je dpopMmynucatu Kunecky TeopeMmy o
ocranmuMa. IlorpebOHa HaM je Hajupe jemHa nepuHUNU]A.

Hepunumuja 20. Npgeann I n J komyTaTMBHOr npcTeHa ca jeAuHuuom A cy
KOIIPOCTU (Mnu y3ajamHo npoctun) ykonwuko je I + J = A.

MMpumerumo na cy y Z upmeanu (m) u (n) KONPOCTU AKKO Cy M U N
y3ajamuao npoctu. OTymn u TEPMUHOJIOTH)A.

Cras 21. 3a konpocte nfeane I v J saxu cneflefia jegHakoct: [-J =1NJ.

ITokas. Ysek je [-J CINJ. Haume, ako jea € T ube J, ounma a-be [
momro 6 € I, a a-b € J, jep b € J. Omarne cuenn na m cymMa TakBUX
npousBona Jaexu y uneanay I N J. Ilakne, morpebHO je HOKaszaTU caMoO
obparny wmurIy3ujy. Kako cy I m J xompoctu, To moctoje x € I m y € J
Tako na Baxku T +y = 1. Heka je z € I N J npousBoman exement. Tana je

z=z-l=z-(x4+y)=z-z+2z-y.

Kakox € Tuz € J, 1o je z-x € I-J (pamguMo ca KOMyTATUBHUM [IPCTEHUMA,
na je z-x=x-z). Takobe u z-y € I - J, na 3aripydyjeMo na u z Npumaia
npoussony I - J. O
Y Z saxu: (m)-(n) = (m-n), a (m)N{n) = (NZS(m,n)). Jenaaxkoct Basku
YKOJIMKO CY M ¥ N y3ajaMHO IPOCTU, CACBUM y CKJAAy Ca OBUM CTABOM.

Jlema 22. Heka cy ngeann I n J konpoctu, kao n ugeanu I n K. Taga cy n
nieann I n J - K konpoctu.

13



IHoka3. Kako cy I u J xonpocru, tj. [ +J = A, To nocroje x1 € T my € J
takBu na je x1 +y = 1. Cawmuno, kako cy I u K rompocrtu, nmocroje rs € 1
u z € K takBu na je xo + z = 1. MuokemeM oBe nBe jeNIHAKOCTU IOOUjamMo
(T1+y)- (22 +2) =1, 1j.

12 + 212 +yre +yz = 1.

Ho, kako x; € I, T0o x1x2, 12, yxo € I, Te U T122 + 212 + yx2 € I, mOK U3
yeJ, z€ K, cnenu na yz € J - K. Ilakue,

l=xxo+x12+yzo+ yz €l +J-K.
~~

el c€J-K
KakolelI+J - K, 0je I+J-K=A. O
Teopema 23. (Kumecka teopema o ocranuma) Heka cy vpeanu Iy,...,I,

KOMYTaTUBHOI MPCTeHa ca jeAvHULUOM A map mo map y3ajamHo npocTtu. Tafga Baxu

nsomopgusam:

A/ %A/le---xA/In.

(ILin---N1I,)
Jloka3. Jloxa3 je HEWITO TEXRW HErO y CIydYajy NPCTEHa Leaux Opojesa.
[MocmaTpamo xomomopduzam f: A — A/I1 X - X A/I” ne(UHUCAH ca:

fl@)y=(@+1IL,...,x+ 1,).

Hwuje Temro mpoBepuTu na je oBa (yHKNMja 3aMCTa jeTaH XOMOMOD(U3aM.
Hanwme:

flz+y) = (e+y)+1I,....(x+y)+ 1)
= (e+I)+@wW+nh),....,(a+ L)+ @y+1,))
= (x+0,...,x+ L)+ W+ 1,...,u+1,)
= [(@)+ f(y)

Ha conuan maumn ce mposepasa na je f(xz-y) = f(x)- f(y). Takobe je
fAa)=Qa+ Lo la+ D) = (Lay, 5o lay, ) =Layp xoxayy -

JacHo je nma je je3arpo oBOor XoMOMODP(U3Ma IPECceK CBUX ureasa. JemuHo
Tpeba npoBeputu na je f ,Ha”.

W3 meme ciaemy Ia je 3a CBAKO ¢ = 1,n MCIyHEeHO:

Iin Hlj CYy KOIIPOCTH.
j#i

Hapasno ca Hj# I; cMo o3HauUMIM NPOM3BOJ CBUX mueana I; 3a j # 1.

Haxne, 3a i = 1,n, mocToje a; € I; u b; € [1,4i I Taxem ma je a;+b; = 1.
To noce6uo 3Haun na je b; = 1(mod I;) m b; = 0(mod I;), 3a cBe j # i.
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Iokasxumo cana na je f ,uma”. Heka je (x1+11,...,2,+1,) TpousBomEN
€JIEMEeHT U3 A/I1 X - X A/In~ YouuMmo eneMeHT & = byxq + -+ + bpxy, TIE
cy b; nperxonuo uzabpanu esemenTu. Tana je, 3a cBe i:

r=bx1+--+bxi+ - +bx,=0-27+---+1-2;,+---+0-2, (mod ;).

Iakne, 3a cBe i = 1,n: x = z; (mod I;), a To ynpaBo 3Hauu na je
f@)=(x1+L,...,2n + I,).

SakmyuyjeMo ma je f saumcrta ,HA. O

Kaxko je I-J =1NJ 3a konpocre I, J, NHAYKIMjOM C€ MO:Ke NMOKA3aTH
na je 3a map mo map koumpoctux I,...,I1,: L N---NI,=1---1,. Iakmue,
y Tom cayuajy mmamo ma je A/r ... Z AT o]

HpOCTI/I 1 MaKRCUMaJIHU M OeaJin

3amouHuMO OBy TeMy ciiemeliM cTaBoM.

CraB 24. Heka je A komyTaTmeaH npcTeH ca jeunuuom n P <4 A (P # A).
Cnepehiv ycnoBu cy ekBMBafeHTHU.

1. 3al,J<aABaxu: akoje [ -J C P,oHpaje I C PwununjeJ C P.
2. Baa,be Asaxu: ako ab € P,ongaa € Punubec P.
3. Mpcren A/p je obnact uenux (AomeH).

IToka3. Ilomcerumo ce Hajupe ma ce o6JACT LeanX Ae(PUHUILIE KAO KOMY-
TATUBAH IPCTEH Ca jeIVHUIIOM y KOME HeMa MPaBux NeIuTesba HyJle, Tj. y
roMe Basku: ako je ab =0, ouma je a =0 uaum b = 0.

1 = 2. Younmo uzneane I = (a), J = (b). Karo je I-J = (ab) u ab € P, 10
I-JCP. Ha ocuoBy 1. cnemu na I C P, uiu J C P, 1j. a € P, unu b € P.

2 = 3. llpermocrasumo na 3a enemente T,y € A/p sawu: zy = 04,
Hapapno, 04/, = P. Karo cy o m y eleMeHTH M3 KOJMYHMYKOT NPCTEHA,
TOo mocroje a,b € A TakBu nma je x = a+ P uy = b+ P u na Baxkum:
(a+ P)(b+ P) = P. Osa jemnaxoct ce cBomu Ha ab+ P = P, tj. Ha ab € P.
Ha ocuoBy 2. mobujamo ma a € P, wiu b € P, ogaocuo a + P = P wuiu
b+P=P, 1j. x = OA/P’ Wi Yy = OA/P'

3 —> 1. Heka cy uneanu I, J nupcrena A taxksu na je [-J C P,anal Z P
u J Z P. To 3uaum na nocroju a € IN\Pube J\P. Ho,abel-J C P, na
je (a+ P)(b+ P) =ab+ P = P. Kaxro je A/P obnact nenux, cienu na je
a+ P =P, umu b+ P = P, ogaocuo a € P winu b € P. OBa KOHTpaIUKINA]ja
3aBpIIaBa IOKa3. O
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Hepunuruja 25. Vgean P <A je npoCT YKONMKO UCMYyHaBa HEKO Of MPETXOAHA
TPV eKBMBAJIEHTHa CBOjCTBA.

IIpumep 26. Vgean (2,1 — /—5) <Z[\/—5] je npocT ngean.
IMokaskumo na je Z[V—B]/(Q’ 1 — /=5) = Zy. Ilpe czera,

Z[V=5] = {p(vV=5) : p € Z[X]}.
Ho, Huje Temko yBeputu ce na u3 meduHUNOUje CIEON A j€
Z[V-5]={m+nV-=5:m,n €}
leduaummmo npecaukasame f: Z[y/—5] — Zo ca:
f(m +nvV=5) = p(m +n,2).

IToka:xkumo na je OBO IpeciImKaBame XOMOMOP(U3aM IPCTEHA.

f((m +nvV=5)+ (r +sv=5)) = f((m +n) + (r + s)vV=5)
= p((m+n)+(r+s),2) = p(m+n, 2)+2p(r+s,2) = f(m+nv=5)+2f(r+sv/=5).

f((m +nvV=5)(r + sv/=5)) = f(mr — 5ns + (ms + nr)v/—5)
= p(mr — 5ns +ms + nr,2) = p(mr + ns+ ms +nr,2) = p((m +n)(r +2),2)
= p(m+n,2) 5 p(r +5,2) = f(m+nV=5) 5 f(r + sv=5).

Hapasuo, f(1) = 1. Jacuo je ma je f ,ua”. Tpeba ogpemuru jearpo oBor
xomomop¢uszma. Ho, m +ny/—5 € Ker f akko 2 | (m +n). Ho,

m+nv-5=m—-n(—v-5)=m—-n(l—v-5-1)=(m+n) —n(l —+v-5).
Crora, ako je m + n mapas 0poj, oHma je m +n = 2t 3a HeKo t € Z u
HA OCHOBY TOpH-e jemHakoctu m + ny/—5 € (2,1 — /—5). O6parHO, arko
m+ny—5 € (2,1 —+/=5), ouna je

m+nv—5=(a+bv—=5) -2+ (c+dv-5)- (1 —+v-5)
=2a+2bvV-5+c—cvV-5+dvV—-5+5d = (2a+c+5d)+ (2b — c+ d)vV -5,
3a Heke a,b,c,d € Z. Tana je

m+n=2a+c+5d+2b—c+d=2a+ 2b+ 6d,

na je m+n napan 6poj. Jobumu cmo na je Ker f = (2,1—+/—5) u Ha ocHOBY
TeopeMe 0 m30MOp(PU3My nPCTEeHA T00ujaMo TpaskeHn n3oMopduszam. Kako
je Zo obmacT menux, 3akmpydyjeMo ma je mmear (2,1 —+/—5) mpocr. &

I[Ipumerumo ma, yrosuko je P mpoct mmead, a aj,...,a, € A, oHma u3
ay---a, € P cnenn na a; € P 3a meko i € {1,...,n} ( mro ce mako mokasyje
VHIYKIAjOM O 7).

I[Ipebumo cana Ha mOjaM MaKCUMAJIHOL UIEAJA.
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Hepunumuja 27. Vgean M npcreHa A je MakCMManaH, yKOJMKO HE MOCTOju
naean I npcrena A 3a koju Baxu: M C I C A.

Haxrme, MakcuMasaH ugeaJl je IpaBu KIeall 3 KOjU He IOCTOjU IpaBU
unea, pa3jiuduT OX H-era, KOjU ra CaIp:KU Kao CBOj HOICKYII.

CraB 28. Heka je M npaeu ngean npcreda A. Taga je M makcumanad vfjean
ako 1 camo ako je A/ps nose.

Ioxka3s. IIpernocrasumo na je M makcumasan nnean u a+ M # M. Tpeba
nokazaru na a + M umma umBeps y mpcreny A/ps. Ilocmarpamo mmeasn
(a)+ M. Kako a € M, to je M npasu noxckyn ox (a) + M. Ho, ¢ 063upom
na je M makcumanan uneas, mopa outu (a)+M = A. To 3maum na mocroje
be Aum € M 3a koje je ab+m = 1. Ilakne, ab—1 = m € M, na je
ab+ M =1+ M, te je b+ M Tpaskenu muBep3s esementa a + M € M.
O6parHo, npernocraBuMo ma je A/ps nome. Hera je M npaBu monckym
uneana I. Hakne, mocroju a € I\M. Crora je a+ M # M y KOTUIYHAYIKOM
npcreny A/ps. Kako je oBaj mpcreH mo mpermocTaBuy IOJLE, TO HOCTOjU
b e M rako nma je (a+M)(b+ M) =14+ M, omsocuo, ab—1 € M. Iakue, 3a
weko m € M Baxku: ab—1=m, 1j. 1 = ab—m. Kako u a u m npunanajy
uneasy I, o u 1 € I, ma mopa 6uru I = A. 3akmyuyjemo na je M 3awmcra
MaKcuUMaJiag ugeaa y A. O

Hamomena 29. Buaumo na u3 OBOr cTaBa CIEAU A2 je CBAKA MaKCUMAJaH
uaeaJ yjemaHo W IPOCT MAEaJ, IOIITO y MOJbY HE MOCTOje MPABU AeJIUTEILU
HYI€. O

Y OCHOBHOj IMIKOJW CMO HAYUYMJIMW O3 je TPUPOIaH OPOj IPOCT YKOIUKO
HeMa IPYTHX Jeaniana ceM 1 u mera camor (0Bo Takobhe Baskm u 3a 6poj 1,
aJu ce OH He cMarpa npoctuM 6pojem). Ho, y mpousBosmHOj 06macTu neaux
pasiuKyje ce mojaM IPOCTOr M HEPACTaBJBUBOL eneMeHTa. llomcermmo ce
na ca U(A) o3HauaBaMO CKyI CBUX MHBEDTUOWUIIHUX €JIEMEHATa Yy IPCTEHY

A.
Heprannuja 30. Heka je A obnact uenmx. Enement p € A\ (U(A) U {0}) je
e TIPOCT, yKONuKo 3a a,b € A Baxu: ako p | ab, onga p | a, unu p | b;

e HEPACTABJBUB (ATOM) yKonuko 3a a,b € A Baxu: ako je p = ab, oHfa je
a€U(A), nain b e U(A).

Besa umsmeby npocTtux m HepacTaB/bUBUX €J€MEHATa Yy MPOU3BOJLHOM
npcreny nara je ciemehivM craBoM.

CraB 31. Heka je A npomen. Taja je ceaku npocT enemeHT y A HepacTaB/buB.

Ioka3. IlpermocraBumo na je p mpoct u na je p = ab. [locebuo TO 3HAUMN
na p memu npoussoxn ab. Kako je p mpoct, To p | a, unu p | b. Hexka, na
npumep, p | a. To 3maum ga mocroju ¢ € A 3a koju je a = pc. Kaxro je
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p = ab, To je p = pcb, 1j. p(1 — ¢b) = 0, na mopa Guru 1 — ¢b = 0, nomwro je
A obnact nenux. Ilakue, cb =1, Te je enement b unBepTubOUIaH. O

Y IpOU3BOJLHOM IOMEHY, IPOCTU U HEPACTABJ/LUBU €JIEMEHTU Ce pa3-
auryjy. Pasmorpumo cienehn npumep.

ITpumep 32. Y npcreny Z [\/ —5] eNleMeHT 3 je HepacTaBJbMB, anu HWUje NpocT.

Y BepuMo ce Hajupe Aa je 3 HepactaBmpuB. [IpermocTaBuMo na je 3 = uv.
Yeemmo osmaky N(z) := 2%, 3a z € Z [v/—5 | (mapasro na je N(z) kBagpat
MOIyJia KOMILIEKCHOT Opoja z). JacHo je ma je N(z122) = N(z1)N(z2) 3a
cBe z1,%2. Hobujamo ma je N(3) = N(u)N(v), omrocro 9 = N(u)N(v).
OBo je ¢arropusanuja npupogHor 6poja 9 y ckymy mpupomHux Opojesa,
TO UMaMO ABe MOryhHOCTH:

1) jemam ox N(u), N(v) jemnak je 1, a apyru 9;

2) N(u) = N(v) =3.

1) IIpernocrasumo, Ha mpumep, ma je N(u) = 1. Yromuko je u =
a+by/=5, nodujamo na je 1 = N(u) = uti = (a+bv/=5)(a—by/=5) = a®+5b%.
C 063upom na a,b € Z, oBo je moryhe jemuno ako je b=0wu a € {—1,1}, 1j.
u € {—1,1}, Te crenu na je u uaBeprubuaan (6uio 6u KOGPO ma YUTAOLU
camm noKaky, 3a BexOy, ma je U (Z[v/—5]) = {—1,1} ropucrehu $pynrnujy
N).

2) IMocTynamo Ha CIMYaH HAUMH. Y KOJUKO je u = a + by/—5, mobujamo
na je 3 = N(u) = a® + 5b2. C obsupom ma a,b € Z, mopa 6uru b = 0 u
nobujamo ma je 3 = a?, 3a Hexko a € Z. OBo HapaBHO Huje Moryhe, Te
3aKJbyUyjeMOo Ja ce Cly4aj 2) U He HOojaBibyje.

Haxrne, n3 ynmennne na je 3 = uv, nodbujamMo na je jeman on ¢axropa
MHBEPTUOMIIAH, a TO 3aMpaBO 3HAUM 14 je 3 HEPACTABJLUB.

Ocraje nma moraskemo na 3 Huje mpoct. Ilocmarpajmo ¢arropuzanujy

opoja 9y Z[v=5]:
9=(2+v-5)(2—v-5).

Kako je 9=3-3, 1o
3] (24++vV-=5)(2—+v-5).

[Moraskumo ma 3 He menum HUjemaH o1 oBuUX ¢akropa. V3 me uumenure he
cIemuT! na 3 HUje IPOCT.

Heka 3 | (2 + v/—5) (amanorso ce pasmarpa u Apyru ciydaj). laxime,
3a HeKu eneMentT u € Z [v/=5 |:

3-u=2++v-b.
I[Tpumenom ¢pyrruuje N mobujamo
9-N(u)=09.

Iobujamo ma je N(u) = 1, e je u € {-1,1}, 7j. 3 = 2+ /=5, uin
3 =—(24++/-5). OBa KoHTpaAMKIMja HAM TIOKa3yje na 3 He meau 2+ +/—5,
Tj. 3 3amMcTa HUje TPOCT. &
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Hamomena 33. Ilpumernmo na jemmaxoct 3 -3 = (2 ++/—5)(2 — v/—5) maje
nBe pasauunTe paxropusanuje 0poja 9 y IpousBOI HEPACTABLUBUX. 10
je HemTo ca yumMe Cce HICMO CPeJu y ciydajy meaux 6pojeBa. Bume hewmo
0 oBoMe pelm y HapegHuM IpenaBamuMa. &

Crnenehu cras je moMaJio U OUYEKUBAH.

Cras 34. EnemeHT je NnpocT ako 1 camMo aKo je nAaean reHepucaH TUM e1EMEHTOM
npocT upean.

Iloka3. Heka je p mpoct enemenT y upcreny A u (p) umean reHepucan TUM
eneMeHTOM. YKONUKO ab € (p), omna je ab = pc 3a mexu ¢ € A, Tj. p | ab.
Kaxo je esmement p mpocr, 10 p | a, nau p | b, omnocuo, a € {p), wiu b € (p),
Te 3aRMbyUyjeMo na je (p) IpOCT mmead.

O6parno, mpermocrasumo ma je (p) mpocTt mmeas u Heka p | ab. To
3Hauu na ab € (p), Te cnenu na a € (p), mam b € (p), ogHOCHO p | a, wau
plb. O

Hanomena 35. Kao mro cMo mokasanu ga 3 HUje TPOCT, MOKEMO JOKA3ATHU
na Hu 2 Huje npoct. Crora mamean (2) muje npoct. Ho, Baxu jenHakoct

(2) = (2,1 — V/=5)(2,1 ++/=5).

Hawuwme, nako je Bumeru na je ma je ysek (a,b){c,d) = {(ac,ad,bc,bd). Crora

* (2,1 = V/=5)(2,1 +=5) = (4,2 4+ 25,2 — 2/=5,6),

HO, 2 MpUIIa1a OBOM MIEATY Kao Pa3iuka 6 —4, a CBU OCTaJU €JIEMEHTH CY
ymuommu ox 2. Crora je Taj umean 3anpaso (2). Kao mro cmo mokasamau
na je mmeas (2,1 — +/—5) mpocT mmeas, MOEe ce NOKA3aTH nda je TO U
unean (2,1 + /=5). Ilarme, mama mmeas (2) Huje TPOCT, OH WMAK WMa
darTOpU3aNMjy Ha MPOU3BOJ MPOCTUX KIACANA. 3aIpaBO, TAYHO je, Mala
My HehieMo TO OBJie JOKA3UBATH, Ja CBAKA Maeas y mpcrery Z[y/—5] mma
jeIUHCTBEHY, OO Ha penocien pakTopa, GpakTopu3anujy y OOJIUKY IPOCTUX
unena! IIpema ToMe, Maga eJIeMEeHTH HEMA]y jeUHCTBEHY (aKTOpU3AIU]Y,
peJIacKoOM Ha uaealie nobmjamo jeanacTBeny (parropusanujy. [locebro To
BAKU 3a IUIaBHE uiease. BUauMo cama 3amTo HAM je KOPUCHA APUTMETUKA
ugeasa. &

Be3a I/I3Meby HepaCTaB/LUBUX €JIEMEHaTa M MaKCUMaJIHUX MaeaJa daTa
je caemehum craBoM.

CraB 36. Enement a € A je HepacTaBmbMB ako 1 camo ako je naean (a) Makcu-
ManaH y CKyny CBWX rnaBHUX WAeana npcreHa A.

JHoxa3. IlpermocraBumo na je a € A Hepacrasibus u Heka je (a) C (b).
Tpeba na moraskemo na je (a) = (by wmu (b)) = A. Kako je {(a) C (b), To
a € (b), na mocroju ¢ € A tako ma je a = be. Kakro je a mepacrasmus,
To b € U(A), mmu ¢ € U(A). Yromnuro b € U(A), ouma je (b) = A, a aro
ce U(A), ouna je (a) = (b).
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OGpaTHO, IpeTnocTaBuMoO Ia je (@) MAaKCUMaJIaH y CKYIy CBUX [JIABHUX
nneana npcrera A. Hera je a = be u npernocrasumo na ¢ € U(A). To
3Haun na je a € (b), amu na b & (a) (3amro?), tj. ma je (a) mpaBu MOACKYI
uneana (b). Kako je (a) MakcuManaHn y CKymy CBUX [VIABHUX HIeaJa, TO
Mopa 6utu (b) = A, Tj. nocroju ¢ € A Tako ma je bc = 1, Te 3armyUyjemMo
na je b maBepTMOUIIAH. O

Makcumasian ugeaJs y CBAKOM KOMYTATUBHOM IPCTEHY Ca j€AUMHUIOM
nocroju. 3ampaBo, Baxkun ciaeneha rteopema, kojy HelieMo mokas3uBaTu.

Teopema 37. Heka je I npasu ngean y KOMyTaTUBHOM MpPCTeHY ca jeAuHMLOM A.
Tapa noctoju makcumanan ngean M 3a koju je I C M.

IToceGHO je 3aHMMIBUB CiIy4aj IPCTEHA Yy KOjUMa MOCTOjU TAYHO jeNaH
MAaKCUMAaJIHI UIEea.

CraB 38. Y KOMyTaTMBHOM NPCTeHY Ca jeAnHMUOM A MOCToju TauHO jefaH Mak-
cumanaH ngean ako n camo ako je A\U(A) ngean.

IMoka3s. Ilpumerumo na Basku caenehe. Mmean I < A je mpasu akko [ e
canp:Ki HUjenaH MHBepTuOwiaaH ejgemenT. Hawmme, ako je u € I umBepT-
ubuiiaH eJeMeHT, U a € A TpouW3BOJLAH eJIeMeHT, OoHma ce y [ Hamasu u
au™!-u=a, na je rana I = A.

[IpernocraBuMo na y IPCTEHY MOCTOJU TAYHO jeJaH MAKCUMAJIAH UIeAl
M. TIpema nperxomuom je U(A) C A\M. Ho, ako nocroju a € A\ M koju
HUje MHBePTUOMIaH, OHAA je uaeaJ (a) HpaBy, ma je IpeMa TeopeMu (a)
canpsKaH y HEKOM MAKCUMAaJHOM, a Kako je M jemunu Takas, 1o je (a) C M,
mro Huje Moryhe, jep a & M.

OOGpaTtHo, HeKa y npcTeny A CBU HEMHBEPTUOMIIHU €JIEMEHTU YMHE UIeaJl
M: A\U(A) = M. Ho, tana je u cBaku qpyru unean I canpsxan y M, jep
je INU(A) =0, xao mTo cmo rope npumerunu. Crora je M makcuManan
Uaeas M TO jeIVHU TAKaB. O

Hepuaumuja 39. KomytaTMBaH npcTeH ca jeANHULOM Y KOME MOCTOjU TaYuHO
jepaH MakcMManHM npean Hasuea ce JIOKAJIHU ITPCTEH.

IIpumep 40. Hexka je p € N npoct 6poj. Tana je mpcren Z,) nepunucan
ca: a

Lpy = {E :pfb}
JIOKAJTHU.

Tpeba caMo IMOKA3ATH A8 HEMHBEPTUOUIIHU €JIEeMEHTH YuHe nnea. [Ipume-
a a

TUMO Ha § € U(.Z(p)) akko p{a. Haxkne, § € U(Z,)) akko p | a. Ho, To yn-

PaBO 3HAUM [a je CKYIl CBUX HEHHBEPTUOWIIHUX €JIeMEHATA Y OBOM IPCTEHY

CKyIl CBUX yMHOMKaka 6poja p, Tj. noeas [eHEPUCAH Ca P. &

IIpumep 41. Heka je A 3amat ca:

a={ Tranea).
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IMokazatu na je A KOMyTATUBHU OIPCTEH Ca jeIUHUIOM Y OITHOCY Ha MHOKEHE
u cabupame MaTpula u 1a je A mpuMmep JOKAJHOT MPCTEHA.

Huje Temko mposeputu na je A KOMyTaTUBAH OPCTEH Ca jeAUHUIOM, KAO U
na je marpuna u3 (& %] € A uaBeprubnnna akko je a # 0. Iakie,

A\U(A):{[g 8} :be@}.

Ho,

<{8 éDZ{[g 2] [8 (l)]abe@}Z{{g Sya,be@}:A\U(A).

ﬂaK.He, HeI/IHBepTI/I6I/I.HHYI €JIEMCHTM YVHE I'VIaBHU MOcaJl T€HEepUCaH MaTpPU-
1
nom [§ §]- L)

Herepunu npcresn

Kao mro cmo Beh Bumesnu, npcren moamHoMma ca n HeompebheHux mozke
Cce PEeKyp3UBHO 3amaTu Ha cienelu HauwmH:

K[Xl,...,Xn]I = K[Xl,...,anl][Xn].

IIpcten monmuoma ca Bumie HeonpebeHux, yak U aKo je HAM MOJHEM, HEMA
BUIIIE OHOJUKO MPABUIHOCTU KOJMKO MMa MPCTEH MOJUHOMA Ca jeTHOM HEO-
npebenom. Ho, manma y mpcreny mosmHOMa ca BuUIle HeogpeheHuX HaL mo-
JbeM HUje CBAKW UAeaJl TJIABHU, UIAK j€ CBAKU UOEAJ KOHAYHO I€HEPUCAH.
ITa 6bucmo TO moka3zayiu, KOPUCTAH HaM je ciaemehwu cras.

Cras 42. Heka je A komyTaTvBaH NpcTeH ca jeauHnyomM. Taga cy cnefefin ycnoeum
€KBMBAJIEHTHU!

(1) Ceakn ngean y A je KOHauUHO reHepucaH.
(2) Ceaku pactyhin Hus ngeana y A:
ILhchcChC: .-

Jje cTauyunoHapaH, Tj. noctoju m > 0 Tako pa je I,, = I,,, 3a cBe n = m.

(3) Ceakm HenpazaH ckyn ufeana y A vMa MakcuUManaH enemeHT.
Hoxka3s. (1) = (2). ITocmarpajmo yHMjy OBUX mmeaJa:

=1
Jj=0

Hoxka:xumo na je I nnean y A. Hajmpe, ako jex € I ma € A, onna = € I
3a Hexo j > 0. Kaxo je I; umean y A, 3axmydyjemo na a -z € I; C 1.
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Yromuko x,y € I, onpa x € I;, ny € Ij,, 3a meKe j1,j2 = 0. YKomuko
je j = max{ji, jo}, onma x,y € I;, ma, momro je I; unean, ciemu na x +y €
I, C1I.

J =

Kako je I umean y A, oH je IO IpeTIOCTAaBIM KOHAYHO TE€HEPUCAH, TE je
I=(x1,...,2p).

Kako je I ymmja pacrtyher Husa maeasa, 3akmpydyjeMo ma je s € I; 3a
meke js > 0. Axo je m = max{j1,...,jx} onma zs € I, 3a cee s € {1,... ,k}.
Ho, Tto ympaBo 3umauu na je I = I,,,. Kako je, 3a n > m:

nobujamo ma je I, = I, 3a ¢cBe m > m, Kao MITO CE€ U TPAKUJIO.

(2) = (3). Heka je 7 menpasan ckyn uzmeana upcreda A. Ilper-
IOCTAaBMMO na OH HeMa MakcuMaJsaH eigeMmeHT. Heka je Iy € 7 ma koju
uneans uz Z. Kako y Z mHe mocToju MakCMMaJiaH ejqeMeHT, To0 v Z mocroju Iy
3a koju je Iy C I} (C o3mauasa mpasu nmoackymn). Kako mu I Huje Makcu-
MaJjaH, To noctoju Is € 7 3a xoju je I; C I3, na umamo na je Iy C Iy C Is.
Hu, I, suje makcmmanan, na nocroju Is € Z 3a koju je Is C I3. Hac-
TaB/majyhu mocTymak mobujamo OecKOHAYAH CTPOTO pacTynu HU3 mieasia
IncI c b C--, amno (2) to muje moryhe. OBa KOHTpaIMKIMja HAM
nmoka3yje na y Z mopa mOoCTOjaTu MaKCUMAJAH €JIE€MEHT.

(3) = (1): IIpernocraBumo na nocroju unean I <A, Koju HUje KOHAUHO
renepucan. Hera je T = {J<A:J CI,J jecre xonauno remepucan}. Ha
ocHOBY (3), y Z mOCTOjU MAKCUMAJIAH €JIEeMEHT Jyax. VIMamo na je Jyax 7 1,
jep I Huje KOHAUHO reHepucaH, a Jyax. Crora moctoju x € I\ .. Tana
je Jmax C Jmax + (&) € I u Jpax + (z) jecre romauno remepucan. Crora
je oH campskaH y Z, aJu je MCTOBPEMEHO U MPaBU HAACKYI MAKCUMAJIHOT
eneMmenTa Jyax y Z, a To, HapaBHO, Huje moryhe. Crora je cBaku umeaJ y
A KOHAYHO MeHEepPUCAaH. O

Heduaunuja 43. 3a komyTaTmeaH npcreH A kaxemo Aa je HetepuH ako vicny-
taBa B6MN0 KOjU Of OBa TPU EKBUBANIEHTHA YCNOBA.

IIpumep 44. Hera je A npcren cBux Henpernmanx ¢pyurmmja f: [0,1] — R,
npuy yeMy cy omnepanuje Meby ¢yHKIjaMa TeUHMCAHE TaUKa IO TAYKA:

(f+9)@): = fl@)+g(x), (f-9)(@): =f(2)- g(z)
Iocmarpajmo wu3 mueana I, = {f € A: (Vo < 1)f(z) = 0} (yBepure ce
na je I, unean y A). Jacuo je ma je I, C I,1+1. Hanme, raxo je H%H < %,

jacuo je na m3 f(x) =0 3a x < + cremn na je f(z) =0 3a z < n%ﬂ,

dyurmmja g : [0,1] — R nepunucana ca

HO

1
0’ T < n+1
r — ——=  UuHaue,



npunazna I,41, anu He npunana [,,, Te umaMo OeckoHayaH cTporo pacryhn
uu3 uneana. Ilakmae, npcren A muje Herepun. &

IIpumep 45. Hera je A = Z + XQ[X] mornpcren npcrena Q[X], xoju ce
CacToju O MOJMHOMA Ca PAIMOHAJHUM KOe(QUIMjeHTUMAa, KOX KOJUX je CJIO-
boman unan neo 6poj. OBaj npcren Huje Herepun, jep nmamo Geckonauan

crporo pacryhu mHuz nupeana: (X/2) C (X/4) C (X/8) C ---. Hamme, axo
fucMo mvMamm ma s € () nobum Gucmo ga je yiar = p(X) - 2r3a Hexk:
p(X) € A, HO TO 61 3HAUMIO na je 1+ =p(X) € A, mTo Huje TauHO. &

?)a.ﬂ:aTa.K cneﬂeher OoeJbKa he ce CaCTOja.TI/I Yy TOME OJa AdOKayKeMO IOda
IIPCTEHN IIOJIMHOMa Ca BUIIE HeOﬂpebeHI{IX JECY HeTepI/IHI/I.

XunabepToBa TeopeMa o 0azu

Cueneha teopema je ox meHTpanaHor 3Havaja. V3 me ce gako m3Boan
YUILEHNIA & je CBAKM Uaeas y IPCTEeHY IOJWHOMA ca Buime HeonpeheHux
HAJ NOJbEM KOHAYHO I€HEPUCAH, IITO je IPEIYyCJOB 3a IOCTOjalme pPa3HO-
BPCHUX aJropuramMa y ToM npcreny. Ilupekran mokas oBe yumeHUIle He Ou
Ouo Jakmuy on JOKa3a OBe TeopeMe, 3amuc Ou OMO UM KOMIIMKOBAHU]U.

Teopema 46. (XunbepTtosa Teopema o 6asu) Ako je npcted A Hetepun, oHpa je
n npcted A[X]| Hetepuh.

JHoxka3. Heka je I unean y npcreny A[X]. Hebunumwmmo umean I, y
npcreny A ca:

I,: ={a, € A: (Ja(X) € A[X])(dega(X) =n u LC(a(X)) = a,) } U {0}.

Kpatko: y I, ce nHama3e Bomehu xoepunujeHTH CBUX IOJIHMHOMA CTEIEHA N
Koju ce Hajaze y uneaay I, a ocum wux je Ty u 0 (Hymna HaM je HEOOXOqHA
na OMCMO MMAJIM UAEAJ, & MOPaMO je OBaKO HOIaTU, jep OHAa He MOyKe Ouru
Bonehu KoepUIUMjeHT HUjeIHOr HEHyJIAa OJIUHOMA).

Horaskumo majupe na je I, unean y A. Hera je a, € I, u b€ A. Axo
je ba, = 0, omna csakako ba, € I,. Axo je ba, # 0 u ako je a(X) € I
nonuHoM creneHa n y I uuju je Bomehu roedunujent a,, omma je ba(X)
nonmuaOM creneHa n 'y I uuju je Bomehu roedurmjent ba,,, ma 3aKmbydyjeMo
na ba, € I,.

YKOIUKO dp,b, € I,, mera cy a(X), b(X) nomunomu cremena n u3 I,
raksu na je LC(a(X)) = a,, a LC(b(X)) = b,. Axo je a, + b, = 0, onna
je jacHo ma a, + b, mpumazna I,. Y cymnporaoM, nomuaoM a(X) + b(X) je
nonuaoMm crenena n u3 I (jep je I umean) umju je Bomehw roepuumjent
an + by, TE QY + b, € Iy

Huje remxo nmoxazaru na je I, C I,y;. Haumwme, ako je a, € I,, oHzma
nocroju noauaoM a(X) uz I crenena n rakas na je LC(a(X)) = a,. Tana
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je Xa(X) nmonunom crenena n+ 1y I unju je Bonehwm roedpunnmjent takobe
Gp, T€ Qp € Inyq.

Tako cmo mobusu pactyhu Hus umeasna y A:
IhchclC---

Kako je npcren A Hertepun, To je oBaj HU3 uaeasa cTanroOHapaH, Tj. IOCTO-
ju m > 0 rako na je I, = I, 3a cBe n > m. Ocum Tora, cBu uneanu I cy
KOHAYHO IeHepucanu u Heka je, 3a 0 < k < m:

I = (ak1, - . -, Qksy )

n Heka Cy frj, € I momunomu cremena k rtakBu ma je LC(frj.) = Gij,-
Hoxra:xumo na moamHoMmu fij, 38 0 < k < m, 1 < ji < s, reHepumy uznean
I. Oszmaummo ca fnﬂean y A[X] renepucan opum nonuaomMuma. OuurienHo
je I~§ I. IlokaKUMO OPYTY WHKJIY3U]jy.

Heka je f € I\{0}. Iloka3 u3BoAMMO MHIYKIU]OM IO CTENEHY HOJUHOMA f.

IIpernocrasumo na je deg f = 0. To 3Hauwm ga je 3ampaBo f KOHCTAHTAH
IOJIMHOM 1 na ce Haynasu y Ip. Kaxo cy u nomuromu for, . . ., fos, KOHCTAHTHU
MMOJIMHOMU KOjU T€HEPUINy OBaj mmeat, Buaumo na f € I.

[IpernocraBumo na je monuaoMm f cremena t u na je TBpheme moka3aHo
3a CBe HOJMHOME cTeleHa Mamer on t, mamo nBe moryhuocTm.

t <m. Haxze, f je monmuom crenera t, te LC(f) € I;. Karo asy,...,as,
reHepuiy uzneal I;, o mocroje by, ...,b,, € A TakBu ma je

LC(f) = buas + -+ + bys, s, -
IMoncerumo ce nma je ay;, = LC(fij,) n na je deg fi;, =t. To 3naum na je
deg(f — b for — -+ = bus, frs,) <,

a OBaj MOJMHOM CBakako mpumaja maeasay I. Ilo mraykTuBHO] XmMmoTesm
3akpydyjeMo ma o mpumnana I, na jeu f € I.

t >m. Iakne, f je monmmuom cremena t, re LC(f) € Iy = I,,. Kako
Qmls-- -5 Qms,, TeHepUly uneal I, To moctoje bpyi,...,bns, € A Taksm
na je

LC(f) = bmlaml +--- 4+ bmsmamsm'

IMoncerumo ce na je am;,, = LC(fmj,,) 1 8a je deg fn;, = m. To 3naun na
je
t— t—
deg(f -X mbmlfml - =X mbmsmfmsm) < ta
a OBaj MOJMHOM CBakako mpumana maeany I. Ilo mEaykTMBHO] XmMHmoTesm
3akpydyjeMo ma o mpunana I, na jeu f € I.

OBo u 3aBpimaBa IOKa3, jep CMO IOKA3aJIU Na KOHAYHO MHOTO IOJUHOMA
rerepumry mnaean I. U
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Hamomena 47. Y Ha3uBy OBe TeopeMe CIOMUEe ce Heka Oasza. Osme
HAIIOMUEEMO J1a Ce He paau 0 6a3u y CMUCIY BEKTOPCKUX IPOCTOPA, HErO
0 TOMeE JIa Ce TeHEePATOPHU CKYI HEKOT MAEaJia Y MOJUHOMU]AJIHOM ITPCTEHY
HA3WBa U HErOBOM BA30OM. O

IMocnemuua 48. Ceaku npean y npcredy K[Xy,..., X, ] je KoHauHO reHepucaH.

IToka3. 3ampaso je cBe Beh ypabeno. Munykuujom mo m ce mokasyje na

je K[X4,...,X,] Herepun npcren, a To yupaBo 3HauYM Aa je CBAKU UACAJ
y BeMy KOHAYHO T€HEPUCAH. O
Jlokasmmm3ammja

IMoncerumo ce na je obaact meiaux (IOMEH) KOMyTaTHMBAaH IPCTEH Ca
jemuHUIIOM y KOMEe HeMa IpaBUX NeJUTesha HyJe, Tj. Y KOJUMa BaKMU: 34
cBe a,b € Aus ab=0 cnemu a =0, wiu b = 0. CBu npcrenu kKojuma hemo
ce DaBuTH y 0BOj nekuuju OGuhe moMeHwU.

[Ipebumo cana Ha BaykaH METO NOKanmMsaumje KOjUM ce O JaTOT JOMEHa
npeJsia3u Ha HOBU AOMEH, a ¥ KOMEe Cy HeKU n3a0paHu eJIeMEHTU 13 TOUETHOT
JIOMEHA MHBEPTUOWUIHN ¥y HOBOM AOMeHY (MU CMO Ce y OCHOBHO] IIKOJIM YII-
03HAJU ca OBUM — TO je yBoheme pasznomaka). ITounumo caeneliom nepunu-
I1jOM.

Jepuaunuja 49. Heka je A pomen n S C A\{0}. 3a S kaxemo Aa je mynTu-
nIuKaTUBaH ako 1 € S n ako 13 s,t € S cnean fa st € S.

IIpumep 50. Cnegefin noackynosu og A\{0} cy mynTunnukatmsHu:
1. AN{0};
2. {f™:n € N}, 3a ma koju enement f € A\ {0};
3. A\ P 3a ma koju npocT ngean P < A.

1. OBo je jacHuo.

2. Moacerumo ce na 0 € N, ma 1 € S. Ocum Tora, Kako je f™f" = fmtn g
IPYTU YCJIOB j€ UCIIYHEH.

3. Jacuo je ma 1 € A\P. Ocum Tora, ako a € Pu b ¢ P, ouna u ab € P,
nowto je P npocr npean (nojacuure cebu oso!). &

Heka je A momen m S Ma koju MynTumiamkatuBaH moickyn oxm A. Ha
ckyny A X S mepunUImEMO pesanujy ~ ca:
(a,8) ~ (b,t) &% tq = sb.

oraskmnMo na je ~ jemHa pesanuja eKBUBAJICHII]E.
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Pednekcmeroct. OBo je jacHo momTo je sa = sa, na je (a,s) ~ (a,s).
Cumetpuunoct. U oo je jacumo, jep u3 (a,s) ~ (b,t), cienu ma je ta = sb,
1j, sb =ta, a To yupaso 3uauu na je (b,t) ~ (a,s).

Tpansutusroct. Hera je (a,s) ~ (b,t) u (b,t) ~ (¢,r). To 3maun na je ta = sb
u rb = tc. Hobujamo na je

rta = rsb = stc.

Kako je A nomen u t # 0, To je ra = sc, ua je (a,s) ~ (¢, r).

Ca S7'A o3mauaBaMO CKyI CBUX KIACa €KBUBAJCHIM]e, & Ca ¢ wyacy
exBuBaseHnuje exementa (a,s). Ilepunumemo omepamuje + u - Ha S—tA
ca:

a b ta+sb
sTET T
a b ab
st st

Kako je ckyn S mysaruniaumkartuBas, TO 3a S,t € S u st € S, ma oBu 3anucu
uMajy cmumciaa. Tpeba jom ma mpoBepuMO Aa Cy OBe oOlepaluje moopo
nedurHUCAHE.
! / .
Hexa Je 4 =% g % = %, To zampaso 3maum na je (a,s) ~ (a/,s)

(b,t) ~ (V, ) Tpeba nposeputu na je (ta + sb,st) ~ (t'a’ + s'V,s't)
(ab, st) ~ (a'V’, s't"). Pauynamo:

n
n

't (ta + sb) = s't'ta + s't'sb = t'tsa’ + §'st! = st(t'a’ + s'V),

na je 3aucra (ta+ sb, st) ~ (t'a’ + 'V, s't"). Ha cniuuan mauua ce nposepasa
u nobpa medUHUCAHOCT OIepanuje MHOKEHA.

Huje Temko mposeputu ma je cTpykrypa (S™!'A,+,:) jemam komyrartu-
BaH OPCTEH ca jequuaunoM (ypamare TO 3a BexOy: Og-14 = %, lg-14 = %)
OBaj mpcTeH Ha3MBa ce nokanusauuvja gomeHa Ay ogHoCy Ha MynTUNANKATUBAH
ckyn S. OCHOBHO CBOjCTBO JIOKaJIM3alrje DaTo je ciaenennM cTaBoM.

CraB 51. Heka je A gomeH 1 S Heku MynTunankaTueaH nofAckyn o A.

a) Cai(a) = % 3apat je jenan moHomopuzam i: A — S~ A,

6) Ako je B ma koju KomyTaTuBaH npcted u f: A — B xomomopduszam Takae
Ra 3a cse s € S Baxu: f(s) € U(B), oHAa nocToju TauHo jeflaH XoMOMop¢u3am

f:S"1A— Bsakojuije foi=f.

Iloxkas.
a) Kako je i(a+b) = %t = 2+ b = j(a) +i(b) u i(ab) = %bfi% TO je
i 3amcra xomomop¢usam. Ho, a € Ker(i) ako u camo ako je § = 7, mTo je

€KBUBAJICHTHO Ca a4 = 0 Ia Je 1 MOHOMOp(bM3aM

6) Tpaxenn xoMoppuzam f TeQUHUMEMO Ca: f( ) = f(a)f(s)~!. Kaxo
je, 3a cBe s € S, f(s) naBepTubuUIAH, OBa ;Leq)MHMLUAJa nma cmucaa. Oc-
TaBJHAMO UMTAOLUMA Ia IPOBEPE Ja je OBO 3aUCTa jeNaH JoOpo nepumHUCAH

xomMoMop¢pu3aMm un ma Baku: foi= f. U
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Yronuko je S = A\ P 3a mexu npoct uneaa P, ouna ce ymecro (A\P)~tA
kpahe mume: Ap. Basku caeneha Tteopema.

Teopema 52. 3a caku npoct ngean P < A, npcteH Ap je nokanHu npcreH.

Ilokas. Ilokaszahemo na je CKyn CBUX HEMHBEDTUOWIIHUX €JIEMEHATA UIACAJT.
Oxpenuno uajupe U(Ap):
a b 1

e U(Ap) arro mocroje b€ A ut € A\P Tako na je — - T=71
s s

Hpyrum peunma, ¢ je uaBepTuOMIan akko moctoju b € A m t ¢ P 3a koje
je ab = st. Yronuro a € P, ouna u st = ab € P, ma kako je P mpoct umea,
cremn na s € P, unu t € P, mro Huje moryhe Ha ocHoBy m3Gopa s m t. A

3 S a
ykonmko a ¢ P, ouna je 2(€ Ap) unseps enementa %. Ilakme,

Ap\U(Ap):{% eAp:aeP}.

¥YBepuMmo ce na je oBO 3amcrta umeaa y Ap.
Hera cy x,y meunBeptubumau erementu us Ap. To 3maum ma moctoje
a b

enement a,b € P u s,t ¢ P 3a koje jex = ¢ my = 7. Tana jex+y =

%+% = @, HO, Kako je P wmpmeaus, ta + sb € P, ma je 3aucra u €JIeMeHT
x + y HemuBepTuOuian. Ha cauvan HaurH ce moka3lyje ma ako x € Ap
HEMa WHBEP3 W ako je z € Ap mpousBo/maH, HU €JIEMEHT 2 HeMa WHBEp3.
Sakmyuyjemo na je Ap\U(Ap) 3aucra nneasn, na je u npcrer Ap JTOKAIHU

IPCTEH. U

3a kpaj Hamomenwmo ma, ykommko je S = A\{0}, y mpcremy ST'A4 je
CBAKM €JIEMEHT pa3iuyuT O] HyJle MHBePTUOMIAaH, Te je, Y OBOM CJIydYajy,
S7'A jemmo mome. OBO mOJbe Cce HA3MBA NOLE PasfNoMaka moMeHa A u 03-
nauaBa ca Q(A). Ha oBaj HauMH CMO HOKAa3aJu Ia CE€ CBAKU JOMEH MOIKE
YTONUTH y HEKO TNoJbe. Kao mTo BHIAMMO, OBa je KOHCTPYKIHUja y MOT-
MyHOCTU AHAJOrHA KOHCTPYKIU]U PANMOHAJHUX OpOjeBa KAO pAas3ioMaka
HaJ IeJuM OpojeBuMa.

IIperxomau meo je 3a IpBU KOJIOKBHUjyM.

Pamupema modspa

Yronuko je mome F' campskano y momy F, omma xaskemo ma je mome F
PAIIVPEIE nossa F. Cuaeneha Baskna TeopeMma, Koja je MOKa3aHa y OKBUPY
npemmera Anrebpa 1, onucyje KporekepoBy KOHCTPYKIM]Y KOJUM Ce JATO
MoJbe TMPOIIUPYje MO HOBOT MOJba AOAABAKEM HYJIa HEPACTABJHUBOL MOJU-
voMa. [lpe masmer uurama, IPENOPYKA je Ia UYUTAOIM MOHOBE I'PAIUBO U3
Jluneapue anarebpe — nmojam BEKTOPCKOT IPOCTOPA, JUHEAPHE HE3aBUCHOCTU
BeKkTOpa, 0a3e W OMMEH3Wje BEKTOPCKOT MPOCTOpa, Kao U OAroBapajyhnum
noka3 u3 Anrebpe 1.
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Teopema 53. Heka je F' nome n a(X) € F[X]\ {0} Hepacrasrbus nonvtom.
a) E= F[X]/<a(X)> je nose.

6) MNosme E caapxu notnosse nsomopdHo nosmwy F.

)
B) Monurom a(X) nma Bap jeany Hyny y nomy E.
)

r) Ha ocHosy a) moxemo cmatpaTtv Aa je ' C E. Tapa ce E mMoxe BUAeTU U
Kao BEKTOPCKWM NMPOCTOP HaA nosbeM F' 1 AnMeH3Mja Tor NpocTopa jeAHaka je
cTeneHy nonnHoma a(X).

Hanmowmena 54. lNpymeTumo Ia je, Kao BEKTOPCKM MPOCTOpP Haj nossem F', noswe
E n3 npetxofHe Teopeme nsomopdHo ca F™: E = F™. Ho, AnpekTaH npoussoj
nofba HWKaja HWje nosbe, jep Ty yBek umamo fenuterse nvyne: (1,0) - (0,1) =
(0,0). Papu ce o Tome wTo oBfie Ha F™ onepauwnjy cabupara 3aucta AepuH-
WLLEMO MO KOOPAUHATaMa, aNu je onepaymnja MHOXeHa 3aaTa Ha Apyrayumju HauurH
— Ty kopuctumo nonvHom a(X). Hawme, ga BucMo Hawnm NpousBoj n-TOPKU
(o, 1, yan—1) - (Bo, B1,- -, Bn—1) 13 F™, M1 HanasnMo ocTaTak npu fesberby
nonvHoMa (ag+ay X +- -+ an 1 X" 1) (Bo+ L1 X+ Bn1 X" 1) nonuroHom
a(X) v ako je Taj octaTak noanHoM o + 1 X + -+ - An—1 X" Tapa je

(QOaalv oo vanfl) . (ﬂo;ﬁlv e ,ﬁnfl) = (70;717 s 77n71)~ <>

WckopucTtumo ynpaBo NOKa3aHy TeOpeMy Ja KOHCTPYHUIIEMO IoJbe on 4
enemenTta. IIpuMernmo na Z4 jecTe KOMyTaTUBaH NPCTEH, I HAPABHO 1A
a HUje moJve momTo y Zyg Baku: 2-2=0, a 2 # 0.

IIpumep 55. KoHcTpyncatn nosse, Koje MMa TauHo 4 enemeHTa.

Kako oBo u3zBectu? Ilpe cBera, Mmu 3HaMO ma je Zo moJbe W na nMa 2 eje-
MeHTa. [IpeTxomHa TeopeMa HaM Kajke na ako HaleMO HepacTaBJLUB IOJU-
HoM a(X) € Z2[X], roju je crenena n ouna he Zo[X]/(a(X)) Guru mosme,
KOj€e je MCTOBPEMEHO BEKTOPCKU IPOCTOp Ham Zo mumensuje n. Ilakxme, To
IIOJbe je KAaO BEKTOPCKU IPOCTOD Han Zp m3oMopdHO Z5, Te uMma 2" eje-
MmenaTta. Hama je morpebHO mosme ca 4 ememenrta, Tj. morpebaH HAM je
HEePaCTaBJ/bUB MOJNMHOM 13 Zo[X| cremena 2. Takas MOIMHOM HAPABHO HUje
temko Hahun. To je momuuom a(X) = 1+ X + X2, Kako je To monmHOM
APYTOT CTEleHa, OH je HepaCTABJLUB AKO U CAMO aKO HeMa HUjenHy HYJIy Yy
Zs, a xaro je a(0) =1 u a(l) = 1, To je 3amcra ucnymeno. [lakie, name
nome Fy je marto ca

Fi=Zo[X]/(x2 + X +1)-

Osmaummo ca 7 exement X + (X2 + X + 1) y osom momy. Jlobujamo ma je

F4:{07]‘77771+77}'
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Kako y momy Fy Basm: n? = 1417 (3amTo?), MOKEMO HAMCATH U TabJIHAIe
cabupama U MHOKEHA y TOM IIOJbY.

+| 0 1 n 149 o 1 n  1+n
0 0 1 n 147 0]0 0 0 0
1 1 0 1417 Ui 110 1 n 147
n n 1+m7 0 1 n|0 i 147 1
1+n|1+7n n 1 0 1+7(0 1+n 1 n

YKOJIUKO, MaK, KeJINMO Oa IpUKaKeMO moJbe Fy Kao CTPYKTYDPY KOjy duHe
ypebenu maposu u3 Zs, OHZAa MMaMO, Ha, OCHOBY IPETXOMHE HALNOMEHE, Ia
cy omeparuje 3amare Ha cienehu Hauun:

(ag, 1)+ (Bo, 1) = (o + Po, 1 + Br)
(o, 1) - (Bo, B1) = (aofo + a1 S, afr + a1 By + a1 51),

jep je ocrarax memema mommHOMA (g + a3 X ) - (B + 81X ) mommHOMOM X2 +
X + 1 jemnar apfy + a1f1 + (apf1 + a1 + a1 f1)X. OBme cmo HapaBHO
ropuctuim na je 1 = -1y Zs. &

Bparumo ce monoso ma Tteopemy. IIpermocraBumMo na HaM je maT HEKU
nouuaoM a(X) € F[X] rze je F mero nome. Taj moJMHOM HAPABHO HE MOPA
uMaTH JuHeapHy ¢axropumianujy Han nosmeM F. IlocraBipa ce nurame: na
au mocToju Heko noswe E xoje canpswu nome F u y kome ce nosnuuoM a(X)
¢arropumie Ha anHeapHe (akrope? To 3amcra jecTe TAYHO W IPETXOTHA
TeopeMa HaM MOKa3yje U myT JOKa3a.

ITocanemuna 56. Heka je F' nome n a(X) € F[X]|. Tapa noctoju pawmpere E
noma F'y kome ce nonnHom a(X) dakTopulue Ha nvHeapHe pakTope.

Joka3. JacHO je ma MOKeMO Ha IpeTnocTaBuMo aa je moaunoM a(X) mepac-
TABJBUB, MOMTO OMCMO y CYIPOTHOM HEroBy (PAKTOPU3ANUjY HOOUIN TAKO
mTo GMCMO HANLIU paMpene Y KOMe CBU BeroBU (aKTOPU NMA]jy JIMHEADHY
dharTopuzanujy.

Ha ocuoBy mokaszame Teopeme, moctoju nosbe E’, Koje je pammpeme
noma F| a y kome monuuoM a(X) nma Gap jemHy Hyiy, Ha30BUMO je a. To
3Haun na y F'[X] Baxku darxropusammja

a(X) = (X = a)b(X),

rae je b(X) € E'[X] u degb(X) =n — 1. Yrouuro cana b(X) pacrasumo Ha
HepacTaBmuse (Qaktope y E'[X], HA BUX MOKEMO IPUMEHWTH IPETXOIHO
3aKpydMBame. Tako Iponec HACTABILAMO CBE JOK HEe NODeMO IO JMHeapHEe
¢parxropusanuje. JacHo je ma ce mPOmEC MOPA 3aBPIIMTHU IOWITO y CBAKOM
Kopary mobujamo 6ap jeqHy HOBY HyJy HOYETHOI IOJIMHOMA, a OH HU y
JEIIHOM TIOJLY HEe MOKE€ MMATH BUIIE O 7. HYJIA. O

Munumanao nmome Ky y kome ce matu moamaoM f u3 F[X| ¢parxropume
Ha JuHeapHe (akTope Ha3uBa ce KOPEHCKO IIOJLE mosJumHOMA f.

Beowma je zanumibue ciaenehu pesyarar.
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Teopema 57. (Teopema o npumuTUBHOM enemenTy) CBako KOHAaUHO palumperbe
E noma F, rge je F = Q wnu je F koHauHo nose, je obnuka F(«), 3a Heko
aclb.

EnemeHT o je Taj IPUMUTUBHU €JIEMEHT pamupema L.

Iloka3 3a koHauma modpa. IlomTo je mosse F koHauHo, a F KOHAYHO
pamwupeme on F', To je, kao BekTopcku npoctop Han F', mosse E m3zomopdHO
ca F™, rme je n cremeH pamupema, Ia je u caMo KoHauno. Ho, mpema
Teopemu u3 Asrebpe 1, Koja Kaske Ia je CBaKa KOHAUHA MOArPYIIa MY JITUI-
JMKATUBHE I'PyIe HoJba MukInuHa, 1o je u (E\ {0}, ) muknandna, na mnoctoju
a € E rakas ma je E\{0} = {0,a,a?%,..., 097!}, rme je |E| = q. Crora je
E = F(a). O

IIpuMeTUMO [a palMpene H0Jba NMa UCTY KAPAKTEPUCTUKY KAO M CAMO
noJbe (3amTO je TO Tako?).

BumecTpyke HyJie moJamHOMA

Kao mro cmo Buznenu, 3a ceaku nonusoM f(X) € F[X] nocroju pamupeme
FE noma F' y xoMme ce oH Moxe (paxTopucaru y guHeapHe (paxrope. Ho, na
au ¢y tu paxropu pazamuuru? Ipyrum peumma, na gu noauaoM f(X) y
HEKOM pammupemny uMma BumecTtpyke Hyse? Canma hemo ce mozabasutu Tum
NUTABHEM.

Hedpunurnuja 58. MonuHom f € F[X] uma gsocTpyky Hyny a € F ykonuko
(X —a)?| f(X). Ha aHanorHu HauuH ce feduHuLIE U NojaM N-TOCTPyKe Hyne 3a
Ma koje n > 2.

IIpe cBera, u3Bo g MOIMHOMA Ce MOKe ((OPMAIIHO Ae(PUHUCATH, O€3 UKAKBOT
CPAHUYHOT MPOLECa U 3a MOJMHOME HaJ[ IPOU3BOJLHUM MOJbUMa (I U KO-
MyTATABHUM NPCTEHUMA Ca jeArHUNOM) Ha ciaenehu mauwus.

Hepununuja 59. Heka je f(X) =ag+ a1 X + -+ + a, X" € F[X]. Tapa ce
13BOA MONNHOMA AeduHuLLE Ca:

F(X): =aq +2a0X 4 - +na, X" L.

Moske ce mposepuTu na cy yoOudajeHa MpaBUIa 3a U3BOJE U OBIE WC-
nymena. Ha npumep, Jlajouunoso npasuno: (fg) = f'g+ f¢', a Basku u
crenehe: (X —a)®) =n(X —a)"!'. Ho6po 6u 6uno ma ce y TO duraman
caM yBepu.

JloKka:KMMO HajIpe OCHOBHU CTAaB.

Cras 60. MonuHom f € F[X] uma asoctpyky Hyny a € F akko f(a) = f'(a) =
0.
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IToka3. =—: [IpermocraBumMo na je a OBOCTPYyKa HyJa mojuHoma f. Tana
je f(X) = (X —a)?g(X) 3a mexu nomuuom g(X) € F[X]. Hobujamo na je
F1(X) = 2(X — a)g(X) + (X — a)?¢(X),

n3 yvera caequ na je u f'(a) = 0.

<=: Ilpernocrasumo gna je f(a) = f'(a) = 0. Tomenumo eykIUICKM
f(X) momaromom (X — «)?. Ilobujamo

F(X) = (X = a)*q(X) +a +bX,
3a Heke a,b € F. Tana je
F(X) = 2(X = a)*q(X) + (X — )¢ (X) + b,
Te je
flay=a+ba,  f'(a)=0.

Crora je 0 = a+ba u 0 = b, ma nobujamo na je a =b=0re (X —a)? | f(X)
ITO CE U TPaKUJIO. U

Huje Temko mokxazaTu HM TeHepaJU3alldjy OBOT CTaBa: MOJUHOM UMa
N-TOCTPYKY HYJTy @ ako u camo ako je f(a) = f'(a) =---= f*"D(a) =0,

CraB 61. Heka je f(X) € F[X]. Tapa f uma BUWECTPYKY HYNy Yy HEKOM
pawwupersy E noma F ako u camo ako je NZD(f(X), f'(X)) # 1.

Iloka3. —>: [IpernocraBuMo na mocrToju pamupewme F noma F' u ememeHnt
a € F takas na je f(a) = f'(a) =0 (Bunern nperxonuu cras). Y KOIUKO Ou
Baskuio ma je NZD(f(X), f'(X)) = 1, onma 6u nocrojamu noauaomMu p(X)
u q(X) rakBu ma je

F(X)p(X) + f(X)g(X) =1.

Ho, Tama 6ucmo mobunm

f(a)p(a) + f'(a)q(a) =1,
j. 0= 1. Harne, NZD(f(X), /(X)) # 1.

<=: Hera je d(X) = NZD(f(X), f'(X)) # 1. Karo je degd(X) > 0,
Ha OCHOBY PaHUjUX pe3yJaTaTa HOCTOju pamupeme I moma F u emxeMeHT
a € E raras na je d(a) = 0. C o63upom ma d(X) | f(X) n d(X) | f/(X)
nobujamo ma je u f(a) =0 u f'(a) =0, mTo nokasyje na noauaom f(X) y
TOM palupeny moba F' nMa BUNIECTPYKY HYIY. O

[Maskmus ynragnan je Moxkaa Beh 3akmbydno na y OIpOU3BOJLHOM MOJBY HE
Mopa BakuTy cuaeneha jemHakoct (Koja HaM je MO3HATA U3 CPENEE MIKOJE
3a peanne nommHoMcke (yurimmje): deg f/(X) = deg f(X) — 1. Ha npumep,
3a mosmaoM f(X) = X +3X5+2 € Zs[X] nobujamo na je f'(X) =0. Cana
bu cienehn pesynrar Tpebaso na Oyme MaJio Mame HEOUEKUBAH.
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Cras 62. Heka je f(X) € F[X] HepacTasrume nonvHoM. Taja OH MMa BULLECTPYKY
HyNy y HekoM pawwupewy E noma F ako n camo ako je f/(X) = 0.

Joxa3. Ha ocroBy nperxonsor crasa f(X) uMa BUMECTPYKY HYJy ¥ HEKOM
pamupeny ako u camo axo je NZD(f(X), f/(X)) # 1. Ho, ¢ o63upom na
NZD(f(X), f(X)) | f(X) u ma je f(X) HepacTaBbUB U MOHUYAH, HOOU)jaMO
na je f(X) = NZID(f(X), f(X)). Hagne, f(X) | f'(X). C o63upom ma TO
na je deg f/(X) < deg f(X), oo je moryhe camo axo je f'(X) =0. O

Ilpumep 63. Hera je F = Z3(t) u a(X) = X3 —t € F[X]. Ilokazatm
na je a(X) HepacTaBLUB MOJMHOM M A& OH UMa TPOCTPYKY HYJILY Yy HEKOM
pamupewny E moma F.

ITomro je a(X) mommHOM CTemeHa 3, OH je PACTABJLUB AKO U CAMO AKO MMa
kKopeH y nmosy Zs(t). IIpernocraBumo na je % € Zs(t) (upu yemy upet-
nocrasmamo na je NZD(f(t),g(t)) = 1) myna nomunoma a(X). IHobujamo
na je f(t)® = tg(t)® y Zs[t]. Tama je f(0)3 =0, na je mapasuo u f(0) = 0,
te je f(t) = tf1(t) 3a nexu nonunom fi(t) € Zs[t]. Crora je t3f1(t)® = tg(t)3,
te je t2f1(t)® = g(t)®, ma je g(0)® = 0, e je u g(0) = 0 u mobujamo ma
je g(t) = tg1(t) 3a merm mommuoM g¢1(t) € Zsz[t]. Ho, To 3HAuUm na ¢ menu
u f(t) m g(t) 3a KOje cMO mpermocTaBUIM Ia cy y3ajamMHO mpoctu. OBa
KOHTDAQIUKIN]a HAM MOKa3yje HepacTaBbuBoCT noauaoma a(X).

Iakne, a(X) je mepacrasmus nonuaoMm. Ho, npumernmo na je a'(X) =
3X? = 0, ma wMa BUIIECTPYKYy HYIy y HEKOM pamupeny moma F. Own
CBAKAKO MMa DAIlUPEene y KOMe MMa HEeKy Hyldy « (TO pallupeme MOKEMO
nobutu kao F[X]/(a(X))). To smaun ma je o® —t =0y E[X]. Ho, tana je
3aIPaBo

a(X)=X>—t=X%>-a®=(X - a),

y E[X] nomro je char E = char Z3(t) = char Z3 = 0, Te je o TpocTpyka HyJIa
nonuroMa a(X) y pamupewny E. &

Konauna mmoJsa

HokaxkuMmo Hajupe ciaenehy jeIHOCTABHY YNWHEHUILY.

CraB 64. CBako KOHauHO nosbe MMa p™ enemeHaTa, 3a Heku MpocT 6poj p u
npupofaH 6poj n > 1.

IToka3. Heka je F' HEKO KOHAUYHO IOJbe. J3HAMO Ia OHO MOpa Oa UMa
KOHAUHY KapaKTEePUCTUKY P 3& HEKW IPOCT OPOj p Te cTOra Caap:ku, Kao
CBOje IMOTHOJbe, HoJbe U30MOP(PHO noiy Z,. IHakxne, I’ je jemHo pammpese
noma Zy,. Kako je F' KOHAYHO, OHO je ¥ KOHAYHO PAIIMPEIHE H0ba Zy. AKO
je [F : Zy] = n, onna je, Ka0 BEKTOPCKU IPOCTOP HAX HOJLEM Z;, H30MOP(YHO
ca (Zp)", Te nma p" eneMeHaTA. O
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Ham 3amarax he 6utu ma moka:keMo ma 3a CBAKU IPOCT OPOj p U CBAKO
n > 1 nmocroju, no Ha u3oMopdu3aM, TAYHO jeAHO IOJbe KOje mMma p” ejie-
MeHaTa. Y majbeM hemo mosbe Z, o3HauaBaTu ca [F,.

Amnanusupajmo mosse ca p" ereMeHara. 3HAMO CBAKAKO Ja HEKA TAKBa
mocToje.

CraB 65. Heka je F' nome ca ¢ = p" enemeHaTa, rge je p npoct 6poj un > 1.
Tapa ce y nomy F nonvtom a(X) = X7 — X dakTopuiue Ha pasnuumnTe nvHeapHe
dakTope.

JIoxa3s. ITocmarpajmo rpymy (F\{0},-). Honcerumo ce cnenehe yumenune
u3 Anrebpe 1: ako je z € G, rue je G xomausa rpyna, ouza je z/¢l = e
(monoBuTe oBaj meo m3 Anrebpe 1). Iakiue, ako je a € F\{0}, onzna je
a? !t =1, e je m a? = a. C 063upoM Ia OBa jeIHAKOCT BAKU U KaAa je
a = 0, nobujamo na je a(a) = 0 3a ce a € F. Kako je oBaj moamaom
CTemeHa ¢, OH He MOYK€ MMATH BUINE O ¢ HyJa, a Beh Cy CBU eleMeHTH U3
F, xojux uma ¢, HyJie OBOT MOJIMHOMAa. 10 3HAUM Ha CY TO U CBE HYJE OBOT
nomaoma, Tj. X7 — X = [[,cp(X — @), unme je nokas 3aspmien. O

I[Iperxomau craB HaM mOMaske & MOKAKEMO I [OJba Ca P’ eJIeMeHATa
mocToje.

Teopema 66. 3a csaku npocT 6poj p n npupodaH 6poj n > 1 noctoju noswe ca
p" enemeHaTa.

Hoxra3z. Heka je ¢ = p" u a(X) = X?— X € F,[X]. 3mamo ma mocroju
nome F koje je pammpeme noma F, (moxcerumo ce na je F, 3anpaso Z,)
y kojem mosmuoMm a(X) mma ¢paxkropusanujy Ha auHeapHe darrope (TO je
TAYHO 3a CBaKU IOJIMHOM, Ia crora u 3a osaj). C o63upoMm Ha TO ma je
a'(X) = —1, monmuuom a(X) HEMA BUMMECTPYKUX HyJla HUTIAE, Te OH y F' mMa
(¢axTOopmM3anujy y IPOM3BOL PA3IUUUTUX JUHEAPHUX (PaAKTOpPA.

Hera je L = {a € F : a? = a} (apyrum peunMa, L uuHe CBe HyIe
nonuroMa a(X ), a one ce nanasze y noiny F'). IHokazahemo na je L Tpaskeno
nosme ca q = p" enemenara. Kako ce X9 — X ¢arropuime HA TPOM3BOLI
pa3nuuuTUX JuHeapHUX ¢axropa y F, on y F uma ¢ Hyzna, te je |L| = q.
Hokasxkumo na je L mormosme on F.

e Hera o, € L. Tana je (a-P)? =a?- 5% =«-f3, na 3arbydyjeMo na
a-peL.

e Hera je a € L\{0}. Tana, mememem jemmakoctu a? = o ca ait!
nobujamo ma je a ! =a 9= (a" 1), e a7t € L.

e Hera o,8 € L. Karxo F canp#n kao cBoje mornosse nose [y, TO
je rapakTepucTuka noJsa F' jemnaka p, te je py = 0 3a cBe v € F.
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IMoncerumo ce jom m yumeHUNE na je p | (Z) zacee l<k<p—1rTe

je (Z) = qxp 3a HEekO ¢ € N. Crora, y momy F Baxku na je

p—1
(=B =a’+) <Z) (—1)FaP=Fpk 4 g = aP — P,
k=1

jep je,za cee 1 <k <p—1: (P)a?~*pF = g (paP~*B*) = 0, xao mro
je mpumeheno rope. Cana HUje TEmKO MOKA3aTU UHIYKIUjOM 13 je

(a =B =ao — ",
saceer>1,rejeu (a—p)?=a?—p9=a—f. 3armyuyjeMo ga u
a — f € L, mro u 3aBpmiaBa I0Ka3 ynmeHune na je L mormome ox F
Te je L TpaskeHO moJbe ca ¢ eIeMeHaTa. O

ITorasxkumo canma jeqUHCTBEHOCT.

Teopema 67. Heka cy K u K’ noma ca p" enemeHaTa rfe je p npocTt 6poj u
n>1. Tagaje K 2 K'.

Hoxa3s. ITome K je xomauno pammpese noma F,. Heka je a npuvuTrsENd
€JIEMEHT TOr pammpemna, 1j. Heka je K = F,(a).

Heka je pio(X) MuanMannn momuaoM 3a o Han Fp. Tama mmamo ma je
Fp [ X]/{pa(X)) = Fp(a)(= K). Harae, po(a) =0, a takobe je n a(a) = 0,
rae je a(X) = X?— X. Kago je pqo(X) MUHUMATIHU TOJMHOM, MOKEMO 14
3aKBYIIMO 18 fo(X) | a(X).

SIpebumo” cama y mome K'. Y memy cy Takobe cBe Hyse mosmHOMA
a(X), te m3 ummenune ga p(X) | a(X) caemn ma po(X) mma mymy y
K’'. Heka je o jemna myna nomuaoMa fio(X) y K'. Tanma je Fp(o/) =
F,[X]/{f(X)) 2 K, re je K nzomop¢puo nornomwy F,(a’') moma K'. Ho, kako
cy nosma K u K’ koHauHa mosba ca MCTUM OpOjeM ejleMeHaTa 3aKJbydy]eMO

na je zampaso Fp(a') =K' n K 2 K'. O

[Tokazamu cmo ma 3a cBaku mpocT OpOj p u mpupomaH n > 1 mocroju
mosme ca p" ereMeHarTa M Ja Cy CBaka JBa TakBa moJra m3omopdua. Crora
je ompaBmano yBecT: o3Haky Iy 3a mome ca g eneMmeHara. 3a Kpaj OBOT
ela MCIUTAJMO Kana jé HEKO KOHAYHO HOJbe MOTIOJbE APYTOr KOHAYHOT
MOJbA.

Cras 68. lome ca p™ enemeHaTa je NOTNOJbE NOba ca P efieMeHaTa ako U CaMo
ako m | n.

JHoka3. < . Heka je ¢ = p™ u r = p™, roe m | n. To koHauno nome ca
g enemenata osnauuMo ca IFy. Ilocmarpajmo, Kao y mokasy Teopeme ,
noackym L:
— AT =
L={a€eF,:a" =a}.
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N osae ce mako nposepu na je L mornosse moma F,. ITocraBma ce murame
KOJIMKO uMa esemeHaTta y L. Pekso 6u ce, ako ce He mpoMuciu, na je jacHo
na nMa r = p™ eneMeHara. AW, MM HUTAE HACMO KODUCTUIM A& M | n. Y
IOKa3y Teopeme 6uio HaM je BaxkHO Ha y moiby F (oBme je To mome F)
nonmaoM X7 — X mma (akTOpm3anujy y NpPOM3BOL PA3IUUUTHUX JIMHEAPHUX
¢darropa, OBne Ham, makie, rpeba qa noamaoM X' — X mMa UCTO CBOjCTBO.
Hawmme, Mu He 35aMO Ja cy cBe Hyne nomuHoMa X' — X cazpxane y Fy. Y
Ty cBpXy lle HAM KOPUCTUTHU NMpETIOCTaBKa ma m | n. Hawmme, morakuMo
Ia
(X"~ X) | (X" - X),

aKo m | n. Jlako ce Bumu na je OBO €KBUBAJIEHTHO Ca:
(xXP 1) | (xP" - 1),

Cnemehu pesynrar je mak 3a mokasusame, a BeoMa KOpPUCTaH: ako k | [
ouma (X*—1)| (X' —1) y npcreny Z[X]. OBo ciemu u3 jomr jemnoctasauje
unsenune: 3a ceakn s > 10 (Y —1) | (Y*—1) y Z[Y]:

Yi—1=(Y - 4. +Y+1).
Cana, xaxo je [ = ks 3a meko s, nocrasmajyhu Y = X* mvamo:

X o1=Xk 1=(X") - 1°=Y* 1= -+ +Y +1)
= (XF =) T (X)X,

N3 osor pesynrara, pauynajyhu y Tauku p € Z, ako m |n nobujamo na
(p™—=1) | (p» —1). A morom, jom jeaHOM IPUMEHOM OBOT DPE3YJTATA,
nobujamo ma (XP" 1 —1)[(XP"~T —1).

Cana u3 unmenume na nomusom XP — X menru XP' — X u ma monusOM
XP" — X uma numeapHy (AKTOPU3ALN]Y V IPOU3BOL PA3IMUATHX (GAKTODA
y F,[X], mobujamo na u XP" — X mma taxBy daxropusammjy y F,[X]. To
HaM je NOBOJLHO na 3akbydmMo na je L mosme ca p™ enemeHara.

—> . [lakie, Heka je F' mosee ca p"' enemenara, F mosme ca p” enemeHara,
F normome on E. Ho, Tana je u rpyna U(F)(= F\{0}) noarpyna rpyme
U(E), na |U(F)| remm |U(E)|. Harxne, (p™ —1) | (p" —1). Canma hemo
UIIAK MOPATU A4 JOKAKEMO jadu pe3yarar on mperxomHor. Hawmme, Basku
caemehe: ako je ocraTak Ipu IebEHY N Ca M jeOHAK 7, OHAA je OCTaTaK
npu mememy X" —1 ca X™ —1 jemmak X" — 1. akme, Hera je n =mq+r,
rae je 0 <r <m. Tana je

X"—1= XMt = XMIXT ] = (X™—14+1)X"—1 = (X™—1)X"+X"—1,

a kako 3HaMo na (X™ —1) | (X™7—1) nobujamo TpaskeHo. Akro 0BoO cpauy-
HAMO y p, DoOmjamo:

pt—1= (™ —-1)p" +p" -1,
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re us (p™—1) | (p"—1), ysumajyhnm y 063up na (p™—1) | (p™2—1), nobujamo
ma (pm—1) | (p"—1). Kako je 0 < r < m, oo je moryhe camo axo je r =0,
Tj. AKO M | n MITO Ce U TPasKUIO. O

Ha npumep, nomwe Fy auje nornome ox Fg, jep 213, anu jecre nornome
on Fig, jep 2 | 4. 3ampaso ce mose ysetu ma je Fy = {a € Fig: ot = a}.

IIpcTen mosmuOMa ca Bume Heonpebhenmux

Cana moummeMO neo Kypca y KoMe hieMo ce Bulie mo3abaBUTHU IIOJIU-
HOMUMa ca Buile HeoapebeHmx ca koedurujeHtuma y nosy. Hemro on
Tora cMo Beh mmamnw, anu oBme HaM je riaBHU (QOKYC Ha yBoDeme mojMma
I'PEBHEPOBUMX BA3A KOje MMajy BEJUKU TEOPUjCKU, AJU jOII BUIIE MPAK-
TUYAH 3HAYA] IPU Paay ca uaeajuMa y IPCTEHy ca Bulle Heonpehenux nan
NPOM3BOJLHUM TOJseM. Hajmpe MopamMo HOKa3aTu HEKE OCHOBHE CTBAPU.

JluxcoHoBa JjgemMma

Y 0OBOM KpaTKOM OJEJbKy HOokaszalhieMo jemaHO UrcTO KOMOMHATOPHO TBP-
beme koje he HaAM KOPUCTUTHU Y AAJTHEM.

Cras 69. (AvkcoHosa nema) Heka je n > 1. Ha ckyny N™ pedununwenmo ypebetse
K ca:

def
(xl,xg,...,xn)<<(y1,...,yn)(é>(ml Symza<y2 M ... Ty < Yn).

Heka je T npoussosbaH HenpasaH nogckyn of N™. Tapa je ckynm MUHUMaNHUX
enemeHata y T'y ofHoOCy Ha 0BO ypebetbe KOHauaH.

Joka3. Ilokazaliemo 3anpaso ma y mapuujanasao ypebenom crymy (N, <)
He mocToju GeckoHauaH aHTuiaHan (OeCKOHAUAH CKYI y KOME Cy CBaka
nBa eseMmenTa MehycoGHO Heynopemusa). OBoO HaM JOKa3yje na U Ma KOju
nomackyn on N #He Moyke uMaTu ODECKOHAUAH CKYN MUHUMAJHUX €JIeMEeHATA,
jep W MUHMMAJHU €JIEeMEHTHU 4uHe jenaH aHTmiaaHan. lIpencraBuhemo nsa
IOKa3a.

Ilpeu noka3z. Tepbeme nokazyjemMo MHIYKIUjOM IO 1. Y ciaydajy n = 1
TBpheme je TPUBUjATHO IOIMITO CBAKM HEmpas3aH moiackyn on N mma Haj-
MAambU €JIEMEHT.

IIpermocraBumo nma je n > 1 u ma je tBpbeme TauynHo 3a cBe OpojeBe
Mame on n. IIpermocraBumo na je S Geckonauan antuiaanan y N”. Heka je
(a,...,ay,) npoussosman exement y S. Tana ckyn S moskeMo na 'pasbujemo’
Ha OBa IUCjyHKTHa ckyma: S = S; U S_, rme je

St ={(z1,...,2,) € S: 2y > an},
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S_={(x1,...,2n) €S2y < an}.

Bap jeman onx oBa nBa cryma je 6eCKOHaUYaH. Y KOJIUKO je TO CKyI S_, OHIa
nocroju npuponan 6poj k € {0,...,a,} Takas na je CKym

S = {(ml,...,xn,l) € Nn_l : ((El,..witn,l,k) S S}

feckonauan. Ho, Tama je S Geckomauan amTwiaasan y N”~! mro mpo-
TUBpPEYM MHAYKTUBHO] XUMOTE3U. 3aKBYyUyjeMO 1na je cKyn S, OecKOHAaJaH.
Tanma je Sy =S4+ US,_, rue je

S++ = {(‘Tla s 7:CTL) € S+ “Tp-1 > a'n_l}’

S = {(T1 s 10) € Sy 2t < )

Bap jeman on oBa mBa ckymna je DECKOHAUYaH M KAO W IPe, TO MOpa OuTU
ckyn S; 4. Harie, 3a cBaku eseMent (21, ..., Ty) CKyIa S1 4 BAKU: Ty > Ay,
Tpn_1 > ap_1. llocTymak HacTaB/baMO HOK He mobujemMo OGeCKOHAUaH CKYII
Sy...4 C Sy xomMe je 3a cBe i: T; > G;, ITTO IPOTUBPEYM IPETIOCTABIN

ma cy y S Heymopenusu enementu (moacerumo ce pa je (aj,...,a,) € 5).

Jpyru noka3. Heka je, kao u y nperxonHoMm moka3dy (ai,...,a,) € S, rue
je S Hexu Gecronauvan apTuaaHAN. 3a 1 <4 <N youumMo CKyIOBe

Si:{(xla"'vxn)€S:mi<ai}

U CKyI

So ={(x1,...,2,) € S: (Vi)(x; > a;)}

Tana je
S =S U(S1USyU---USy,),

Te je Gap jemaH o OBUX CKymoBa OeckoHauaH. AKO Ou TO GO HEKU 01
ckymoBa S; 3a 1 <1 < n, nobunu 6UCMO KOHTPAAUKIW]y HA UCTU HAYUUH HA
KOju CMO je mobuiu 13 mpeTIocTaBke naa je ckym S_ Oeckomauan. [lakie,
ckyn Sy mopa 6utu Geckomauan. Ho, (ay,...,a,) € S\ Sy u 3a cBaku eine-
MeHT (Z1,...,%n) y CKyIy Sp Basku

(alv"'van)<< (‘Tlv"'vmn)'

OBo nporuBpeyn npeTnocTaBuu na je S anrtusiaHan (IOBOJBHO je OuiIo ma
uabemo y S jeman esement ynopemus ca (ai,...,G,), & PA3JIUUYUT OX HEra,
a My HahocMO GeCKOHAUHO MHOIO mux!). (]
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MoHOMHM HIOpeNak M peayKIuje IMOJMHOMA

Mu 3namo nma je cBaku mueau y npcreny nouausHoma K[Xi,...,X,], rue
je K nome, konauno remepucan. 3a naru unean I = (hy,...,h;) npupoano
ce mojaBibyje THUTame npunadrnocmu udeany. Kaxo ycramoButm ma au je
naty moauHoM f y mmeasy I7

IMornenajmo majupe HajjennocraBuuju ciayuaj: n = 1,k =1 (oBme hiemo
MaJIO TIOHOBUTU HEIITO U3 PAHUjUX JEKIHMja, aJl KOPUCHO je TO Yy OBOM
TpenyTky). axne, muramo ce ga sm nommuoMm f(X) € K[X] upunana
nneaxy remepucanoM nonuHomoM hi(X) € K[X]. Jacuo je kako T0O paaumo.
Jennocrasuo moxeaumo monusoM f(X) monmHoMoM hy(X) m mposepumo xa
mu je ocrarak jenHak 0. Axo jecre, omna je f(X) = ¢(X)hi(X) 3a Hern
noauuoM ¢(X) u f(X) jecre y Tom mmeasy. Y ciaydajy Ja HOCTOjU HEHYJA
ocTaTak, MOJUHOM Huje y mpueany. lakmne, mumra npoctuje. Iloncermmo
ce Kako ce Bpum nememe. Hera je f(X) =a, X"+ Ap1 X" 1+ X +
ao 1 h1(X) = by X™ + by 1 XMoo+ 01X + by YrOMHEO je n < m
HUIITa HE MOMKEMO Ia yPaIuMO, 3aTO IocMaTpajMo ciaydaj n = m. Ilra
pamamo? Ilocmarpamo uckpyuueo MoHOME Ary X" U by, X™ W IPBU MOHOM
nogenumo apyrum. Jlobmjamo ma je pesymarat %X"*m. To he mam Gutn;
NPBU MOHOM y KOJUYHUKY. I[lOTOM TOMHOKMMO TUM MOHOMOM IIOJUHOM
h1(X) u omysmemo pesynrar on monmHoMa f. JlobmjaMo HOBM MOJMHOM

[(X) = f(X) - I;L,,lic(fn h1(X). OBO MO:KEMO 3aIIMCATH U OBAKO:

fgfh

1 TO MOMKEMO YUTATHU: HTOJUHOM f je cBeneH (peAyKOBaH) Ha IOJUHOM fi
nomohy monmuOoMa hi. Ila BucMO mOjeIHOCTABUIINM 3AIUC, HOJUMHOME CMO
nucaau 0e3 eKCIIUIUTHOT HaBohewma Heonpeherne. To hemo uvecto pamuTu
U najne.

IToctynmak mame mpumemyjemo Ha noaumuoM fi. OBO ce HacTaBba CBe
IOK He nobeMo My mO HyJe Wid OO IOJWHOMA CTEIEHA MAamber O CTEIeHa
monueoMa hi. Taj moGujeHM MOIMHOM, KOjU MO:KeMO (He IpeBUIIe MAall-
TOBUTO) Za O3HAYMMO Ca T, 3a0PABO jé OCTATAK IPU AEJLeHYy MOJUHOMA f
nosmaoMoM hi. To ce y mperxomHoj cuMbOIUIM 3anUCyje U OBaKO:

f£>f1i>f2£>"'£>fs=7“-

Ilakie, nememe jeAHOT MOJMHOMA APYTUM 3aIPaBO Ce€ CACTOjU M3 BUIIE KO-
paka kKoje HasuBaMmo peaykiuje. OBO me/beme HAM jeTHOCTABHO OMOryhaBa
[a Pas3spemmnMo MUTAEe TPUNATHOCTU UAEATY Y CIAyYajy MOIMHOMA Ca jel-
HOM HeonpeDheHOM M mMaeasia FeHEPUCAHOT jeTHUM €JIEMEHTOM.

Ira ce memasa y cayuajy n = 1,k = 27 Tama mmamo mmean I =
(h1(X), ha(X)). Kako ycramoBuTy Ia M HATU HOJIUMHOM [ IPUIALa OBOM
uneasy? Persno 6u ce, mumra mocebuo. Pemumo, momeammo MOJIUHOM
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f momumomom hi. Axko je ocrarak 0, oma jecTre y umeasy, ako HHUje,
OHZIA Taj OCTATAK MOIEIUMO MOJAUHOMOM hs. Camn, Ty mocToju u3BeCHaA
MPOU3BOJLHOCT — 3aITO MPBO hi, ma mociae hg, anu mobpo. Ho, ma au oso
‘pamn’?

Pasmorpumo ciemehin mpummep: f = X3+ X, by = X?2 - X, hy = X2
Bpmumvmo penykmuje momuaOMOM hg:

X34 xMyox2 4 x Myox

Y mpBOj penyKIuju CMO OX MOJUHOMA f Omy3esau MOJUHOM hi MOMHOKEH
3

MOHOMOM X = a IIOTOM CMO OJf JOOMjeHOT MOJIMHOMA OLy3€eJM IOJIUHOM

P
X2 3
hi moMHOk€H MOHOMOM 1 = % Cse 110 IpaBUINMa KOjUMa BPIINMO DEAYK-
nuje. Hobunn cmo mosmuOM 2X M Bera He MOXKEMO BUIIE 1A PENYKYjeMo
nosrmaOMOM hi. lo6po, npebumo Ha momumuOM hy. A, He MOKEMO ma ra
penykyjeMo Hu moamHOMOM hg! Yuau ce ma o Huje y umeany. A mra Ou

ce MeCUso ma CMO MPBO PEIYKOBAJIU HMOIUHOMOM ho?
3 ho
X°+X =X

OmeT HE MOKEMO Ja HaCTaBUMO naJbe. l[Ipumerumo ma HEUCMO DOOUIV UCTU
pesynrar. Ho, Mmu cMO mesbeme pacTaBuUIMd HA IOjeAMHAYHE KOpPAKe — pe-
nykmuje. Moskma MoskeMO ma MaJIio peaykyjemo momohy hi, a Majgo momohy
ha?

X34 x My xr e x by x

Kako ron ma pammmo, He mobujamo a MOJWHOM Opunaiga upeaixy. Aumwm,
jacHO ce BuaM Aa TOJWMHOM jecte y mmeany: X = ho —hy, ma X € I, a
f=(X?2+1)-X,na fel.

Iarme, oBaj Ham moctymnak He pamu bam nobpo. Tpebamo 6u maso na
pasmucaumo. OuuriaenHo je OMIO MOTPEITHO KOPUCTUTU CAMO IIOJIUHOME
hi m hy. Tpeba raematu u apyre moawHOME KOju Cy y maeasy. Hapasmo,
mako hemo ce moceTuTy Kako OBO mompaButu. He camo 3a oBaj moce-
Gau cayuaj, Hero yommre. Mu Bpsio no6po 3HaAMO na je IPCTEH HOJIUHOMA
K[X] rnaBHOMIEAICKY, Tj. Y BEMY je CBAKU UIeall TeHEePUCAH jeHUM IO~
HOMOM. 3HAMO W KOju je TO moauHoM. TO je mOJIMHOM KOju je 3ampaBo Haj-
Behu 3ajeHUYKM Aesriiall TOr KOHAYHOT Opoja MOJUMHOMA KOjU TE€HEPUIILY
umeas. Y ciaydajy ABa MOJWHOMA, HajBeNWM 3ajeqHUYKMU meauial ce mnobuja
EyrnmumoBuM anropurmMom, a 3a BUIIE MOJIWHOMA Ce MOCTYIAaK uTepupa.
HaIleM cirydajy ce Jako mobuja ma je NZD(X?2 — X, X?) = X u onza je cse
jacHo (m mako).

ITpema Tome, npobGaem npunaxsoctu uneaiy I = (hy,...,h) pemwnan
CMO TIPeJacKOM Ha ,,00/bu” TEHEePATOPHU CKYI. ¥ CIydYajy umeaia TeHe-
pATOpHM CKyIl HA3MBA Ce, Kao MTO perocMo, u Gasa. Jlakme, om Gase
{h1,...,h;} mpenasnmo Ha jemmounanmy 6a3y {NZD(hy,...,h;)} u Tana ce
npoGJieM MPUNAIHOCTY MAEAy jeJHOCTABHO pPelaBa.
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ITozabaBumo ce cama cayvajem moJMHOMA ca Buine Heonpehenux. Mopa-
MO, Hajupe, na Pa3jaCHUMO AeJbeihe y MPCTEeHY MTOJMHOMA Ca BUIIE HEOApe-
benux. Kao mro cmo Bumenu, nebeme je 3apaBo HU3 PeAyKIUja, Te NeMo
CTOra pa3jacHUTU IOjaM PEIyKIUje.

Kama BpmmMo penyrmnujy mOJIMHOMAa Ca jeoHOM HeompeheHoMm, Mu ce
KOHIIEHTPUIIEMO Ha OBa MOHOMAa, KOju Cy 3ampaBo MOHOMU Hajseher cre-
eHa y JABa IOJUWHOMA Koje pasmarpamo. Ipyrum peuumma, ouu cy Bomehmn
moHoMu. Kako To m3risena y ciyuvajy HOJUHOMA ca Buie Heonapehenmx?
Ha npumep, xoju je To Bogehu moroM y momuromy X3Y +4X2Y243X2%Y +
Y3 - X242Y —17 Axo riemaMo o TOTAJHUM CTEIEHHMa, OHZa ¢y u X°Y
un 4X2Y? crenmena 4. HapaBHO, MOXeMO Ja Ce KOHIEHTPUIIEMO HA HAjBUIIL
cremen ox X. Anu, mra pehu 3a opaj momummom: X2Y?2Z 4+ X2Y 72 -Y? 4+
3Z—-57 OBne moxkemo na rienamo Behu crenen on Y. Tpeba To naskmusmje
OCMUCJIUTH.

EBo mano mpuroase tepmunosnoruje. Axro je ¢X(' X352 ... X% MoHOM,
OHIA je Ty ¢ KoepumujerT, a X X5? - - X% je Ipou3BOL CTemeHA HEO-
npebennx, kpatko mpomsson. Osaj mpoussox hemo KpaTko o3HaUuaBaTU
ca X® (oBme cy X u @ onrosapajyhe n-topke). (OBzne Huje jome Hamome-
HYTH [1a je IIPU TUCAKY 3M0MHO, YMECTO OBAKO 3aTaMI,EHUX CJIOBA, Ta CJIOBA
momsyhu, 1j. X ymecro X u o ymecro a.)

sKenumo na yBememo HekuM mopemak Ha CKyIy CcBux mpoussona IP,. Ilpe
CBera KeJUMO Ja Taj Mopelak MPOIMUPYje MOPEIaK ¥ CMUCITY AebUBOCTH,
Tj. ma u3z X | XP cremu X < XP. Takobe xemuMo ma Tako mobujeMo I0-
BPO YPEBEH CKyI CBUX IMPOM3BOIA, jep HE :KeauMo ODecKoHauaH omamajyhu
mm3: X - X% > .. JloceGHO, TO 3HAUM Oa MMaMO jeIHO JIMHEAPHO
YPEBEILE, Tj. CBaka OBa MPOM3BOAa MOpajy Outu ynopeausa. llpumerumo
ma jem 1 < X% 3a ceako a (1 = X% 0 = (0,0,...,0)). Csaku Taxas
nopenak Ha3uBa ce MOHOMHU IIOPEJIAK (Mazna je 3ampaBo neduHUCAH HA
NPOU3BOAMMA, & HE MOHOMUMA, AJIU HE TOCTOJU YCATJIANIEHOCT TEPMUHA, TE
ce melieMo nasme GpUHYTH O TOME).

3ampaBo, €BO Ipenu3He AeGUHUIM]e KOja HAM Jaje CBe TPaskeHe YCIOBe.

Hepurumnuja 70. JINMHEAPHO YPEBEE Ha CKyny CBUX NMPOW3BOAA jeé MOHOMHM
nopeAak YKonuko ucnywasa cnefeha Asa ycnoea.

1. 3a ceea #0 jel < X*
2. 3a cee a, B,y uz X < XP caeou XXV < XBX".

Cama mokasyjeMo ma CMO OBakKO 3aucTta mnobunu jemno nobpo ypebeme
Ha CKYIy CBUX IIPOU3BOAA.

Cras 71. MoHoMHM nopefak je IOBPO YPEBEWE Ha CKyny CBUX Mpov3BoAa.

Jloka3. Hexka je < Hexkum MOHOMHU Iopenax Ha ckyny P, u mHera je T
HenpasaH moackyn on P,. fKemnmo na mokaskemo na T nMma HajMamy eje-
MeHT. [Ipumermmo npe cBera ma npunpy:xkuBawme ¢: N — P, 3amato ca

Dlag,...,0pn) = X7 X
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ycmocTaBsba jenny oujexnujy uamebhy N u P, 3a kKojy Basku
(@1yeey0m) < (Bry ooy o) = XM X2 | X7 X P

Ipyrum peunma, napuujanno ypebenn cxynosu (N, <) u (P,,|) cy uso-
mMop¢uu. Ilukconosa nema kame na ckyn ®HT] C N” uma camo KOHAUHO
MHOI'O MUHUMAJIHUX €JIEMEHATa y ONHOCY Ha mopenak < ma crorau I CP,
nMa caMO KOHAYHO MHOT'O MUHUMAJIHUX eJeMeHaTa Xi,..., Xy Yy OJHOCY Ha
nopenak |. Ho, MOHOMHM mopenak mpomupyje nopesak 3a1ar JesbuBouliy,
a y3 1o je m nuHeapuo ypebeme. Konx cBakor nuueapuor ypebema, cBaku
KOHAYAH CKyI mMa u HajMamu u HajBehu enement. Hajsehu enement mac
HE 3aHUMAa, aJIi HAjMAbU €JIIEMEHT, HeKa je TO X;, Y CKYIly TUX MUHUMAaJHUX
eJIeMEeHATa je HajMamU eJIEMEHT y CKymy 1’y OMHOCY Ha MOHOMHU NOPEIAK
<.

Hawmme, ako oum y T mocrojao mpoms3Bon X TtakaB ma je X < X; OH
CBAaKAKO He OU MeMo HUjeoaH Ol HaBeAeHNX MUHUMAIHUX eneMenaTa. Ocum
Tora, 3a 1 < j < k: X;1X, jep 6u onga 6miao u X; < X, mTo je cympoTHO
unmennmu ga je X < X; < X; (mopemak < mpomwupyje |). Kako mocrojn
caMO KOHAYHO MHOTO IPOUM3BOJA KOjU mesie OUJIO KOju HPOU3BOL, IIOCTOjU
KOHAUHO MHOTO Bux u3 T koju mene X. Y3amumo munuManal takas X' (To
Moske OuTy u caM X, HeMa 3Hauaja). Ho, o Ou oHga OMO M MUHUMAJAH Yy
T y omuocy Ha |, pasmuuur ox Xi,..., Xk, & TO Cy CBU MuUHUMAJHA y 1.
OBa KOHTpaAUKIMja 3aBpIIABA JOKA3. O

MonoMHUX mOpemaka MMa YyUCTUHY MHOro. Haemumo mpa HajjenHOC-
raBHuja. IIpBuU je sexcuxoepafcru mopenak, o3makra lex. Y ToM ciaydajy
je

X0 X9z X0 < XD x P x P
AL Gie {1, n}) (V] <i)(a; = B;) m a; < B).
KpaTtro peueno, npousBoau ce mopeme Kao y PEUHUKY. 3aMUCIUTE O CTE
KCNUCAIM IPOU3BOJ KAO ped y peuHury (mpu dyemy cy neongpebene ciosa
u TOo Tako ma je X; npso caoso urx). Ouzna je ,Beha” oma koja ce mpsa
I0jaBU. Penumo X12X2Xg ~lex X12X22X3 o =2 = 61, aay=1<2= ﬂg.
3anpaBo, mpBa oaropapa peur (pevHUK je Ha Nupuiaunu): aabBBBBBBB,
a mgpyra aab6s. CurypHo ce HM y jemHOM PEUHUKY CPIICKOT je3UKa OBe
IOBE peun He MO0jaBJjby]y, ajJli 3HAMO Koja Ou ce mpsBa mojaBuiaa. [locebno,
oBze je X1 "lex X2 ™lex 0 mlex Xn. HaHMev Xy = X?X%X?w a
X = XllXS-nXS7 ma je Xo <jex X1, IITO ce BuAM mopehemeM cremeHa
Heonpebene Xi. YocrajgoMm, CIOBO a ce mOjaBibyje mpe cioBa O, 3ap He?
Hapasno, nopebeme ca peunurkom je HaTeruyTo: Hame Heonpebene komyTu-
pajy, a ciaoBa y pedrMa CUTYyPHO He, ajid OBO OOjalrmhaBa TE€PMUHOJIOTU]Y.

Hpyru jennocraBaH mopenak, KOju heMo KOPUCTUTH y HAJbEM j€ TaKO-
3BaHU CMENENACU AEKCUKOZPaPCKY TOPENAK, Yy O3HaNH grlex. Y oBoM moper-
Ky, aKO IJIeJaMO AHAJOTHUjy Ca PEYHUKOM, IPBO MOPEAUTE IYKUHY pPeUun
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(myse peun cy Behe on kpahiux), a peun ucre Qy:KUHE IOPEIUTE JIEKCAKO-
rpaderm: X XS2 o X0 <0 XPUXS? - XPr ako u camo ako je

n n
D <) B
i=1 i=1

W je

n n
S = 3 B XX X i XP X X
=1 i=1

Jacuo je ma je m oBme X; mgrex X; 32 1 < J.

3ampaBo, MU CMO U mepuHUCcAIU 00a OBa MOPETKA TAKo na Heonpebene
oBako Oyny ypebene. Moske ce HapaBHO, 3a1aTU JIEKCUKOIPDA(PCKU U CTe-
MeHACTU JEeKCUKOrpaCckm mopenak na Heonpebene Oyny ypebene Ha Heku
OPYTY HAUWH.

UNzabepumo Heku MOHOMHU mopenak <. CBaku momuuoMm f # 0 us
K[X1,Xs,...,X,] mosxkemo 3anucatu Ha ciaenehu mauus:

[=a X +aX*? + - +a, X,

npu demy je X = X2 »~ ... = X% . Ilpuponno je yBectu ciaenehy tep-
munorujy (u o3make). BOJIERU NMPOU3BOJ monunroMa f, y o3uamu LP(f),
je X' BOOERM KOE®UIUJEHT tor nosunoMma, y osnauu LC(f) je ai, mok
je a1 X* BOOERM MOHOM: LM (f) = a; X**.

Hexka je zamat unean I = (hy,ha,...,h;). 3aHuMa HAC TUTAKE TIPUIIAI-
voctu nmosuHoMa f # 0 oBoMm mamearny. Hajupe yBommMo mojam penykuwmje.
Younmo LP(f) u LP(h;). Axo LP(h;) | LP(f), onma BpmuMo peryKuujy:

F5

rme je )
_ LM(f ‘
fl—f_mhz-

IIpumerumo na je cana LP(f1) < LP(f), jep cmo Bomehn monoMm *cruryn’,
a CBe Cce paamio mpousBomuMa koju cy Mmawmu ox LP(f) (xkopuctnam cmo
Bozxehiu MmouoM u y h;). Ilakie, MOKEMO MOHABILATHA OBE PEAYKIU]e KOPUCTE
hu cse oBe mosuuOME hq,...,hr. Ha Kpajy momaszmmo no moamHOMA T KOjU
[ajbe He MO:KEMO Ma penyKyjemMo. ¥ ciydajy MOJUHOMA Ca je THOM HEeOIpe-
benom, TO ce memaBa Kama CTEmeH MOOMjEHOT MOJMHOMA OyIe MamU O
cTemeHa moguHOMa h;, a y ciaydajy moimHOMAa ca Bumle Heoapebenux, To ce
nmemasa kana mujeman on soxehux npoussona LP(h;) we nenu LP(r). Axo
je r =0, ogma 3HaMO na je f y mmeaty, a ako HUje, OHZIA. . .
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I'pebGHEpOBE Da3ze — mojaM U €r3UCTEHINja

HacraBmamo ca murameM penykmuje. YMeCTO ma paaumMO Ca JATOM
6azom hq,...,hg, Mu keaumo na mobujemo Gomy 0aly, y Kojoj he pemyk-
mja pemmuTu TpobieM NPUMAIHOCTH upeaty (a um y Kojoj ’octarar’ He
3aBUCU Ol PENOCIEeNA PEAYKIM)a).

Hepuaunuja 72. Heka je {0} # I < K[X4,...,X,]. Monuxomu gi,...,g9s € I
uvHe 'PEBHEPOBY BA3Y 3a upean I ykonuko

3a ceakn g € I\{0} noctoju i € {1,...,s} Tako pa LP(g;) | LP(g). (2)

CraB 73. [pebHepoBa 6a3za noctoju 3a ceaku ngean I # 0 v oHa je jepaH rede-
paToOpHW CKyn 3a Taj upean.

Hoxa3. ITocmarpajmo ckyn LP(I) = {LP(g) : g € I\{0}}. To je cryn
cBux Bomehwux mpoussoma mosmuoma u3 I. Ilpewma [[luxcomosoj semu] u
crasa [T1] mocToju KOHAUHO MHOTO MMHMMAJIHUX ejeMeHaTa (y
CMUCJIy NELUBOCTU) Y OBOM CKYIY, Tj. MOCTOjA KOHAYHO MHOTO TIOJIUHOMA
g1, --,9s € I raxsux ma je ckyn {LP(g1),...,LP(gs)} ckyn cBUX MuHUMAJI-
Hux eneMenara ckyna LP(I) y ogHocy Ha pejaunujy HeLUBOCTH.

3ampaBo OBaKO NHOOWjE€HU €JIEMEHTH (1, ... ,Js U IPEACTABILA]Y TPAKEHY
noronny 0a3y — To je I'pebuepoBa Oasza mmeana I. Ilorkaxumo To.

HoxraxuMo na g, ..., Js ACIyHaBajy yCIOB U3 JeGuHuITje . Y cymnpot-
HOM, HEKa je g HeHyJla IOJUHOM u3 muaeasa I duju Bomehu mpowsBon Huje
IeJbUB HUjeIHUM o[ BomeNnX IpomM3BOLa IOJIMHOMA ¢;. Kako cy OHU MUHU-
MasnHy (y OmHOCY Ha HeJbuBOCT), TO, 3a cBe i: LP(g) 1 LP(g;). Ilocrtoju
€caMO KOHAYHO MHOT'O Ma KakBUX mpousBona koju nene LP(g). Camum tum
[IOCTOjM caMO KOHAYHO MHOTO mpomssona u3 ckyna LP(I) koju nemxe LP(g).
Nzabepumo Hekn MuHMMasaH Takas (Moxkna je to Gam LP(g), He cMera
mumra T0). Taj mpoussoxn he omma 6UTU W MUHUMAJAH y HEJIOM CKYILY
LP(I), a To nporuspeun unserunu na je {LP(g1),...,LP(gs)} cryn cBux
MUHUMAJHUX ejeMeHara (Taj IPOM3BOA HUje HU jelaH O OBUX — OHU HE
nene LP(g)).

Ilakne, cama UMaMO MOJMHOME §1, . . ., §s U3 ugeana | ca ropeHaBeIeHuM
ceojcrBoM ([2). IMorasxumo na onm remepumy [. 3ampaso hemo mokaszaTu
na je f € I ako u camo ako ce momohy gi,...,Js Moxke penykosatu mo 0.

Hapasuo, jeman cmep je mak. Aro ce monamHoM penykyje mo 0 kopwmi-
hemeM moaMHOMA g;, OHIA je Taj HOJIMHOM OOJINKA Y, P;¢; 38 HEKE IIOJINHOME
pi, T CAMUM TUM Opunazna uxeaay I (Opu peAyKumju o1 HATOT IOJIMHOMA
f omysmmamo HEKM g; TOMHOKEH HEKMM MOHOMOM; ako noheMo Ha Kpajy onx
HyJe, oHma, pamehm yHasam, mobumjamo ma je f cyma yMHOKAKA (; HEKUM
nosueomMuMa). IIpernocrasumo crora ma f € I. To smaum na je LP(g;) |
LP(f) 3a HeKo i, ma MOKEMO U3BPUIMTHA PeLyKIN]Y:

folv
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npu uemy je LP(f1) < LP(f) u f1 € I. Yronuko je f; = 0, nobunu cMo
TPaKEHO; ¥ CYIPOTHOM HACTABHAMO MOCTYIAK. Tako mobujaMo HU3 IIOJIU-
moma: f = fo, f1,... 3a kOje je LP(fo) > LP(f1) > ... Ha ocuoBy cBojcTaBsa
MOHOMHOT TIOPETKAa, 3HAMO [ TAKAB HU3 HE MOKE OMTM OECKOHAYAH, TE Ce
npoIec Mopa 3aBpmuTu 1 gobmjamo 0 mocie KOHAYHO MHOTO Kopaka. [

Hamomena 74. [IpumeTruMo ma m3 MPETXOMHOT CTaBa CJIEIUA U MTOCIIEIAUIA
[48] Iarue, IlukcoHOBa TeMa HAM je MOMOLJIA Ja IUPEKTHO NOOHjeMO OBaj
Ba/KaH pe3yJsTar. O

Mu cMO 10 cama caMO pa3MaTpaayd PeAyKIUjy TOJIMHOMA TAKO IITO CMO
‘ckmpmasu’ wmeroB Bogehu monom. Ho, pemykuuja ce Moske BPIIUTU U TAKO
na ce 'CKumma’ Ma KOju MOHOM y OaTOM IOJuHOMY. Rama ce Bumie Hujenan
MOHOM HE MOKe 'CKUHYTH [00ujaMo mpaBW OCTATaK. Bumeaun cMO ma ce
IpU IPOU3BOJLHO] 6a3u MOry HOOUTHU PA3IUUUTUA OCTAIM, YaK U Y CIyYajy
nosmHOMa ca jemHoM Heoxpebemom. Pazjacmumo cama memoymumy — na
JIX OCTATAK KOjUu ce mobuja TmpU PEAYKIUjU 3aBUCU ON PEAOoCciiena KOjoM
PenyKIuUjy BpIuMO ako umamo | pebuepoBy 6asy.

CraB 75. Heka je G = {g1,...,9s} jeAHa [peBHepoBa 6aza ufeana I npcreHa
K[X1,...,Xn] v f # 0 npoussoman nonuHom u3z K[Xy,...,X,]. Ykonuko cy
MoOfINHOMU T1 U To JobujeHn pegykumjom nonvHoma f nomofy 6aze G 1 He mory
ce farbe pefyKoBaTu, OHAA je 11 = To.

IToka3. C 003upoM Ha HAUMH HA KOjU C€ BPIIM PEenyKIHja mo0ujamMo na
MIOCTOj€ MOJUHOMMU P1, . .., Ps U TOIUHOMU (1, . .., (s 3a KOje je

f=pigi+-+psgs+r1i, f=qg+ - +qgs+ra

OnaBne nobujamo na je

r—re=(q1 —p1)g1+--+(¢s —ps)gs € 1.

Haxkiue, yronuko je r1 —re # 0 ouna LP(g;) | LP(r1 — r2), 3a mexo i (G je
I'peGueposa 6Gasa). HapasHo, MOske ce mecuTm ma Cy Ce TPU OLy3UMAY
r1 — r9 Bomellm MOHOMU y OBUM MOJMHOMUMA CKPATUIU, AJHU, MOMITO IO
npermocTaBiu 1| — ro # 0, unak je memTo m octano, Tj. LP(r; —ry) je
HEKU O MPOU3BOJAA KOJU CE I0jaBJby]y Y IHOJUHOMY 71 U/WIU IOJIUHOMY
ro. Ho, To 3maun ma LP(g;) meau Heku o mpousBoma y 6ap jeIHOM 01
OBa MBa MOJWHOMA, Te Oap jemaH O HBUX HUje MOTIYHO PEAYKOBaH, IITO
OPOTUBPEYN MPETHOCTABIM. 3aKDYydyjeMO Aa MOPa BAKUTHU 'y = T'g, IITO
ce U TPaskuio. [

Bunenu cmo ma I'pebueposa 6a3a yBek moctoju. pyro je murame Kako
je mahu. Ilocroje amropurmu 3a Hamakeme ['pebHepoBe Haze KOHKPETHOT
uneasa, a OHU Cy U UMINIEMEHTUPAHU Y PA3HUM IAKeTUMa 32 CUMOOIMUKA
uspauyHaBama. Mwu hiemo ce Tume KpaTko GaBUTH y HAPEAHOM OIEJLKY.
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Osme hiemMo camMo mpokoMmeHTapucaTu na, HapaBHO, | pebGHepoBa 0asa 3a-
BUCH O M300pa MOHOMHOTL IIOpeTKa, aju je 3aHMMJbuBa u ciexeha jem-
HOCTaBHA YWHeHUNna: ako je {gi,...,gs} I'peCHepoBa 6a3a 3a mopenak
<1 ¥ mocMarpaMo IOpenak <o U CcKyn noimaoma {hi,...,hs} 3a Koje je
LPy (g9;) = LPg,(h;) 3a cBe i, onna je ckyu {hi,...,hs} I'peGueposa Gaza
3a mopenak 2. Hamamo ce ma je ynTaolly MOTIIYHO jaCHO 34IITO OBO BAaKU.

3a Kpaj OBOI' OJleJbKa, HABeIUMO ma ce mojam | pebuepoBe Gase Moke
3amaTy U 3a CIy4daj HOJWHOMA HaJ HEKMM IPCTeHOM Koedunujenara. Ha-
PaBHO 1A je Ty CIOMKeHUje pasMaTpame (Ha IpuMep, 0AMaX Ce MOKe IpUMe-
TuTy na Mopamo pasmarparu na au LM(g) | LM(f), a He camo ma au
LP(g) | LP(f)), amu 3a mpaBuiHe OPCTEHE, MOMNYT TIABHOUIEAICKAX I0-
MeHa, Teopuja ce MOKe (UHO PA3BUTH.

S-nmosmuoMu 1 Byx6eprepos ajaropuraM

YBemumo Hajupe jenny osHary. Heka je F' = {fi,..., fs} ckyn nomuroma
n3 K[X1,...,X,]. Tana

F
f—4+h
O3HAYaBa Oa je MOJUHOM f PEeIyKOBAH HA MOJMHOM h HU30M pPEAyKOUja Yy
KOjUMa Cy YYeCTBOBAJU MOJUHOMU U3 CKyma F.

IMocmarpajmo unean I = (f1,..., fs). CBaku enemeHT u3 OBOr umeasna je
obuuka hyf1 + -+ + hsfs. 3Hamo nma momuuomu fi, ..., fs unbe mery I'peb-
HEepOBy 0a3y 3a umeasa I ako je Bomehu mpom3BOI CBAKOT HEHYJIA €JIE€MEHTa
uneajyia I HejbUB HEKUM O LP(fZ-). Ha mpBu moraen ce Moske yUMHUTUA Oa
Bonmehn nmpousBoau on f; yBEK yUeCTBY]y V €JIEMEHTY Wiaeaja, ajd TO Ha-
paBHO Huje cayuaj. Haumme, somehwu npoussomu LP(h,f;) = LP(h;)LP(f;)
Mory ce ckparutu mebycobmo. HajjemnocrtaBHUju ciydaj y KOMe Ce€ TO
nermaBa je ciaemehu.

Hedrannuja 76. Heka cy f,g € K[X1,...,X,]\{0} v Heka je
L = NZS(LP(f), LP(g)).

Monunom S(f, g) 3apat ca:

L L

()’ ¢

Hasuea ce S-IIOJIMHOM of f u g.

Hapasuno, NZS(P;, P») o3HauaBa HajMABU 386 JHUYKA CaAPHKAIAL IPOU3BO LA
P, u P,. Ha npumep, ako umamo grlex nopenak y kome je X > Y u ako je
f=3X3Y4+4Y?% ag=2XY?—-7Y +6, ouma je L = NZS(X?Y, XY?) = X3Y?2
u

X3y? X3y? 4
= 3X3Y(3X3Y+4Y2) - 5%y (2XY? 7Y +6) = ;XQY—i— gyi” -3X2.

S(f,9)
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Bumumo ma je mommo mo ckpahuBama Bomehux mpousBoma u ma Boaehwu
npowusson noauroma S(f, g) Huje memus Bogehum NpousBoANMa MOJIUHOMA, f
n g. Kako je jacuo na S(f,g) € (f,g), To ckyu {f, g} curypso ne unuu I'pe6-
HepoBy 06a3y. Ho, 3annMipuBO je na je 3a mpoBepy Aa JIM HEKU CKYII [IOJIU-
HOMa umHU ['pebGHepoBy 6a3y MOBOJBHO MOCMATDATU S-TMOJUHOME MapoBa
MOJIWHOMA M3 TOTr CKyma kKammumarta. 1o je cymruua ciaemehe Teopeme.

Teopema 77. (ByxBepreposa Teopema) Heka je G = {g1,...,gs} CKyn HeHyna
nonuHoma m3 K[X1,...,X,]. Taja je G pebHeposa 6aza 3a nfean reHepucaH
TVUM MONIMHOMMMA aKO U CaMO aKo 3a CBE i # j BaXu:

G
S(gi,9;) —+ 0.

OBy Teopemy mehemo mOKa3MBATH.

Teopema 78. Hekaje F = {f1,..., fs} C K[X1,...,X,]\{0}. Bpwumo cnegehin
NOCTYNaK Ca OBMM MONUHOMUMA.

Pauynamo S(f1, f2) v pedykyjemo y oaHocy Ha F' po nonuHoma h, koju ce He
MOXe fasbe peflykoBaTu y ofHocy Ha F'. Ako je h = 0, paamaTpamo nonunHome fi
n f3. A ako je h # 0, popajemo ra y ckyn F' v HacTaB/baMo pa3maTpatrbe NoaMHOMa
f1 n f3, ann caga y3 kopuwhere ckyna F' npowuperor nonnHomom h. lNMoctynak
3aBpLIABaMO Kafda ce CBW S-NMOAVHOMK MapoBa MOSIMHOMA W3 TakO MpPOLUNPEHON
ckyna peaykyjy go 0. Tako npowmpeHu ckyn je jegHa [pebHepora 6asza 3a npgean
reHepucaH Cckyrnom nonvHoma F'.

Ioka3. Opne Tpeba noOKa3aTu Ja ce 0Baj MOCTYIAK 3aBPIIaBa MOCIe KOHAU-
HO MHOTO KOpaka, Kao 1 Ja ce 3awmcra nobuja ['pebuepoBa Oa3za 3a umeas
reHepUCaH MoJuHOMUMA f1, ..., fs. KopucHo je, 3a ckyn noauaoma F yBectu

O3HAKY
LP(F):=(LP(f): f € F\{0}).

Ilakme, To je mmean remepucas BomehuM mpouwsBoauma moauHOMa u3 F.

YKOJIMKO Cce mMOCTymak He Ou 3aBpmwuo, nobmnm OucMmo pactyhwm HE3
CKyIOBa MOJMHOMAa,

F=GycGicCcGyC---

npu yemy ce cBaku on (G; mobuja OX MPETXOMHOT NOJABAHEM HEKOT eJe-
MeHTa h € I Koju je HeHysa penykuuja y onHocy Ha (G;_1 HEKOT S-TOJIMHOMA
nBa esementa u3 G;_1. Kaxko je h penyrosan y onunocy Ha G;_1, To LP(h) &
LP(G,_1), na je HU3 noeasa

LP(Gy) C LP(Gy) C LP(Gs) C -

CTPUKTHO pacTyhm HU3 maeasa KOju ce He 3aBpIlIaBa, a OBO HUje Moryhe
jep je mpcren nommaoma K[X1,...,X,] Herepun. 3akmyuyjemo na ce moc-
TyIaK MOPa 3aBPIIUTHU.
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Jlakae, mocTymak ce 3aBpruasa 1 Jo6ujaMo HOBU CKYTI TIOJMHOMA, 30BUMO
raG: G={f1,..., fs;h1,...,hs}. Herajeg;: = fizal<i<sugsy;: =h;
3a 1 < j <t Karo samu: S(g;,9;) in_ 0 3a cBe i # j, Byx6eprepoa Teo-
pema HaMm Kajke ma cMo 3amcTta mobunm jemuny ['pebuepoBy 6a3y. O

ITocTtynmak onucan y mpeTxomHoj TeopeMu 30Be ce BYXBEPIEPOB AJII'O-
PUTAM. Kao mTo BuamMo, TO je jemaH mOCTa jeIHOCTABAH MOCTYIIAaK 0a3u-
par Ha Byx6eprepoBoj TeopemMu. 3HAMO na C€ CBU S-TOJIUHOMU 3a HAPOBE
nosmaoMa u3 ['pebuepose Ga3e mopajy pemnykoBaTu no myiae. Crora pady-
HaMo Te mosimHOMe. CBaku ImyT Kazx He NOOMjeMO HYIy, Taj peLyKOBAaHU
nonmHOM nmomajemo y 6asy. Ha kpajy 3amcra m mobujamo jemmy I['pe6-
HEpOBy 0a3y.

PenyrkoBane I'peoHepoBe 0a3ze

Hakne, umamo jeman nocrynak (ByxGeprepos asropuram) KOju Ham
omoryhaBa Hajakeme Heke | pebHepoBe Oa3e mOUEeB O AATOT CKyIa T'eHe-
paTopa mmeajia. JacHO je ma Cy IpW KOHCTPYKIUju 0Oa3e BPIIEHU MHOTH
n360pU MITO Ce TUUE Penociena peayKIiyje, a O BUX 3aBUCU U KOHAYAH UC-
xon. Ila GucMO MOMKIA MOMIIN A0 HEKE je IMHCTBEHOCTU, HABEIUMO HAJIPE
caenehy meduHUIT]jY.

Hedpuaunuja 79. 3a [pebreposy 6azy G = {g1,...,9s} KaxeMo Aa je MUHU-
MafiHa yKonuko saxu cnefehie:

1) LC(g;) = 1, 3a cBe i.
2) 3acee i # j: LP(g;)1LP(g;).

Huje Temko Bumetu kako ce om ma koje ['pebuepose Gaze mobuja MUHU-
MaJgHa. IIpe cBera, IpBU yCJIOB je JIAKO UCIyHUTUA — JOBOJLHO j€ II0MCJIUTH
cBaku wiaH 6asze merosum Bomehum xoedumujentom. IlTo ce Tuue apyror
ycaoBa, ako je G mera I'pebuepoBa 6a3za u g1,92 € G, yronuro LP(gs) |
LP(g1), ouna je u G\ {g1} I'peGuepoBa 6aza — cBaku IPOU3BOL HEJLUB CA
LP(g1) memus je u ca LP(g2), Te HAM TOJIMHOM ¢ W HUj€ HEOUXOIAH 3a Ty
b6a3y.

CraB 80. Hekacy FF={f1,...,fs} n G ={g1,...,9:} BBe munumanne [ peb-
HepoBse Ba3e Hekor npeana. Tajajes=twu

{LP(f1)77LP(fs)} = {LP(gl)a"'7LP(gs)}'

Ioka3. Oszmauumo ca I mmean o rome je peu. Karo f; € I, a G je
I'pebueposa 6aza, LP(g;,) | LP(f1) 3a umeko i;. Cuumuno, rako ¢;, € I,
a F' je I'pebuepoBa 0a3za, omma LP(f;) | LP(gi,) 3a mero j. Crnemu na
LP(f;) | LP(f1). Ho, rako je 6asa F munuMaiHa, Mopa Ouru j = 1.
Haxne, LP(f1) | LP(gi,) u LP(gi;;) | LP(f1). C oB63upom ma cy sBonehn
koeduiujenTu jenuaku 1, mobujamo na je LP(f1) = LP(g;,).
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IMocmaTpajmo ckynose F\{f1} u G\{g;, }. Enemenr f; jey I, a xako je G
I'peGueposa 6a3a, LP(g;,) | LP(f2) 3a Hero is. C o63upom na je LP(g;,) =
LP(f1), a LP(f1) 1 LP(f2), mopa 6urn iz # 4. Kao m y mperxomsHom
cayuajy, LP(f;) | LP(gi,) 3a Heko j 1 To j Mopa Ouru Oam jemmaro 2. U
oBue nobujamo ma je LP(fy) = LP(g:,).

IMoctynak ce macrasma u nobujamo na je 3a cee 1 < k < s: LP(fy) =
LP(g;,) upu uemy je g;, # ¢;, kan ron je k # [. To nokasyje na je s < t.
Kako ¢cMO Moram ma KpeHeMO CHUMETPUYHO, OX ¢1, BakU 1 ma je t < s.
Crora je s =t u {LP(f1),...,LP(fs)} = {LP(¢q1),...,LP(gs)}, mro ce u
TPAKUIIO. O

JHepununnuja 81. 3a pebHeposy 6asy G = {g1,...,7gs} Kaxemo Aa je pefyko-
BaHa ykonuko je LC(g;) = 1 3a cBe i 1 yKONUKO je, 3a CBe 4, ENIEMEHT g; pefyKoBaH
y oaHocy Ha G'\{g;}, Tj. HEjenaH MOHOM y g; Huje AemuB Hekum oa LP(g;) 3a
HEKO j # 1.

Teopema 82. Heka je nzabpaH Hekn MoHOMHU nopedak Ha ckyny IP,. Ceaku
Henyna ngean I < K[Xy,...,X,] uma jearHcteeny pefilykosaHny [ pebHeposy 6asy
Yy OAHOCY Ha M3abpaHn MOHOMHU Nopeaak.

Iloxka3. Hwuje Temko yBepuTu ce Kako ce om Ma Koje ['pebuepose Oase
HaJIa3u penykoBaHa. Hajmpe ce cBu unanoBu 0a3e penykyjy y OOHOCY Ha
ocTajie, a 3aTUM Ce OHU YJAaHOBU Da3ze KOjU Cy OCTaJM, MOIEJIe CBOjUM
BonehuM kKoedunujeHTUMA.

Ocraje murame jemmacrBeHoctu. C 003upoM ma je cBaka pemIyKOBaHA
Oa3a yjeIHO M MUHVMAJIHA, CBaKe IOBE peaykoBaHe Oaze mMmajy ucTu Opoj
enemenara. Hera cy G = {¢1,...,0:} w H = {hy,..., 4} nBe pemyro-
Bame ['pebuepoBe Ga3e 3a matu umeas. MoskeMO TPETIOCTABUTH U 14 j€
LP(g;) = LP(h;) 3a cBe i (BumeTy IPEeTXOAHU CTaB).

Yromuko 6u 6uino g # hp 3a Hero k, mMasam GUCMO HEHYJIA €JIEMEHT
uneana I: g —hy, re LP(h;) | LP(gr — hy). Rako je LP (g, —hy) < LP(hy),
jep cy ce Bomehu momoMu ckparwuiau, TO je j # k. To 3maum ma mmamo
na LP(hj) = LP(g;) nenu Heku ox MOHOMa y g — hi. Ho, Ma koju MoHOM
y TOM IOJWHOMY je YMHOKAK HEKOr Ol MOHOMa u3 g, u/umm hy. Tako
bucmo mobusu na 6a3a G unu 6a3a H Huje penykoBaHa, IITO MPOTUBPEYN
MIPETHIOCTAaBIA. O

Enemenrapue npumMmene I'pebrepoBux 6a3a

Y oBoMm mexy hemo HaBeCTM HEKOJIMKO jeIHOCTABHUX NpuMeHa | peb-
HepoBux 6Gasa. Y cBuM mpumenama I = (f1,..., fs) < K[X1,..., X,

IIpBa upumena. Heka je f € K[Xy,...,X,]. Oppeantn ga nn f € I.
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Osxe je jacuo mra pamuvo. Hajupe mabumo I'peGreposy 6a3y G = {g1,...,9+}
3a umeat I u oHIa UMAMO GKBUBAJICHIIU]Y:

felef-%. 0. &

Ilpyra mpumena. [ata cy gsa ugeana I n J y npcreny nonuHona. Ogpeantu
fa nu cy jeAHaKM.

W oo muje temko. Ilomro je penykosana ['pebuepoBa 6a3a 3a mmea jem-
HO3HA4HO onpebena, Tpeba onpenuTu penykoBane 6aze 3a [ u J u ymope-
IATU WX. ¢

Tpeha npumena. Hafin npeacrasHuike 3a kocete y K[ Xy,...,X,]/T.

Hera je G I'pebmeposa 6aza 3a I. 3a csaku f € K[Xy,...,X,] moctoju

TauHo jemaH emement r € K[Xi,...,X,], Koju je penykoBaH y OmHOCY Ha
. G

G, takaB na je f —>4 r. On ce o3nauaBa ca Ng(f) u HasuBa HOPMAJIHA

®OPMA Ol f ¥ ONHOCY HA GG. Baxku cnenehn cras.

Cras 83. Hekacy f,g € K[X1,...,X,], I<K[X1,...,X,]. Tapaje f+I =g+1
axko Ng(f) = Ng(g). Crora je

{NG(f) : fGK[levXn]}

TpaXKeHW CKyn npefcTaBHuKa koceTa 3a K[X1,...,X,]|/7. Wrasuwe, npecnuka-
Bawe Ng: K[X1,...,Xy] = K[X1,...,X,] je K-nuHeapHo.

Ilokas craBa HUje Te:kak, anu ra Heliemo masaTu.

Yerepra npumena. OgpeanTtn 6asy K-sektopckor npoctopa K[ X1,..., X,]/T.

OsBo HaMm paspemaBa ciaenehn cras.

CraB 84. Heka je G = {g1,...,9:} [pebreposa Gaza 3a ngean I. Tapa jeAHy
Gasy 3a K-sektopcku npoctop K[X1, ..., X,]/ uiHe koceTn oHux npomssofa X,
3a koje LP(g;) 1 X 3aceed € {1,...,t}.

JHoxka3. Kao mro cmo masesu, 3a cBaku monuaoMm f je f+ I = Ng(f) +
I. Kako je Ng(f) pemyroBan y ommocy Ha (G, OH je cyMa MOHOMa KOjU
ce He MOry najbe pemyKOBaTHW, Tj. Koju mucy nemusu ca LP(g;) 3a cBe i.
Koceru oarosapajyhux mpousBoma cy nunHeapHo He3aBucHu Han K, Gam
300r jeIMHCTBEHOCTU HOPMAJHE (OpMe. U

IIpumep 85. IIpermocraBumo na cmo 3a neku uneaa I nperena Q[X, Y] no-
6umu I'pebuepoBy 6a3y G = {XY? - X+Y, — X2+ XY +Y2 Y34+ X —-2Y} npu
geMy mMaMo grlex mopenmak y Kome je X >giex Y. Bomehm mpoumssomu cy
osme XY?,X2 Y3, Crora 6a3y unmHe KOCeTU IPOU3BOIA KOjU HUCY NELUBU
oBuM, a To cy 1, XY, XY, Y? 1e je dimQ[X,Y]/; = 5. Ila ucrakuemo, 6a3y
uprpe: 1+, X +I1,Y +1, XY +1,Y2+ 1. &
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ITera npumena. OppeanTu onepaumje y KONMUUHUYKOM MPCTEHY.

Ipencrapaunn kocera cy Ng(f). OHO mTO je 3aHUMIBUBO je MHOMKEHE.
IIpencrasuauk npoussona rocera (f +1)-(g+ 1) je Na(f - g). &

IIpumep 86. Hanpasuhemo Tabauily MHOKEHa eIeMeHaTa 6a3e BEKTOPCKOT
MpoCTOpa U3 mpeTxoanor npumepa. CBaku npousBom e 6uTu u3paskeH Kao
IMHeApHA KoMOuHanuja enemenara 6ase. Ha npumep, npomsson (XY +17)-
(Y24+1) = XY3+ 1 nobujamo pemyknujom mosmuoMa X Y3 momohy 6Gaze G.

XY? 2 XV? — Xgs = XY? - X(Y3 4 X —2Y) = —X? +2XY
Ly X2 42XY —go = —X242XY + X2 - XY —Y?=XY - Y2

Jlakne, ako Kocer f 4 I o3HaumMO ca f umaMmo ga je XY - Y2 = XY — Y2,
EBo mese Tabaue.

: 1 X Y Y2 XY
1 1 X Y Y? XY
X | X XY+Y? XY X-Y Y
Y | Y XY Y? -X +2Y X-Y
Y2 |Y?2 X-Y -X+2Y XY +2Y?2 XY -Y2
XY | XY Y X-Y XY —-Y? Y?
OBy Tabauny hieMo MCKOPUCTUTH Yy HAPEIHOM ITPUMEDY. &

HTecra upumena. OapeanTy MHBep3e eNeMeHaTa y KOJIMYHNUUKOM MPCTEHY ako
nocToje.

YKOMUKO je KOJMWYHUYKU TPCTEeH K -BEKTOPCKU TPOCTOP KOHAYHE AUMEH-
3muje, OHZA Ce OBO pemaBa MeTomoM Heonpebenux koedunujexara. Ako
6a3y umHe KOceTu Npou3Bonaa X1, ..., X, 1 TPa:KUMO UHBEp3 ejgemenTa f+1,
OHJZIA TPAKUMO a1, ...,d, € K Tako ma je

(@1 X1 4+ +a,X,) - f=1 (mod I).
YKOIVMKO HaBeNeHU eJIEMEHT HeMa WHBEP3, CUCTEM jeTHAUYWHA KOju I00u-
jeMo Hema pememne. O

IIpumep 87. Uckopuctumo npumep [85] Ilorpammmo Ty mmBep3 Kocera
(X+Y+1)4+1I. C ob3upom na 3aamo 6a3y, Tpeba oxpeautu a,b,c,d,e € Q
TaKBe na je

(aXY +0Y? +cX +dY +e)(X +Y +1)=1 (mod I).
Pauynamo
(aXY4bY*+cX+dY +e)(X+Y+1) = aX?Y +aX Y2 +a XY +bX Y240V 34bY?
+eX?4+eXY +eX+dXY +dY 2 +dY +eX+eY +e =1 aV+a(X =Y )+aXY +b(X-Y)
+b(2Y = X)+bY 2+ (XY +Y?) +cXY +cX +dXY +dY? +dY +eX +eY +e
=(a+2c+d)XY +(b+c+d)Y?*+(a+c+e)X +(b+d+e)Y +e.
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OBpze cMO KOJ MHOMKEHa MOHOMa KOPUCTHUIN PDENyKIHje KOje Cy HaBeIeHe y
TabIUIM MHOXKEHa U3 IpeTXonHor npuMepa. Jlobujamo cucrem jenHadumHa

a + 2¢c + d = 0
b + ¢ + d = 0

a + ¢ + e = 0
b + d + e =0

1

e =

Pememe cucrema je (a,b,c,d,e) = (—=2,—1,1,0,1). Ilakne, uasep3 KoceTa
X +Y +1 je xocer (—2XY — Y2+ X +1)+ 1. &

Jenmna mampemHuja mpuMeHa

ITokaskumo cana kako ce I'pebuepoBe 6a3e MOTY UCKOPUCTUTHU 38 UCTIU-
TUBame Ja JII ce JaTu rpa¢ Moxke obojurtu ca 3 Ooje.

IMoncerumo ce najupe na rpad I' = (V, E) ypeben nap jennor koHauHOT
ckyna V u ckyna E koju unne Heku nBounanu noackynosu on V (V=vertices,
E=edges). Ako je m > 2, ouna 3a rpa¢d I’ kaskemo ma je m-0BG0juB YKOIMKO
nocroju ¢ymrumja f: V — {1,...,m} 3a rojy Baxku: aro je {vi,v2} € E,
ouma je f(v1) # f(ve). Kparko peueno, csako Teme ,,60jumo” jeqHOM 01
m 06oja m cycemHa TemMeHa He cMejy Outu obojena mcrtom Oojom. Oso
,2komumpamo”’ momMony moamHOMAa ¥ maeatia Ha ciaemenu HaJuWH.

ITocmaTpamMo mpcTeH moawHOMAa ca n HeompeheHWX, rae je m Opoj ei-
eMeHaTa y CKymy V, ca KOeQuIMjeHTUMa y IO0JbY KOMIUIEKCHUX OpojeBa:
C[Xi,...,X,]. Unmean I uma 3a remepatope monurome X3 —1,..., X3 —1,
KA0 U TOJIUHOME Xi2+X¢Xj+Xj2 3a oHe 1 < ¢ < j < n3axojeje {v,v;} € E.
Ca V(I) o3HAUMMO CKyI CBUX HyJa OBOI HIEAJA, Tj.

V() ={(z1,..-,2n) : f(21,...,2n) =0 3a cBe f €I}.

Hawmwve, nama uneja je na je V(I) # 0 akro je rpad I’ 3-o60jus. Huje Temro
YBEPUTHU Ce 3aI0TO je 0BO TauHo. Haume, yroawko je (z1,...,zn) € V(I),
OHJA HajIpe UMaMo Ia je z? = 13a cBe 1, Te je z; jenan og TPU paszmuunra
KOpeHa U3 jeauHulile. 1a Tpu KOpeHa Cy HaM Kao Tpu 0oje. A, yKOJUKO je
zf +2i2; —&-2]2 = 0, omna Mopa OuTH z; # z; — y CyIPOTHOM je zf + 722 —&-2]2 =
322 #0, jep z; # 0, Te cy TeMeHa v; U v; 060jeHa pas3nUUUTAM Gojama.

Ilakie, jeqrHO IITO HAM HENOCTAje je KPUTEPUjyM 3a UCIUTUBAKE Kaaa
je V(I) # 0. Ho, oBre ,yna3u y urpy”’ uUumeHUNa Aa Cy OBO MOJIUHOMU Ca
roepunujerruma y C momro Basku cneneha teopema, kojy sehemo morasum-
BATHU.

Teopema 88. Ako je I <C[Xy,...,X,] ongaje V(I) =0 akko 1 € I.
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Iaxrme, cBe mro Tpeba ma ypamumo je na Habemo penyxoBany 1 pe0-
HepoBy 6a3y G 3a I m ma nmposepumo ga su 1 € G. Hehemo ynazuru y
merashe, ajau oBae Tpeba KOPUCTUTHU lex mopenak.

IIpumep 89. Heka je I' = (V, E), rne je V ={v1,...,vs} n

E= {{Ulva}v {U17U5}7 {1)1,1}6}, {1}2,1)3}, {1}2,1)4}, {UQa ’Ug}, {U?n U4}v {Ug, US}a

{va,vs}, {va, v7}, {vs, v6}, {vs, v7}, {ve, v7}, {vr, vs}}.

Axo mocmarpamo lex mopenak 3a koju je Xj > --- = Xg, nobujamo pemyro-
Bauny ['pebuepoBy 6a3y

G={X1— X7, Xo+ X7+ X5, X3 — X7, Xy — X,
X5+ X7+ Xs, Xo — Xs, X7 + X7 X + X3, X5 — 1}

Kako 1 ¢ G 3armyuyjemo na je matu rpad [' 3-o6ojus. 3ampaBo, MOKEMO
nmahwu u kako ma ra obojumo y Tpu 6oje. Hajupe O6mupamo 60jy 3a vg, jep
ce Xg caMocTaJHO HaJjsa3u y eneMmeHty | pebuepose 6asze. Ilorom Bummmo
aa v4 MOpa mMaTU UCTY O0jy Kao U vg, AOK vy MOpa Outm apyre 0Ooje.
W rako mame. Hauprajre matu rpad um obojute ra raro oBa ['pebuepoBa
ba3a cyrepure. &

Hamomena 90. Y cayuajy ma rpad uma Buine pa3auuutux Oojema, ['peb-
HepoBa 06a3za he OWTM KOMIIMKOBaHMWja W Hehe HaM maTU OBOJUKO JIAKO
HAUYMH Oa TO 00jeme M3BPIIMMO. &

OBuM ce 3aBpIlIaBa MaTepUjaJi 3a APYTU KOJIOKBUjyM.

92



