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Prsten polinoma – pojam i konstrukcija
U kursu Algebre 1 bavili smo se i prstenom polinoma sa jednom

neodre�enom nad komutativnim prstenom sa jedinicom A, tj. prstenom
A[X]. Tada je bilo navedeno da je to skup svih formalnih izraza
oblika a0 + a1X + · · ·+ anX

n, gde je n ≥ 0 prirodan broj, a ai elementi
prstena A, a da su operacije onakve kakve znamo iz sredǌe xkole. Uz
dodatak da je a0 + a1X + · · ·+ anX

n = b0 + b1X + · · ·+ bmX
m ako i samo

ako je n = m i ai = bi za sve i.

No, sada �elimo da to ispravimo, tj. da damo stvarnu definiciju
prstena polinoma, a uz to i ǌegovu konstrukciju.

Navedimo najpre definiciju prstena polinoma.

Definicija 1. Neka je A komutativni prsten sa jedinicom. Pod prstenom
polinoma nad prstenom A i neodre�enom X podrazumevamo svaki komutativni
prsten sa jedinicom B koji sadr�i kao svoj potprsten sa jedinicom prsten
A′ izomorfan prstenu A i element X takav da se svaki element iz B mo�e
na jedinstven naqin predstaviti u obliku a′0 + a′1X + · · · + a′nX

n za neko
n ≥ 0 i neke a′i ∈ A′.

Ono xto se odmah mo�emo zapitati posle ove definicije je da
li mo�e postojati vixe prstena polinoma nad prstenom A i neodre-
�enom X. Naravno, odgovor je potvrdan, ali svi oni su me�usobno
izomorfni. Naime, neka su B1 i B2 takvi prsteni koji, redom, sadr�e
potprstene A′1 i A′2 izomorfne prstenu A i elemente Xi ∈ Bi koji se
navode u definiciji. Poxto su A′1 i A

′
2 izomorfni prstenu A, oni su i

me�usobno izomorfni, dakle postoji izomorfizam f : A′1 → A′2. Stoga
mo�emo zadati F : B1 → B2 sa

F (a′0 + a′1X1 + · · ·+ a′nX
n
1 ) : = f(a′0) + f(a′1)X2 + · · ·+ f(a′n)Xn

2

S obzirom da je f izomorfizam, nije texko uveriti se da je i F
izomorfizam.

Dakle, svaka dva prstena polinoma nad prstenom A i neodre�enom
X me�usobno su izomorfna i mo�emo koristiti oznaku A[X] da oz-
naqimo bilo koji od ǌih. No, gore smo pokazali da su svaka dva
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izomorfna ako postoje. A da li uopxte postoji takav objekat? Sada
�emo se u to uveriti.

Primetimo da se u svakom neformalno zadatom polinomu a0+a1X+
· · ·+ anX

n pojavǉuje konaqan niz (a0, a1, . . . , an) pri qemu mo�emo sma-
trati da su sve to elementi iz A. No, razliqitim polinomima odgo-
varaju nizovi razliqite du�ine. Sa AN je prirodno oznaqiti skup
svih nizova (a0, a1, . . . ) elemenata iz A. No, nas ne zanimaju svi takvi
nizovi, no samo nizovi koji su jednaki 0 poqev od nekog qlana. Stoga
posmatramo skup

Aω : = {(a0, a1, a2, . . . ) ∈ AN : (∃n ∈ N)(∀i > n)ai = 0}.

Potrebno je zadati i operacije na skupu Aω. Sabiraǌe se lako zadaje:

(a0, a1, a2, . . . ) + (b0, b1, b2, . . . ) : = (a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, . . . ),

dok je mno�eǌe nexto slo�enije:

(a0, a1, a2, . . . ) · (b0, b1, b2, . . . ) : = (c0, c1, c2, . . . ),

gde je za sve k ≥ 0:
ck : =

∑
i+j=k

aibj .

Poka�imo da je (Aω,+, ·) jedan prsten sa jedinicom.
Provera asocijativnosti sabiraǌa je laka:

((p+ q) + r)n = (p+ q)n + rn = ((pn + qn)) + rn

= (pn + (qn + rn)) = pn + (q + r)n = (p+ (q + r))n.

Nexto je slo�enija provera distributivnosti mno�eǌa u odnosu
na sabiraǌe:

(p · (q + r))n =
∑
i+j=n

pi(q + r)j =
∑
i+j=n

pi(qj + rj)

=
∑
i+j=n

piqj +
∑
i+j=n

pirj = (p · q)n + (p · r)n.

Najslo�enija je provera asocijativnosti mno�eǌa:

((p · q) · r)n =
∑

s+k=n

(p · q)srk =
∑

s+k=n

∑
i+j=s

(piqj)rk

=
∑

i+j+k=n

pi(qjrk) =
∑
i+t=n

pi
∑
j+k=t

qjrk =
∑
i+t=n

pi(q · r)t = (p · (q · r))n.
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Vrlo lako se proverava da su i sabiraǌe i mno�eǌe komutativne
operacije. Sa a za a ∈ A, oznaqavamo niz kome je nulti qlan jednak a,
a svi ostali jednaki 0(= 0A):

a := (a, 0, 0, . . . ).

Uz qiǌenicu da je 1A · p = p · 1A za svako p ∈ Aω, gde smo sa 1A oz-
naqili jedinicu u prstenu A, dobijamo da je zaista (Aω,+, ·) jedan
komutativan prsten sa jedinicom, gde je 1Aω = 1A.

Oznaqimo sa X element (0, 1, 0, . . . ). Dakle, X je niz elemenata iz
Aω takav da je

Xk =

{
1, k = 1

0,inaqe.

Tada je

(X2)k =
∑
i+j=k

XiXj =

{
1, k = 2

0,inaqe.

Indukcijom se mo�e dobiti da je za n ≥ 1

(Xn)k =

{
1, k = n

0,inaqe.

Podsetimo se da smo za a ∈ A oznaqili sa a niz (a, 0, 0, . . . ). Tada je

(a ·Xn)k =
∑
i+j=k

ai(X
n)j = a(Xn)k =

{
a, k = n

0,inaqe.

Dakle, a ·Xn = (0, . . . , 0, a, 0, . . . ), gde se element a nalazi na poziciji n
(dakle na n+ 1om mestu, poxto indeksi poqiǌu sa 0).

Sada mo�emo videti kako se mo�e izraziti proizvoǉni element iz
Aω. Naime, svaki element p ∈ Aω je oblika p = (a0, . . . , an, 0, . . . ) za
neki n ≥ 0 i ai ∈ A. Tada dobijamo

p = (a0, . . . , an, 0, . . . )

= (a0, 0, . . . ) + (0, a1, 0, . . . ) + · · ·+ (0, . . . , 0, an, 0, . . . )

= a0 + a1X + · · ·+ anX
n.

Naravno, umesto ai ·Xi pisali smo kra�e aiXi. Ukoliko je

a0 + a1X + · · ·+ anX
n = b0 + b1X + · · ·+ bmX

m,

onda je zapravo

(a0, a1, . . . , an, 0, . . . ) = (b0, b1, . . . , bm, 0, . . . ),
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te sledi da je n = m i ai = bi za sve i.

Primetimo da va�e slede�e jednakosti:

a+ b = a+ b a · b = a · b.
Iz ovih jednakosti mo�emo zakǉuqiti da je sa f(a) : = a zadat jedan
homomorfizam prstena f : A → Aω, koji je ,,1–1” i stoga uspostavǉa
izomorfizam izme�u A i ǌegove slike A′ = {a : a ∈ Aω}. Na osnovu
svega dobijenog mo�emo zakǉuqiti da Aω zaista zadovoǉava sve uslove
koji se zahtevaju od prstena polinoma nad prstenom A sa neodre�enom
X. Time smo pokazali da za svaki komutativni prsten sa jedinicom
A zaista postoji prsten polinoma A[X] nad tim prstenom i sa neodre-
�enom X.

Mi �emo se u daǉem uglavnom baviti prstenom polinoma nad nekim
poǉem. No, ne�emo se fokusirati samo na jednu neodre�enu. Neka je
K neko poǉe. Ukoliko za A uzmemo prsten K[X], onda imamo i prsten
A[Y ], gde je Y nova neodre�ena. Tako se i dobija prsten polinoma sa
dve neodre�ene: K[X,Y ] : = K[X][Y ]. Jasno je da rekurzijom mo�emo
zadati prsten K[X1, . . . , Xn] za ma koje n ≥ 1.

Euklidsko deǉeǌe

Ukoliko je 0 6= a(X) = a0 + a1X + · · · + anX
n ∈ K[X] i an 6= 0, tada

ka�emo da je polinom a(X) stepena n i to pixemo ovako deg(a(X)) = n.
Kako je proizvod nenula elemenata u poǉu tako�e nenula element, ako
su polinomi a(X) i b(X) razliqiti od 0, onda je deg(a(X) · b(X)) =
deg(a(X)) + deg(b(X)). No, pogodno je imati ovu jednakost qak i ako je
jedan od polinoma jednak 0. Stoga uvodimo da je deg(0) : = −∞, pri
qemu smatramo da je n + (−∞) = (−∞) + n = −∞ = (−∞) + (−∞). Ova
konvencija nam malo skra�uje zapis nekih rezultata.

Formuliximo odmah teoremu o deǉeǌu sa ostatkom, tj. o Euklid-
skom deǉeǌu.

Teorema 2. Neka je K poǉe, a(X) ∈ K[X], b(X) ∈ K[X] \ {0}. Tada postoje
i jedinstveno su odre�eni polinomi q(X), r(X) ∈ K[X] za koje va�i

a(X) = q(X)b(X) + r(X), deg(r(X)) < deg(b(X)).

Dokaz. Doka�imo najpre egzistenciju polinoma q(X) i r(X). Dokaz
izvodimo indukcijom po deg(a(X)).

Ako je deg(a(X)) < deg(b(X)), onda mo�emo uzeti da je q(X) = 0 i
r(X) = a(X): a(X) = 0 · b(X) + a(X) i deg(a(X)) < deg(b(X)).

Pretpostavimo da n = deg(a(X)) ≥ deg(b(X)) i da je tvr�eǌe taqno
za sve polinome stepena maǌeg od n. Tada je a(X) = anX

n+· · ·+a1X+a0,
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a b(X) = bmX
m + · · · + b1X + b0, pri qemu je n ≥ m. Znamo kako se

deǉeǌe izvodi: porede se anX
n i bmX

m i prvi qlan u koliqniku
je zapravo an

bm
Xn−m. Hajde da uvedemo oznake koje �e nam koristiti i

kasnije. Vode�i monom u polinomu a(X) je anXn i to zapisujemo ovako:
LM(a(X)) = anX

n, ili jox kra�e: LM(a) = anX
n. Vode�i koeficijent

je an i to zapisujemo ovako: LC(a) = an. Sliqno je LM(b) = bmX
m i

LC(b) = bm. Sada formiramo novi polinom a1(X), kra�e a1, sa:

a1 : = a− LM(a)

LM(b)
b.

Ovo se mo�e zapisati i ovako:

a
b−→ a1,

i to nam je prvi primer redukcije polinoma. Polinom a redukujemo
(svodimo) na polinom a1 pomo�u polinoma b.

U svakom sluqaju, kako smo na ovaj naqin eliminisali vode�i
monom iz polinoma a, dobijamo da je deg(a1) < deg(a) i prema induk-
tivnoj hipotezi, postoje polinomi q1 i r1 za koje je

a1 = q1 · b+ r1, deg(r1) < deg(b).

Tada je i
a = q · b+ r,

ako je q = LM(a)
LM(b) + q1, a r = r1. Ovim smo dokazali egzistenciju

tra�enih polinoma.

Doka�imo sada jedinstvenost ovih polinoma. Pretpostavimo da
postoje i polinomi q1, r1 za koje va�i

a = q1b+ r1, deg(r1) < deg(b).

Dakle
qb+ r = q1b+ r1,

pa je
(q − q1)b = r − r1.

Ukoliko je q 6= q1, tj. q − q1 6= 0, dobijamo da je

deg(r − r1) = deg((q − q1)b) = deg(q − q1) + deg(b) ≥ deg(b),

xto je nemogu�e jer je

deg(r − r1) 6 max{deg(r),deg(r1)} < deg(b).

Zakǉuqujemo da mora biti q = q1, no tada sledi da je i r = r1, qime
smo dokazali da su polinomi q i r jedinstveno odre�eni. �

Slede�a posledica je dobro poznata.
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Posledica 3. Neka je K poǉe i a(X) ∈ K[X]\{0}. Tada u K polinom a(X)
ima najvixe deg(a(X)) nula.

Dokaz. Najjednostavnije je ovo dokazati indukcijom po stepenu poli-
noma. Za bazu indukcije je dovoǉno konstatovati da nenula polinom
stepena 0, dakle konstanta razliqita od nule, nema naravno nijednu
nulu.

Pretpostavimo stoga da je tvr�eǌe taqno za sve polinome stepena
maǌeg od n > 0 i neka je a(X) polinom stepena n. Ukoliko on nema
nula, nemamo xta da dokazujemo. Ukoliko je α ∈ K jedna nula poli-
noma a(X), onda podelimo polinom a(X) polinomom X − α. Dobijamo
da je

a(X) = q(X)(X − α) + r(X), deg(r(X)) < deg(X − α) = 1.

Dakle, r(X) = r0 ∈ K. Dobijamo:

0 = a(α) = q(α)(α− α) + r0 = r0.

Prema tome a(X) = q(X)(X − α). Dobili smo rezultat koji zapravo
znamo jox iz sredǌe xkole kao Bezuov stav: neki element α je nula
polinoma a(X) akko i samo ako (X−α) | a(X) (pa�ǉivi qitalac sigurno
prime�uje da smo ovde dokazali samo jedan smer, ali se drugi smer
naravno vrlo lako pokazuje). Ukoliko je β ∈ K nula polinoma a(X)
dobijamo da je

q(α)(β − α) = 0.

S obzirom da je K poǉe, sledi da je q(α) = 0 ili je β = α. Dakle,
svaka nula polinoma a(X) ili je jednaka α ili je nula polinoma q(X).
Kako je deg(a(X)) = deg(q(X)) + 1, po induktivnoj hipotezi imamo da
polinom q(X) ima najvixe n − 1 nulu, pa stoga i polinom a(X) ima
najvixe n nula. �

Primetimo da je ovde veoma va�no da u prstenu koeficijenata
polinoma nema deliteǉa nule, xto je naravno ispuǌeno u sluqaju da
su koeficijenti u poǉu.

Primer 4. Neka je a(X) = X2 + 5X + 6 ∈ Z10[X]. Ovaj polinom, koji je
stepena 2 ima bar tri nule: a(2) = 4 + 10 + 6 = 0, a(3) = 9 + 15 + 6 = 0,
a(7) = 49 + 35 + 6 = 0.

Napomena 5. Naravno da ovde imamo sabiraǌe u prstenu Z10 i da je,
na primer 35 = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

35

. ♦
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Euklidov algoritam u prstenu K[X]

Definicija 6. Neka je K poǉe i a(X) i b(X) polinomi iz K[X] \ {0}.
Najve�i zajedniqki delilac ovih polinoma je bilo koji polinom d(X) ∈
K[X] \ {0} koji zadovoǉava slede�a dva uslova.

1) d(X) | a(X) i d(X) | b(X).

2) Ako je c(X) ∈ K[X] takav da c(X) | a(X) i c(X) | b(X), onda c(X) | d(X).

Dakle, najve�i zajedniqki delilac polinoma nije jedinstveno odre
�en, ako je d(X) najve�i zajedniqki delilac i α ∈ K \ {0}, onda je
i αd(X) najve�i zajedniqki delilac. Da bismo ipak imali jedin-
stvenost, bira�emo za najve�i zajedniqki delilac moniqan polinom.
Koristi�emo oznaku NZD(a(X), b(X)) za moniqan polinom koji je naj-
ve�i zajedniqki delilac polinoma a(X) i b(X). Osim toga, iz defini-
cije nije bax jasno da najve�i zajedniqki delilac uvek postoji.

Slede�a lema je jednostavna i korisna.

Lema 7. Ako je a1(X) = q(X)a2(X) + a3(X), onda polinomi a1(X) i a2(X)
imaju najve�i zajedniqki delilac ako i samo ako polinomi a2(X) i a3(X)
imaju najve�i zajedniqki delilac i va�i jednakost NZD(a1(X), a2(X)) =
NZD(a2(X), a3(X)).

Dokaz. Dovoǉno je pokazati da je skup svih delilaca polinoma a1(X)
i a2(X) jednak skupu svih delilaca polinoma a2(X) i a3(X). No, to je
jasno: ako b(X) | a1(X) i b(X) | a2(X), onda b(X) | (a1(X) − q(X)a2(X)),
tj. b(X) | a3(X). Sliqno, ako b(X) | a2(X) i b(X) | a3(X), onda b(X) |
(q(X)a2(X) + a3(X)), tj. b(X) | a1(X). �

Navedimo sada dobro poznati Euklidov algoritam za nala�eǌe
NZD(a(X), b(X)). On ujedno i pokazuje da za svaka dva nenula poli-
noma postoji najve�i zajedniqki delilac.

(0) a(X) = q(X)b(X) + r(X), −∞ < deg(r(X)) < deg(b(X))

(1) b(X) = q1(X)r(X) + r1(X), −∞ < deg(r1(X)) < deg(r(X))

(2) r(X) = q2(X)r1(X) + r2(X), −∞ < deg(r2(X)) < deg(r1(X))

...

(n− 1) rn−3(X) = qn−1(X)rn−2(X)+rn−1(X),−∞ < deg(rn−1(X)) < deg(rn−2(X))

(n) rn−2(X) = qn(X)rn−1(X)+rn(X), −∞ < deg(rn(X)) < deg(rn−1(X))

(n+ 1) rn−1(X) = qn+1(X)rn(X).
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Dakle, rn(X) je posledǌi nenula ostatak. Vixestrukom primenom
prethodne leme dobijamo

NZD(a(X), b(X)) = NZD(b(X), r(X)) = · · · = NZD(rn−1(X), rn(X)).

No, kako rn(X) | rn−1(X), zakǉuqujemo da je rn(X) najve�i zajedniqki
delilac polinoma a(X) i b(X), te je

NZD(a(X), b(X)) =
1

LC(rn(X))
rn(X).

Rekosmo da �emo birati moniqan polinom, te se stoga pojavǉuje de-
ǉeǌe vode�im koeficijentom polinoma rn(X).

Iz navedenih jednakosti dobijamo:

rn(X) = rn−2(X)− qn(X)rn−1(X)

= rn−2(X)− qn(X)(rn−3(X)− qn−1(X)rn−2(X))

= (−qn(X))rn−3(X) + (1 + qn(X)qn−1(X))rn−2(X).

,,Peǌaǌem” uz taj sistem jednakosti dobijamo da postoje polinomi
u1(X) i v1(X) takvi da je rn(X) = u1(X)a(X) + v1(X)b(X). Deǉeǌem
vode�im koeficijentom polinoma rn(X) dobijamo da postoje polinomi
u(X), v(X) ∈ K[X] takvi da je

NZD(a(X), b(X)) = u(X)a(X) + v(X)b(X). (1)

Ideali se u prstenu K[X], gde je K poǉe, lako opisuju.

Teorema 8. Neka je K poǉe. Tada je svaki ideal u prstenu K[X] glavni, tj.
generisan je jednim elementom.

Dokaz. Neka je I /K[X]. Ukoliko je I = {0}, on je generisan elementom
0 i nemamo xta da dokazujemo. Pretpostavimo da je I 6= {0}.

Doka�imo da je I = 〈µ(X)〉, gde je µ(X) moniqan polinom najmaǌeg
stepena koji se nalazi u I. U tu svrhu, neka je a(X) ∈ I\{0}. Euklidsko
deǉeǌe nam daje

a(X) = q(X)µ(X) + r(X), deg(r(X)) < deg(µ(X)).

No, tada je r(X) = a(X) − q(X)µ(X) ∈ I i ako r(X) ne bi bilo nula
polinom, polinom 1

LC(r(X))r(X) bi bio moniqan polinom maǌeg stepena
od µ(X), koji pripada idealu I, xto protivreqi izboru µ(X). Stoga
je r(X) = 0 i µ(X) | a(X). Prema tome, I ⊆ 〈µ(X)〉, a kako je trivijalno
〈µ(X)〉 ⊆ I, dobijamo da je zaista I = 〈µ(X)〉. �

Primer 9. U prstenu Z[X] postoji ideal koji nije glavni.
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Posmatrajmo ideal I generisan sa dva elementa 2 i X, I = 〈2, X〉.
Oznaka 〈S〉 oznaqava najmaǌi ideal (koji uvek postoji jer je presek
ma koje kolekcije ideala ideal) koji sadr�i skup S; u sluqaju da je
S = {x1, . . . , xn} pixemo 〈x1, . . . , xn〉, umesto 〈{x1, . . . , xn}〉. Ovaj ideal
sigurno nije glavni. Naime, pretpostavimo da je

〈2, X〉 = 〈a(X)〉,

za neki polinom a(X). Kako je 2 ∈ 〈a(X)〉, to mora biti 2 = a(X) · b(X)
za neki polinom b(X). To znaqi da je a(X) konstantan polinom. No, iz
qiǌenice da X ∈ 〈a(X)〉, sledi da a(X) | X, pa mora biti a(X) = 1, ili
a(X) = −1. To bi znaqilo da je 1 = 2p(X) + Xq(X) za neke polinome
p(X), q(X) ∈ Z[X]. No, zamenom 0 umesto X dobijamo da je tada 1 =
2p(0), te bi sledilo da 1

2 ∈ Z. Zakǉuqujemo da navedeni ideal nije
glavni. ♣

U prstenu sa vixe neodre�enih, qak i kada su koeficijenti u poǉu,
nije svaki ideal glavni. Neka

f1(X1, . . . , Xn), . . . , fk(X1, . . . , Xn) ∈ K[X1, . . . , Xn].

Tada je ideal 〈f1, . . . , fk〉, generisan polinomima fi:

〈f1, . . . , fk〉 = {a1f1 + · · ·+ akfk : ai ∈ K[X1, . . . , Xn]}.

Ideal 〈X,Y 〉 / K[X,Y ] nije glavni. U suprotnom, pretpostavimo da je
〈X,Y 〉 = 〈a(X,Y )〉, za neki polinom a(X,Y ). Kako je tada X ∈ a(X,Y ),
to je X = a(X,Y )b(X,Y ) za neki polinom b(X,Y ) ∈ K[X,Y ]. No, to bi
znaqilo da je a(X,Y ) polinom razliqit od nula polinoma u kome se ne
pojavǉuje Y . Na sliqan naqin se dobija da se ne pojavǉuje ni X, te je
a(X,Y ) konstantan polinom koji nije 0. No, tada je to invertibilan
element u prstenu K[X,Y ], te je 〈a(X,Y )〉 = K[X,Y ].

Ono xto jeste taqno je da je svaki ideal u prstenu K[X1, . . . , Xn],
gde je K poǉe, konaqno generisan, tj. za svaki ideal I / K[X1, . . . , Xn],
postoje f1, . . . , fk ∈ I tako da je I = 〈f1, . . . , fk〉. Ovo �emo dokazati
nexto kasnije, sada �emo se pozabaviti pitaǌem kako se odre�uje
generator za 〈f1(X), . . . , fk(X)〉 6= {0} poxto znamo da ovaj ideal jeste
generisan jednim elementom. Ukoliko je me�u polinomima fi neki nula
polinom, ǌega mo�emo izbaciti bez posledica iz skupa generatora te
�emo u daǉem pretpostaviti da su svi razliqiti od nule.

Pojam najve�eg zajedniqkog delioca vixe od dva polinoma defini-
xe se na analogni naqin: to je polinom koji deli sve ǌih, a i deǉiv
je svakim polinomom koji ih deli. Napixite definiciju u ’duhu’
definicije za dva polinoma. Razmislite i zaxto za konaqan skup
polinoma iz K[X] postoji ǌihov najve�i zajedniqki delilac.

Stav 10. Neka je K poǉe i f1(X), . . . , fk(X) ∈ K[X] \ {0}. Tada je

〈f1(X), . . . , fk(X)〉 = 〈NZD(f1(X), . . . , fk(X)〉.
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Dokaz. Nije texko dokazati (doka�ite to za ve�bu) da je

NZD(f1(X), . . . , fk−1(X), fk(X)) = NZD(NZD(f1(X), . . . , fk−1(X)), fk(X)),

za k ≥ 2 i proizvoǉne polinome fi(X) ∈ K[X] \ {0}. Iz jednakosti
(1) zakǉuquje se da najve�i zajedniqki delilac svaka dva polinoma
pripada idealu koji ti polinomi generixu. Stoga se indukcijom mo�e
dokazati da

NZD(f1(X), . . . , fk−1(X), fk(X)) ∈ 〈f1(X), . . . , fk(X)〉.

No, kako NZD(f1(X), . . . , fk−1(X), fk(X)) | fi(X), za sve i, dobijamo da,
fi(X) ∈ 〈NZD(f1(X), . . . , fk(X))〉, za sve i, xto i zavrxava dokaz. �

Koliqniqki prsteni (iz Algebre 1)

U daǉem �emo pretpostaviti da su svi ideali sa kojima radimo
pravi, tj. da nisu jednaki celom prstenu.

Definicija 11. Neka je I / A. Na A definixemo relaciju kongruencije po
modulu I sa:

a ≡ b (mod I) akko a− b ∈ I.

Proverimo da je ova relacija zaista kongruencija.

Refleksivnost. Kako je a − a = 0 ∈ I, to je zaista a ≡ a (mod I) za sve
a ∈ A.

Simetriqnost. Neka je a ≡ b(mod I). To znaqi da a−b ∈ I, no, mno�eǌem
sa (−1) dobijamo da b− a = (−1)(a− b) pripada I, pa je b ≡ a(mod I).

Tranzitivnost. Neka je a ≡ b(mod I) i b ≡ c(mod I). Dakle, a − b ∈ I i
b− c ∈ I. No, tada je i

a− c = (a− b) + (b− c) ∈ I,

te je a ≡ c(mod I).

Slagaǌe sa +. Neka je a ≡ a′(mod I) i b ≡ b′(mod I). Dakle, a− a′ ∈ I i
b− b′ ∈ I. Dobijamo da je

(a+ b)− (a′ + b′) = (a− a′) + (b− b′) ∈ I.

Slagaǌe sa ·. Neka je a ≡ a′(mod I) i b ≡ b′(mod I). Dakle, a − a′ ∈ I i
b− b′ ∈ I. Dobijamo da je

a · b− a′ · b′ = (a · b− a′ · b) + (a′ · b− a′ · b′) = (a− a′) · b+ a′ · (b− b′) ∈ I.
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Primetimo da je klasa ekvivalencije elementa a zapravo skup

a+ I = {a+ x : x ∈ I}.

Skup klasa ekvivalencije oznaqavamo sa A/I. Na osnovu prethodnog
dobijamo da je struktura (A/I,+, ·) jedan komutativan prsten sa je-
dinicom gde su operacije + i · definisane sa:

(a+ I) + (b+ I) := (a+ b) + I, (a+ I) · (b+ I) := (a · b) + I.

Naravno da neke od ovih zagrada ne�emo uvek zapisivati. Prsten A/I
naziva se koliqniqki prsten prstena A po idealu I.

Kao i u sluqaju grupa, va�e i teoreme o izomorfizmima za prstene.
Navodimo samo jednu.

Teorema 12. (Osnovna teorema o izomorfizmu za prstene) Neka je f : A→ B
homomorfizam komutativnih prstena sa jedinicom. Tada je

f̃ : A/Ker(f)→ Im(f)

zadato sa:
f̃(a+ Ker(f)) := f(a)

izomorfizam komutativnih prstena sa jedinicom.

Dokaz. Proverimo najpre da je f̃ dobro definisano. U tu svrhu, neka
je a+Ker(f) = b+Ker(f). To znaqi da a−b ∈ Ker(f), tj. da je f(a) = f(b).
Zakǉuqujemo da je f̃ zaista dobro definisano.

Proverimo da je f̃ homomorfizam.

f̃((a+ Ker(f)) + (b+ Ker(f))) = f̃((a+ b) + Ker(f)) = f(a+ b) =

= f(a) + f(b) = f̃(a+ Ker(f)) + f̃(b+ Ker(f)).

f̃((a+ Ker(f)) · (b+ Ker(f))) = f̃((a · b) + Ker(f)) = f(a · b) =

= f(a) · f(b) = f̃(a+ Ker(f)) · f̃(b+ Ker(f)).

Jasno je da je f̃ ,,na”. Ostaje da se proveri da je f̃ ,,1–1”.

f̃(a+ Ker(f)) = f̃(b+ Ker(f)) =⇒ f(a) = f(b)

=⇒ f(a− b) = 0

=⇒ a− b ∈ Ker(f)

=⇒ a+ Ker(f) = b+ Ker(f).

Proverimo jox i da f̃ slika jedinicu prstena u jedinicu prstena:

f̃(1A + Ker(f)) = f(1A) = 1B .

Zakǉuqujemo da je f̃ zaista jedan izomorfizam komutativnih prstena
sa jedinicom. �
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Primer 13. Neka je I / A. Tada je p : A→ A/I jedan epimorfizam. ♣

Primer 14. Za sve n ≥ 1 va�i: Z/nZ ∼= Zn.

Homomorfizam ρn : Z → Zn, dat ranije, je ,,na”, a osim toga Ker(ρn) =
nZ, te rezultat sledi. ♣

Direktan proizvod prstena; Kineska teorema
o ostacima

Va�na konstrukcija je i direktan proizvod prstena. Ona je nave-
dena u slede�oj definiciji.

Definicija 15. Neka su (A1,+
1, ·1), . . . , (An,+

n, ·n) komutativni prsteni
sa jedinicom. Na Dekartovom proizvodu

A = A1 × · · · ×An,

zadajemo strukturu komutativnog prstena sa jedinicom sa:

(a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn) := (a1 +1 b1, . . . , an +n bn)

(a1, . . . , an) · (b1, . . . , bn) := (a1 ·1 b1, . . . , an ·n bn)

Primetimo da je 0A = (0A1 , . . . , 0An) i 1A = (1A1 , . . . , 1An).

Iskoristimo konstrukciju direktnog proizvoda za dobijaǌe nekih
novih zanimǉivih primera.

Primer 16. Posmatrajmo polinom f(X) = X2+(5, 5)X+(6, 6) ∈ (Z×Z)[X].
On ima slede�e qetiri nule: (−2,−2), (−2,−3), (−3,−2), (−3,−3) xto se
mo�e lako proveriti. Na primer:

(−2,−3)2 + (5, 5)(−2,−3) + (6, 6)

= (4, 9) + (−10,−15) + (6, 6) = (0, 0) = 0Z×Z ♣

Primer 17. Dodatnom modifikacijom prethodnog primera mo�emo dobiti
polinom stepena 2 koji ima beskonaqno mnogo nula. Posmatrajmo polinom:
g(X) = (1, 0)X2 + (5, 0)X + (6, 0) ∈ (Z×Z)[X]. Lako je proveriti da je svaki
element oblika (−2,m) ∈ Z× Z nula ovog polinoma:

(1, 0)(−2,m)2 + (5, 0)(−2,m) + (6, 0)

= (1, 0)(4,m2) + (−10, 0) + (6, 0) = (4, 0) + (−10, 0) + (6, 0) = (0, 0). ♣

Ovaj stav i ǌegovu posledicu smo imali u Algebri 1.
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Stav 18. Neka sum1, . . . ,mn pozitivni celi brojevi za koje je: NZD(mi,mj) =
1 za sve i 6= j. Tada je

Z/
(m1 · · ·mn)Z

∼= Z/
m1Z

× · · · × Z/
mnZ

.

Posledica 19. (Kineska teorema o ostacima) Neka su m1, . . . ,mn pozi-
tivni celi brojevi koji su par po par uzajamno prosti i x1, . . . , xn proizvoǉni
celi brojevi. Tada postoji ceo broj x takav da je

x ≡ x1 (mod m1)

x ≡ x2 (mod m2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

x ≡ xn (mod mn)

Ako je x′ neki drugi ceo broj koji zadovoǉava navedeni sistem kongruencija,
onda je

x ≡ x′ (mod m1 · · ·mn).

U proizvoǉnom prstenu mogu�e je formulisati Kinesku teoremu o
ostacima. Potrebna nam je najpre jedna definicija.

Definicija 20. Ideali I i J komutativnog prstena sa jedinicom A su
koprosti (ili uzajamno prosti) ukoliko je I + J = A.

Primetimo da su u Z ideali 〈m〉 i 〈n〉 koprosti akko su m i n
uzajamno prosti. Otud i terminologija.

Stav 21. Za koproste ideale I i J va�i slede�a jednakost: I · J = I ∩ J .

Dokaz. Uvek je I · J ⊆ I ∩ J . Naime, ako je a ∈ I i b ∈ J , onda a · b ∈ I
poxto a ∈ I, a a · b ∈ J , jer b ∈ J . Odatle sledi da i suma takvih
proizvoda le�i u idealu I ∩ J . Dakle, potrebno je dokazati samo
obratnu inkluziju. Kako su I i J koprosti, to postoje x ∈ I i y ∈ J
tako da va�i x+ y = 1. Neka je z ∈ I ∩ J proizvoǉan element. Tada je

z = z · 1 = z · (x+ y) = z · x+ z · y.

Kako x ∈ I i z ∈ J , to je z ·x ∈ I ·J (radimo sa komutativnim prstenima,
pa je z · x = x · z). Tako�e i z · y ∈ I · J , pa zakǉuqujemo da i z pripada
proizvodu I · J . �

U Z va�i: 〈m〉·〈n〉 = 〈m·n〉, a 〈m〉∩〈n〉 = 〈NZS(m,n)〉. Jednakost va�i
ukoliko su m i n uzajamno prosti, sasvim u skladu sa ovim stavom.

Lema 22. Neka su ideali I i J koprosti, kao i ideali I i K. Tada su i
ideali I i J ·K koprosti.
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Dokaz. Kako su I i J koprosti, tj. I + J = A, to postoje x1 ∈ I i y ∈ J
takvi da je x1 + y = 1. Sliqno, kako su I i K koprosti, postoje x2 ∈ I
i z ∈ K takvi da je x2 + z = 1. Mno�eǌem ove dve jednakosti dobijamo
(x1 + y) · (x2 + z) = 1, tj.

x1x2 + x1z + yx2 + yz = 1.

No, kako xi ∈ I, to x1x2, x1z, yx2 ∈ I, te i x1x2 + x1z + yx2 ∈ I, dok iz
y ∈ J , z ∈ K, sledi da yz ∈ J ·K. Dakle,

1 = x1x2 + x1z + yx2︸ ︷︷ ︸
∈I

+ yz︸︷︷︸
∈J·K

∈ I + J ·K.

Kako 1 ∈ I + J ·K, to je I + J ·K = A. �

Teorema 23. (Kineska teorema o ostacima) Neka su ideali I1, . . . , In
komutativnog prstena sa jedinicom A par po par uzajamno prosti. Tada va�i
izomorfizam:

A/
(I1 ∩ · · · ∩ In)

∼= A/
I1
× · · · ×A/

In
.

Dokaz. Dokaz je nexto te�i nego u sluqaju prstena celih brojeva.
Posmatramo homomorfizam f : A→ A/I1 × · · · ×A/In definisan sa:

f(x) = (x+ I1, . . . , x+ In).

Nije texko proveriti da je ova funkcija zaista jedan homomorfizam.
Naime:

f(x+ y) = ((x+ y) + I1, . . . , (x+ y) + In)

= ((x+ I1) + (y + I1), . . . , (x+ In) + (y + In))

= (x+ I1, . . . , x+ In) + (y + I1, . . . , y + In)

= f(x) + f(y).

Na sliqan naqin se proverava da je f(x · y) = f(x) · f(y). Tako�e je
f(1A) = (1A + I1, . . . , 1A + In) = (1A/I1

, . . . , 1A/In
) = 1A/I1×···×A/In

.

Jasno je da je jezgro ovog homomorfizma presek svih ideala. Jedino
treba proveriti da je f ,,na”.

Iz leme 22 sledi da je za svako i = 1, n ispuǌeno:

Ii i
∏
j 6=i

Ij su koprosti.

Naravno sa
∏
j 6=i Ij smo oznaqili proizvod svih ideala Ij za j 6= i.

Dakle, za i = 1, n, postoje ai ∈ Ii i bi ∈
∏
j 6=i Ij takvi da je ai+ bi = 1.

To posebno znaqi da je bi ≡ 1(mod Ii) i bi ≡ 0(mod Ij), za sve j 6= i.
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Doka�imo sada da je f ,,na”. Neka je (x1+I1, . . . , xn+In) proizvoǉni
element iz A/I1 × · · · ×A/In. Uoqimo element x = b1x1 + · · ·+ bnxn, gde
su bi prethodno izabrani elementi. Tada je, za sve i:

x = b1x1 + · · ·+ bixi + · · ·+ bnxn ≡ 0 · x1 + · · ·+ 1 · xi + · · ·+ 0 · xn (mod Ii).

Dakle, za sve i = 1, n: x ≡ xi (mod Ii), a to upravo znaqi da je

f(x) = (x1 + I1, . . . , xn + In).

Zakǉuqujemo da je f zaista ,,na”. �

Kako je I · J = I ∩ J za koproste I, J , indukcijom se mo�e pokazati
da je za par po par koprostih I1, . . . , In: I1 ∩ · · · ∩ In = I1 · · · In. Dakle,
u tom sluqaju imamo da je A/I1 · · · In

∼= A/I1 × · · · × In.

Prosti i maksimalni ideali

Zapoqnimo ovu temu slede�im stavom.

Stav 24. Neka je A komutativan prsten sa jedinicom i P / A (P 6= A).
Slede�i uslovi su ekvivalentni.

1. Za I, J / A va�i: ako je I · J ⊆ P , onda je I ⊆ P ili je J ⊆ P .

2. Za a, b ∈ A va�i: ako ab ∈ P , onda a ∈ P ili b ∈ P .

3. Prsten A/P je oblast celih (domen).

Dokaz. Podsetimo se najpre da se oblast celih definixe kao komu-
tativan prsten sa jedinicom u kome nema pravih deliteǉa nule, tj. u
kome va�i: ako je ab = 0, onda je a = 0 ili b = 0.

1 =⇒ 2. Uoqimo ideale I = 〈a〉, J = 〈b〉. Kako je I · J = 〈ab〉 i ab ∈ P , to
I · J ⊆ P . Na osnovu 1. sledi da I ⊆ P , ili J ⊆ P , tj. a ∈ P , ili b ∈ P .

2 =⇒ 3. Pretpostavimo da za elemente x, y ∈ A/P va�i: xy = 0A/P .
Naravno, 0A/P = P . Kako su x i y elementi iz koliqniqkog prstena,
to postoje a, b ∈ A takvi da je x = a + P i y = b + P i da va�i:
(a+P )(b+P ) = P . Ova jednakost se svodi na ab+P = P , tj. na ab ∈ P .
Na osnovu 2. dobijamo da a ∈ P , ili b ∈ P , odnosno a + P = P ili
b+ P = P , tj. x = 0A/P , ili y = 0A/P .

3 =⇒ 1. Neka su ideali I, J prstena A takvi da je I · J ⊆ P , a da I 6⊆ P
i J 6⊆ P . To znaqi da postoji a ∈ I \P i b ∈ J \P . No, ab ∈ I · J ⊆ P , pa
je (a + P )(b + P ) = ab + P = P . Kako je A/P oblast celih, sledi da je
a+ P = P , ili b+ P = P , odnosno a ∈ P ili b ∈ P . Ova kontradikcija
zavrxava dokaz. �
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Definicija 25. Ideal P /A je prost ukoliko ispuǌava neko od prethodna
tri ekvivalentna svojstva.

Primer 26. Ideal 〈2, 1−
√
−5〉 / Z[

√
−5] je prost ideal.

Poka�imo da je Z[
√
−5]/〈2, 1−

√
−5〉 ∼= Z2. Pre svega,

Z
[√
−5
]

:= {p(
√
−5) : p ∈ Z[X]}.

No, nije texko uveriti se da iz definicije sledi da je

Z
[√
−5
]

= {m+ n
√
−5 : m,n ∈ Z}.

Definiximo preslikavaǌe f : Z[
√
−5]→ Z2 sa:

f(m+ n
√
−5) = ρ(m+ n, 2).

Poka�imo da je ovo preslikavaǌe homomorfizam prstena.

f((m+ n
√
−5) + (r + s

√
−5)) = f((m+ n) + (r + s)

√
−5)

= ρ((m+n)+(r+s), 2) = ρ(m+n, 2)+2ρ(r+s, 2) = f(m+n
√
−5)+2f(r+s

√
−5).

f((m+ n
√
−5)(r + s

√
−5)) = f(mr − 5ns+ (ms+ nr)

√
−5)

= ρ(mr − 5ns+ms+ nr, 2) = ρ(mr + ns+ms+ nr, 2) = ρ((m+ n)(r + 2), 2)

= ρ(m+ n, 2) ·2 ρ(r + s, 2) = f(m+ n
√
−5) ·2 f(r + s

√
−5).

Naravno, f(1) = 1. Jasno je da je f ,,na”. Treba odrediti jezgro ovog
homomorfizma. No, m+ n

√
−5 ∈ Ker f akko 2 | (m+ n). No,

m+ n
√
−5 = m− n(−

√
−5) = m− n(1−

√
−5− 1) = (m+ n)− n(1−

√
−5).

Stoga, ako je m + n paran broj, onda je m + n = 2t za neko t ∈ Z i
na osnovu gorǌe jednakosti m + n

√
−5 ∈ 〈2, 1 −

√
−5〉. Obratno, ako

m+ n
√
−5 ∈ 〈2, 1−

√
−5〉, onda je

m+ n
√
−5 = (a+ b

√
−5) · 2 + (c+ d

√
−5) · (1−

√
−5)

= 2a+ 2b
√
−5 + c− c

√
−5 + d

√
−5 + 5d = (2a+ c+ 5d) + (2b− c+ d)

√
−5,

za neke a, b, c, d ∈ Z. Tada je

m+ n = 2a+ c+ 5d+ 2b− c+ d = 2a+ 2b+ 6d,

pa je m+n paran broj. Dobili smo da je Ker f = 〈2, 1−
√
−5〉 i na osnovu

teoreme o izomorfizmu prstena dobijamo tra�eni izomorfizam. Kako
je Z2 oblast celih, zakǉuqujemo da je ideal 〈2, 1−

√
−5〉 prost. ♣

Primetimo da, ukoliko je P prost ideal, a a1, . . . , an ∈ A, onda iz
a1 · · · an ∈ P sledi da ai ∈ P za neko i ∈ {1, . . . , n} ( xto se lako dokazuje
indukcijom po n).

Pre�imo sada na pojam maksimalnog ideala.
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Definicija 27. Ideal M prstena A je maksimalan, ukoliko ne postoji
ideal I prstena A za koji va�i: M ⊂ I ⊂ A.

Dakle, maksimalan ideal je pravi ideal za koji ne postoji pravi
ideal, razliqit od ǌega, koji ga sadr�i kao svoj podskup.

Stav 28. Neka je M pravi ideal prstena A. Tada je M maksimalan ideal
ako i samo ako je A/M poǉe.

Dokaz. Pretpostavimo da je M maksimalan ideal i a+M 6= M . Treba
pokazati da a + M ima inverz u prstenu A/M . Posmatramo ideal
〈a〉+M . Kako a 6∈M , to je M pravi podskup od 〈a〉+M . No, s obzirom
da je M maksimalan ideal, mora biti 〈a〉+M = A. To znaqi da postoje
b ∈ A i m ∈ M za koje je ab + m = 1. Dakle, ab − 1 = m ∈ M , pa je
ab+M = 1 +M , te je b+M tra�eni inverz elementa a+M ∈M .

Obratno, pretpostavimo da je A/M poǉe. Neka je M pravi podskup
ideala I. Dakle, postoji a ∈ I \M . Stoga je a+M 6= M u koliqniqkom
prstenu A/M . Kako je ovaj prsten po pretpostavci poǉe, to postoji
b ∈M tako da je (a+M)(b+M) = 1 +M , odnosno, ab− 1 ∈M . Dakle, za
neko m ∈ M va�i: ab − 1 = m, tj. 1 = ab −m. Kako i a i m pripadaju
idealu I, to i 1 ∈ I, pa mora biti I = A. Zakǉuqujemo da je M zaista
maksimalan ideal u A. �

Napomena 29. Vidimo da iz ovog stava sledi da je svaki maksimalan
ideal ujedno i prost ideal, poxto u poǉu ne postoje pravi deliteǉi
nule. ♦

U osnovnoj xkoli smo nauqili da je prirodan broj prost ukoliko
nema drugih delilaca sem 1 i ǌega samog (ovo tako�e va�i i za broj 1,
ali se on ne smatra prostim brojem). No, u proizvoǉnoj oblasti celih
razlikuje se pojam prostog i nerastavǉivog elementa. Podsetimo se
da sa U(A) oznaqavamo skup svih invertibilnih elemenata u prstenu
A.

Definicija 30. Neka je A oblast celih. Element p ∈ A \ (U(A) ∪ {0}) je

• prost, ukoliko za a, b ∈ A va�i: ako p | ab, onda p | a, ili p | b;

• nerastavǉiv (atom) ukoliko za a, b ∈ A va�i: ako je p = ab, onda je
a ∈ U(A), ili b ∈ U(A).

Veza izme�u prostih i nerastavǉivih elemenata u proizvoǉnom
prstenu data je slede�im stavom.

Stav 31. Neka je A domen. Tada je svaki prost element u A nerastavǉiv.

Dokaz. Pretpostavimo da je p prost i da je p = ab. Posebno to znaqi
da p deli proizvod ab. Kako je p prost, to p | a, ili p | b. Neka, na
primer, p | a. To znaqi da postoji c ∈ A za koji je a = pc. Kako je
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p = ab, to je p = pcb, tj. p(1− cb) = 0, pa mora biti 1− cb = 0, poxto je
A oblast celih. Dakle, cb = 1, te je element b invertibilan. �

U proizvoǉnom domenu, prosti i nerastavǉivi elementi se raz-
likuju. Razmotrimo slede�i primer.

Primer 32. U prstenu Z
[√
−5
]
element 3 je nerastavǉiv, ali nije prost.

Uverimo se najpre da je 3 nerastavǉiv. Pretpostavimo da je 3 = uv.
Uvedimo oznaku N(z) := zz, za z ∈ Z

[√
−5
]
(naravno da je N(z) kvadrat

modula kompleksnog broja z). Jasno je da je N(z1z2) = N(z1)N(z2) za
sve z1, z2. Dobijamo da je N(3) = N(u)N(v), odnosno 9 = N(u)N(v).
Ovo je faktorizacija prirodnog broja 9 u skupu prirodnih brojeva,
to imamo dve mogu�nosti:

1) jedan od N(u), N(v) jednak je 1, a drugi 9;

2) N(u) = N(v) = 3.
1) Pretpostavimo, na primer, da je N(u) = 1. Ukoliko je u =

a+b
√
−5, dobijamo da je 1 = N(u) = uu = (a+b

√
−5)(a−b

√
−5) = a2+5b2.

S obzirom da a, b ∈ Z, ovo je mogu�e jedino ako je b = 0 i a ∈ {−1, 1}, tj.
u ∈ {−1, 1}, te sledi da je u invertibilan (bilo bi dobro da qitaoci
sami poka�u, za ve�bu, da je U

(
Z
[√
−5
])

= {−1, 1} koriste�i funkciju
N).

2) Postupamo na sliqan naqin. Ukoliko je u = a+ b
√
−5, dobijamo

da je 3 = N(u) = a2 + 5b2. S obzirom da a, b ∈ Z, mora biti b = 0 i
dobijamo da je 3 = a2, za neko a ∈ Z. Ovo naravno nije mogu�e, te
zakǉuqujemo da se sluqaj 2) i ne pojavǉuje.

Dakle, iz qiǌenice da je 3 = uv, dobijamo da je jedan od faktora
invertibilan, a to zapravo znaqi da je 3 nerastavǉiv.

Ostaje da poka�emo da 3 nije prost. Posmatrajmo faktorizaciju
broja 9 u Z

[√
−5
]
:

9 = (2 +
√
−5)(2−

√
−5).

Kako je 9 = 3 · 3, to
3 | (2 +

√
−5)(2−

√
−5).

Poka�imo da 3 ne deli nijedan od ovih faktora. Iz te qiǌenice �e
slediti da 3 nije prost.

Neka 3 | (2 +
√
−5) (analogno se razmatra i drugi sluqaj). Dakle,

za neki element u ∈ Z
[√
−5
]
:

3 · u = 2 +
√
−5.

Primenom funkcije N dobijamo

9 ·N(u) = 9.

Dobijamo da je N(u) = 1, te je u ∈ {−1, 1}, tj. 3 = 2 +
√
−5, ili

3 = −(2 +
√
−5). Ova kontradikcija nam pokazuje da 3 ne deli 2 +

√
−5,

tj. 3 zaista nije prost. ♣
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Napomena 33. Primetimo da jednakost 3 · 3 = (2 +
√
−5)(2−

√
−5) daje

dve razliqite faktorizacije broja 9 u proizvod nerastavǉivih. To
je nexto sa qime se nismo sreli u sluqaju celih brojeva. Vixe �emo
o ovome re�i u narednim predavaǌima. ♦

Slede�i stav je pomalo i oqekivan.

Stav 34. Element je prost ako i samo ako je ideal generisan tim elementom
prost ideal.

Dokaz. Neka je p prost element u prstenu A i 〈p〉 ideal generisan tim
elementom. Ukoliko ab ∈ 〈p〉, onda je ab = pc za neki c ∈ A, tj. p | ab.
Kako je element p prost, to p | a, ili p | b, odnosno, a ∈ 〈p〉, ili b ∈ 〈p〉,
te zakǉuqujemo da je 〈p〉 prost ideal.

Obratno, pretpostavimo da je 〈p〉 prost ideal i neka p | ab. To
znaqi da ab ∈ 〈p〉, te sledi da a ∈ 〈p〉, ili b ∈ 〈p〉, odnosno p | a, ili
p | b. �

Napomena 35. Kao xto smo dokazali da 3 nije prost, mo�emo dokazati
da ni 2 nije prost. Stoga ideal 〈2〉 nije prost. No, va�i jednakost

〈2〉 = 〈2, 1−
√
−5〉〈2, 1 +

√
−5〉.

Naime, lako je videti da je da je uvek 〈a, b〉〈c, d〉 = 〈ac, ad, bc, bd〉. Stoga
je

〈2, 1−
√
−5〉〈2, 1 +

√
−5〉 = 〈4, 2 + 2

√
−5, 2− 2

√
−5, 6〉,

no, 2 pripada ovom idealu kao razlika 6− 4, a svi ostali elementi su
umnoxci od 2. Stoga je taj ideal zapravo 〈2〉. Kao xto smo dokazali
da je ideal 〈2, 1 −

√
−5〉 prost ideal, mo�e se dokazati da je to i

ideal 〈2, 1 +
√
−5〉. Dakle, mada ideal 〈2〉 nije prost, on ipak ima

faktorizaciju na proizvod prostih ideala. Zapravo, taqno je, mada
mi ne�emo to ovde dokazivati, da svaki ideal u prstenu Z[

√
−5] ima

jedinstvenu, do na redosled faktora, faktorizaciju u obliku prostih
idela! Prema tome, mada elementi nemaju jedinstvenu faktorizaciju,
prelaskom na ideale dobijamo jedinstvenu faktorizaciju. Posebno to
va�i za glavne ideale. Vidimo sada zaxto nam je korisna aritmetika
ideala. ♦

Veza izme�u nerastavǉivih elemenata i maksimalnih ideala data
je slede�im stavom.

Stav 36. Element a ∈ A je nerastavǉiv ako i samo ako je ideal 〈a〉 maksi-
malan u skupu svih glavnih ideala prstena A.

Dokaz. Pretpostavimo da je a ∈ A nerastavǉiv i neka je 〈a〉 ⊆ 〈b〉.
Treba da poka�emo da je 〈a〉 = 〈b〉 ili 〈b〉 = A. Kako je 〈a〉 ⊆ 〈b〉, to
a ∈ 〈b〉, pa postoji c ∈ A tako da je a = bc. Kako je a nerastavǉiv,
to b ∈ U(A), ili c ∈ U(A). Ukoliko b ∈ U(A), onda je 〈b〉 = A, a ako
c ∈ U(A), onda je 〈a〉 = 〈b〉.
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Obratno, pretpostavimo da je 〈a〉 maksimalan u skupu svih glavnih
ideala prstena A. Neka je a = bc i pretpostavimo da c 6∈ U(A). To
znaqi da je a ∈ 〈b〉, ali da b 6∈ 〈a〉 (zaxto?), tj. da je 〈a〉 pravi podskup
ideala 〈b〉. Kako je 〈a〉 maksimalan u skupu svih glavnih ideala, to
mora biti 〈b〉 = A, tj. postoji c ∈ A tako da je bc = 1, te zakǉuqujemo
da je b invertibilan. �

Maksimalan ideal u svakom komutativnom prstenu sa jedinicom
postoji. Zapravo, va�i slede�a teorema, koju ne�emo dokazivati.

Teorema 37. Neka je I pravi ideal u komutativnom prstenu sa jedinicom A.
Tada postoji maksimalan ideal M za koji je I ⊆M .

Posebno je zanimǉiv sluqaj prstena u kojima postoji taqno jedan
maksimalni ideal.

Stav 38. U komutativnom prstenu sa jedinicom A postoji taqno jedan mak-
simalan ideal ako i samo ako je A \U(A) ideal.

Dokaz. Primetimo da va�i slede�e. Ideal I / A je pravi akko I ne
sadr�i nijedan invertibilan element. Naime, ako je u ∈ I invert-
ibilan element, i a ∈ A proizvoǉan element, onda se u I nalazi i
au−1 · u = a, pa je tada I = A.

Pretpostavimo da u prstenu postoji taqno jedan maksimalan ideal
M . Prema prethodnom je U(A) ⊆ A \M . No, ako postoji a ∈ A \M koji
nije invertibilan, onda je ideal 〈a〉 pravi, pa je prema teoremi 37 〈a〉
sadr�an u nekom maksimalnom, a kako je M jedini takav, to je 〈a〉 ⊆M ,
xto nije mogu�e, jer a 6∈M .

Obratno, neka u prstenu A svi neinvertibilni elementi qine ideal
M : A \U(A) = M . No, tada je i svaki drugi ideal I sadr�an u M , jer
je I ∩ U(A) = ∅, kao xto smo gore primetili. Stoga je M maksimalan
ideal i to jedini takav. �

Definicija 39. Komutativan prsten sa jedinicom u kome postoji taqno
jedan maksimalni ideal naziva se lokalni prsten.

Primer 40. Neka je p ∈ N prost broj. Tada je prsten Z(p) definisan
sa:

Z(p) :=
{a
b

: p - b
}

lokalni.

Treba samo pokazati da neinvertibilni elementi qine ideal. Prime-
timo da a

b ∈ U(Z(p)) akko p - a. Dakle, a
b 6∈ U(Z(p)) akko p | a. No, to up-

ravo znaqi da je skup svih neinvertibilnih elemenata u ovom prstenu
skup svih umno�aka broja p, tj. ideal generisan sa p. ♣

Primer 41. Neka je A zadat sa:

A =

{[
a b
0 a

]
: a, b ∈ Q

}
.
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Pokazati da je A komutativni prsten sa jedinicom u odnosu na mno�eǌe
i sabiraǌe matrica i da je A primer lokalnog prstena.

Nije texko proveriti da je A komutativan prsten sa jedinicom, kao i
da je matrica iz [ a b0 a ] ∈ A invertibilna akko je a 6= 0. Dakle,

A \U(A) =

{[
0 b
0 0

]
: b ∈ Q

}
.

No,〈[
0 1
0 0

]〉
=

{[
a b
0 a

] [
0 1
0 0

]
: a, b ∈ Q

}
=

{[
0 a
0 0

]
: a, b ∈ Q

}
= A \U(A).

Dakle, neinvertibilni elementi qine glavni ideal generisan matri-
com [ 0 1

0 0 ]. ♣

Neterini prsteni

Kao xto smo ve� videli, prsten polinoma sa n neodre�enih mo�e
se rekurzivno zadati na slede�i naqin:

K[X1, . . . , Xn] : = K[X1, . . . , Xn−1][Xn].

Prsten polinoma sa vixe neodre�enih, qak i ako je nad poǉem, nema
vixe onoliko pravilnosti koliko ima prsten polinoma sa jednom neo-
dre�enom. No, mada u prstenu polinoma sa vixe neodre�enih nad po-
ǉem nije svaki ideal glavni, ipak je svaki ideal konaqno generisan.
Da bismo to pokazali, koristan nam je slede�i stav.

Stav 42. Neka je A komutativan prsten sa jedinicom. Tada su slede�i uslovi
ekvivalentni:

(1) Svaki ideal u A je konaqno generisan.

(2) Svaki rastu�i niz ideala u A:

I0 ⊆ I1 ⊆ I2 ⊆ · · ·

je stacionaran, tj. postoji m > 0 tako da je In = Im za sve n > m.

(3) Svaki neprazan skup ideala u A ima maksimalan element.

Dokaz. (1) =⇒ (2). Posmatrajmo uniju ovih ideala:

I =
⋃
j>0

Ij .

Doka�imo da je I ideal u A. Najpre, ako je x ∈ I i a ∈ A, onda x ∈ Ij
za neko j > 0. Kako je Ij ideal u A, zakǉuqujemo da a · x ∈ Ij ⊆ I.
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Ukoliko x, y ∈ I, onda x ∈ Ij1 i y ∈ Ij2 , za neke j1, j2 > 0. Ukoliko
je j = max{j1, j2}, onda x, y ∈ Ij, pa, poxto je Ij ideal, sledi da x+ y ∈
Ij ⊆ I.

Kako je I ideal u A, on je po pretpostavci konaqno generisan, te je

I = 〈x1, . . . , xk〉.

Kako je I unija rastu�eg niza ideala, zakǉuqujemo da je xs ∈ Ijs za
neke js > 0. Ako je m = max{j1, . . . , jk} onda xs ∈ Im za sve s ∈ {1, . . . , k}.
No, to upravo znaqi da je I = Im. Kako je, za n > m:

Im ⊆ In ⊆ I = Im,

dobijamo da je In = Im za sve n > m, kao xto se i tra�ilo.

(2) =⇒ (3). Neka je I neprazan skup ideala prstena A. Pret-
postavimo da on nema maksimalan element. Neka je I0 ∈ I ma koji
ideal iz I. Kako u I ne postoji maksimalan element, to u I postoji I1
za koji je I0 ⊂ I1 (⊂ oznaqava pravi podskup). Kako ni I1 nije maksi-
malan, to postoji I2 ∈ I za koji je I1 ⊂ I2, pa imamo da je I0 ⊂ I1 ⊂ I2.
Ni, I2 nije maksimalan, pa postoji I3 ∈ I za koji je I2 ⊂ I3. Nas-
tavǉaju�i postupak dobijamo beskonaqan strogo rastu�i niz ideala
I0 ⊂ I1 ⊂ I2 ⊂ · · · , a po (2) to nije mogu�e. Ova kontradikcija nam
pokazuje da u I mora postojati maksimalan element.

(3) =⇒ (1): Pretpostavimo da postoji ideal I /A, koji nije konaqno
generisan. Neka je I = {J / A : J ⊆ I, J jeste konaqno generisan}. Na
osnovu (3), u I postoji maksimalan element Jmax. Imamo da je Jmax 6= I,
jer I nije konaqno generisan, a Jmax. Stoga postoji x ∈ I \Jmax. Tada
je Jmax ⊂ Jmax + 〈x〉 ⊆ I i Jmax + 〈x〉 jeste konaqno generisan. Stoga
je on sadr�an u I, ali je istovremeno i pravi nadskup maksimalnog
elementa Jmax u I, a to, naravno, nije mogu�e. Stoga je svaki ideal u
A konaqno generisan. �

Definicija 43. Za komutativan prsten A ka�emo da je Neterin ako ispu-
ǌava bilo koji od ova tri ekvivalentna uslova.

Primer 44. Neka je A prsten svih neprekidnih funkcija f : [0, 1]→ R,
pri qemu su operacije me�u funkcijama definisane taqka po taqka:

(f + g)(x) : = f(x) + g(x), (f · g)(x) : = f(x) · g(x).

Posmatrajmo niz ideala In = {f ∈ A : (∀x < 1
n )f(x) = 0} (uverite se

da je In ideal u A). Jasno je da je In ⊂ In+1. Naime, kako je 1
n+1 <

1
n ,

jasno je da iz f(x) = 0 za x < 1
n sledi da je f(x) = 0 za x < 1

n+1 , no
funkcija g : [0, 1]→ R definisana sa

g(x) =

{
0, x 6 1

n+1

x− 1
n+1 inaqe,
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pripada In+1, ali ne pripada In, te imamo beskonaqan strogo rastu�i
niz ideala. Dakle, prsten A nije Neterin. ♣

Primer 45. Neka je A = Z + XQ[X] potprsten prstena Q[X], koji se
sastoji od polinoma sa racionalnim koeficijentima, kod kojih je slo-
bodan qlan ceo broj. Ovaj prsten nije Neterin, jer imamo beskonaqan
strogo rastu�i niz ideala: 〈X/2〉 ⊂ 〈X/4〉 ⊂ 〈X/8〉 ⊂ · · · . Naime, ako
bismo imali da X

2n+1 ∈ 〈 X2n 〉 dobili bismo da je X
2n+1 = p(X) · X2n za neki

p(X) ∈ A, no to bi znaqilo da je 1
2 = p(X) ∈ A, xto nije taqno. ♣

Zadatak slede�eg odeǉka �e se sastojati u tome da doka�emo da
prsteni polinoma sa vixe neodre�enih jesu Neterini.

Hilbertova teorema o bazi

Slede�a teorema je od centralnog znaqaja. Iz ǌe se lako izvodi
qiǌenica da je svaki ideal u prstenu polinoma sa vixe neodre�enih
nad poǉem konaqno generisan, xto je preduslov za postojaǌe razno-
vrsnih algoritama u tom prstenu. Direktan dokaz ove qiǌenice ne bi
bio lakxi od dokaza ove teoreme, zapis bi bio i komplikovaniji.

Teorema 46. (Hilbertova teorema o bazi) Ako je prsten A Neterin, onda je
i prsten A[X] Neterin.

Dokaz. Neka je I ideal u prstenu A[X]. Definiximo ideal In u
prstenu A sa:

In : =
{
an ∈ A : (∃a(X) ∈ A[X])

(
deg a(X) = n i LC(a(X)) = an

)}
∪
{

0
}
.

Kratko: u In se nalaze vode�i koeficijenti svih polinoma stepena n
koji se nalaze u idealu I, a osim ǌih je tu i 0 (nula nam je neophodna
da bismo imali ideal, a moramo je ovako dodati, jer ona ne mo�e biti
vode�i koeficijent nijednog nenula polinoma).

Doka�imo najpre da je In ideal u A. Neka je an ∈ In i b ∈ A. Ako
je ban = 0, onda svakako ban ∈ In. Ako je ban 6= 0 i ako je a(X) ∈ I
polinom stepena n u I qiji je vode�i koeficijent an, onda je ba(X)
polinom stepena n u I qiji je vode�i koeficijent ban, pa zakǉuqujemo
da ban ∈ In.

Ukoliko an, bn ∈ In, neka su a(X), b(X) polinomi stepena n iz I,
takvi da je LC(a(X)) = an, a LC(b(X)) = bn. Ako je an + bn = 0, onda
je jasno da an + bn pripada In. U suprotnom, polinom a(X) + b(X) je
polinom stepena n iz I (jer je I ideal) qiji je vode�i koeficijent
an + bn, te an + bn ∈ In.

Nije texko dokazati da je In ⊆ In+1. Naime, ako je an ∈ In, onda
postoji polinom a(X) iz I stepena n takav da je LC(a(X)) = an. Tada
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je Xa(X) polinom stepena n+ 1 u I qiji je vode�i koeficijent tako�e
an, te an ∈ In+1.

Tako smo dobili rastu�i niz ideala u A:

I0 ⊆ I1 ⊆ I2 ⊆ · · ·

Kako je prsten A Neterin, to je ovaj niz ideala stacionaran, tj. posto-
ji m > 0 tako da je In = Im za sve n > m. Osim toga, svi ideali Ik su
konaqno generisani i neka je, za 0 6 k 6 m:

Ik = 〈ak1, . . . , aksk〉

i neka su fkjk ∈ I polinomi stepena k takvi da je LC(fkjk) = akjk .
Doka�imo da polinomi fkjk za 0 6 k 6 m, 1 6 jk 6 sk generixu ideal
I. Oznaqimo sa Ĩ ideal u A[X] generisan ovim polinomima. Oqigledno
je Ĩ ⊆ I. Doka�imo drugu inkluziju.

Neka je f ∈ I \{0}. Dokaz izvodimo indukcijom po stepenu polinoma f .

Pretpostavimo da je deg f = 0. To znaqi da je zapravo f konstantan
polinom i da se nalazi u I0. Kako su i polinomi f01, . . . , f0s0 konstantni
polinomi koji generixu ovaj ideal, vidimo da f ∈ Ĩ.

Pretpostavimo da je polinom f stepena t i da je tvr�eǌe dokazano
za sve polinome stepena maǌeg od t, Imamo dve mogu�nosti.

t 6m. Dakle, f je polinom stepena t, te LC(f) ∈ It. Kako at1, . . . , atst
generixu ideal It, to postoje bt1, . . . , btst ∈ A takvi da je

LC(f) = bt1at1 + · · ·+ btstatst .

Podsetimo se da je atjt = LC(ftjt) i da je deg ftjt = t. To znaqi da je

deg(f − bt1ft1 − · · · − btstftst) < t,

a ovaj polinom svakako pripada idealu I. Po induktivnoj hipotezi
zakǉuqujemo da on pripada Ĩ, pa je i f ∈ Ĩ.

t >m. Dakle, f je polinom stepena t, te LC(f) ∈ It = Im. Kako
am1, . . . , amsm generixu ideal Im, to postoje bm1, . . . , bmsm ∈ A takvi
da je

LC(f) = bm1am1 + · · ·+ bmsmamsm .

Podsetimo se da je amjm = LC(fmjm) i da je deg fmjt = m. To znaqi da
je

deg(f −Xt−mbm1fm1 − · · · −Xt−mbmsmfmsm) < t,

a ovaj polinom svakako pripada idealu I. Po induktivnoj hipotezi
zakǉuqujemo da on pripada Ĩ, pa je i f ∈ Ĩ.

Ovo i zavrxava dokaz, jer smo pokazali da konaqno mnogo polinoma
generixu ideal I. �
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Napomena 47. U nazivu ove teoreme spomiǌe se neka baza. Ovde
napomiǌemo da se ne radi o bazi u smislu vektorskih prostora, nego
o tome da se generatorni skup nekog ideala u polinomijalnom prstenu
naziva i ǌegovom bazom. ♦

Posledica 48. Svaki ideal u prstenu K[X1, . . . , Xn] je konaqno generisan.

Dokaz. Zapravo je sve ve� ura�eno. Indukcijom po n se pokazuje da
je K[X1, . . . , Xn] Neterin prsten, a to upravo znaqi da je svaki ideal
u ǌemu konaqno generisan. �

Lokalizacija

Podsetimo se da je oblast celih (domen) komutativan prsten sa
jedinicom u kome nema pravih deliteǉa nule, tj. u kojima va�i: za
sve a, b ∈ A iz ab = 0 sledi a = 0, ili b = 0. Svi prsteni kojima �emo
se baviti u ovoj lekciji bi�e domeni.

Pre�imo sada na va�an metod lokalizacije kojim se od datog domena
prelazi na novi domen, a u kome su neki izabrani elementi iz poqetnog
domena invertibilni u novom domenu (mi smo se u osnovnoj xkoli up-
oznali sa ovim – to je uvo�eǌe razlomaka). Poqnimo slede�om defini-
cijom.

Definicija 49. Neka je A domen i S ⊆ A \{0}. Za S ka�emo da je multi-
plikativan ako 1 ∈ S i ako iz s, t ∈ S sledi da st ∈ S.

Primer 50. Slede�i podskupovi od A \{0} su multiplikativni:

1. A \{0};

2. {fn : n ∈ N}, za ma koji element f ∈ A \ {0};

3. A \P za ma koji prost ideal P / A.

1. Ovo je jasno.

2. Podsetimo se da 0 ∈ N, pa 1 ∈ S. Osim toga, kako je fmfn = fm+n i
drugi uslov je ispuǌen.

3. Jasno je da 1 ∈ A \P . Osim toga, ako a 6∈ P i b 6∈ P , onda i ab 6∈ P ,
poxto je P prost ideal (pojasnite sebi ovo!). ♣

Neka je A domen i S ma koji multiplikativan podskup od A. Na
skupu A× S definixemo relaciju ∼ sa:

(a, s) ∼ (b, t)
def⇐⇒ ta = sb.

Doka�imo da je ∼ jedna relacija ekvivalencije.
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Refleksivnost. Ovo je jasno poxto je sa = sa, pa je (a, s) ∼ (a, s).

Simetriqnost. I ovo je jasno, jer iz (a, s) ∼ (b, t), sledi da je ta = sb,
tj, sb = ta, a to upravo znaqi da je (b, t) ∼ (a, s).

Tranzitivnost. Neka je (a, s) ∼ (b, t) i (b, t) ∼ (c, r). To znaqi da je ta = sb
i rb = tc. Dobijamo da je

rta = rsb = stc.

Kako je A domen i t 6= 0, to je ra = sc, pa je (a, s) ∼ (c, r).
Sa S−1A oznaqavamo skup svih klasa ekvivalencije, a sa a

s klasu
ekvivalencije elementa (a, s). Definixemo operacije + i · na S−1A
sa:

a

s
+
b

t
:=

ta+ sb

st
;

a

s
· b
t

:=
ab

st
.

Kako je skup S multiplikativan, to za s, t ∈ S i st ∈ S, pa ovi zapisi
imaju smisla. Treba jox da proverimo da su ove operacije dobro
definisane.

Neka je a
s = a′

s′ i b
t = b′

t′ . To zapravo znaqi da je (a, s) ∼ (a′, s′) i
(b, t) ∼ (b′, t′). Treba proveriti da je (ta + sb, st) ∼ (t′a′ + s′b′, s′t′) i
(ab, st) ∼ (a′b′, s′t′). Raqunamo:

s′t′(ta+ sb) = s′t′ta+ s′t′sb = t′tsa′ + s′stb′ = st(t′a′ + s′b′),

pa je zaista (ta+sb, st) ∼ (t′a′+s′b′, s′t′). Na sliqan naqin se proverava
i dobra definisanost operacije mno�eǌa.

Nije texko proveriti da je struktura (S−1A,+, ·) jedan komutati-
van prsten sa jedinicom (uradite to za ve�bu: 0S−1A = 0

1 , 1S−1A = 1
1).

Ovaj prsten naziva se lokalizacija domena A u odnosu na multiplikativan
skup S. Osnovno svojstvo lokalizacije dato je slede�im stavom.

Stav 51. Neka je A domen i S neki multiplikativan podskup od A.
a) Sa i(a) = a

1 zadat je jedan monomorfizam i : A→ S−1A,
b) Ako je B ma koji komutativan prsten i f : A→ B homomorfizam takav

da za sve s ∈ S va�i: f(s) ∈ U(B), onda postoji taqno jedan homomorfizam
f̃ : S−1A→ B za koji je f̃ ◦ i = f .

Dokaz.
a) Kako je i(a+ b) = a+b

1 = a
1 + b

1 = i(a) + i(b) i i(ab) = ab
1 = a

1
b
1 , to je

i zaista homomorfizam. No, a ∈ Ker(i) ako i samo ako je a
1 = 0

1 , xto je
ekvivalentno sa a = 0, pa je i monomorfizam.

b) Tra�eni homorfizam f̃ definixemo sa: f̃(as ) = f(a)f(s)−1. Kako
je, za sve s ∈ S, f(s) invertibilan, ova definicija ima smisla. Os-
tavǉamo qitaocima da provere da je ovo zaista jedan dobro definisan
homomorfizam i da va�i: f̃ ◦ i = f . �
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Ukoliko je S = A \P za neki prost ideal P , onda se umesto (A \P )−1A
kra�e pixe: AP . Va�i slede�a teorema.

Teorema 52. Za svaki prost ideal P / A, prsten AP je lokalni prsten.

Dokaz. Dokaza�emo da je skup svih neinvertibilnih elemenata ideal.
Odredimo najpre U(AP ):

a

s
∈ U(AP ) akko postoje b ∈ A i t ∈ A \P tako da je

a

s
· b
t

=
1

1
.

Drugim reqima, a
s je invertibilan akko postoji b ∈ A i t 6∈ P za koje

je ab = st. Ukoliko a ∈ P , onda i st = ab ∈ P , pa kako je P prost ideal,
sledi da s ∈ P , ili t ∈ P , xto nije mogu�e na osnovu izbora s i t. A
ukoliko a 6∈ P , onda je s

a (∈ AP ) inverz elementa a
s . Dakle,

AP \U(AP ) =
{a
s
∈ AP : a ∈ P

}
.

Uverimo se da je ovo zaista ideal u AP .
Neka su x, y neinvertibilni elementi iz AP . To znaqi da postoje

elementi a, b ∈ P i s, t 6∈ P za koje je x = a
s i y = b

t . Tada je x + y =
a
s + b

t = ta+sb
st , no, kako je P ideal, ta + sb ∈ P , pa je zaista i element

x + y neinvertibilan. Na sliqan naqin se pokazuje da ako x ∈ AP
nema inverz i ako je z ∈ AP proizvoǉan, ni element zx nema inverz.
Zakǉuqujemo da je AP \U(AP ) zaista ideal, pa je i prsten AP lokalni
prsten. �

Za kraj napomenimo da, ukoliko je S = A \{0}, u prstenu S−1A je
svaki element razliqit od nule invertibilan, te je, u ovom sluqaju,
S−1A jedno poǉe. Ovo poǉe se naziva poǉe razlomaka domena A i oz-
naqava sa Q(A). Na ovaj naqin smo pokazali da se svaki domen mo�e
utopiti u neko poǉe. Kao xto vidimo, ova je konstrukcija u pot-
punosti analogna konstrukciji racionalnih brojeva kao razlomaka
nad celim brojevima.

Prethodni deo je za prvi kolokvijum.

Raxireǌa poǉa
Ukoliko je poǉe F sadr�ano u poǉu E, onda ka�emo da je poǉe E

raxireǌe poǉa F . Slede�a va�na teorema, koja je dokazana u okviru
predmeta Algebra 1, opisuje Kronekerovu konstrukciju kojim se dato
poǉe proxiruje do novog poǉa dodavaǌem nula nerastavǉivog poli-
noma. Pre daǉeg qitaǌa, preporuka je da qitaoci ponove gradivo iz
Linearne algebre – pojam vektorskog prostora, linearne nezavisnosti
vektora, baze i dimenzije vektorskog prostora, kao i odgovaraju�i
dokaz iz Algebre 1.
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Teorema 53. Neka je F poǉe i a(X) ∈ F [X] \ {0} nerastavǉiv polinom.

a) E = F [X]/〈a(X)〉 je poǉe.

b) Poǉe E sadr�i potpoǉe izomorfno poǉu F .

v) Polinom a(X) ima bar jednu nulu u poǉu E.

g) Na osnovu a) mo�emo smatrati da je F ⊂ E. Tada se E mo�e videti i
kao vektorski prostor nad poǉem F i dimenzija tog prostora jednaka je
stepenu polinoma a(X).

Napomena 54. Primetimo da je, kao vektorski prostor nad poǉem F , poǉe
E iz prethodne teoreme izomorfno sa Fn: E ∼= Fn. No, direktan proizvod
poǉa nikada nije poǉe, jer tu uvek imamo deliteǉe nule: (1, 0) · (0, 1) =
(0, 0). Radi se o tome xto ovde na Fn operaciju sabiraǌa zaista defin-
ixemo po koordinatama, ali je operacija mno�eǌa zadata na drugaqiji naqin
– tu koristimo polinom a(X). Naime, da bismo naxli proizvod n-torki
(α0, α1, . . . , αn−1) · (β0, β1, . . . , βn−1) iz Fn, mi nalazimo ostatak pri deǉeǌu
polinoma (α0 +α1X+ · · ·+αn−1X

n−1) ·(β0 +β1X+ · · ·βn−1Xn−1) polinonom
a(X) i ako je taj ostatak polinom γ0 + γ1X + · · ·+ · · · γn−1Xn−1, tada je

(α0, α1, . . . , αn−1) · (β0, β1, . . . , βn−1) = (γ0, γ1, . . . , γn−1). ♦

Iskoristimo upravo dokazanu teoremu da konstruixemo poǉe od 4
elementa. Primetimo da Z4 jeste komutativan prsten, ali naravno da
da nije poǉe poxto u Z4 va�i: 2 · 2 = 0, a 2 6= 0.

Primer 55. Konstruisati poǉe, koje ima taqno 4 elementa.

Kako ovo izvesti? Pre svega, mi znamo da je Z2 poǉe i da ima 2 ele-
menta. Prethodna teorema nam ka�e da ako na�emo nerastavǉiv poli-
nom a(X) ∈ Z2[X], koji je stepena n onda �e Z2[X]/〈a(X)〉 biti poǉe,
koje je istovremeno vektorski prostor nad Z2 dimenzije n. Dakle, to
poǉe je kao vektorski prostor nad Z2 izomorfno Zn2 , te ima 2n ele-
menata. Nama je potrebno poǉe sa 4 elementa, tj. potreban nam je
nerastavǉiv polinom iz Z2[X] stepena 2. Takav polinom naravno nije
texko na�i. To je polinom a(X) = 1 + X + X2. Kako je to polinom
drugog stepena, on je nerastavǉiv ako i samo ako nema nijednu nulu u
Z2, a kako je a(0) = 1 i a(1) = 1, to je zaista ispuǌeno. Dakle, naxe
poǉe F4 je dato sa

F4 = Z2[X]/〈X2 +X + 1〉.

Oznaqimo sa η element X + 〈X2 +X + 1〉 u ovom poǉu. Dobijamo da je

F4 = {0, 1, η, 1 + η}.
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Kako u poǉu F4 va�i: η2 = 1 + η (zaxto?), mo�emo napisati i tablice
sabiraǌa i mno�eǌa u tom poǉu.

+ 0 1 η 1 + η
0 0 1 η 1 + η
1 1 0 1 + η η
η η 1 + η 0 1

1 + η 1 + η η 1 0

· 0 1 η 1 + η
0 0 0 0 0
1 0 1 η 1 + η
η 0 η 1 + η 1

1 + η 0 1 + η 1 η

Ukoliko, pak, �elimo da prika�emo poǉe F4 kao strukturu koju qine
ure�eni parovi iz Z2, onda imamo, na osnovu prethodne napomene, da
su operacije zadate na slede�i naqin:

(α0, α1)+ (β0, β1) = (α0 + β0, α1 + β1)

(α0, α1) · (β0, β1) = (α0β0 + α1β1, α0β1 + α1β0 + α1β1),

jer je ostatak deǉeǌa polinoma (α0 +α1X) · (β0 +β1X) polinomom X2 +
X + 1 jednak α0β0 + α1β1 + (α0β1 + α1β0 + α1β1)X. Ovde smo naravno
koristili da je 1 = −1 u Z2. ♣

Vratimo se ponovo na teoremu. Pretpostavimo da nam je dat neki
polinom a(X) ∈ F [X] gde je F neko poǉe. Taj polinom naravno ne mora
imati linearnu faktorizaciju nad poǉem F . Postavǉa se pitaǌe: da
li postoji neko poǉe E koje sadr�i poǉe F i u kome se polinom a(X)
faktorixe na linearne faktore? To zaista jeste taqno i prethodna
teorema nam pokazuje i put dokaza.

Posledica 56. Neka je F poǉe i a(X) ∈ F [X]. Tada postoji raxireǌe E
poǉa F u kome se polinom a(X) faktorixe na linearne faktore.

Dokaz. Jasno je da mo�emo da pretpostavimo da je polinom a(X) neras-
tavǉiv, poxto bismo u suprotnom ǌegovu faktorizaciju dobili tako
xto bismo naxli raxireǌe u kome svi ǌegovi faktori imaju linearnu
faktorizaciju.

Na osnovu dokazane teoreme, postoji poǉe E′, koje je raxireǌe
poǉa F , a u kome polinom a(X) ima bar jednu nulu, nazovimo je α. To
znaqi da u E′[X] va�i faktorizacija

a(X) = (X − α)b(X),

gde je b(X) ∈ E′[X] i deg b(X) = n− 1. Ukoliko sada b(X) rastavimo na
nerastavǉive faktore u E′[X], na ǌih mo�emo primeniti prethodno
zakǉuqivaǌe. Tako proces nastavǉamo sve dok ne do�emo do linearne
faktorizacije. Jasno je da se proces mora zavrxiti poxto u svakom
koraku dobijamo bar jednu novu nulu poqetnog polinoma, a on ni u
jednom poǉu ne mo�e imati vixe od n nula. �

Minimalno poǉe Kf u kome se dati polinom f iz F [X] faktorixe
na linearne faktore naziva se korensko poǉe polinoma f .

Veoma je zanimǉiv slede�i rezultat.
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Teorema 57. (Teorema o primitivnom elementu) Svako konaqno raxireǌe
E poǉa F , gde je F = Q ili je F konaqno poǉe, je oblika F (α), za neko
α ∈ E.

Element α je taj primitivni element raxireǌa E.

Dokaz za konaqna poǉa. Poxto je poǉe F konaqno, a E konaqno
raxireǌe od F , to je, kao vektorski prostor nad F , poǉe E izomorfno
sa Fn, gde je n stepen raxireǌa, pa je i samo konaqno. No, prema
teoremi iz Algebre 1, koja ka�e da je svaka konaqna podgrupa multip-
likativne grupe poǉa cikliqna, to je i (E \{0}, ·) cikliqna, pa postoji
α ∈ E takav da je E \{0} = {0, α, α2, . . . , αq−1}, gde je |E| = q. Stoga je
E = F (α). �

Primetimo da raxireǌe poǉa ima istu karakteristiku kao i samo
poǉe (zaxto je to tako?).

Vixestruke nule polinoma

Kao xto smo videli, za svaki polinom f(X) ∈ F [X] postoji raxireǌe
E poǉa F u kome se on mo�e faktorisati u linearne faktore. No, da
li su ti faktori razliqiti? Drugim reqima, da li polinom f(X) u
nekom raxireǌu ima vixestruke nule? Sada �emo se pozabaviti tim
pitaǌem.

Definicija 58. Polinom f ∈ F [X] ima dvostruku nulu α ∈ F ukoliko
(X − α)2 | f(X). Na analogni naqin se definixe i pojam n-tostruke nule za
ma koje n ≥ 2.

Pre svega, izvod polinoma se mo�e formalno definisati, bez ikakvog
graniqnog procesa i za polinome nad proizvoǉnim poǉima (pa i ko-
mutativnim prstenima sa jedinicom) na slede�i naqin.

Definicija 59. Neka je f(X) = a0 + a1X + · · · + anX
n ∈ F [X]. Tada se

izvod polinoma definixe sa:

f ′(X) : = a1 + 2a2X + · · ·+ nanX
n−1.

Mo�e se proveriti da su uobiqajena pravila za izvode i ovde is-
puǌena. Na primer, Lajbnicovo pravilo: (fg)′ = f ′g + fg′, a va�i i
slede�e: ((X − α)n)

′
= n(X − α)n−1. Dobro bi bilo da se u to qitalac

sam uveri.
Doka�imo najpre osnovni stav.

Stav 60. Polinom f ∈ F [X] ima dvostruku nulu α ∈ F akko f(α) = f ′(α) =
0.

30



Dokaz. =⇒: Pretpostavimo da je α dvostruka nula polinoma f . Tada
je f(X) = (X − α)2g(X) za neki polinom g(X) ∈ F [X]. Dobijamo da je

f ′(X) = 2(X − α)g(X) + (X − α)2g′(X),

iz qega sledi da je i f ′(α) = 0.

⇐=: Pretpostavimo da je f(α) = f ′(α) = 0. Podelimo euklidski
f(X) polinomom (X − α)2. Dobijamo

f(X) = (X − α)2q(X) + a+ bX,

za neke a, b ∈ F . Tada je

f ′(X) = 2(X − α)2q(X) + (X − α)2q′(X) + b,

te je
f(α) = a+ bα, f ′(α) = b.

Stoga je 0 = a+bα i 0 = b, pa dobijamo da je a = b = 0 te (X−α)2 | f(X)
xto se i tra�ilo. �

Nije texko dokazati ni generalizaciju ovog stava: polinom ima
n-tostruku nulu α ako i samo ako je f(α) = f ′(α) = · · · = f (n−1)(α) = 0.

Stav 61. Neka je f(X) ∈ F [X]. Tada f ima vixestruku nulu u nekom
raxireǌu E poǉa F ako i samo ako je NZD(f(X), f ′(X)) 6= 1.

Dokaz. =⇒: Pretpostavimo da postoji raxireǌe E poǉa F i element
α ∈ E takav da je f(α) = f ′(α) = 0 (videti prethodni stav). Ukoliko bi
va�ilo da je NZD(f(X), f ′(X)) = 1, onda bi postojali polinomi p(X)
i q(X) takvi da je

f(X)p(X) + f ′(X)q(X) = 1.

No, tada bismo dobili

f(α)p(α) + f ′(α)q(α) = 1,

tj. 0 = 1. Dakle, NZD(f(X), f ′(X)) 6= 1.

⇐=: Neka je d(X) = NZD(f(X), f ′(X)) 6= 1. Kako je deg d(X) > 0,
na osnovu ranijih rezultata postoji raxireǌe E poǉa F i element
α ∈ E takav da je d(α) = 0. S obzirom da d(X) | f(X) i d(X) | f ′(X)
dobijamo da je i f(α) = 0 i f ′(α) = 0, xto pokazuje da polinom f(X) u
tom raxireǌu poǉa F ima vixestruku nulu. �

Pa�ǉiv qitalac je mo�da ve� zakǉuqio da u proizvoǉnom poǉu ne
mora va�iti slede�a jednakost (koja nam je poznata iz sredǌe xkole
za realne polinomske funkcije): deg f ′(X) = deg f(X) − 1. Na primer,
za polinom f(X) = X15+3X5+2 ∈ Z5[X] dobijamo da je f ′(X) = 0. Sada
bi slede�i rezultat trebalo da bude malo maǌe neoqekivan.
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Stav 62. Neka je f(X) ∈ F [X] nerastavǉiv polinom. Tada on ima vixestruku
nulu u nekom raxireǌu E poǉa F ako i samo ako je f ′(X) = 0.

Dokaz. Na osnovu prethodnog stava f(X) ima vixestruku nulu u nekom
raxireǌu ako i samo ako je NZD(f(X), f ′(X)) 6= 1. No, s obzirom da
NZD(f(X), f ′(X)) | f(X) i da je f(X) nerastavǉiv i moniqan, dobijamo
da je f(X) = NZD(f(X), f ′(X)). Dakle, f(X) | f ′(X). S obzirom na to
da je deg f ′(X) < deg f(X), ovo je mogu�e samo ako je f ′(X) = 0. �

Primer 63. Neka je F = Z3(t) i a(X) = X3 − t ∈ F [X]. Pokazati
da je a(X) nerastavǉiv polinom i da on ima trostruku nulu u nekom
raxireǌu E poǉa F .

Poxto je a(X) polinom stepena 3, on je rastavǉiv ako i samo ako ima
koren u poǉu Z3(t). Pretpostavimo da je f(t)

g(t) ∈ Z3(t) (pri qemu pret-
postavǉamo da je NZD(f(t), g(t)) = 1) nula polinoma a(X). Dobijamo
da je f(t)3 = tg(t)3 u Z3[t]. Tada je f(0)3 = 0, pa je naravno i f(0) = 0,
te je f(t) = tf1(t) za neki polinom f1(t) ∈ Z3[t]. Stoga je t3f1(t)3 = tg(t)3,
te je t2f1(t)3 = g(t)3, pa je g(0)3 = 0, te je i g(0) = 0 i dobijamo da
je g(t) = tg1(t) za neki polinom g1(t) ∈ Z3[t]. No, to znaqi da t deli
i f(t) i g(t) za koje smo pretpostavili da su uzajamno prosti. Ova
kontradikcija nam pokazuje nerastavǉivost polinoma a(X).

Dakle, a(X) je nerastavǉiv polinom. No, primetimo da je a′(X) =
3X2 = 0, pa ima vixestruku nulu u nekom raxireǌu poǉa F . On
svakako ima raxireǌe u kome ima neku nulu α (to raxireǌe mo�emo
dobiti kao F [X]/〈a(X)〉). To znaqi da je α3 − t = 0 u E[X]. No, tada je
zapravo

a(X) = X3 − t = X3 − α3 = (X − α)3,

u E[X] poxto je charE = charZ3(t) = charZ3 = 0, te je α trostruka nula
polinoma a(X) u raxireǌu E. ♣

Konaqna poǉa

Doka�imo najpre slede�u jednostavnu qiǌenicu.

Stav 64. Svako konaqno poǉe ima pn elemenata, za neki prost broj p i
prirodan broj n > 1.

Dokaz. Neka je F neko konaqno poǉe. Znamo da ono mora da ima
konaqnu karakteristiku p za neki prost broj p te stoga sadr�i, kao
svoje potpoǉe, poǉe izomorfno poǉu Zp. Dakle, F je jedno raxireǌe
poǉa Zp. Kako je F konaqno, ono je i konaqno raxireǌe poǉa Zp. Ako
je [F : Zp] = n, onda je, kao vektorski prostor nad poǉem Zp, izomorfno
sa (Zp)n, te ima pn elemenata. �
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Nax zadatak �e biti da poka�emo da za svaki prost broj p i svako
n > 1 postoji, do na izomorfizam, taqno jedno poǉe koje ima pn ele-
menata. U daǉem �emo poǉe Zp oznaqavati sa Fp.

Analizirajmo poǉe sa pn elemenata. Znamo svakako da neka takva
postoje.

Stav 65. Neka je F poǉe sa q = pn elemenata, gde je p prost broj i n > 1.
Tada se u poǉu F polinom a(X) = Xq−X faktorixe na razliqite linearne
faktore.

Dokaz. Posmatrajmo grupu (F \{0}, ·). Podsetimo se slede�e qiǌenice
iz Algebre 1: ako je x ∈ G, gde je G konaqna grupa, onda je x|G| = e
(ponovite ovaj deo iz Algebre 1). Dakle, ako je α ∈ F \{0}, onda je
αq−1 = 1, te je i αq = α. S obzirom da ova jednakost va�i i kada je
α = 0, dobijamo da je a(α) = 0 za sve α ∈ F . Kako je ovaj polinom
stepena q, on ne mo�e imati vixe od q nula, a ve� su svi elementi iz
F , kojih ima q, nule ovog polinoma. To znaqi da su to i sve nule ovog
polinoma, tj. Xq −X =

∏
α∈F (X − α), qime je dokaz zavrxen. �

Prethodni stav nam poma�e da poka�emo da poǉa sa pn elemenata
postoje.

Teorema 66. Za svaki prost broj p i prirodan broj n > 1 postoji poǉe sa
pn elemenata.

Dokaz. Neka je q = pn i a(X) = Xq − X ∈ Fp[X]. Znamo da postoji
poǉe F koje je raxireǌe poǉa Fp (podsetimo se da je Fp zapravo Zp)
u kojem polinom a(X) ima faktorizaciju na linearne faktore (to je
taqno za svaki polinom, pa stoga i za ovaj). S obzirom na to da je
a′(X) = −1, polinom a(X) nema vixestrukih nula nigde, te on u F ima
faktorizaciju u proizvod razliqitih linearnih faktora.

Neka je L = {α ∈ F : αq = α} (drugim reqima, L qine sve nule
polinoma a(X), a one se nalaze u poǉu F ). Dokaza�emo da je L tra�eno
poǉe sa q = pn elemenata. Kako se Xq − X faktorixe na proizvod
razliqitih linearnih faktora u F , on u F ima q nula, te je |L| = q.
Doka�imo da je L potpoǉe od F .

• Neka α, β ∈ L. Tada je (α · β)q = αq · βq = α · β, pa zakǉuqujemo da
α · β ∈ L.

• Neka je α ∈ L \{0}. Tada, deǉeǌem jednakosti αq = α sa αq+1

dobijamo da je α−1 = α−q = (α−1)q, te α−1 ∈ L.

• Neka α, β ∈ L. Kako F sadr�i kao svoje potpoǉe poǉe Fp, to
je karakteristika poǉa F jednaka p, te je pγ = 0 za sve γ ∈ F .
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Podsetimo se jox i qiǌenice da je p |
(
p
k

)
za sve 1 6 k 6 p − 1 te

je
(
p
k

)
= qkp za neko qk ∈ N. Stoga, u poǉu F va�i da je

(α− β)p = αp +

p−1∑
k=1

(
p

k

)
(−1)kαp−kβk + βp = αp − βp,

jer je, za sve 1 6 k 6 p − 1:
(
p
k

)
αp−kβk = qk(pαp−kβk) = 0, kao xto

je prime�eno gore. Sada nije texko pokazati indukcijom da je

(α− β)p
r

= αp
r

− βp
r

,

za sve r > 1, te je i (α − β)q = αq − βq = α − β. Zakǉuqujemo da i
α− β ∈ L, xto i zavrxava dokaz qiǌenice da je L potpoǉe od F ,
te je L tra�eno poǉe sa q elemenata. �

Poka�imo sada jedinstvenost.

Teorema 67. Neka su K i K ′ poǉa sa pn elemenata gde je p prost broj i
n > 1. Tada je K ∼= K ′.

Dokaz. Poǉe K je konaqno raxireǌe poǉa Fp. Neka je α primitivni
element tog raxireǌa, tj. neka je K = Fp(α).

Neka je µα(X) minimalni polinom za α nad Fp. Tada imamo da je
Fp[X]/〈µα(X)〉 ∼= Fp(α)(= K). Dakle, µα(α) = 0, a tako�e je i a(α) = 0,
gde je a(X) = Xq − X. Kako je µα(X) minimalni polinom, mo�emo da
zakǉuqimo da µα(X) | a(X).

,,Pre�imo” sada u poǉe K ′. U ǌemu su tako�e sve nule polinoma
a(X), te iz qiǌenice da µα(X) | a(X) sledi da µα(X) ima nulu u
K ′. Neka je α′ jedna nula polinoma µα(X) u K ′. Tada je Fp(α′) ∼=
Fp[X]/〈f(X)〉 ∼= K, te je K izomorfno potpoǉu Fp(α′) poǉa K ′. No, kako
su poǉa K i K ′ konaqna poǉa sa istim brojem elemenata zakǉuqujemo
da je zapravo Fp(α′) = K ′ i K ∼= K ′. �

Pokazali smo da za svaki prost broj p i prirodan n > 1 postoji
poǉe sa pn elemenata i da su svaka dva takva poǉa izomorfna. Stoga
je opravdano uvesti oznaku Fq za poǉe sa q elemenata. Za kraj ovog
dela ispitajmo kada je neko konaqno poǉe potpoǉe drugog konaqnog
poǉa.

Stav 68. Poǉe sa pm elemenata je potpoǉe poǉa sa pn elemenata ako i samo
ako m | n.

Dokaz. ⇐= . Neka je q = pn i r = pm, gde m | n. To konaqno poǉe sa
q elemenata oznaqimo sa Fq. Posmatrajmo, kao u dokazu teoreme 66,
podskup L:

L = {α ∈ Fq : αr = α}.
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I ovde se lako proveri da je L potpoǉe poǉa Fq. Postavǉa se pitaǌe
koliko ima elemenata u L. Reklo bi se, ako se ne promisli, da je jasno
da ima r = pm elemenata. Ali, mi nigde nismo koristili da m | n. U
dokazu teoreme 66 bilo nam je va�no da u poǉu F (ovde je to poǉe Fq)
polinom Xq −X ima faktorizaciju u proizvod razliqitih linearnih
faktora, Ovde nam, dakle, treba da polinom Xr−X ima isto svojstvo.
Naime, mi ne znamo da su sve nule polinoma Xr −X sadr�ane u Fq. U
tu svrhu �e nam koristiti pretpostavka da m | n. Naime, poka�imo
da

(Xpm −X) | (Xpn −X),

ako m | n. Lako se vidi da je ovo ekvivalentno sa:

(Xpm−1 − 1) | (Xpn−1 − 1).

Slede�i rezultat je lak za dokazivaǌe, a veoma koristan: ako k | l
onda (Xk− 1) | (X l− 1) u prstenu Z[X]. Ovo sledi iz jox jednostavnije
qiǌenice: za svaki s ≥ 1: (Y − 1) | (Y s − 1) u Z[Y ]:

Y s − 1 = (Y − 1)(Y s−1 + · · ·+ Y + 1).

Sada, kako je l = ks za neko s, postavǉaju�i Y = Xk imamo:

X l − 1 = Xks − 1 = (Xk)s − 1s = Y s − 1 = (Y − 1)(Y s−1 + · · ·+ Y + 1)

= (Xk − 1)((Xk)s−1 + (Xk)s−2 + · · ·+Xk + 1).

Iz ovog rezultata, raqunaju�i u taqki p ∈ Z, ako m | n dobijamo da
(pm − 1) | (pn − 1). A potom, jox jednom primenom ovog rezultata,
dobijamo da (Xpm−1 − 1) |(Xpn−1 − 1).

Sada iz qiǌenice da polinom Xpm −X deli Xpn −X i da polinom
Xpn −X ima linearnu faktorizaciju u proizvod razliqitih faktora
u Fq[X], dobijamo da i Xpm −X ima takvu faktorizaciju u Fq[X]. To
nam je dovoǉno da zakǉuqimo da je L poǉe sa pm elemenata.

=⇒ . Dakle, neka je F poǉe sa pm elemenata, E poǉe sa pn elemenata,
F potpoǉe od E. No, tada je i grupa U(F )(= F \{0}) podgrupa grupe
U(E), pa |U(F )| deli |U(E)|. Dakle, (pm − 1) | (pn − 1). Sada �emo
ipak morati da doka�emo jaqi rezultat od prethodnog. Naime, va�i
slede�e: ako je ostatak pri deǉeǌu n sa m jednak r, onda je ostatak
pri deǉeǌu Xn − 1 sa Xm − 1 jednak Xr − 1. Dakle, neka je n = mq+ r,
gde je 0 ≤ r < m. Tada je

Xn−1 = Xmq+r−1 = XmqXr−1 = (Xmq−1+1)Xr−1 = (Xmq−1)Xr+Xr−1,

a kako znamo da (Xm−1) | (Xmq−1) dobijamo tra�eno. Ako ovo sraqu-
namo u p, dobijamo:

pn − 1 = (pmq − 1)pr + pr − 1,
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te iz (pm−1) | (pn−1), uzimaju�i u obzir da (pm−1) | (pmq−1), dobijamo
da (pm− 1) | (pr− 1). Kako je 0 6 r < m, ovo je mogu�e samo ako je r = 0,
tj. ako m | n xto se i tra�ilo. �

Na primer, poǉe F4 nije potpoǉe od F8, jer 2 - 3, ali jeste potpoǉe
od F16, jer 2 | 4. Zapravo se mo�e uzeti da je F4 = {α ∈ F16 : α4 = α}.

Prsten polinoma sa vixe neodre�enih

Sada poqiǌemo deo kursa u kome �emo se vixe pozabaviti poli-
nomima sa vixe neodre�enih sa koeficijentima u poǉu. Nexto od
toga smo ve� imali, ali ovde nam je glavni fokus na uvo�eǌe pojma
Grebnerovih baza koje imaju veliki teorijski, ali jox vixe prak-
tiqan znaqaj pri radu sa idealima u prstenu sa vixe neodre�enih nad
proizvoǉnim poǉem. Najpre moramo dokazati neke osnovne stvari.

Diksonova lema

U ovom kratkom odeǉku dokaza�emo jedno qisto kombinatorno tvr-
�eǌe koje �e nam koristiti u daǉem.

Stav 69. (Diksonova lema) Neka je n > 1. Na skupu Nn definixemo ure�eǌe
� sa:

(x1, x2, . . . , xn)� (y1, . . . , yn)
def⇐⇒ (x1 6 y1 i x2 6 y2 i . . . i xn 6 yn).

Neka je T proizvoǉan neprazan podskup od Nn. Tada je skup minimalnih
elemenata u T u odnosu na ovo ure�eǌe konaqan.

Dokaz. Dokaza�emo zapravo da u parcijalno ure�enom skupu (Nn,�)
ne postoji beskonaqan antilanac (beskonaqan skup u kome su svaka
dva elementa me�usobno neuporediva). Ovo nam dokazuje da i ma koji
podskup od Nn ne mo�e imati beskonaqan skup minimalnih elemenata,
jer i minimalni elementi qine jedan antilanac. Predstavi�emo dva
dokaza.

Prvi dokaz. Tvr�eǌe dokazujemo indukcijom po n. U sluqaju n = 1
tvr�eǌe je trivijalno poxto svaki neprazan podskup od N ima naj-
maǌi element.

Pretpostavimo da je n > 1 i da je tvr�eǌe taqno za sve brojeve
maǌe od n. Pretpostavimo da je S beskonaqan antilanac u Nn. Neka je
(a1, . . . , an) proizvoǉan element u S. Tada skup S mo�emo da ’razbijemo’
na dva disjunktna skupa: S = S+ t S−, gde je

S+ = {(x1, . . . , xn) ∈ S : xn > an},
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S− = {(x1, . . . , xn) ∈ S : xn 6 an}.

Bar jedan od ova dva skupa je beskonaqan. Ukoliko je to skup S−, onda
postoji prirodan broj k ∈ {0, . . . , an} takav da je skup

S̃ = {(x1, . . . , xn−1) ∈ Nn−1 : (x1, . . . , xn−1, k) ∈ S}

beskonaqan. No, tada je S̃ beskonaqan antilanac u Nn−1 xto pro-
tivreqi induktivnoj hipotezi. Zakǉuqujemo da je skup S+ beskonaqan.
Tada je S+ = S++ t S+−, gde je

S++ = {(x1, . . . , xn) ∈ S+ : xn−1 > an−1},

S+− = {(x1, . . . , xn) ∈ S+ : xn−1 6 an−1}.

Bar jedan od ova dva skupa je beskonaqan i kao i pre, to mora biti
skup S++. Dakle, za svaki element (x1, . . . , xn) skupa S++ va�i: xn > an,
xn−1 > an−1. Postupak nastavǉamo dok ne dobijemo beskonaqan skup
S+ · · ·+︸ ︷︷ ︸

n

⊂ S u kome je za sve i: xi > ai, xto protivreqi pretpostavci

da su u S neuporedivi elementi (podsetimo se da je (a1, . . . , an) ∈ S).

Drugi dokaz. Neka je, kao i u prethodnom dokazu (a1, . . . , an) ∈ S, gde
je S neki beskonaqan antilanac. Za 1 6 i 6 n uoqimo skupove

Si = {(x1, . . . , xn) ∈ S : xi 6 ai}

i skup
S0 = {(x1, . . . , xn) ∈ S : (∀i)(xi > ai)}.

Tada je
S = S0 t (S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sn),

te je bar jedan od ovih skupova beskonaqan. Ako bi to bio neki od
skupova Si za 1 6 i 6 n, dobili bismo kontradikciju na isti naqin na
koji smo je dobili iz pretpostavke da je skup S− beskonaqan. Dakle,
skup S0 mora biti beskonaqan. No, (a1, . . . , an) ∈ S \S0 i za svaki ele-
ment (x1, . . . , xn) u skupu S0 va�i

(a1, . . . , an)� (x1, . . . , xn).

Ovo protivreqi pretpostavci da je S antilanac (dovoǉno je bilo da
na�emo u S jedan element uporediv sa (a1, . . . , an), a razliqit od ǌega,
a mi na�osmo beskonaqno mnogo ǌih!). �
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Monomni poredak i redukcije polinoma

Mi znamo da je svaki ideal u prstenu polinoma K[X1, . . . , Xn], gde
je K poǉe, konaqno generisan. Za dati ideal I = 〈h1, . . . , hk〉 prirodno
se pojavǉuje pitaǌe pripadnosti idealu. Kako ustanoviti da li je
dati polinom f u idealu I?

Pogledajmo najpre najjednostavniji sluqaj: n = 1, k = 1 (ovde �emo
malo ponoviti nexto iz ranijih lekcija, ali korisno je to u ovom
trenutku). Dakle, pitamo se da li polinom f(X) ∈ K[X] pripada
idealu generisanom polinomom h1(X) ∈ K[X]. Jasno je kako to radimo.
Jednostavno podelimo polinom f(X) polinomom h1(X) i proverimo da
li je ostatak jednak 0. Ako jeste, onda je f(X) = q(X)h1(X) za neki
polinom q(X) i f(X) jeste u tom idealu. U sluqaju da postoji nenula
ostatak, polinom nije u idealu. Dakle, nixta prostije. Podsetimo
se kako se vrxi deǉeǌe. Neka je f(X) = anX

n + an−1X
n−1 + · · ·+ a1X +

a0 i h1(X) = bmX
m + bm−1X

m−1 + · · · + b1X + b0. Ukoliko je n < m
nixta ne mo�emo da uradimo, zato posmatrajmo sluqaj n > m. Xta
radimo? Posmatramo iskǉuqivo monome anXn i bmX

m i prvi monom
podelimo drugim. Dobijamo da je rezultat an

bm
Xn−m. To �e nam biti

prvi monom u koliqniku. Potom pomno�imo tim monomom polinom
h1(X) i oduzmemo rezultat od polinoma f . Dobijamo novi polinom
f1(X) = f(X)− anX

n

bmXmh1(X). Ovo mo�emo zapisati i ovako:

f
h1−→ f1,

i to mo�emo qitati: polinom f je sveden (redukovan) na polinom f1
pomo�u polinoma h1. Da bismo pojednostavili zapis, polinome smo
pisali bez eksplicitnog navo�eǌa neodre�ene. To �emo qesto raditi
i daǉe.

Postupak daǉe primeǌujemo na polinom f1. Ovo se nastavǉa sve
dok ne do�emo ili do nule ili do polinoma stepena maǌeg od stepena
polinoma h1. Taj dobijeni polinom, koji mo�emo (ne previxe max-
tovito) da oznaqimo sa r, zapravo je ostatak pri deǉeǌu polinoma f
polinomom h1. To se u prethodnoj simbolici zapisuje i ovako:

f
h1−→ f1

h1−→ f2
h1−→ · · · h1−→ fs = r.

Dakle, deǉeǌe jednog polinoma drugim zapravo se sastoji iz vixe ko-
raka koje nazivamo redukcije. Ovo deǉeǌe nam jednostavno omogu�ava
da razreximo pitaǌe pripadnosti idealu u sluqaju polinoma sa jed-
nom neodre�enom i ideala generisanog jednim elementom.

Xta se dexava u sluqaju n = 1, k = 2? Tada imamo ideal I =
〈h1(X), h2(X)〉. Kako ustanoviti da li dati polinom f pripada ovom
idealu? Reklo bi se, nixta posebno. Recimo, podelimo polinom
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f polinomom h1. Ako je ostatak 0, onda jeste u idealu, ako nije,
onda taj ostatak podelimo polinomom h2. Sad, tu postoji izvesna
proizvoǉnost – zaxto prvo h1, pa posle h2, ali dobro. No, da li ovo
’radi’?

Razmotrimo slede�i primer: f = X3 + X, h1 = X2 − X, h2 = X2.
Vrximo redukcije polinomom h1:

X3 +X
h1−→ X2 +X

h1−→ 2X.

U prvoj redukciji smo od polinoma f oduzeli polinom h1 pomno�en
monomom X = X3

X2 , a potom smo od dobijenog polinoma oduzeli polinom
h1 pomno�en monomom 1 = X2

X2 . Sve po pravilima kojima vrximo reduk-
cije. Dobili smo polinom 2X i ǌega ne mo�emo vixe da redukujemo
polinomom h1. Dobro, pre�imo na polinom h2. Ali, ne mo�emo da ga
redukujemo ni polinomom h2! Qini se da on nije u idealu. A xta bi
se desilo da smo prvo redukovali polinomom h2?

X3 +X
h2−→ X.

Opet ne mo�emo da nastavimo daǉe. Primetimo da nismo dobili isti
rezultat. No, mi smo deǉeǌe rastavili na pojedinaqne korake – re-
dukcije. Mo�da mo�emo da malo redukujemo pomo�u h1, a malo pomo�u
h2?

X3 +X
h1−→ X2 +X

h2−→ X.

Kako god da radimo, ne dobijamo da polinom pripada idealu. Ali,
jasno se vidi da polinom jeste u idealu: X = h2 − h1, pa X ∈ I, a
f = (X2 + 1) ·X, pa f ∈ I.

Dakle, ovaj nax postupak ne radi bax dobro. Trebalo bi malo da
razmislimo. Oqigledno je bilo pogrexno koristiti samo polinome
h1 i h2. Treba gledati i druge polinome koji su u idealu. Naravno,
lako �emo se dosetiti kako ovo popraviti. Ne samo za ovaj pose-
ban sluqaj, nego uopxte. Mi vrlo dobro znamo da je prsten polinoma
K[X] glavnoidealski, tj. u ǌemu je svaki ideal generisan jednim poli-
nomom. Znamo i koji je to polinom. To je polinom koji je zapravo naj-
ve�i zajedniqki delilac tog konaqnog broja polinoma koji generixu
ideal. U sluqaju dva polinoma, najve�i zajedniqki delilac se dobija
Euklidovim algoritmom, a za vixe polinoma se postupak iterira. U
naxem sluqaju se lako dobija da je NZD(X2−X,X2) = X i onda je sve
jasno (i lako).

Prema tome, problem pripadnosti idealu I = 〈h1, . . . , hk〉 rexili
smo prelaskom na ,,boǉi” generatorni skup. U sluqaju ideala gene-
ratorni skup naziva se, kao xto rekosmo, i baza. Dakle, od baze
{h1, . . . , hk} prelazimo na jednoqlanu bazu {NZD(h1, . . . , hk)} i tada se
problem pripadnosti idealu jednostavno rexava.
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Pozabavimo se sada sluqajem polinoma sa vixe neodre�enih. Mora-
mo, najpre, da razjasnimo deǉeǌe u prstenu polinoma sa vixe neodre-
�enih. Kao xto smo videli, deǉeǌe je zapravo niz redukcija, te �emo
stoga razjasniti pojam redukcije.

Kada vrximo redukciju polinoma sa jednom neodre�enom, mi se
koncentrixemo na dva monoma, koji su zapravo monomi najve�eg ste-
pena u dva polinoma koje razmatramo. Drugim reqima, oni su vode�i
monomi. Kako to izgleda u sluqaju polinoma sa vixe neodre�enih?
Na primer, koji je to vode�i monom u polinomu X3Y +4X2Y 2 +3X2Y +
Y 3 −X2 + 2Y − 1? Ako gledamo po totalnim stepenima, onda su i X3Y
i 4X2Y 2 stepena 4. Naravno, mo�emo da se koncentrixemo na najvixi
stepen od X. Ali, xta re�i za ovaj polinom: X2Y 2Z +X2Y Z2 − Y 2 +
3Z−5? Ovde mo�emo da gledamo ve�i stepen od Y . Treba to pa�ǉivije
osmisliti.

Evo malo prigodne terminologije. Ako je cXα1
1 Xα2

2 · · ·Xαn
n monom,

onda je tu c koeficijent, a Xα1
1 Xα2

2 · · ·Xαn
n je proizvod stepena neo-

dre�enih, kratko proizvod. Ovaj proizvod �emo kratko oznaqavati
sa XXXααα (ovde su XXX i ααα odgovaraju�e n-torke). (Ovde nije loxe napome-
nuti da je pri pisaǌu zgodno, umesto ovako zatamǌenih slova, ta slova
podvu�i, tj. X umesto XXX i α umesto ααα.)

�elimo da uvedemo neki poredak na skupu svih proizvoda Pn. Pre
svega �elimo da taj poredak proxiruje poredak u smislu deǉivosti,
tj. da iz XXXααα |XXXβββ sledi XXXααα 4XXXβββ. Tako�e �elimo da tako dobijemo do-
bro ure�en skup svih proizvoda, jer ne �elimo beskonaqan opadaju�i
niz: XXXααα1 � XXXααα2 � . . . . Posebno, to znaqi da imamo jedno linearno
ure�eǌe, tj. svaka dva proizvoda moraju biti uporediva. Primetimo
da je i 1 4 XXXααα za svako ααα (1 = XXX000, 000 = (0, 0, . . . , 0)). Svaki takav
poredak naziva se monomni poredak (mada je zapravo definisan na
proizvodima, a ne monomima, ali ne postoji usaglaxenost termina, te
se ne�emo daǉe brinuti o tome).

Zapravo, evo precizne definicije koja nam daje sve tra�ene uslove.

Definicija 70. Linearno ure�eǌe na skupu svih proizvoda je monomni
poredak ukoliko ispuǌava slede�a dva uslova.

1. Za sve ααα 6= 000 je 1 ≺XXXααα

2. Za sve ααα,βββ,γγγ iz XXXααα ≺XXXβββ sledi XXXαααXXXγγγ ≺XXXβββXXXγγγ .

Sada pokazujemo da smo ovako zaista dobili jedno dobro ure�eǌe
na skupu svih proizvoda.

Stav 71. Monomni poredak je dobro ure�eǌe na skupu svih proizvoda.

Dokaz. Neka je 4 neki monomni poredak na skupu Pn i neka je T
neprazan podskup od Pn. �elimo da poka�emo da T ima najmaǌi ele-
ment. Primetimo pre svega da pridru�ivaǌe Φ: Nn → Pn zadato sa

Φ(α1, . . . , αn) = Xα1
1 · · ·Xαn

n
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uspostavǉa jednu bijekciju izme�u Nn i Pn za koju va�i

(α1, . . . , αn)� (β1, . . . , βn) ⇐⇒ Xα1
1 · · ·Xαn

n | Xβ1

1 · · ·Xβn
n .

Drugim reqima, parcijalno ure�eni skupovi (Nn,�) i (Pn, |) su izo-
morfni. Diksonova lema ka�e da skup Φ−1[T ] ⊆ Nn ima samo konaqno
mnogo minimalnih elemenata u odnosu na poredak � pa stoga i T ⊆ Pn
ima samo konaqno mnogo minimalnih elemenata X1, . . . ,Xk u odnosu na
poredak |. No, monomni poredak proxiruje poredak zadat deǉivox�u,
a uz to je i linearno ure�eǌe. Kod svakog linearnog ure�eǌa, svaki
konaqan skup ima i najmaǌi i najve�i element. Najve�i element nas
ne zanima, ali najmaǌi element, neka je to Xi, u skupu tih minimalnih
elemenata je najmaǌi element u skupu T u odnosu na monomni poredak
4.

Naime, ako bi u T postojao proizvod X takav da je X ≺ Xi on
svakako ne bi delio nijedan od navedenih minimalnih elemenata. Osim
toga, za 1 6 j 6 k: Xj - X, jer bi onda bilo i Xj 4 X, xto je suprotno
qiǌenici da je X ≺ Xi 4 Xj (poredak 4 proxiruje |). Kako postoji
samo konaqno mnogo proizvoda koji dele bilo koji proizvod, postoji
konaqno mnogo ǌih iz T koji dele X. Uzmimo minimalan takav X′ (to
mo�e biti i sam X, nema znaqaja). No, on bi onda bio i minimalan u
T u odnosu na |, razliqit od X1, . . . ,Xk, a to su svi minimalni u T .
Ova kontradikcija zavrxava dokaz. �

Monomnih poredaka ima uistinu mnogo. Navedimo dva najjednos-
tavnija. Prvi je leksikografski poredak, oznaka lex. U tom sluqaju
je

Xα1
1 Xα2

2 · · ·Xαn
n ≺lex X

β1

1 Xβ2

2 · · ·Xβn
n

def⇐⇒ (∃i ∈ {1, . . . , n})((∀j < i)(αj = βj) i αi < βi).

Kratko reqeno, proizvodi se porede kao u reqniku. Zamislite da ste
ispisali proizvod kao req u reqniku (pri qemu su neodre�ene slova
i to tako da je X1 prvo slovo itd). Onda je ,,ve�a” ona koja se prva
pojavi. Recimo X2

1X2X
7
3 ≺lex X

2
1X

2
2X3: α1 = 2 = β1, a α2 = 1 < 2 = β2.

Zapravo, prva odgovara reqi (reqnik je na �irilici): aabvvvvvvv,
a druga aabbv. Sigurno se ni u jednom reqniku srpskog jezika ove
dve reqi ne pojavǉuju, ali znamo koja bi se prva pojavila. Posebno,
ovde je X1 �lex X2 �lex · · · �lex Xn. Naime, X2 = X0

1X
1
2 · · ·X0

n, a
X1 = X1

1X
0
2 · · ·X0

n, pa je X2 ≺lex X1, xto se vidi pore�eǌem stepena
neodre�ene X1. Uostalom, slovo a se pojavǉuje pre slova b, zar ne?
Naravno, pore�eǌe sa reqnikom je nategnuto: naxe neodre�ene komuti-
raju, a slova u reqima sigurno ne, ali ovo objaxǌava terminologiju.

Drugi jednostavan poredak, koji �emo koristiti u daǉem je tako-
zvani stepenasti leksikografski poredak, u oznaci grlex. U ovom poret-
ku, ako gledamo analogiju sa reqnikom, prvo poredite du�inu reqi
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(du�e reqi su ve�e od kra�ih), a reqi iste du�ine poredite leksiko-
grafski: Xα1

1 Xα2
2 · · ·Xαn

n ≺grlex X
β1

1 Xβ2

2 · · ·Xβn
n ako i samo ako je

n∑
i=1

αi <

n∑
i=1

βi

ili je
n∑
i=1

αi =

n∑
i=1

βi, a X
α1
1 Xα2

2 · · ·Xαn
n ≺lex X

β1

1 Xβ2

2 · · ·Xβn
n .

Jasno je da je i ovde Xi �grlex Xj za i < j.

Zapravo, mi smo i definisali oba ova poretka tako da neodre�ene
ovako budu ure�ene. Mo�e se naravno, zadati leksikografski i ste-
penasti leksikografski poredak da neodre�ene budu ure�ene na neki
drugi naqin.

Izaberimo neki monomni poredak 4. Svaki polinom f 6= 0 iz
K[X1, X2, . . . , Xn] mo�emo zapisati na slede�i naqin:

f = a1XXX
ααα1 + a2XXX

ααα2 + · · ·+ arXXX
αααr ,

pri qemu je XXXααα1 � XXXααα2 � · · · � XXXαααr . Prirodno je uvesti slede�u ter-
minogiju (i oznake). Vode�i proizvod polinoma f , u oznaci LP (f),
je XXXααα1 , vode�i koeficijent tog polinoma, u oznaci LC(f) je a1, dok
je a1XXXααα1 vode�i monom: LM(f) = α1XXX

ααα1 .

Neka je zadat ideal I = 〈h1, h2, . . . , hk〉. Zanima nas pitaǌe pripad-
nosti polinoma f 6= 0 ovom idealu. Najpre uvodimo pojam redukcije.
Uoqimo LP (f) i LP (hi). Ako LP (hi) | LP (f), onda vrximo redukciju:

f
hi−→ f1,

gde je

f1 = f − LM(f)

LM(hi)
hi.

Primetimo da je sada LP (f1) ≺ LP (f), jer smo vode�i monom ’skinuli’,
a sve se radilo proizvodima koji su maǌi od LP (f) (koristili smo
vode�i monom i u hi). Dakle, mo�emo ponavǉati ove redukcije koriste
�i sve ove polinome h1, . . . , hk. Na kraju dolazimo do polinoma r koji
daǉe ne mo�emo da redukujemo. U sluqaju polinoma sa jednom neodre-
�enom, to se dexava kada stepen dobijenog polinoma bude maǌi od
stepena polinoma hi, a u sluqaju polinoma sa vixe neodre�enih, to se
dexava kada nijedan od vode�ih proizvoda LP (hi) ne deli LP (r). Ako
je r = 0, onda znamo da je f u idealu, a ako nije, onda. . .
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Grebnerove baze – pojam i egzistencija

Nastavǉamo sa pitaǌem redukcije. Umesto da radimo sa datom
bazom h1, . . . , hk, mi �elimo da dobijemo boǉu bazu, u kojoj �e reduk-
cija rexiti problem pripadnosti idealu (a i u kojoj ’ostatak’ ne
zavisi od redosleda redukcija).

Definicija 72. Neka je {0} 6= I CK[X1, . . . , Xn]. Polinomi g1, . . . , gs ∈ I
qine Grebnerovu bazu za ideal I ukoliko

za svaki g ∈ I \{0} postoji i ∈ {1, . . . , s} tako da LP (gi) | LP (g). (2)

Stav 73. Grebnerova baza postoji za svaki ideal I 6= 0 i ona je jedan gene-
ratorni skup za taj ideal.

Dokaz. Posmatrajmo skup LP(I) = {LP (g) : g ∈ I \{0}}. To je skup
svih vode�ih proizvoda polinoma iz I. Prema Diksonovoj lemi i
delu dokaza stava 71, postoji konaqno mnogo minimalnih elemenata (u
smislu deǉivosti) u ovom skupu, tj. postoji konaqno mnogo polinoma
g1, . . . , gs ∈ I takvih da je skup {LP (g1), . . . , LP (gs)} skup svih minimal-
nih elemenata skupa LP(I) u odnosu na relaciju deǉivosti.

Zapravo ovako dobijeni elementi g1, . . . , gs i predstavǉaju tra�enu
pogodnu bazu – to je Grebnerova baza ideala I. Poka�imo to.

Doka�imo da g1, . . . , gs ispuǌavaju uslov iz definicije 72. U suprot-
nom, neka je g nenula polinom iz ideala I qiji vode�i proizvod nije
deǉiv nijednim od vode�ih proizvoda polinoma gi. Kako su oni mini-
malni (u odnosu na deǉivost), to, za sve i: LP (g) - LP (gi). Postoji
samo konaqno mnogo ma kakvih proizvoda koji dele LP (g). Samim tim
postoji samo konaqno mnogo proizvoda iz skupa LP(I) koji dele LP (g).
Izaberimo neki minimalan takav (mo�da je to bax LP (g), ne smeta
nixta to). Taj proizvod �e onda biti i minimalan u celom skupu
LP(I), a to protivreqi qiǌenici da je {LP (g1), . . . , LP (gs)} skup svih
minimalnih elemenata (taj proizvod nije ni jedan od ovih – oni ne
dele LP (g)).

Dakle, sada imamo polinome g1, . . . , gs iz ideala I sa gorenavedenim
svojstvom (2). Poka�imo da oni generixu I. Zapravo �emo pokazati
da je f ∈ I ako i samo ako se pomo�u g1, . . . , gs mo�e redukovati do 0.

Naravno, jedan smer je lak. Ako se polinom redukuje do 0 korix-
�eǌem polinoma gi, onda je taj polinom oblika

∑
i pigi za neke polinome

pi, pa samim tim pripada idealu I (pri redukciji od datog polinoma
f oduzimamo neki gi pomno�en nekim monomom; ako do�emo na kraju od
nule, onda, rade�i unazad, dobijamo da je f suma umno�aka gi nekim
polinomima). Pretpostavimo stoga da f ∈ I. To znaqi da je LP (gi) |
LP (f) za neko i, pa mo�emo izvrxiti redukciju:

f
gi−→ f1,
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pri qemu je LP (f1) ≺ LP (f) i f1 ∈ I. Ukoliko je f1 = 0, dobili smo
tra�eno; u suprotnom nastavǉamo postupak. Tako dobijamo niz poli-
noma: f = f0, f1, . . . za koje je LP (f0) � LP (f1) � . . . Na osnovu svojstava
monomnog poretka, znamo da takav niz ne mo�e biti beskonaqan, te se
proces mora zavrxiti i dobijamo 0 posle konaqno mnogo koraka. �

Napomena 74. Primetimo da iz prethodnog stava sledi i posledica
48. Dakle, Diksonova lema nam je pomogla da direktno dobijemo ovaj
va�an rezultat. ♦

Mi smo do sada samo razmatrali redukciju polinoma tako xto smo
’skidali’ ǌegov vode�i monom. No, redukcija se mo�e vrxiti i tako
da se ’skida’ ma koji monom u datom polinomu. Kada se vixe nijedan
monom ne mo�e ’skinuti’ dobijamo pravi ostatak. Videli smo da se
pri proizvoǉnoj bazi mogu dobiti razliqiti ostaci, qak i u sluqaju
polinoma sa jednom neodre�enom. Razjasnimo sada nedoumicu – da
li ostatak koji se dobija pri redukciji zavisi od redosleda kojom
redukciju vrximo ako imamo Grebnerovu bazu.

Stav 75. Neka je G = {g1, . . . , gs} jedna Grebnerova baza ideala I prstena
K[X1, . . . , Xn] i f 6= 0 proizvoǉan polinom iz K[X1, . . . , Xn]. Ukoliko su
polinomi r1 i r2 dobijeni redukcijom polinoma f pomo�u baze G i ne mogu
se daǉe redukovati, onda je r1 = r2.

Dokaz. S obzirom na naqin na koji se vrxi redukcija dobijamo da
postoje polinomi p1, . . . , ps i polinomi q1, . . . , qs za koje je

f = p1g1 + · · ·+ psgs + r1, f = q1g1 + · · ·+ qsgs + r2.

Odavde dobijamo da je

r1 − r2 = (q1 − p1)g1 + · · ·+ (qs − ps)gs ∈ I.

Dakle, ukoliko je r1 − r2 6= 0 onda LP (gi) | LP (r1 − r2), za neko i (G je
Grebnerova baza). Naravno, mo�e se desiti da su se pri oduzimaǌu
r1 − r2 vode�i monomi u ovim polinomima skratili, ali, poxto po
pretpostavci r1 − r2 6= 0, ipak je nexto i ostalo, tj. LP (r1 − r2) je
neki od proizvoda koji se pojavǉuju u polinomu r1 i/ili polinomu
r2. No, to znaqi da LP (gi) deli neki od proizvoda u bar jednom od
ova dva polinoma, te bar jedan od ǌih nije potpuno redukovan, xto
protivreqi pretpostavci. Zakǉuqujemo da mora va�iti r1 = r2, xto
se i tra�ilo. �

Videli smo da Grebnerova baza uvek postoji. Drugo je pitaǌe kako
je na�i. Postoje algoritmi za nala�eǌe Grebnerove baze konkretnog
ideala, a oni su i implementirani u raznim paketima za simboliqka
izraqunavaǌa. Mi �emo se time kratko baviti u narednom odeǉku.
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Ovde �emo samo prokomentarisati da, naravno, Grebnerova baza za-
visi od izbora monomnog poretka, ali je zanimǉiva i slede�a jed-
nostavna qiǌenica: ako je {g1, . . . , gs} Grebnerova baza za poredak
41 i posmatramo poredak 42 i skup polinoma {h1, . . . , hs} za koje je
LP41

(gi) = LP42
(hi) za sve i, onda je skup {h1, . . . , hs} Grebnerova baza

za poredak 42. Nadamo se da je qitaocu potpuno jasno zaxto ovo va�i.

Za kraj ovog odeǉka, navedimo da se pojam Grebnerove baze mo�e
zadati i za sluqaj polinoma nad nekim prstenom koeficijenata. Na-
ravno da je tu slo�enije razmatraǌe (na primer, odmah se mo�e prime-
titi da moramo razmatrati da li LM(g) | LM(f), a ne samo da li
LP (g) | LP (f)), ali za pravilne prstene, poput glavnoidealskih do-
mena, teorija se mo�e fino razviti.

S-polinomi i Buhbergerov algoritam

Uvedimo najpre jednu oznaku. Neka je F = {f1, . . . , fs} skup polinoma
iz K[X1, . . . , Xn]. Tada

f
F−→+ h

oznaqava da je polinom f redukovan na polinom h nizom redukcija u
kojima su uqestvovali polinomi iz skupa F .

Posmatrajmo ideal I = 〈f1, . . . , fs〉. Svaki element iz ovog ideala je
oblika h1f1 + · · ·+ hsfs. Znamo da polinomi f1, . . . , fs qine neku Greb-
nerovu bazu za ideal I ako je vode�i proizvod svakog nenula elementa
ideala I deǉiv nekim od LP (fi). Na prvi pogled se mo�e uqiniti da
vode�i proizvodi od fi uvek uqestvuju u elementu ideala, ali to na-
ravno nije sluqaj. Naime, vode�i proizvodi LP (hifi) = LP (hi)LP (fi)
mogu se skratiti me�usobno. Najjednostavniji sluqaj u kome se to
dexava je slede�i.

Definicija 76. Neka su f, g ∈ K[X1, . . . , Xn] \{0} i neka je

L = NZS(LP (f), LP (g)).

Polinom S(f, g) zadat sa:

S(f, g) : =
L

LM(f)
f − L

LM(g)
G.

naziva se S-polinom od f i g.

Naravno, NZS(P1, P2) oznaqava najmaǌi zajedniqki sadr�alac proizvoda
P1 i P2. Na primer, ako imamo grlex poredak u kome je X > Y i ako je
f = 3X3Y +4Y 2, a g = 2XY 2−7Y +6, onda je L = NZS(X3Y,XY 2) = X3Y 2

i

S(f, g) =
X3Y 2

3X3Y
(3X3Y +4Y 2)−X

3Y 2

2XY 2
(2XY 2−7Y +6) =

7

2
X2Y +

4

3
Y 3−3X2.
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Vidimo da je doxlo do skra�ivaǌa vode�ih proizvoda i da vode�i
proizvod polinoma S(f, g) nije deǉiv vode�im proizvodima polinoma f
i g. Kako je jasno da S(f, g) ∈ 〈f, g〉, to skup {f, g} sigurno ne qini Greb-
nerovu bazu. No, zanimǉivo je da je za proveru da li neki skup poli-
noma qini Grebnerovu bazu dovoǉno posmatrati S-polinome parova
polinoma iz tog skupa kandidata. To je suxtina slede�e teoreme.

Teorema 77. (Buhbergerova teorema) Neka je G = {g1, . . . , gs} skup nenula
polinoma iz K[X1, . . . , Xn]. Tada je G Grebnerova baza za ideal generisan
tim polinomima ako i samo ako za sve i 6= j va�i:

S(gi, gj)
G−→+ 0.

Ovu teoremu ne�emo dokazivati.

Teorema 78. Neka je F = {f1, . . . , fs} ⊆ K[X1, . . . , Xn] \{0}. Vrximo slede�i
postupak sa ovim polinomima.

Raqunamo S(f1, f2) i redukujemo u odnosu na F do polinoma h, koji se ne
mo�e daǉe redukovati u odnosu na F . Ako je h = 0, razmatramo polinome f1
i f3. A ako je h 6= 0, dodajemo ga u skup F i nastavǉamo razmatraǌe polinoma
f1 i f3, ali sada uz korix�eǌe skupa F proxirenog polinomom h. Postupak
zavrxavamo kada se svi S-polinomi parova polinoma iz tako proxirenog
skupa redukuju do 0. Tako proxireni skup je jedna Grebnerova baza za ideal
generisan skupom polinoma F .

Dokaz. Ovde treba dokazati da se ovaj postupak zavrxava posle konaq-
no mnogo koraka, kao i da se zaista dobija Grebnerova baza za ideal
generisan polinomima f1, . . . , fs. Korisno je, za skup polinoma F uvesti
oznaku

LP (F ) := 〈LP (f) : f ∈ F \{0}〉.

Dakle, to je ideal generisan vode�im proizvodima polinoma iz F .

Ukoliko se postupak ne bi zavrxio, dobili bismo rastu�i niz
skupova polinoma

F = G0 ⊂ G1 ⊂ G2 ⊂ · · ·

pri qemu se svaki od Gi dobija od prethodnog dodavaǌem nekog ele-
menta h ∈ I koji je nenula redukcija u odnosu na Gi−1 nekog S-polinoma
dva elementa iz Gi−1. Kako je h redukovan u odnosu na Gi−1, to LP (h) 6∈
LP (Gi−1), pa je niz ideala

LP (G0) ⊂ LP (G1) ⊂ LP (G2) ⊂ · · ·

striktno rastu�i niz ideala koji se ne zavrxava, a ovo nije mogu�e
jer je prsten polinoma K[X1, . . . , Xn] Neterin. Zakǉuqujemo da se pos-
tupak mora zavrxiti.
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Dakle, postupak se zavrxava i dobijamo novi skup polinoma, zovimo
ga G: G = {f1, . . . , fs, h1, . . . , ht}. Neka je gi : = fi za 1 6 i 6 s i gs+j : = hj

za 1 6 j 6 t. Kako va�i: S(gi, gj)
G−→+ 0 za sve i 6= j, Buhbergerova teo-

rema nam ka�e da smo zaista dobili jednu Grebnerovu bazu. �

Postupak opisan u prethodnoj teoremi zove se Buhbergerov algo-
ritam. Kao xto vidimo, to je jedan dosta jednostavan postupak bazi-
ran na Buhbergerovoj teoremi. Znamo da se svi S-polinomi za parove
polinoma iz Grebnerove baze moraju redukovati do nule. Stoga raqu-
namo te polinome. Svaki put kad ne dobijemo nulu, taj redukovani
polinom dodajemo u bazu. Na kraju zaista i dobijamo jednu Greb-
nerovu bazu.

Redukovane Grebnerove baze

Dakle, imamo jedan postupak (Buhbergerov algoritam) koji nam
omogu�ava nala�eǌe neke Grebnerove baze poqev od datog skupa gene-
ratora ideala. Jasno je da su pri konstrukciji baze vrxeni mnogi
izbori xto se tiqe redosleda redukcije, a od ǌih zavisi i konaqan is-
hod. Da bismo mo�da doxli do neke jedinstvenosti, navedimo najpre
slede�u definiciju.

Definicija 79. Za Grebnerovu bazu G = {g1, . . . , gs} ka�emo da je mini-
malna ukoliko va�i slede�e:

1) LC(gi) = 1, za sve i.

2) Za sve i 6= j: LP (gi) - LP (gj).

Nije texko videti kako se od ma koje Grebnerove baze dobija mini-
malna. Pre svega, prvi uslov je lako ispuniti – dovoǉno je podeliti
svaki qlan baze ǌegovim vode�im koeficijentom. Xto se tiqe drugog
uslova, ako je G neka Grebnerova baza i g1, g2 ∈ G, ukoliko LP (g2) |
LP (g1), onda je i G \ {g1} Grebnerova baza – svaki proizvod deǉiv sa
LP (g1) deǉiv je i sa LP (g2), te nam polinom g1 i nije neophodan za tu
bazu.

Stav 80. Neka su F = {f1, . . . , fs} i G = {g1, . . . , gt} dve minimalne Greb-
nerove baze nekog ideala. Tada je s = t i

{LP (f1), . . . , LP (fs)} = {LP (g1), . . . , LP (gs)}.

Dokaz. Oznaqimo sa I ideal o kome je req. Kako f1 ∈ I, a G je
Grebnerova baza, LP (gi1) | LP (f1) za neko i1. Sliqno, kako gi1 ∈ I,
a F je Grebnerova baza, onda LP (fj) | LP (gi1) za neko j. Sledi da
LP (fj) | LP (f1). No, kako je baza F minimalna, mora biti j = 1.
Dakle, LP (f1) | LP (gi1) i LP (gi1) | LP (f1). S obzirom da su vode�i
koeficijenti jednaki 1, dobijamo da je LP (f1) = LP (gi1).
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Posmatrajmo skupove F \{f1} i G\{gi1}. Element f2 je u I, a kako je G
Grebnerova baza, LP (gi2) | LP (f2) za neko i2. S obzirom da je LP (gi1) =
LP (f1), a LP (f1) - LP (f2), mora biti i2 6= i1. Kao i u prethodnom
sluqaju, LP (fj) | LP (gi2) za neko j i to j mora biti bax jednako 2. I
ovde dobijamo da je LP (f2) = LP (gi2).

Postupak se nastavǉa i dobijamo da je za sve 1 6 k 6 s: LP (fk) =
LP (gik) pri qemu je gik 6= gil kad god je k 6= l. To pokazuje da je s 6 t.
Kako smo mogli da krenemo simetriqno, od g1, va�i i da je t 6 s.
Stoga je s = t i {LP (f1), . . . , LP (fs)} = {LP (g1), . . . , LP (gs)}, xto se i
tra�ilo. �

Definicija 81. Za Grebnerovu bazu G = {g1, . . . , gs} ka�emo da je reduko-
vana ukoliko je LC(gi) = 1 za sve i i ukoliko je, za sve i, element gi redukovan
u odnosu na G \{gi}, tj. nijedan monom u gi nije deǉiv nekim od LP (gj) za
neko j 6= i.

Teorema 82. Neka je izabran neki monomni poredak na skupu Pn. Svaki
nenula ideal I / K[X1, . . . , Xn] ima jedinstvenu redukovanu Grebnerovu bazu
u odnosu na izabrani monomni poredak.

Dokaz. Nije texko uveriti se kako se od ma koje Grebnerove baze
nalazi redukovana. Najpre se svi qlanovi baze redukuju u odnosu na
ostale, a zatim se oni qlanovi baze koji su ostali, podele svojim
vode�im koeficijentima.

Ostaje pitaǌe jedinstvenosti. S obzirom da je svaka redukovana
baza ujedno i minimalna, svake dve redukovane baze imaju isti broj
elemenata. Neka su G = {g1, . . . , gt} i H = {h1, . . . , ht} dve reduko-
vane Grebnerove baze za dati ideal. Mo�emo pretpostaviti i da je
LP (gi) = LP (hi) za sve i (videti prethodni stav).

Ukoliko bi bilo gk 6= hk za neko k, imali bismo nenula element
ideala I: gk−hk, te LP (hj) | LP (gk−hk). Kako je LP (gk−hk) ≺ LP (hk),
jer su se vode�i monomi skratili, to je j 6= k. To znaqi da imamo
da LP (hj) = LP (gj) deli neki od monoma u gk − hk. No, ma koji monom
u tom polinomu je umno�ak nekog od monoma iz gk i/ili hk. Tako
bismo dobili da baza G ili baza H nije redukovana, xto protivreqi
pretpostavci. �

Elementarne primene Grebnerovih baza

U ovom delu �emo navesti nekoliko jednostavnih primena Greb-
nerovih baza. U svim primenama I = 〈f1, . . . , fs〉CK[X1, . . . , Xn].

Prva primena. Neka je f ∈ K[X1, . . . , Xn]. Odrediti da li f ∈ I.
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Ovde je jasno xta radimo. Najpre na�imo Grebnerovu bazu G = {g1, . . . , gt}
za ideal I i onda imamo ekvivalenciju:

f ∈ I ⇐⇒ f
G−→+ 0. ♦

Druga primena. Data su dva ideala I i J u prstenu polinona. Odrediti
da li su jednaki.

I ovo nije texko. Poxto je redukovana Grebnerova baza za ideal jed-
noznaqno odre�ena, treba odrediti redukovane baze za I i J i upore-
diti ih. ♦

Tre�a primena. Na�i predstavnike za kosete u K[X1, . . . , Xn]/I.

Neka je G Grebnerova baza za I. Za svaki f ∈ K[X1, . . . , Xn] postoji
taqno jedan element r ∈ K[X1, . . . , Xn], koji je redukovan u odnosu na

G, takav da je f G−→+ r. On se oznaqava sa NG(f) i naziva normalna
forma od f u odnosu na G. Va�i slede�i stav.

Stav 83. Neka su f, g ∈ K[X1, . . . , Xn], ICK[X1, . . . , Xn]. Tada je f+I = g+I
akko NG(f) = NG(g). Stoga je

{NG(f) : f ∈ K[X1, . . . , Xn]}

tra�eni skup predstavnika koseta za K[X1, . . . , Xn]/I. Xtavixe, preslika-
vaǌe NG : K[X1, . . . , Xn]→ K[X1, . . . , Xn] je K-linearno.

Dokaz stava nije te�ak, ali ga ne�emo davati.

Qetvrta primena. Odrediti bazuK-vektorskog prostoraK[X1, . . . , Xn]/I.

Ovo nam razrexava slede�i stav.

Stav 84. Neka je G = {g1, . . . , gt} Grebnerova baza za ideal I. Tada jednu
bazu za K-vektorski prostor K[X1, . . . , Xn]/I qine koseti onih proizvoda X,
za koje LP (gi) - X za sve i ∈ {1, . . . , t}.

Dokaz. Kao xto smo naveli, za svaki polinom f je f + I = NG(f) +
I. Kako je NG(f) redukovan u odnosu na G, on je suma monoma koji
se ne mogu daǉe redukovati, tj. koji nisu deǉivi sa LP (gi) za sve i.
Koseti odgovaraju�ih proizvoda su linearno nezavisni nad K, bax
zbog jedinstvenosti normalne forme. �

Primer 85. Pretpostavimo da smo za neki ideal I prstena Q[X,Y ] do-
bili Grebnerovu bazu G = {XY 2−X+Y,−X2+XY +Y 2, Y 3+X−2Y } pri
qemu imamo grlex poredak u kome je X �grlex Y . Vode�i proizvodi su
ovde XY 2, X2, Y 3. Stoga bazu qine koseti proizvoda koji nisu deǉivi
ovim, a to su 1, X, Y,XY, Y 2, te je dimQ[X,Y ]/I = 5. Da istaknemo, bazu
qine: 1 + I,X + I, Y + I,XY + I, Y 2 + I. ♣
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Peta primena. Odrediti operacije u koliqniqkom prstenu.

Predstavnici koseta su NG(f). Ono xto je zanimǉivo je mno�eǌe.
Predstavnik proizvoda koseta (f + I) · (g + I) je NG(f · g). ♦
Primer 86. Napravi�emo tablicu mno�eǌa elemenata baze vektorskog
prostora iz prethodnog primera. Svaki proizvod �e biti izra�en kao
linearna kombinacija elemenata baze. Na primer, proizvod (XY + I) ·
(Y 2 + I) = XY 3 + I dobijamo redukcijom polinoma XY 3 pomo�u baze G.

XY 3 g3−→ XY 3 −Xg3 = XY 3 −X(Y 3 +X − 2Y ) = −X2 + 2XY
g2−→ −X2 + 2XY − g2 = −X2 + 2XY +X2 −XY − Y 2 = XY − Y 2.

Dakle, ako koset f + I oznaqimo sa f imamo da je XY · Y 2 = XY − Y 2.
Evo cele tablice.

· 1 X Y Y 2 XY

1 1 X Y Y 2 XY

X X XY + Y 2 XY X − Y Y

Y Y XY Y 2 −X + 2Y X − Y
Y 2 Y 2 X − Y −X + 2Y −XY + 2Y 2 XY − Y 2

XY XY Y X − Y XY − Y 2 Y 2

Ovu tablicu �emo iskoristiti u narednom primeru. ♣

Xesta primena. Odrediti inverze elemenata u koliqniqkom prstenu ako
postoje.

Ukoliko je koliqniqki prsten K-vektorski prostor konaqne dimen-
zije, onda se ovo rexava metodom neodre�enih koeficijenata. Ako
bazu qine koseti proizvoda X1, . . . ,Xn i tra�imo inverz elementa f+I,
onda tra�imo a1, . . . , an ∈ K tako da je

(a1X1 + · · ·+ anXn) · f ≡ 1 (mod I).

Ukoliko navedeni element nema inverz, sistem jednaqina koji dobi-
jemo nema rexeǌe. ♦
Primer 87. Iskoristimo primer 85. Potra�imo tu inverz koseta
(X+Y + 1) + I. S obzirom da znamo bazu, treba odrediti a, b, c, d, e ∈ Q
takve da je

(aXY + bY 2 + cX + dY + e)(X + Y + 1) ≡ 1 (mod I).

Raqunamo

(aXY+bY 2+cX+dY+e)(X+Y+1) = aX2Y+aXY 2+aXY+bXY 2+bY 3+bY 2

+cX2+cXY+cX+dXY+dY 2+dY+eX+eY+e ≡I aY+a(X−Y )+aXY+b(X−Y )

+b(2Y −X)+bY 2 +c(XY +Y 2)+cXY +cX+dXY +dY 2 +dY +eX+eY +e

= (a+ 2c+ d)XY + (b+ c+ d)Y 2 + (a+ c+ e)X + (b+ d+ e)Y + e.
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Ovde smo kod mno�eǌa monoma koristili redukcije koje su navedene u
tablici mno�eǌa iz prethodnog primera. Dobijamo sistem jednaqina

a + 2c + d = 0
b + c + d = 0

a + c + e = 0
b + d + e = 0

e = 1

Rexeǌe sistema je (a, b, c, d, e) = (−2,−1, 1, 0, 1). Dakle, inverz koseta
X + Y + I je koset (−2XY − Y 2 +X + 1) + I. ♣

Jedna naprednija primena

Poka�imo sada kako se Grebnerove baze mogu iskoristiti za ispi-
tivaǌe da li se dati graf mo�e obojiti sa 3 boje.

Podsetimo se najpre da graf Γ = (V,E) ure�en par jednog konaqnog
skupa V i skupa E koji qine neki dvoqlani podskupovi od V (V=vertices,
E=edges). Ako je m > 2, onda za graf Γ ka�emo da je m-obojiv ukoliko
postoji funkcija f : V → {1, . . . ,m} za koju va�i: ako je {v1, v2} ∈ E,
onda je f(v1) 6= f(v2). Kratko reqeno, svako teme ,,bojimo” jednom od
m boja i susedna temena ne smeju biti obojena istom bojom. Ovo
,,kodiramo” pomo�u polinoma i ideala na slede�i naqin.

Posmatramo prsten polinoma sa n neodre�enih, gde je n broj el-
emenata u skupu V , sa koeficijentima u poǉu kompleksnih brojeva:
C[X1, . . . , Xn]. Ideal I ima za generatore polinome X3

1 − 1, . . . , X3
n − 1,

kao i polinome X2
i +XiXj+X2

j za one 1 6 i < j 6 n za koje je {vi, vj} ∈ E.
Sa V (I) oznaqimo skup svih nula ovog ideala, tj.

V (I) = {(z1, . . . , zn) : f(z1, . . . , zn) = 0 za sve f ∈ I}.

Naime, naxa ideja je da je V (I) 6= ∅ akko je graf Γ 3-obojiv. Nije texko
uveriti se zaxto je ovo taqno. Naime, ukoliko je (z1, . . . , zn) ∈ V (I),
onda najpre imamo da je z3i = 1 za sve i, te je zi jedan od TRI razliqita
korena iz jedinice. Ta tri korena su nam kao tri boje. A, ukoliko je
z2i +zizj +z2j = 0, onda mora biti zi 6= zj – u suprotnom je z2i +zizj +z2j =

3z2i 6= 0, jer zi 6= 0, te su temena vi i vj obojena razliqitim bojama.

Dakle, jedino xto nam nedostaje je kriterijum za ispitivaǌe kada
je V (I) 6= ∅. No, ovde ,,ulazi u igru” qiǌenica da su ovo polinomi sa
koeficijentima u C poxto va�i slede�a teorema, koju ne�emo dokazi-
vati.

Teorema 88. Ako je I / C[X1, . . . , Xn] onda je V (I) = ∅ akko 1 ∈ I.
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Dakle, sve xto treba da uradimo je da na�emo redukovanu Greb-
nerovu bazu G za I i da proverimo da li 1 ∈ G. Ne�emo ulaziti u
detaǉe, ali ovde treba koristiti lex poredak.

Primer 89. Neka je Γ = (V,E), gde je V = {v1, . . . , v8} i

E = {{v1, v2}, {v1, v5}, {v1, v6}, {v2, v3}, {v2, v4}, {v2, v8}, {v3, v4}, {v3, v8},
{v4, v5}, {v4, v7}, {v5, v6}, {v5, v7}, {v6, v7}, {v7, v8}}.

Ako posmatramo lex poredak za koji je X1 � · · · � X8, dobijamo reduko-
vanu Grebnerovu bazu

G = {X1 −X7, X2 +X7 +X8, X3 −X7, X4 −X8,

X5 +X7 +X8, X6 −X8, X
2
7 +X7X8 +X2

8 , X
3
8 − 1}

Kako 1 6∈ G zakǉuqujemo da je dati graf Γ 3-obojiv. Zapravo, mo�emo
na�i i kako da ga obojimo u tri boje. Najpre biramo boju za v8, jer
se X8 samostalno nalazi u elementu Grebnerove baze. Potom vidimo
da v4 mora imati istu boju kao i v8, dok v7 mora biti druge boje.
I tako daǉe. Nacrtajte dati graf i obojite ga kako ova Grebnerova
baza sugerixe. ♣

Napomena 90. U sluqaju da graf ima vixe razliqitih bojeǌa, Greb-
nerova baza �e biti komplikovanija i ne�e nam dati ovoliko lako
naqin da to bojeǌe izvrximo. ♦

Ovim se zavrxava materijal za drugi kolokvijum.

52


