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I'pyne

XoMoMOp(U3MHI U TeOpeMe O M30MOPPU3IMUMA

Beh cmo ymosmaru ca mojmom m3omopusma rpymna. Ommruju mojam je
mojaM XOMOMOpdu3Ma.

Hepuaunuja 1 Heka cy (G,-) u (H,*) rpyne. ®yukumja f:G — H je xomo-
mMopdr3aM yKOMKO 3a cee z,y € G Baxu:

f(x-y) = f(z)* f(y).

Iakne, mzomopdur3am je oraj xomomopdum3aMm kKoju je u bujexnuja. IIpume-
TUMO Ja& Ce JaKO IIOKa3yje, Ha MCTU HAYMH KaO0 M y CJIyYajy H30MOD-
¢m3Ma, ma ce mpu CBAKOM XOMOMOpQuU3My HeyTpaJs rpymne G camka y Hey-
Tpax rpyne H, a uuBep3 enemenrta u3 rpymne (G y MHBEDP3 HErOBE CIIUKE
y rpymu H (nmomcerure ce Tor mokasa). Kako xomomopduzam me Mopa
OuTtu Oujernuja, ITPUPOAHO je UCIUTATU y KOjOj MEPU AT XOMOMOP(pU3aM
,oncTyna’ onx mzomMopdusMa. Barkan mojaM y Be3w ca TUM je U IOjaM je3epa
XOMOMOD pu3Ma.

Hepuaumuja 2 Heka je f: G — H xomomopo¢usam rpyna. Jesrpo xomomopdrama
f. y ozHaum Ker(f) pedununwe ce ca:

Ker(f):={9€G: f(g) =en},
rfe je ca ey O3HaueH HeyTpany H.
CraB 3 Jesrpo cakor xomopdusma f: G — H je HopmanHa noarpyna rpyne G.

Iokas. Kaxo je f(eg) = en, 1o eq € Ker(f), na Ker(f) # 0. IIpermo-
craBumo na x,y € Ker(f). Tpeba mokazatu na v~ 1y € Ker(f). Ho,

fla™y) = f@) 7" f(y) = e *em = en,

te 3aucta x~ 'y € Ker(f). Ilakne, nokazamu cmo na je Ker(f) < G.
Ila GucMmO mOKa3a/M Oa je je3arpo HOPpMaJlHa HOArpPyIa, IOCMATPajMo
npoussosHe enemente x € Ker(f) u g € G. Tana je

flgzg™) = fg)* f(a)* f(9)~" = flg) xem * f(9)~" = en,

Te 3akmyuyjemo ma je gKer(f)g~! C Ker(f), 3a ce g € G, Te je zaucra
Ker(f)<G. O

Cras 4 Xomomopdusam rpyna f:G — H je ,1-1" ako n camo ako je

Ker(f) = {ec}



Jloxa3s.

=—: [Ipernocrasumo na je f ,1-1” u mera x € Ker(f). To 3nauu na je

f(x) =eu = f(eq).

Kako je f ,,1-17, mopa 6utu = = eg. 3armyuyjemo na je Ker(f) = {eq}.
<=: Hexa je Ker(f) = {eg}. IIpernocrasumo na je f(z) = f(y). To 3naun
na je

flaTly) = f@™) * fly) = f@) 7" = fy) = e *en = em,

ma je v~y € Ker(f) = {eq}. Hobujamo ma je x =y, Te 3akbydyjemMo aa je
117, O

Yronuro je Ker(f) = {ec}, rasemo u na je jearpo tpusmjasso. Ako je
f »1-1” xomoMopduzaMm, Ka:xeMo U Ha je f monomopdusam.

JHedpunanmuja 5 Cnuka xomomopoumsma f: G — H, y ozHaum Im(f), pepmHuwe
ce ca:

Im(f):={ye H: 3z € G)y = f(x)}.
Ilakne, ciuka xomop¢dusma je 3ampaBo obuyHa ciauka GyHKIuje f.
CraB 6 Ako je f: G — H xomomopdusam, onga je Im(f) < H.

Hoxa3. Kako je ey = f(eg), To Im(f) # . TIpernocrasumo ma yi,ys €
Im(f). To 3maum ma mocroje z1,xs Taksu na je f(x1) = y1 u f(x2) = yo.
Ho, Tana je

yfl % Yg = f(xl)_l * f(xg) = f(x;lxg) € Im(f).

O
[Mprmernmo na cianka xomMmoMop@du3Ma He MOpa OUTU HOPMAaJIHA MOACPYIA
on H. Hawmwme, aro je H < G onna je ciura on H npwm marnysuju (koja je
xomMoMop@du3am) cama moArpymna H u ako OHa HUje HOPMAJHA, TO HAM Aaje
Tpa)KeH! MPUMED.

XoMomoppu3aM, Koju je yjeqHo u ,Ha”, 30BeMo enumopguzam. OCHOBHU
npumep emmMopousma je ciaenehu. Hera je G rpyma m H Ma koja meHa
HopManHa moarpyma. Tana je ca p(a) = aH 3amar jemar enumopdusam
p:G — G/H. Hapasno, jacuo je na je p ,ua”. Ocmm Tora

p(ab) = (ab)H = (aH)(bH) = p(a)p(b),

TEe je p U XOMOMODP(U3aM.
Hasemumo canma mpBy Teopemy O M30MOP(PU3IMHUMa IPyIa.

Teopema 7 (IMpea Teopema o usomopdusmmma rpyna) Heka je f: G — H xomo-
moppusam rpyna. Tapa f wnpykyje usomoppusam f:G/Ker(f) — Im(f) nepu-
Hucan ca: f(zKer(f)) := f(x).



Ioxa3s. ITlokaxkumo Hajmpe ma je f noopo ﬂecbmmcaﬁa ¢yurmuja. Haumwme,
neka je & Ker(f) = yKer(f). To snaum na z~'y € Ker(f). Hakne, f(z~'y) =
em, ma je f(z) = f(y), te je f(zKer(f)) = fyKer(f)). Pymxmmja f je

XOMOMOD (pr3aM:
f ((@Ker(f)(yKer () = f((wy) Ker(f)) = f(ay) = f(2) * fy) =
= f(xKer(f)) * f(yKer (/).

N3 mepununuje xoMoMOpdhusma f,~0q1/1rne,aHo je ma je Im(f) Im(f).
Ocraje ma ce mokame ma je f ,1-17, 1j. ma je Ker(f) Tpusumjasmno.

[Ipernocrasmo xa x Ker(f) € Ker(f). To smaun ga je f(xzKer(f)) = exq.

U3 nepumnmmje f, cremm na x € Ker(f), Te je z Ker(f) = Ker(f). O

HaBenumo Here mpuMepe IpPUMEHE OBE TEOpEMe.

IIpumep 8 Ako ca p(z,m) 03HaUMMO OCTaTak Npu fesbetby Lenor 6poja & npupoa-
HUM Bpojem n > 2, oHfAa je ca f(x) = p(z,n) AedpuHucan xomomopdusam rpyna
f:Z — 7Z,, kojn nnpykyje nzomoppusam Z/nZ = L,,.

[Ipenopyuyjemo unTaonyMa ga ce caMu yBepe y HABEIEHU PE3YJIITAT.

ITpumep 9 Ako ca V o3Haummo noarpyny rpyne S, AaTy ca:

vV ={(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23)},
oHAa je V<184 n S4/V = Sg.

Beh mam je mosmaro ma je V mopmaana moarpyma (3amro TO 3HAMO?).
Ocraje ma ce mabe Tpaskenu mzomop¢mzam. Y Ty CBpxXy, ako je X =
{(12)(34), (13)(24), (14)(23)}, mepmanmmmo xomomoppusam f : Sy — Sx ca:

f(m)(x) = mam ™,

3ax € X. Karo je V<S4, jacuo je nma je rxn~ ' € V,3aceez € X C V. Ho,
He Moxke outum mrm ! = (1), jep 6m Tama 6uio x = (1), mTO HUje TauHO.

Hakne, f(m) 3aucra npunana Sx. IIposepumo na nu je f xomomopdusam:

flom)(z) = (om)z(om) ™" = o(rar™")o ™" = f(o)(mar™") = f(o)(f(m)(x)).

Hob6ujamo ma je f(om) = f(o)o f(r), Te je f 3amcra xoMOMOpU3aM.

Onpemumo jesrpo xomomopdusma f. Ilpe cmera, kako je V romyrta-
tuBHa, TO je V C Ker(f) (3amro?). Ilokasknmo na Basku n 0o6paTHO, Tj. Aa
je zampaso Ker(f) = V. IIpernocrasumo na m € Ker(f). To 3naun na je w
nepMyTanuja u3 Sy 3a KOjy BasKuU:

m(12)(34)7~ 1 = (12)(34), (1)
m(13)(24)7~ 1 = (13)(24), (2)
m(14)(23)r~ ! = (14)(23). (3)



IIpernocrasumo na je w(1) =
n3 npernocraske na je (1)

(Im(2))(r(3)m(4)) = (12)(34).

Bumnmo na mopa 6urtm m(2) = 2 u w(3) € {3,4}. Ywouuko je w(3) = 3,
nobujamo ma je m = (1) € V. Ilpernocrasumo ma je m(3) = 4. To smaum na
je sampaso m = (34). Ho, To 6u 3naumio ma je

1. Kaxo je m(12)(34)7 ! = (7(1)7(2)) (7 (3)7(4)),
=1 u jemmarocru (1), ciemu na je

m(13)24) 7~ = (r(1)7(3))(m(2)m(4)) = (14)(23),

wro je y cyuporaoctu ca (2). Ilakne, npernocraska ga je 7(1) = 1, noBomu
IO 3ak/byUKa Ia je T WACHTUYHA HepMmyTainuja, Te ga m npunana V. Ha
MCTU HAYMH Ce MoKasyje na, yromuko je w(k) = k 3a Guno xoje k, mopa
outu ™ = (1).

[IpernocraBumo na m HeMa purcHy Tauky . Canga MoskeMo, 6e3 rybuTra
ommrocty, npernocrasutu ga je w(1l) = 2. M3 (1) nobujamo

(2m(2))(7(3)7(4)) = (12)(34).

Ounrnenso na mopa 6uru 7(2) = 1 u w(3) € {3,4}. Kako 7 Hema (ukrcHy
Tauky, nobujamo na je 7(3) =4 u w(4) =3, 1j. # = (12)(34) e V.

Ha oBaj mauun cmo nokazanu ga je Ker(f) = V. Ilpsa Teopema o
n3oMopdumaMmMa Kaske Ia je Tana

Sa/Ker(f) =1Im(f),

Tj. ma je rosmuHmuka rpyna S,/V uszomopdHa jemHoj moarpymu om Sy.
Ho, [S4/V] =24/4 = 6 = |Sx|. 3armyuyjemo na mopa outu Im(f) = Sx u
nobujamo mzomopouzam Su/V = Sy = Ss. &

Hasemumo canma Teopemy, Koja ce NOKa3yje NPUMEHOM IIPBE TeOPEME O
u30MOpPU3MHUMa IPyIIa.

Teopema 10 (PakTopujen Teopema) Heka je H nogrpyna rpyne G KOHauHOr UH-
gekca n. Tapa noctoju HopmanHa nogrpyna N rpyne (G, Koja je cagpxaHa y
noarpynu H v koja je n cama koHauHor nnfaekca. Ocum Tora: [G : N | nl.

Joxka3. Heka je X = G/H (makae, X je CKyl CBUX JIEBUX KOCETa HOATPYIIE
H y rpynu G). Hepunumumo xomomoppuzam f: G — Sx ca:

f(g)(aH) = (ga)H,

3a a € G (enementn y X cy seBu koceru on H, makne moxckymosu onx G
obnuka aH 3a Hexo a € G). Ha ocHOBY mpBe TeopeMe 0 U30MOpHU3MUMA,
G/Ker(f) =2 Im(f). Ipumerumo na Basxu ciaenehe:

Ker(f) C H.

Hanwme, axo g € Ker(f), onna mopa 6urtne u f(g)(H) = H (H je jeman oxn
Kocera, a no npernocrasiu je f(g) = idx), tj. gH = H. Ho, uz gH = H,



cnequ na g npunana H. ITobumu cvo ma je rpyna G/Ker(f) mzomopona
jemnoj moarpymu rpymne Sxy. C o63upom na je |X| =n, nobujamo na

|G/Ker(f) [ n! . (4)
Tuwme je mokas 3aspmen — Ker(f) je Tpamkena HOpMaJHA HOATPYIIA. U

ITocaemuma 11 Heka je p HajMawu npocT 6poj Koju genun pel koHauHe rpyne G
n H nogrpyna oa G vHpekca p. Tapa je noarpyna H HopmanHa.

Iloka3. Ha ocuoBy Parropujen reopeme, H cagpku HOPMaJIHy NOATPYILY
N rpyne G 3a wojy Baxm: [G: N] | plu [G: N]#1 (jep je NC H, a
H # G). Hexa je ¢ ma koju npoct ¢paxrop ox [G : N|. Kako [G : N] | pl, To
jeunu ¢ = p, uau je g < p. Ho, [G: N]||G|. Te u q| |G|. Ilo npernocrasmu
je p Hajmamu mpocT Opoje koju menu pen rpyme G, ma 3aRbydyjeMo Ia
Mopa Gutu ¢ = p. Iakme, jemuru mpoct 6poj koju memu [G : NJ| je p.
Crora je [G : N] = p® 3a mero s > 1. Kaxo p? me memm p!, To Mopa Gutu
[G: N] =p=[G: H]. Barmyuyjemo na je 3anpaso N = H, te je H
HOpMaJsiHa nmoarpyna ox G. O

ITpumep 12 Csaka rpyna pefa 15 je umknuuna.

Kommjesa Teopema tBpau cienehie. Aro je G KOHAYHA Tpyma U P Ma KOju
npoct 6poj, KOju menau pen Te rpyne, oHma y (G IOCTOjU €JIEMEHT pena p.
OBy Teopemy hiemMo moka3aTu HEMITO KacHUje, cama NeMO je TPUMEHUTHU Y
OBOM IIpUMEpY.

Ha ocuoBy KommjeBe Teopeme mocroju eneMeHT T pena 3 U €JIEMEHT Y
pena 5. Homrpyma H = (y) je cTora mHmeKca 3 U HA OCHOBY NPETXOHOT
craBa oHa je Hopmaiana. Crora je

zyz Tt =y" (5)

3a merko r € {1,2,3,4}. Ywomuko je r = 1, omma Ha CTaHZAPIAH HAUUH
nobujamo ma je G = (x) X (y) & Zs X Zs = Z;5. loraskumo ma ocrasue
moryhnocTu 3a r mucy moryhe. Ako (5) HOMHOMKKMMO ciieBa ca T U 3[ECHA
ca z~ ', mobujamo

ey = ayat = (o) = () =y 0
Muoxemenm (6) caeBa ca z u 31ecHa ca ¥~ 1 mobujamo
wya =y (7)
Ho, ¢ o63upom na je 2 = e u3 (7) mobujamo
y=y", (8)

Tj.



Iakme, ¢ o63upoM ma je w(y) = 5, mopa 6uru 5 | 73 — 1. Ho, mako ce moxe
OPOBEPUTH 42 5 He meau Hujeman on 6pojesa 23 —1, 32 —1, 43 — 1. &

Ipyra n Tpeha Teopema 0 m3oMOppU3MUMa YKBYUY)Y ¥ CBOjy hopMmy-
Janujy aBe moarpymne mate rpyue G.

Teopema 13 ([pyra Teopema o nsomopgpusmmma) Heka je G rpyna, H < G u
K<aG. Tapaje HK <G, HNK<Hn

HK/K ~H/HNK.

Iloka3. Ilpe cBera, Tpeba morkaszatu na je HK < G. Kako e € HN K, To
jee=ee € HK, ma HK # (). TIpeTnocTaBuMo na Cy T U Y €JIEMEHTHU U3
HK. Hakne, noctoje enementnu h,h' € H u k, k' € K taksu na je x = hk,
y=hk'. Tana je

Z‘_ly — k—lh—lh/k/ — k_l((h/)_lh)_lk/ —

eK
eH
’_l:ﬁ NnN—1 —1 Nn—1 —1 /
= (1) )7 ()R E (W) )| K e HE.
€H €K
eK

C o63upom na je K 4G, 1o je u K <HK. lepuuaummmo ¢yuruujy f: H —
HK/K ca: f(h)=hK. C oG3upom na je

f(hh') = (hh)K = (hK)(W'EK) = f(h) f(),

f je xomomopduzam.
Hoxkaxumo na je f ,ua”. Hera je K npoussoman enement uz HK/K.
Iakne, 3a weko h € H u k € K, © = hk. Tana je

2K = (hk)K = h(kK) = hK = f(h),

ma je f 3amcra ,Ha”.

Oapemumo je3rpo xomoMopduama f. ¥Y3MUMO NPOU3BOJLHU €JIEMEHT h €
H. Tana h € Ker(f) ako n camo axko je f(h) = K (K je weyrpany HK/K).
C o6supom ma je f(h) = hK, nobujamo na je h € Ker(f) ako u camo
ako h € K, 1j. Ker(f) = HN K. Ilpsa teopema 0 m3oMopdusMuMa paje:
H/Ker(f) = Im(f), vj. H/HNK = HK/K. Ipumerumo na H N K < H
cirenu n3 yumenuie na je H N K je3rpo Hekor xoMoMop@du3Ma. O

ITpumep 14 Heka cy m,n > 2 npupogHn 6pojesu. [NpumeHuTu Opyry teopemy
0 n3omop¢usMnmMa Ha rpyne Z, mZ v nZ.

Ilpyra TeopeMa 0 m3oMOppU3MUMa Oaje

(mZ 4+ nZ)/nZ = mZ/(mZ N nZ).



Hera je d = NZD(m,n), a s = NZS(m,n), tana je
ma.+nt = dZ, mZNnZ = sZ.

Iakie,
dZ/nZ = mZ/sZ.

I'pyna dZ w3omopdua je rpymu Z upu m3omopdusmy f:7Z — dZ marom ca
f(z) = dz. MocmaTpajMo KOMIO3UIU]Y

z % dz — dz/nz.

Heka je n = dn’. Huje Temko mpoBepuTu ma je jearpo OBE KOMIO3WIM]E
sampaso nmoarpyna n'Z. IlpyruM peduma, MMaMo M30MOPQU3aMm

Z/n'7 = dZ/nZ.

Suamo na je sd = mn, na je n' = n/d = s/m. 3anpaso je rpyna mZ/sZ
uzomopoua rpymu Z/n'Z. &

IIpumep 15 Heka je G koHauna rpyna, H < G, K<G uNZD(|H|,[G : K]) = 1.
MokasaTtn pa je H C K.

Heka je n = |HK/K|. Ha ocuoBy mpyre TeopeMe 0 U30MOP(PU3MUMA, BarKU
n3omoppuzam HK/K = H/(HNK). Ho6ujamo gan | |[H|. C npyre crpane,
HK/K < G/K, te n| |G/K|. Kako je NZD(|H|,|G : K]) =1, nobujamo ma
jen=1. To 3naun na je HK = K. Kako je H C HK (3amro?), ciemu na
je HCK. &

Teopema 16 (Tpeha Teopema o mzomopdusmmuma) Heka cy H u K HopmanHe
noarpyne rpyne G 3a koje je H C K. Tapa je K/H<G/H n

(G/H)/(K/H) = G/K.

Hoxaz. Hepunumumvo ¢yuruujy f:G/H — G/K ca f(gH) = gK. Osa
dyHKIM]a jecTe HOOPO HeGUHUCAHA OWTO U3 IpeTnocTaske na je gH = ¢'H
cremn ma je g 'g’ € H, a xako je H C K, 1o w3 ¢~ '¢’ € H cnemu na
g '¢ € K, na je gK = ¢’K. Ouurienmso je na je f jeman emmMopdusam.
Onpenumo jesrpo on f.

gH € Ker(f) akko gK = K arko g € K.

Bumumvo na je Ker(f) = K/H. Pesyarar ce caga nobuja nprMeHOM IpBe
TeopeMe O M30MOp(PU3IMUMA. O

3ampaBo, IMaMO U HEIlITO MPENU3HI]y THPOPMAIU]Y O MOArPyIaMa IpyIe
G/H — cBaka moarpyna L ose rpymne je obauka L/H 3a mexy moarpymy L
rpyne G, xoja canpsu moarpyny H u £L<G/H ako n camo ako je L<G.
PasMucaure kako 6ucte 0BO HOKA3aJu.



IIpumep 17 Heka cy npupognu 6pojesu m,n > 2 Takeu fa m | n. Mpumenutn
Tpehy Teopemy o nsomopgusMuma Ha: Z, mZ wn nZ.

HapasHno, nZ je moarpyna ox Z reHepucaHa einemMeHToM n. Kako m | n,
10 je nZ C mZ. Iarme, Ha ocHoBy Tpehe Teopeme 0 mzomopduzMuma,
nobujamo

(Z/nZ)/(mZ/nZ) = Z/mZ.

Kao u y panmje mHaBeneHoM npumepy,
mZ/nZ = 7/dZ,

rae je d =n/m. Mu 3HaM0 na je cBaka UUKINYHA CPYIa pela n U30MopQpHA
ca Zp v Ly, = Z/nZ. OcuMm Tora, 3a CBAKM NEJIWJIAL PeNa MUKIMYHE I'PYIIE,
[IOCTOjU TAYHO jeIHa MOArPYyIla Te IpyIe TOT pena. Y KOJIUKO je (G UKINYHA
rpyna pema n u d | n, oEma moctoju TauyHo jemHa moarpymna H rpyme G,
koja je pena d u tana je G/H = Z,,, roe je m =n/d. &

IlejcTBa rpymna

3anouHuMo OBy Jeknujy ciaemehom neduHunIjoOM.

Hepunumuja 18 Heka je G rpyna n X Henpasan ckyn. [log gejctsom rpyne G
Ha ckyny X nofpasymeamo xomomopdusam ¢: G — Sx.

Iakne, oBaj mojaM M HUje HEMO3HAT YUTAONUMA. Y TPETXOMHOj JEKIUjU
Beh cMo KopucTHIN OBaKkBe XOMOMOp$U3ME y HojeamHnM npuMepuMa. Ilocto-
ju Opyru, eKBUBAJIEHTAH HAYVH, 3aJaBama OejCTBA I'PYyIe Ha CKYILY.

Hepuaumuja 19 Heka je G rpyna n X Henpasan ckyn. [loa pejcteom rpyne G
Ha ckyny X noapasymeamo ¢yHkumjy ©: G x X — X 3a kojy Baxu:

a) O©(e,x) =x,3acee v € X;
6) O(g,0(h,z)) =O(gh,z)3aceez € X ng,h e q.

Huje Temko yBepuTu ce na cy oBe nepUHUIUje eKBUBaJeHTHe. IHamwme,
aro je ¢:G — Sx 3amar xomomopduzam, ¢pyurnujy 0:G x X — X, roja
3a,10BOJbaBa TPasKeHe yCJIOBE 3aajeMo Ca

O(g,z) = ¢(g)(x).
Kaxko je ¢ xomomop¢usam, To je ¢(e) =idx, na je
O(e,z) = p(e)(x) =idx(x) = x.
Tarobe je

O(gh,z) = ¢(gh)(z) = (¢(g) o p(h))(x) = ¢(g9)(p(h)(z)) =



= ¢(9)(0(h, z)) = ©(g,O(h, x)).
O6patHo, ako je 3amara ¢yurmuja ©:G x X — X, kKoja umMma HaBeIeHA
cBojcTBa, XoMoMoppuzam ¢: G — Sx nedunume ce ca

p(9)(x) == O(g, ).
OcraBibaMo YMTAONMMA & TPOBEPE Ma jeé TAKO 3aucTa NOOUjeH jemaH XO-
MoMopduzam ¢: G — Sx.
Ywmecro O(g, x) uecto hiemo nucatu g-z. CojcTBa Gymrmuje © ce Tana
3aMNCyjy OBAaKO:
a) e-x=ux, 3a cBe ¢ € X;
6) (gh)-z=g-(h-z),3acBe gheGuzxelX.

Hapasno, ne tpeba ,MemaTu”’ OBy O3HAKY Ca O3HAKOM OIepaluje y TPyIu
G (omepanujy y rpynu decto HehieMo HU mucaTy, Kao MTO CMO U IO CAIA
pauiau y MHOTUM CJIydajeBuMa). Y Be3U Ca IejCTBOM IPYIE MOjaBIby]y Ce
nBa 3HAUYAjHA TOjMA.

Hepunumnuja 20 Heka rpyna G fejcteyje Ha HenpasHom ckyny X . OpbuTa ene-
meHTa © € X, y o3Haum Q(z), AepuHue ce ca:

Qz) :={g-z:9€ G}
Crabunusatop enementa z € X, y o3Haum G, AebuHuiue ce ca:
Gy ={9€G:g-z=z}.
HaBenumo Heke mpuMepe mejcTBa rpyne Ha CKYIY.
IIpumep 21 Heka je X = R? a G = Zy. Tapa je gejctso rpyne G Ha ckyny X
3afaTo ca:
0-(21,72) = (v1,72), 1-(z1,22) = (=21, —T2).

Opb6uta enementa (r1,72) € R? je

Q((z1,22)) = {(21,22), (—71, —72) }.

ITpumernnmo na je jemuno opbura enementa (0,0) jemHousnana, HOK Cy CBe
ocTaJie IBOYJIAHE. &

IIpumep 22 Heka je X = C, a G = C, (rpe je n > 2). Tapa je pejcTso rpyne
G Ha X 3apaTo ca:

g-x:=gx.
IMoncerumo ce ma je C, = {z € C: 2" = 1}. Iakxne, C,, C C u naseneno
nejctBo 3amcra jecre mepuHmcano. Opbura CBAKOI KOMIIEKCHOT Opoja

z#0 je
2k

Q(z):{ nﬂiz:0§k<n},

TIOK je
Q(0) = {o}.

Iarne, cBaka opbuTa UMa WU N €JIeMEHATa, UIU 1 €JIEeMEHT. &



IIpumep 23 Heka je G npouseosbHa rpyna n H Heka weHa nogrpyna. Taja je
3afato Aejcteo G Ha G/H ca:

g- (aH) = (ga)H.

Y oBOM ciayuajy opOura Ma KOT eJeMeHTa jemHaka je meioMm ckymy G/H.
3a ejcTBO KOje mMa caMo jemHy OpOUTy KasKeMO Ia je TPaH3UTUBHO. &

ITpumep 24 Heka je G npoussossHa rpyna u H Heka weHa nogrpyna. [ejcteo
rpyne H Ha ckyny G 3apaTo je ca:

h-x:= hx.
JacHo je ma je opbura enementa r € G jemHaka mecHoMm rocery Hix. &

IIpumep 25 Heka je G 6uno koja rpyna u X = G. Hejcteo G Ha G 3agaTo je

ca:
1

g-T=grg .
Y oBoM ciayuajy, opOuTe MOKJANajy ca KjacaMa KOHjyraluje, HOK Ce CTa-
OunusaTopu esneMenara u3 G IOKJIANAjy Ca IMEHTPAIU3ATOPUMA TUX eJe-
MeHaTa. &

Beh je u3 me¢unurumje, a moceGHO U3 OBUX IpuUMeEpPa, jaCHO Oa Ce MPU-
POIOHO MOKE€ yBECTU peJjialiija €KBUBAJIEHIMj€ HA CKYIy Ha KOME IejCTBYje
HEKa T'pyla TaKo [a Ce Kjace eKBUBAJICHNUje IIOKJAmajy ca opburama.
Namebhy ocranor mobmjamo na je X aucjyHKTHA YHHUja PA3IUIUTAX OpOUTA.

Cnenmehu craB moBesyje OpOUTY HEKOT €JE€MEHTa U HErOB CTabmiIm3a-
TOPD.

CraB 26 Heka je X HenpaszaH ckyn u Heka rpyna G pejcteyje Ha X. Tapga je
G, < G 3a ceako z € X. Ocum Tora, noctoju 6ujekumnja usmeby G/G, n Q(z).

Ioka3. Kako je ez = z, Bunumo na e € G,. Yromuko g € G, TO je
g-x=2z. Tana jen

g lha=g"(gra)=(g""g) x=cax=nu,

1

ma 3akpydyjeMo ma M ¢ - IpUnaga crabunmsaropy ejneMeHTa . AKO cy

g,h € G, To je
(gh)-z=g-(h-x2)=9g -z ==z,
na gh € G,. Tako cmo morazanu na je G, < G.
Bujernnjy f:G/G, — Q(z) 3anajemo ca

flgGz) =g .
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[Mposepumo Hajupe nobpy medpurucanoct yaruuje f.

gG, =hG, = h'geG,
— (hly) z=2
— hl(g-2)=2x
— h-(h'-(g-x)=h-z
— (Y- (g-2)=h-x
= e-(g-x)=h-x
= g-z=h-2x

g-x=h-x = h'-(¢g-2)=h"" (h-2)
— (hlg)-z=(h"'h) 2
= (W lg) - z=c-x
— (hlg)-z=2
= hlgeq,
= ¢gG,=hG,;

O

[TpumenoMm oBoOr pesysrTara y ciydajy KOHadHe Tpyne, mobujamo ciaenehy
TIOCJIE INITY.

ITocnemuma 27 Ykonuko koHauHa rpyna GG fejcTByje Ha HenmpasHom ckyny X,
oHAa peA opbuTe Ma Kor eniemeHTa fAenun pepd rpyne G. O

Wckopuctumo mo cama mobujenHe pesyiarare 3a noka3 Komujese Teo-
peme.

IToka3 KomujeBe teopeme. [lakne, Heka je G KOHAYHA Ipyma U P IPOCT
6poj roju menu pexn rpyne G. Tpeba morazatu ma y G mOCTOju €JIeMEHT
pema p. Y Ty CBpXy, HeKa je H = (a) HeKa NUMKAWYHA TPyIa pena p u

X ={(z1,22,...,2p) € GP 1 122 -- - T = €}.

[pumerumo npe csera aa je |X| = |G[P~!. Hauwme, z1,...,2,-1 MOTy GUTH
Ma Koju enementu rpyne G, a tana je x, = (z1---xp—1)" . Crora p | |X].
Hejcrso rpyne H wa X 3amaro je ca:

a-(x1,T2,...,2p) == (T2,...,Tp, T1).

Ilakie, nejcTBO OAroBapa MUKINYHOM IEPMYyTOBalky naTe p-topke. IIpume-
TUMO A jeé MOBOJLHO 3aJaTU NEejCTBO reHepaTopa momTo je H muramdna
rpyna (3amro?). Kakxo pen opburte ma Kor ejsementa meau pen rpyue H,
3aKBYyUyjeMO na je pen ma koje opbure mam 1 mam p. Ilpumerumo na je
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opbura enementa (e,e,...,e) jennounana. Kako je X mucjyHKTHa yHUja
pasauuuTux opoura, Tj.

X=0UQU---UQy,

3a Heke opbure Q1,...,Q, 1 Kako mocToju Oap jemHa jemHoUNIaHA OPOUTA
3aKJHYUYjeMO Ia MOpa MOCTojaTw Oap jorn jemHa TakBa. Hamme, YKOJIUKO
je mop. ) jenuua jemHousiana opbura, nobuIM OUCMO jeqHAKOCT

GPP~' =1+p(k—1).

Ho, oso mmje moryhe nomtro p | |G|. Hera je Q2 = {(x1,22,...,2,)} jen-
HOwIaHa opbuta pazmumuuta ox {(e,e,...,e)}. Tana mopa Gurn
a-(x1,22,...,2p) = (1,22, ..., Tp),
Tj.
(T2, xp, 1) = (@1, T2y .., Tp).

Ilobujamo ma je 7 = o3 = -+ = xp. O3HaumMo Taj ememenT ca g. Ilo
OpeTnocTaBnu, § # e, a ocuM Tora, Kako (g,g,...,9) € X, mopa Guru
gP = e. 3akmpyuyjeMo ma je g TpasKeHU eJIEMEHT pena p. O

Bunenn cmo na je 6poj eireMenara y OpOMTH HEKOD €JIE€MEHTA jeTHAK
uraekcy crabunnsaropa. Ila au mocroju Besa usmebhy crabunamnsaropa msa
eneMenTa u3 ucre opbure? Basku cienehiu cras.

Cras 28 Heka rpyna G pejcteyje ckyny X. AKO Cy enemMeHTVU I U Yy U3 UCTe
opbuTe, OHAA CY HUXOBU CTabUnM3aTOpU KOHjyrosaHe NoArpyne.

IToka3s. Ilo mpermocraBuu mocroju enemeHnt g € G TakaB ma je y = g - T.
Ilokasxknmo ma je
-1
Gy=9Gz9 .

C: Hera je h € Gy. Kako je y=g-x, T0 je v =g~
(97'hg) x=g"(h-(g-2)) =g - (h-y)=g " y=u

Haxre, g 'hg € Gy, ma h € gG,g L.

L.y, Ilobujamo

D: Heka je h € G,. Tana je
(ghg™)-y=g-(h-(g"-y)=g-(h-z)=g-z=y.
Ilarne, gGy g~ C Gy. O

Hera G nejcrByje na X u meka je g enement u3 G. CKyn ¢BUX (UKCHUX
Tavyaka ejieMeHTa ¢, y o3Hanu X9 3amaje ce ca:

XV={zeX:g-x=xa}
I[Ipumerumo ma Basku cienehe:

r € X — geqG,.

12



Cras 29 Heka G pejctyje Ha X. AKO Cy eneMeHTU g M h KOHjyroBaHu, oHAa
noctoju 6ujekumja nsmebhy ckynosa X9 u X"

Ilokasz. Hexa je g = khk~—!. Ilepunumuno ¢pymrmajy f: X — X ca f(x) =
k- z. Hokaxumo ma f ycmocTasiba 6ujexnujy mameby X u X9,

reX'=hao=2=g-f)=g-(k-z)=k-(h- (k7' (k-2)))

=k-(h-(k7'k)-2))=k-(h-(e-2)=k-(h-2)=k-z= f(x).

Iakne, f [Xh] C X9. Ho, ako y € X9, Huje Temko nposeputu ga k= ! -y €
X" (mposepure!), nok je ounraemno f(k~!-y) =y. Crora mobujamo ma f
3a1CTa YCIOCTaBJLA TPaKeHy OUjeKIu]y. U

Popmyna koja ogpebyje 6poj pazauuuTUX OpOUTA je BeoMa KOPUCHA Yy
pa3uuM npuMenama. JlajeMo je y OKBHDY HapemHE TeopeMe.

Teopema 30 Heka koHauHa rpyna G fAejcTyje Ha koHauHoM ckyny X. Tapga je
6poj paznuuntux opbuta jeaHak Gpojy

1
a7 2 X1
geG

IToka3. OsnaumMo TpaskeHu Opoj pazauuntux opbura ca k. Ilakie,
X=Q U UQy,
rae cy {); pasauuure opbure. Ilocmarpajmo ckyn E 3amar ca
E={(g,z) eGxX:g -z =z}

,IIpebpojahemo” emnemente y E Ha mBa HauumHa. [IpuMmermmo Hajupe na je

E=||{g} x X*.

geG

Iakie,

Bl = |1X9]. (10)

geG

C npyre crpase,

E=||G.x{z}.

zeX

I[Ipema Towme,

B =) |G| = i > |Gal.

rzeX i=1xz€Q;
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Kako ememenTtu m3 mcrte opbuTe mMMajy KOHjyroBaHe crTabuiam3aTope, TO
je |G| = |Gy| yromuko cy x u y y mcroj opburu. MWsabepumo mo jenan
eJIeMeHT x; U3 cBake of opbuta 2;. lobujamo

k k k k
Bl =23 Gel =) _0|Ga| = > _[G: Gul|Ga] = D |Gl = KIG].
i=1 2€Q; i=1 i=1 i=1
(11)
N3 (10) u (11) TpakeHn pes3yiaTaT CJienu. O

3a Kpaj HABOAMMO jeIaH IpUMED IPUMEHE YIPaBO AOKa3aHe (POpMyJIe.

ITpumep 31 TemeHa, cpefuiTa MBMUA M TEXMLUTA CTPaHa MpaBUJIHOr TeTpae-
IOpa Tpeba obenexern kopuwherwem Tpu 60je. [Mokasatu ga uma ykynHo 400707
HauMHa Ha KOjU Ce TO MOXe W3BeCTU.

OBO 3ampaBO YOIIITE HUje TEIIKO MOKA3aTU, Ma KOJUKO TO y MOYETKY W3-
raemaso. PasmorpuMo Hajupe mpobiemM Majio maskpuBuje. Pemumo ma
KeIUMO Ia TeMeHa TeTpaenpa obesexyMo ca aBe 0oje, HOP. IJIaBOM U
LPBEHOM, ajJr TAaKO Ia je jemHO TeMe obesieykeHO miaBoM 00joM, a ocTaja
upBeHoM. JacHo je ma je To Mmoryhe ypanuru Ha caMmo jenan HauuH. Haumwme,
Tpeba uMarTy y By Oa TEeMEHAa HEMajy HUKAKBe INOJNAaTHe O3Hake. lIpema
TOME, OMJIO KOje Ol ImUX O0EJIeKMMO IIABOM 0OO0OjoM, a OHZA CBa OCTaJa
upBeHoM. AKO OMCMO Halll TeTpaenap 3apOTUPAIU, AOOMIM OUCMO Camo
Apyraduju pacropen TeMeHa, ajd TO je Taj UCTu Terpaenap!

EBo rako hemo mocrynuru mpu pemaBamy 3azarka. O3HaYNMO CcBa
Temena OpojeBuma 1,2,3 u 4. O3HAYMMO MBUIlY UMja CYy KPajikha TEMEHA 4
u b ca [a,b] (upu uwemy je a < b). Ha kpajy, o3HAUMMO CTpaHy Ha KOjOj
cy TemeHa a, b u ¢ ca [a,b,c] (npum wemy je a < b < ¢). Iakie, yKymHO
umamo 4+ 6+ 4 tauke Koje keaumo na obemesxkumo ca Tpu 6oje. Heka je X
CKyIl cBUX Moryhux obeseskeHUX TeTpaemapa Ca HYMEPUCAHUM TEMEHUMA
(ca 0OBaKO O3HAUEHVMM TEMEHMMA, UBUIIAMA U CTpaHaMa) ca Tpu 60je Kao y
yciaoBuma mpuMepa. Bumamo ma je |X| = 3%, To mapasuO Hmje TpaskeHn
omroeop. Hawmme, MHOrM O 0BUX 00€/I€KEHUX U HYMEPUCAHUX TETPAEIApPa
ca O3HAUEHVMM TeMeHMMa, MBUIaAMa U CTpPaHaMa, 3aIPaBO IPEICTABIHA]Y
jeman Te mcTm ObGesieKeHU TeTpaenap, CaMoO ITOCMATDPAH U3 Pa3IAdUTUX
yraoBa (Ia ce TAKO M3PA3UMO).

Y HameM [OjeIHOCTAB/LEHOM NIpUMepy obesekaBarma TEMEHA Ca JBe
boje Tako ma je jemHo Teme ODeJIeKEHO IJIaBOM, & OCTaJia IIPBEHOM, IO-
Guiam 6ucMo 4 pasnuunTa O3HaUEHa X HyMepucaHa Terpaenpa (y 3aBuc-
HOCTM OJ TOTa KOje OJ] O3HAUEHNX TeMEHa CMO ODeNeRUIN IIaBoM 6OjoM),
a 3ampaBo MOCTOjU caMO jenHo 60jeme, MOIMITO TEeMEHA HUCY HYMEPUCAHA Y
nocTaBiy 3anarka. CBaky O OBAaKO ODEJIEKEHUX TeTpaenapa Ce POTaIu-
joM MO:Ke TpeBecTH y OWiIo Koju apyru. Tako mocTymaMo W IpPU pella-
Bamy IOCTABJHEHOT 3a4aTKa. Hawme, mocMarpamMo OejCTBO I'PYIE POTALM]ja
TeTpaenpa Ha ckymy X u mHTepecyje Hac 6poj pa3auuuTux OpoUTa, MOIMTO
Cy TeTpaenpu U3 UCTe OPOUTE caMO PA3JIUUYUTHU MOJIOKAJU jeTHOT T€ UCTOT
obesekeHor TeTpaeapa.
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I'pyna poranuja mpaBuasor Terpaenpa je rpyna Ay. ITo dopmymam n3se-
[EHO] YV IPETXOOHO] TeopeMu, OpPoj pas3anuyuTux opoura je

]' ™
MZ\XL

TEAy

[pucerumo ce ma je |X9| = |X"| yronuro cy emementu g u h KOHjyroBaHm.
Ilakne, DOBOJBHO je NpW NPUMEHU TOPHE (GOPMYyJIe MOCMATPATH CaAMO IO
jemaH eJIeMEHT M3 CBake Kjace KOoHjyramuje. Kako cy kjiace KOHjyramnuje y
rpynu Ay:

{(123), (124), (134), (234) };

{(132), (142), (143), (243) };

{(12)(34), (13)(24), (14)(23) };
{(W},

TO mobujamo ma je 6poj pasanuuTux opbuTa jemHak
1

= <|X<123>| 4 X3D)) g 4 | X163 4 | x D). 1) '

Oapemavo | X (123)|. Teme 4 mose 6Gutn obenexeno 6mito KojoM Gojom. Aro
je teme 1 obenekeno HeKOM 60joM, OHZIA TOM DOjOM MOpa OUTU OOEIEKEHO
U TeMe 2 U TeMe 3 MOUITO HaBeneHa POoTaluja TeTpaenpa IpeBoau Teme 1
y TeMe 2, TeMe 2 y TeMe 3, a TeMe 3 y TeMe 1, a MU IMOCMATPaMO CKYII
$ukcHux Tauaka npu nejerBy (123). Camumo, ako je cpemmmre mBune [1,2]
obenexkerna HEKOM 00joM, OHIA TOM MCTOM 0OOjoM MOpa OuTu O0OEeIeKEeHO U
cpemumte usnie [2,3] n cpemumre usure [1,3]. Vlcro To Baskm u 3a usune
[1,4], [2,4] n [3,4]. Teswumre crpane [1,2,3] moxe OUTH OGEIEKEHO Ma
KojoM GojoM, anu Teskuinra crpana [1,2,4], [1,3,4] u [2,3,4] mopajy Guru
obenexxena ncrom 6ojom. Ilobujamo ma je

x| = 3 . 3 : 3 : 3
~—~ ~—~ ~—~ ~—
TeMe 4 TeMeHa 1,2,3 mBuie [1,2],(1,3],[2,3] uUBULE [1,4],[2,4],(3,4]
3 : 3 = 3%,
~~ ~~

cTpaHa [1,2,3] cTpaHe [1,2,4],[1,3,4],2,3,4]

Hornyso amamorso mobujamo ma je |X(132)| =36, C o63upom ma je X =
X, ogpenuMo jour u |X(12)(34)|. Y oBoMm cayuajy, Temerna 1 u 2 mopajy 6urtu
obenesxena ncrom Gojom, kao u temena 3 u 4. Cpenumre usune [1,2], kao
n e [3,4] Moke Gutn 0GesexeHo Ma KOjoM G0joM, DOK CpeauIlTa UBUIA
[1,4] u [2,3] Mmopajy Gutu oGeneskena UCTOM 60jOM, KAO U CPEAUIITA UBUIA
[1,3] u [2,4]. Texumra crpana [1,2,3] u [1,2,4] mopajy Ourn oberneskena
ncrom GojoMm, Kao m cpenumra crpana [1,3,4] u [2,3,4]. Hobujamo ma je
\X<12)(34)| = 3 . 3 . 3 . 3

~— ~— ~— ~—
TEeMEeHa 1,2 TeM€EHa 3,4 uBUIla [1,2] UBUIA [3,4]
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3 : 3 : 3 : 3 =38
~—~— ~— ~— ~—~—
UBUIE[1,4],[2,3] UMBMIE [1,3],(2,4] CTpaHe [1,2,3],[1,2,4] CTpaHe [1,3,4],(2,3,4]
Ilakne, 6poj pasznuuuTux opbura je

1
E(36.4+3G~4+38~3+314~1):400707.

Teopeme Cuiosa

Hera je G rpyma u H Heka meHa moarpyna. YodmMmo ckyn X CBUX
noarpyna on (G koHjyroBanux ca H.

X ={gHg':g€G}.
Ha oBoMm ckyny G mejcTByje KOHjyrOBameM:
g-(xHa™') = (gz)H (gx) .

JacHo je ma je 0BO mejcTBO TpPaH3UTUBHO (UMa CaMo jeqHy opbuty), MOK
je crabunusarop moarpyne H moarpyma on (G, koja ce 30Be HOpMannsaTop
noarpyne H u o3nauasa ca N(H):

N(H)={9€G:9Hg ' = H}.
CaojcTBa HOpManmM3aTopa maTta cy y caeneliem crasy.
CraB 32 1. HaN(H).
2. Akoje K <Gu H<K,oHpa je K C N(H).
3. Akoje K < N(H), onpaje KH <G H<KHwKH/H>K/(HNK).

IToka3. 1. OBo mupekTHO ciequ U3 neGUHUINje HOPMAIU3ATOPA.

2. IIpermocraBumo na je K moarpymna ox G takBa na je HAK u k € K.
Kako je H< K, To je kHk™! = H, a To ynpaso smauu na je k € N(H).
Hakne, K C N(H).

3. Jacuo je ma e € KH. Heka z,y € KH. To 3uaun na je x = kh u
y=kihy, 3a wexe k,ky € K u h,hy € H. Tana je

aty = (kh) " (k1ha) = h k™ k.
Kako je zHz"! = H 3a cBe 2 € K, To 3Haunm na je u Hz = zH 3a cse

z € K. Tocebuo: h~Y(k=lky) = (k7'ki)h/ 3a mexu h' € H. Crora je
vy = (k7'k1)(Why), ma 2~ 'y € KH. 3Bakmyuyjemo ma je KH szaucra
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noarpyna on G. Ho, H je ounrsenno canp:kana y K H 1 j1ako je IpoBEepUTH
na je H mopmasna nonrpyna ox KH. Heka k€ K u h € H. Tana:

(kh)H(kh)™* = k(hHh Nk™!
kHE™' (jep je hH = H = Hh™ ")
= H (jep k€ N(H)).

Nzomopduszam KH/H = K/(H N K) mokasyje ce HA UCTU HAUMH HA KOJU
ce IOKa3yje Takas M30MOp(U3aM y HOKa3y APYre TeopeMe O M30MOp(PU3My
(oBO je 3ampaBo jemma ommTuja GOPMyJIANKja TE TEOPEME). O

CBaky KOHauUHy I'PYIy YXjU je Pel HeKU CTEIeH MPOCTOr 6poja p 30BEMO
p-rpyna. CeTmMo ce ma cMO paHUje HOKa3ajaud Aa CBaKa HETPUBUjATIHA P
rpymna mMa HeTpuBHjaJsian meHTtap. To hemo kopuctutm y mameMm pamy.

Capma hemo maTu Heke TeopeMe, KOje Hajy OETAJHU]Y CTPYKTYPY KOHAa-
unux rpyna. IToacerumo ce Kommjese reopeme: yroauko p | |G|, rme je p
npoct 6poj, ogma y (G mOCTOju eJIeMEeHT pena p. 3ampaBo MOKEMO 3aKJbY-
YUTU [OCTa BUIIE OJ TOra O MOCTOjamy p-moArpymna y rpynu G YKOJIUKO P
Ieau pen Te rpyle.

Hepunumuja 33 Heka je rpyna G pepga n. Ykonuko je n = p"m, rfe p He
Aenv m (Bakne, ykonuko je p” Hajsefin cteneH Bpoja p koju Aenu pep rpyne G),
oHAa noarpyny rpyne G pepa p” (ykonuko oHa noctoju) sosemo CuiIoBILEBOM
p-moarpymnom rpyme G.

Ucnocrasma ce na CunosspeBa p-moarpyna yeek mocroju. To je campikaj
caemehe Teopeme.

Teopema 34 Heka je G koHauHa rpyna. 3a cBaku MpocT Gpoj p KOju Aenu pen
rpyne G noctoju Cunoeresa p-noarpyna Te rpyne.

Ioxka3. Hexka je p npocrt 6poj u meka p | |G|. Yronuko je |G| = p, pesyarar
je rpuujanan. Jloka3 uzBomumo unayknujom no |G|. Basy unnykmuje cmo
ypamuiu. IIpernocraBumo na je |G| = n u na je tBpheme Tauno 3a cse
rpyme ca Mame OJ n eneMeHaTa. PazMarpamo IBa ciydaja.

1. ¥ G nocroju mpasBa moarpyna H uYuju MHAEKC HUje HEeJbUB Ca P.
Kako je |H| < |G|, To noctoju Cunosmesa p-noarpyna ox H. Ho, najsehin
creneH on p Koju menu pen rpyme G ucTtu je Kao u Hajsehm cremen oxm p
koju nenu |H|: |G| = |H||G : H], a p ve nexm |G : H|. Crora je Cuinosmesa
p-noarpyna ox H 3anpaso u CusosibeBa p-noarpyna on G. Ilakie, y oBoM
CclIly4dajy OHa IOCTO]U.

2. IlpermocTaBuMO cana na p Oeju UHIEKC CBake mpase moarpyme oxn G.
Yromuko (G mejcTByje Ha camoj cebM KOHjyroBameM, OHOa Ccy opbure mpu
TOM [€jCTBY KJace KOHjyrOBAHOCTU ejeMeHara n3 (G, a yHUja jeTHOUTAHUX
opbura jemHaka je meHTpy Te Tpyme (NOACETUTE Ce TOKa3a HETPUBU)AJI-
HOCTU IeHTpa p-rpyne, koju je ypaben y Aare6pu 1):

Gl =1Z(G)] +|Ci] + -+ [Chl,
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npu uemy je C; = Qx;) = [G : G,,]. Karo, mo mpermocrasiu, p memu
MHIEKC CBake IpaBe moarpyme, mobumjamo ma p | |C;| 3a cse i. 3armydy-
jemo ma p | |Z(G)| (mocebno: Z(G) # {e}). Ilpema KommjeBoj Tteopemu,
y Z(G) nocroju enement pena p. Osmauumo ra ca x. [Homrpyma H = (x)
je mopmasina y G nomro x € Z(G), na KOMyTUpa Ca CBUM €JIeMEHTHMa U3
G. Tana je |G/H| = 3 < n = |G|. Ilo uanyxrusnoj xunoresu y G/H
nocroju Cunossmmesa p-noarpyna. Osmaummo je ca K'. Youumo KaHOHCKH
emumopduzam 7 : G — G/H, ©(g9) = gH. Huje remko nposepuru na je
K = 7 1[K’] noarpyna ox G (mposepute!). Ho, K campsu H (3amro?)
n 3anpaso je K/H = K' (ykomurko K/H Bumamo kao monckyn ox G/H).
Crora je |K| = p|K’'| n rako je u |G| = p|G/H|, a K’ je Cunosmesa p-
noarpyna ox G/H, to je K Cunosmesa p-noarpyna on G. O

Hanomena 1. Y oBoM mokaly cMo kopuctuiau RomwujeBy teopemy. Ho, 3a-
mpaBo cMO Morau u 0e3 me. Hawmme, jenuro Ham je Ouo moTpeban pesyaraT
na cBaka KoHauHa ABenosa rpymna uduju je pex memus ca p (Omio je peun
o nenrpy rpyune (G) cagp:ku eJIeMeHT pena p. A Ta ce YMIEHHNA JIAKO
nokasyje momohy knacubpuranuje ronadnumx AGeNOBUX Tpyma, KOjy CMO
ypamunu y Aareopu 1.

Harme, nokaszanu cmo ma CunnoBsbeBe p-moarpymne yBek moctoje. Ilpe
HEro INTO HACTABUMO, NOKAKUMO JE€IHY TEXHUUKY JIEMY.

Jlema 35 Heka p-rpyna H pejctByje Ha koHauHoMm ckyny X. Tapga je
X =|X| (mod p),
rae je ca X ¢ osHauen ckyn dukcHux Tauaka og G:
XC.={reX:(VgeQ)(g-r=u1)}
Iloka3. Kako je pem opbure jemHak MHIEKCY CTAOMIM3ATOPA €JIEMEHTA Te
opbure, 1 Kako je rpyma Koja AejCcTBYyje jemaHa p-Tpyma, TO je Opoj eie-
MeHaTa y CBAKOj HEjeIHOWJIAHO] OpOUTH Oe/bUB ca p. Y HUjA jeTHOUTAHUX
opbuTta je 3ampaBo cKyn ¢ukcHux Tadaxka X©. Ilakie,
| X| = 1XC]+ 1]+ + %],

rae p| || 3a ce i = 1, k. Cremn nma je |X| — |X¢| saucra nemuso ca p. O
Teopema 36 Heka je G koHauHa rpyna v p npocT 6poj, KOju Jenun peg Te rpyne.

1. Ceaka p-noarpyna of GG cafpxaHa je y Hekoj Cunoemesoj p-nogrpynu of G.

2. Cee Cunoemese p-nofrpyne o G cy mebhycoBHO KOHjyrosaHe.

w

. bpoj Cunoemesnx p-noarpyna og G koHrpyeHTaH je ca 1 no mogyny p.

N

. bpoj Cunoemesux p-noarpyna genu peg rpyne G.

18



IToka3. 1. Heka je H mexa p-noarpyna on G u P CunoBibeBa p-nmoArpyuna.
Pasmorpumo majupe cayuaj kana je H C N(P). IIlpema morasaHoMm CTaBy
nobujamo ma je HP nomrpyna om G (3ampaso je HP noarpyna ox N(P)
— pasmucanre 3amrto) u [HP : Pl = [H : HN P]. Yromuro je [H : HN
P] # 1, ¢ o63upom ma je H jemma p-moarpymna, nobujamo na je u HP
jemna p-nmoarpyna u na je |HP| > |P|, wro umuje moryhe ¢ oG3upom na je
P Cunosmesa p-noarpyna. 3akmyuyjemo na je [H : HN P = 1, Te je
H=HNP, na je HC P. Jlakne, y OBOM CJIy4dajy CMO JOOUIN TPaKeHU

pesyJirar.
I[Tocmarpamo caga ckym S cBux roHjyrara on P. Heka G mejcrByje Ha S
koHjyropameM. obujamo na je |S| =[G : N(P)] (nornenajre mouerak mpe-

naBama U IPUCETUTE Ce 1a je Opoj ereMenaTa y OpOUTH UHIEKC CTAOUIU3a~
topa). Kako je P C N(P) u P je Cunosmesa p-noarpymna, to [G : N(P)]
Huje nemwuso ca p (yromuko H C K C G, to je [G: H| =[G : K|-[K : H
3a koHauny rpyny G u mene noarpyne K u H — noka3 rkacuuje!), e uu |S|
HUje DebUBO Ca pP.

Hera cama H nejcreyje ma S womjyrosamem. Ha ocuoBy mewme, |S| =
|SH|  (mod p). Kaxro p me memm |S|, To p me menu mu [SH|. To moceGmo
spaun ma ST # (. Hexa je Q € SH. To smaun na je hQh™! = Q, 3a cse
h € H, na je HC N(Q). Ha ocuoBy npsor mena mokasa, 3aKbydyjeMO A&
je H C ). Kako je Q moarpymna KoHjyrosaHa moarpynu P, oHa je u cama
CunosieBa p-noarpyna (uma uctu 6poj eaemenara kao u P), a To 3naun
na je saucra p-noarpymna H canp:kana y Heko] CuitoBibeBoj p-noarpynu Q.

2. OBo cmo 3anpaso Beh mokaszanu. Haume, ako y IpeTxomHOM DOKa3y
3a H y3memo mexy CuioBibeBy p-TIOArPYILY, BUAUMO O& CMO IOKA3aJU O
je H C Q(= zPz~'). Kaxo je |H| = |P|, To nobujamo na je H = zPx~".
Ilakne, S je 3anpaBo ckyn cBux CUIOBbEBUX pP-TOATPYIIA.

3. Heka je monoBo H mexka CuiioBsbeBa p-IOATrpPyIa, KOja mejcTByje Ha S
romjyrosamenM. Csaxako H € SH. Ilpernocrasumo na K € S7. To smaun
na je hKh™' = K 3a cse k € H, ma je H C N(K). Ha ocroBy mpBor meia
nokaza mobujamo ma je H C K, ma mopa 6utn H = K. Ilakre, S7 = {H}.

Tana, nomohy seme, mobujamo ma je |S| =1 (mod p) wro u 3aBpmasa
IOKAa3.

4. DBpoj CunoBibeBux NOArpPyIa jeAHAK je WHAEKCY HOPMAJIU3AaTOPA
Ouio Koje on ®BUX, Te cTora meiau pen rpymne G. U

Hamomena 2. Y nora3y cmo ropuctuiau ciaenehiz pesyarar. Axo je K
noarpyna on H womaunor muznekca [H : K] u H noarpymna on G KoHAYHOT
nuznekca [G : H|, onga je

[G:K]|=|G:H|-[H:K]

IToka:xkuMmo ra.

IIpe csera, mera je [G : Hl = m u [H : K| = n. Ilorazahemo ma je
[G: K] = mn. Kako je [G : H| = m, TO mOCTOj€ €JIEMEHTH g1,92, - - -, Jm € G
TaKBU 14 je

G=gHUgpHU...Ug,H. (12)
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Taxobe nocroje u enementu hy, ho,...,h, € H 3a roje je
H=hKUhKU... Uh,K. (13)

Samenom (13) y (12), mobujamo

G=gimKUghKU...Ug1h,KU.. Ugnhi KUgnhoKU...Ug,h, K. (14)

JloKa:KUMO 1 Cy CKYNOBU y HABEAEHO] YHUJU PA3nuunTy (IOACETUMO Ce aa
Cy Pa3uuuuTU KoceTu 0DABE3HO MUCjyHKTHU), dynMe he moka3 OGutu Gutu
3aBpIIEH. Y KOJUKO je

gith = gkth7 (15)
3a HeKe mHiaekce i,j,k,l. Tana je
gih; KH = gilyKH,
a kako je KH = H (3amro?), To Mopa 6utu
gihjH = grhuH,
na je
giH = giH.

Ho, To je moryhe jemuno axo je i = k. Muoxemem (15) cuesa ca g; !
nobujamMo
hiK = hK,

HO TO je moryhe jemuno ako je j = 1.

Hanomena 3. Hexka je |G| =p"m, rae p me nenu m. Osauumo ca s, 6poj
CunosmeBux p-noarpyna. Tanma, Ha OCHOBY IPETXOIHE TEOPEME, 3HAMO Ja
je s, =1 (mod p) u ma s, | |G|. Ho, u3 uumenunne s, = 1 (mod p), caenu
sp | m.

Pemuse rpyme

[Maskwpus ynTasan Ou MOrao na NPUMETH & CMO 3a Cala HOKA3AJU MOC-
rojame CUIOBHLEBUX P-TIOATPYTA, KA0 U MOArpyNa pena p (yKOIUKO TPOCT
6poj p nenu pex rpyne GG). Ho, mana je 6uiio peun 0 CBUM p-IOATPyIAMA
maTe Tpyne, WIaK HUCMO EKCIUIMIUTHO MOKA3aJU Ia MOCTOje P-TOArpPYIe
csux moryhux pemosa. Hmp. axo je |G| = p®m, rme p me memu m, mm
3aaMo na y G mocroje moAarpyme pena p u pema p°. Anm, ma Iu 3amCTa
nocroje moarpyme pena p2, p> u p*? Oprosop je HapaBHO HOTBpPIAH, 2
nokazahemo u Bume ox Tora.

IIpe cBera, yBeaquMo HEKe HEONXOIHE MOjMOBE.

3a omamajyhu HU3 moarpymna

G:G03G1D"'3Gm,

20



rpyme G KaskeMo Ia je HopManaH H13 yKoIuko je G;41<G; 3a cBe ¢ = 0,m — 1.
OsBaj Hu3 je ABenos yKOIMKO je HOpMaJaH u yKoauko je G;/Gi1 AbGenosa
rpyna 3a cee ¢ = 0,m — 1. OH je ynknnuaH yKOJIMKO je HOPMAJAH U YKOJIKO
je G;/G;y1 mukaumuna rpyna 3a cse i = 0,m — 1.

Hepunuruja 37 pyna G je pewmsa ykonnko noctoju Abenos HU3
G=GyDODGL D DGm,
3a Koju je G, = {e}.

[Mpumerumo na je pemwmBa rpyna jemnsa reHepaiusanuja AbesoBe rpyie.
Mpodurere HU3A

G:GoDGlD"'DGm,

je HU3 KOju ce mobuja ,ymerameMm’ HOBuX moarpymna m3meby Beh mocrto-
jehux y musy. Bawxku cnenehu cras.

CraB 38 Heka je G koHauHa rpyna. Taja 3a ceaku AGenos HU3
G=GyDG1 D DGy,
MocToju Npodutbere, Koje je UMKIIUYaH HU3.

IToka3z. OsBo 3ampaBo Huje Temko noka3atu. CBe ce cBoau Ha cienehe.
Heka je G rpyna u H mena nopmaJsHa noarpyna tako na je G/H roHauna
KOMYTATUWBHA Irpyna. lamga IOCTOju MUKINYAH HU3 HOATPYIa

G=GyD>DH{D>---DH,=H. (*)

YMerameM OBakBUX HU30Ba u3Mely cBake mBe Tpyle y TOYETHOM HU3Y,
noburja ce TPaKEHO MUKINIHO IPOYUEEHE.

JToKaKMMO er3UCTEeHNN]y HABEASHOT IUKINYHOT HU3a. 3aIpaBo JOKA3Y-
jeMo na MOCTOjU IUKIMYAH HU3 KOoju mouumme rpymoMm G = G/H u 3aBp-
maBa ce TpuBHjaJHOM rpynoM. ,llomusamem” oBor mHuza mo rpyme G 3a-
BpIIaBaMoO NOKa3. PammMo mEAyRnujoM mo pexy rpyme G'. ¥Yi3umumo Ma
koju eaement ' € G'. Yronuko je G' = (z'), noka3s je roroB. Y cymnpor-
HoM, rpyna G'/(z’) je komauna KoMyTaTUBHa rpyna Mamer pena on G'. Ilo
WHIYKTUBHO] IPETHOCTABIM, TOCTOjU NUKINYAH HI3

Gy =K! SK!'> - > K/,

upu yemy je K| = {(2’)} rpusujanna noarpymna ox G’'/(z’) (mra je HeyTpasa
y KOaudHWUYKOj rpymu?). HanamemeM WHBEP3HUX CJIMKA IOACPYNA OBOT
HU3a IpU KAaHOHCKOM emumopousmy p : G — G'/{x'), nobujamo HOpMaIaH
HU3

G/H=G =Ky,>K|D>--DKj, (k)

3a koju je Kj/Kj,, = K{'/K ,, a To cy cBe muknuune rpyne. Hapasuo,
rpyna K| je nuknauuna ca reseparopoM z' (= xH). HanaskemeM nuBep3HUX
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CIMEKA TPU KAHOHCKOM emmMmopdusmy 7 : G — G/H(= G’) moarpyna y Husy
(%) mobujamMo TpaskeHWM MUKINYAH HU3 (). O

Hamomena. Y oBomMm mokasy xopuctumo ciaenehu pesynrar: ako je f: K —
L ennmopdusam rpyna u ako ¢y Ly n Ly noarpyne on L nupu uemy je L1<Lqg,
ouna je u fULq] < f7 [ Lo] m fYLa]/f7[L1] & Lo/Ly. Ilokasumo ra.

Ila 6ucMo mojeHOCTABUIN 3amuc, yeaumo osnake K; = f~1[L;]. Hera
cy x € Ky u y € K, npousBosEu enementu. Tpeba mposepuru ma xyzr ! €
Ky = f~'[Li]. Ho, f(zyz) = f(2)f(y)f(2)"". Kaxo y € K1 = f~'[L1], 10
f(y) € Ly, a xaxo je Ly < Ly, To u f(x)f(y)f(z)~! € Ly, mro je m Tpebamo
nokaszatu. IIpruMeTuMo Ia OBze HUCMO KOPUCTUIU YMHeHUIYy na je f ,,Ha’ .

3a mokas Tpaskenor uzoMmopdusma Ko/Ky = Ly/Ly, mocmarpajMo KoM-
[O3UIK]y pecTpukrnuje xomomopousma f va Ky 1 npupoaHor enuMoppr3mMa
p: Lo — Lo/Lq:

Ky py 2 L)L
Osnaummo je ca g. JacHo je ma je g ,Ha” (momTo cy o6a xoMoMOpdu3Ma
y KOMIIO3UIMjU TAKBa), IOK je Takobhe mako nposeputu na je Ker(g) = K;.
IIpBa Teopema 0 M30MOpP(PU3IMY 3aBpIIaBa NOKA3. o

Cunenmehu craB paspemaBa TPeTXOTHO CIIOMEHYTa HEpa3jalllheHa IIh-
Tama.

Cras 39 Csaka p-rpyna je pewuBa.

IToka3. Hexra je G jemna p-rpymna. Pamumo meIyKIMjoM mO peny rpyme.
Csaka p-rpyna mMa HerpuBujajaH nenrap. [ pyma G/Z(G) je takobe p-
rpyna u meH pen je Mamu on pena rpyne G. Ilo mHAyKTUBHO] XWmoTesw,
nocroju AGeJsioB HU3 MOATrPYIIa

G/Z(G)=Gy>G, >-->G, ={Z(@)}.

[Mommzamem oBor Hu3a oMoy KaHOHCKOT emuMopdusMa nobujamo Abesnos
HU3

G=GyDG1 D DGy =2Z(G).

Kako je Z(G) AbGenosa rpymna, TO MO:KEMO NONATH TPUBUjAJHY TPYIy HA
Kpaj, mTOo moKa3yje na je rpymna G pemusa. O

3amrTo OBaj cTaB pa3pemiaBa paHuje nmocrasibeHa nurama’ Kako je
CBaKa p-Tpyla PemrBa, TO CBaKa p-rpyla mMa u mukiIndad Hu3. Ho, cBaka
IMKJINYHA TPyTla uMa (TAYHO) jeqHy MOATPYIY 3& CBAKU IEJUJIAIl Pela Te
rpyne. To 3uaum ma 3ampaBo 3a cBaky p-rpymny G mocroju omamajyhu aus
HOPMAaJIHUX HTOArPYyIa

G=Gy DG DGy D - D{e}.
upu deMmy je G;/G;y1 nuenuuHa rpyna pena p (pasmuciaure 3amro). Ho,

Tama cremu ma, ako je |G| = p", omma je |G;| = p" 7', Te y p-rpymnm mocroje
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nmoArpyme cBux Moryhux pemosa. Pe3ynrar 3a TpOM3BOBHY KOHAUHY I'PYILY
nobujamMo nmpuMeHoM uuiheHuile na CuiioBspeBa P-MOArPyIa yYBEK IMOCTOjU.

Cunenehu craB je BeoMa BaskaH y IPUMEHAMa TEOPUje Ipyna Ha npobiem
pemmBOCTH aarebapCKuX jeqHAYNHA.

Cras 40 [pyna S,, Huje pewwusa ako je n > 5.

Ioxa3z. IloaceTumo ce aBa mo3HATa pe3yaTaTa:
1. [Sp,Sn] = A,

2. Axo je H mopmanna noarpyna rpyune G u G/H koMyTaTuBHA, OHIA
je |[G,G] C H.

[Ipernocrasumo ma je n > 5 u na je S, pemwusa rpymna. I[locebuo, TO 3HaYN
[la TOCTOju HOpMaJiHa nmoarpyna H ox S, taksa na je S,/H AGenosa. Ho,
npema 2. To 3HauM na [S,,S,] C H, a npema 1. na je A, C H. Ilakue, ako
je S, /H umerpusujanua, mopa butu H = A,,.

Hokaskumo na je 3a n > 5: [A,,A,] = A,,. Oso 3ampaBo Huje Temko
nokaszaTu. Hawmwme,

(abc)(cde)(abe) ™ (cde) ™t = (adc),

rzme cy a, b, c,d, e mehycobuo paznmuuutu. Jlakiae, cBaku 3-IUKI MOKEMO TO-
OuTH Ka0 KOMYyTaTOp HEKa APyra OBa 3-IMKJIA, IIa, KaKo je A, remepmcano
3-nukauma, nobujamo na je [A,, Al = A,.

Canma je jacuo zamro S, He Moske Obutu pemwuBa. Hawmme, AGenos Hu3
noumme ca: S, D A, u mocraB/ba ce NUTame KAKO I'a HACTaBUTU. AKO je
K mopmasna monrpymna ox A, taksa ma je A,/K AGenosa rpyna, oHza
[An,A,] € K, HO, RaKO je [A,,A,] = A,, To Mopa 6utu K = A, u He
MOKEeMO HacTaBuTU Haml Hu3. Kako A, Huje komyraTtuBHA, mobOujamo ma S,
HUj€e pemmuBa Ipyma. O

I'pyme S,, 3a n < 4 jecy pemuBe. YkKoauko je n = 4, ouna je AGesos
mu3 mat ca: Sy D Ay DV D {(1)}, momro je Kmajnosa rpyma V AGenosa.
Ocranu ciyuajeBu cy jom jakmu. YUumeHHna ma Cy OBe IDyIe DeInnBe
omoryhaBa pemaBame jenHaurHa OPYror, Tpehier u 4eTBpPTOr CTENEHA .y
pamukaguMa’, aJi TO je Ipuda 3a KacCHIUjE.

Y pamuMo 3a Kpaj HEKOJIUKO MIPUMEpPA.
ITpumep 41 Csaka rpyna pefa pq, rie cy p U ¢ npocTu B6pojesu, je pelurea.

Pememe. Hapasuo, jemuno je 3aHuMibuB ciaydaj kKama je p # ¢ (3amro?).
Ho, u onu je mak. Heka je |G| = pg u p < q. Ha ocuoBy Komujese Teopeme,
y rpymu G mocrtoju eseMeHT x pena ¢. Axo je H moarpymna reHepucaHa ca
x, ouma je [G : H] = p, a Kako je p HajMamu TpoCT OpOj KOju menm pen
rpyne G, H mopa 6utn HOpMmasHa. Crora AGenos (3ampaBo U LUKINYAH )
Hu3: G D H D {e} nokasyje na je rpyna G pemusa. &
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IIpumep 42 Craka rpyna pefia p2q, rfle cy p U g NpocTu 6pojeBu, je pelunga.

Pememe. U oBae mMaMo HEmITO HOBO CaMO akKo je p # q.

1. p > q. Axo ca s, o3nmaunmo 6poj CmnoBmeBux p-moarpymna oxn G,
oHIa 3HaMO Ha je s, =1 (modp) m ma s, | ¢ Ho, aro je s, = ¢, onna
p | (¢ — 1), mro muje moryhe, jep je p > ¢q. Crora je s, = 1 u jenuna
CunosmeBa p-moarpymna je HopMmasua. Ako je ozmauummo ca H, mobujamo
A6Genos uuz: G D H D {e}. Haume, G/H je pena ¢, na je uuknuuna, a H
je, kao rpyma pema p? KOMyTaTHUBHA.

2. p<gq. 3namo zma je s, =1 (mod q) u na s, | p*>. Yronuxo je s, =1,
IOCTYIAaMO Kao y NPETXOAHOM ciyd4ajy. IIpermocraBumo ma je s, # 1.

a) s =p. Tama ¢ | (p — 1), mro muje moryhe, jep je ¢ > p.

6) s, = p*. To smaum na q | (p> — 1), tj. ¢| (p—1)(p+1). Kako
je g mpoct 6poj, To q | (p — 1), mma ¢ | (p+ 1). Homro je ¢ > p, Mmopa
6uru q | (p+ 1), anu u 10 je moryhe jemuno y cayuajy ma jeg=p+1. C
0b63upoM ma cy p u ¢ mpocTu OpojeBu, mopa Outu p = 2, ¢ = 3. Ilakaze,
wama rpyna G je pema 12. Ocum tora, s3 = 4. YKOJIUKO je sy = 1, nobujamo
AGenoB HU3, cTOra mpermnocraBbaMo na je so = 3. Hera cy Hy, Ho, H3, Hy
Cunosmese 3-moarpyme. Kako je H; N H; = {e}, 3a i # j, To nobujamo
naje |[HHUHs UHsUHy =4-241=9. Hera cy K1, Ky, K3 Cunosmese
2-noarpyne. C o63upom ma je |K;| =4, to y K1 U K>, cem HeyTpana, nMa
bap jom 4+4—2 = 6 enemenara. Tako cMO mOOWIM Oa y HAIIOj TPYIX UMA
bap 15 ememenara. Kako je ona pema 12, To ¢MO AOMJIN A0 KOHTPAIUKI]E
U TUME je TOKAa3 3aBPIIeH. &

ITpumep 43 Ceaka rpyna pefia 2pq, rae cy p U ¢ npoctu Gpojeeu, je pelumvea.

Pememe. JacHO je ma mMaMO HEIITO HOBO CAMO YKOJIUKO Cy P U ¢ Pa3iiu-
yuTy HemapHu npoctu OpojeBu. Heka je p < q.

Yromuro je s, = 1, mau s; = 1, cBe je jacmo. Hamme, Tana je jemna
on CuiioB/beBUX MOATrpPyIa HOPMaJiHa, Te je u mnpousBon Te CuioBibeBe
noarpyne u CunoBipeBe MOArpyIe, KOja OArOBapa APYroM MPOCTOM Opojy
Takobhe moarpyma, a Kako je MHOEKCa 2, Ta MOArPyIa je HOpMaJHa. Tako
nobujamo AGenos Huz: G D HK D H D {e} (rme cmo ca H u K o3Haunin
omrosapajyhe Cunosmese noarpyme). Jlakme, y mambeM IPETIOCTABILAMO
ma je s, # 1 u sy, # 1. Karo je p < ¢, Mopa Guru s, = 2p (3amro?).

Heka cy Hi,..., Hs, CunoBmese g-moarpyme. Y BUXOBOM YHUjU nMa (ceM
Heyrpana) 2p(q — 1) emememara. Kako je s, > 1 mo mpermocraBnu, TO
nva Gap ¢ CunoBmpeBux p-moarpymna. Osmaummo ux ca Ki,...,K, Y

wrMa ceM HeyTpasta uma ¢(p — 1) ememenara. 3akbydyjeMo na y yHUjU
HyU...UH2,UK;U.. UK, mva 2p(¢—1)+¢q(p—1)+1 enemenara. OcraBibamo
YNTAONMMA 3a BekOy Oa HOokaxy ma je 2p(q—1)+¢q(p—1)+1 > 2pq, Te cmo
TaKO MOOUJIV KOHTPAAUKIIA]Y. &
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KoMmyTaTuBHM mpCTE€HUM ca jeaumHUIIOM

Nneanu n xoMoMOp$pu3Mnu

Kao mTo y Teopuju rpyma mmamo mojaM MOATPYIE HEKEe TPyIe, TAKO U
y T€OPUju KOMYTATUBHUX MPCTEHA CA jeIMHUIIOM MMaMO MOjaM MOTIPCTEHA
ca je IMHUIIOM.

JHedounnanmuja 44 Hekacy (A,+,-)un (B,+',") KoMyTaTUBHU NPCTEHN Ca jeANHU-
uom npu vemy je B C A. Ykonuko je 3a cee x,y € B ncnyweHo:

!/

rty=x+'y xzy=az'y
nly=1p, onda je B jefaH NOTNPCTEH ca jeANHMLOM MmpcTeHa A.

[ITpumernmo na takobhe Baku u 04 = Op, HO Ta Ce UMLEHUIA MOYKE U3BECTU
13 MPEOoCTaNmX, IMTO HUje TAUHO 3a jeanakocT 14 = 1p. Ha mpumep, mera
je A = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} m B = {(0,0),(1,0)}, rme cy omepaumje
neUHMCAHE IO KOOpAMHATAMa, & Ha CBAKO] KOODIWHATU Cy cabupame,
ONHOCHO MHOXeme 1mo Monyny 2. Tanma B jecre KOMyTaTWBaH NPCTEH Ca
jemuuunoMm, Ho jemuuuna y B je emement (1,0), a jemununa y A je (1,1).
Crora B HUje TOTIPCTEH Ca jeAMHUIIOM mpcTeHa A.

Basknuju ox mojma moTmpcTeHa je mojaM upeana.

Hepunumuja 45 Heka je A komyTaTvBaH npcTeH ca jeAvHuuyoM v I HenpasaH
noackyn og A. Tapa je I umean y A ykonuko

l.zacBez,yel: x+yel,
2.3aceeac Anzel. a-zel.

IIpumerumo ma 0 € I 3a cBaku upmean I. Hawmme, karo je I mempasam,
to moctoju x € I. Ho, tana je m 0 = 0-x € I. O3smara I < A o3mauaBa 1a
je I mmean y A.

Ha ckyny cBux mmeasia HaTOr IPCTEHA MOTY ce Ne)UHUCATU ONEPAILje
cabupama U MHOKEHA.

Hepuauruja 46 Heka cy [ n J ngeann npcreHa A.
l.I+J:={z+y:zel,yeJ},

2.1-J:={zyy1+- -+ apyn : ¥; € I3acBei = 1,n,y; € J3acsej =
I,n, nceen > 1}.

IlupexTHa npoBepa nokasyje na cy [ +J u [ - J 3ancra uneanu y IpCcTeHy
A. Wnean I + J je majmammy unead, Koju caup:xu (Kao CBOje MOACKYIOBE)
uneasie [ u J, nox je I-J 3anpaBo HajMamu UIeal KOju Caap:Ku cBe Moryhe
mpousBose ejieMenara u3 I emremeHTuMa u3 J.
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Kao u y cayuajy moarpymna, npecek asa umeaaa INJ jecre umeas, OOk je
wuxoBa yHuja JUJ noeas ako u caMo ako je jenaH ol TUX UIeasia Caap:KaH
y APYroM. 3ampaBo, akO HOCMaTpaMO CaMO Olepalujy cabupama, IpuMe-
TUMO nHa cy mpeasu noarpymne rpymne (A,4+), a 3HaMO Ha U3 YUEHEHUIE OA
je yHuja mBe mOATpyIe MOArpyIa, CJAeIud Na je jedHa O HBUX caap:kKaHa y
npyroj. IIpyru cMmep ce jako mpoBepaBa.

HaBenmumo mere mpumepe.

ITpumep 47 Ako je A KoMyTaTMBaH NPCTeH ca jeAMHULOM U a € A nponssosbaH
efleMeHT, oHAa je
(a) :=={r-a:re A},

naean. Oeaj ngean Hasmea ce IJIaBHU UIeaJ T€HEPUCAH €JIEMEHTOM d.

Kako je r-a+s-a=(r+s)-a, kao u s- (r-a) = (sr) - a, Bumgumo na je (a)
3amUcTa uaeana y mpcreny A. &

IIpumep 48 Ceaku upean y Z je obnuka (m) 3a Heku npvpodaH 6poj m.

Heka je I < Z. FKaxko je (I,+) momrpyma rpyume (Z,+), TO Ha OCHOBY
IPETXOMHOT 3HAKa O moArpymaMa rpymne Z, nobujamo ma je I = (m). &

Hanomena. Wnean (m) ossauaBa ce u ca mZ (CKyn CBHUX IeJIOODOJHUX
yMHO:KaKa Gpoja m).

ITpumep 49 Heka cy m n n nosutmueHu uenu 6pojesn. OapeanTu:

IIpe ceera, (a) - (b) = (ab) BakU y CBAKOM HPCTEHY U 3a CBE €JIEMEHTE ¢ U
b (mposepure!). Crora je (m)-(n) = (mn). Ha ocHoBy nedurummje:

(m) + (n) ={mz+ny:x,y € Z}.

Kako mu 3mamo ma je (m) + (n) curypHO riaBHU MAeas, TOTPEGHO je caMo
OIpenuTy KOju je meroB remeparop. Ho, HEUje moTpeOHO MHOTO pa3Mu-
mpaT 0 ToMe. M3 ropme jemuakocTu ce nmpocto Hamehe na je

rae je d = NZD(m,n). Ilpe cera, no6po HaM je IO3HATO Oa yBEK MOCTOje
p,q € Z 3a koje je mp +ng = d. Crora, d € (m) + (n), na Mopa 6utu u
(d) € (m) + (n). Ho, raxo d | m u d | n, To mocToje m; u n, TakBU Ha je
m =dmi un = dnj. YKOIUKO je Mz +ny OPOU3BOLAH eJIeMeHT n3 (m)+ (n)
nodujamo:

mx 4+ ny = dmix + dnyy = d(myz + nyy),

Te 3aKMbyUdyjeMo na mx + ny € (d)
Ompemumo jom u (m) N (n). Hpumernmo ma x € (m) N (n) ako m camo
ako m |z u n | z. Ho, To ynpaso 3umauu ma je (m) N (n) = (NZS(m,n)). &
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IIpumep 50 Y npcreny Z[X] noctoju nAean Koju HUje rnasHu.

IMocmarpajmo unean I remepucan enementuma 2 u X, I = (2, X) (o3-
Haka (S) osHauaBa HajMamu nmeas (KOju yBeK IOCTOJU jep je Ipecek Ma
KOje KOJIeKIje MAeasa WAEAJ) KOJjU CAIPKUA CKym S; y caydajy ma je
S ={zx1,...,x,} mamemo (1,...,xy), ymecro {({x1,...,2,})). Opaj unean
CUT'ypHO HUje raaBuHu. Hawmme, mpermocTaBuMO Oa je

(2, X) = {a(X)),

3a merxu noiuHoM a(X). Kaxo je 2 € (a(X)), o Mopa 6urn 2 = a(X) - b(X)
3a Heru nomuaoM b(X). To 3maun na je a(X) korcranTas noauaoMm. Ho, u3
unbenune na X € (a(X)), cnemn na a(X) | X, na mopa 6utu a(X) = 1, niun
a(X) = —1. To 6u 3naumio na je 1 = 2p(X) + Xq(X) 3a Heke monmHOME
p(X),q(X) € Z[X]. Ho, 3amenom 0 ymecro X moGujamo na je tama 1 =
2p(0), Te 6u cuenuio na % € Z. 3armpydyjeMo Ja HABENEHU WUIeasl HUje
TJIaBHU. &

IIpumep 51 Heka je K ma koje nosme. Taga je csaku ngean y npcredy K[X]
FNaBHU.

Y nokasy hemo kopuctuty ummenuny na 3a nouauvsHoMe a(X) wm b(X) wu3
K[X] 3a roje je b(X) # 0 mocToje n jemHo3navyno cy onpebeHr moamHOMMU,
¢(X) n r(X) rakBu ma je

a(X) =q(X)b(X) +r(X), r(X)=0unm degr(X) < degb(X).

OBO je m0o3HATO eYRIUIACKO AEJHEHe MOJUHOMA, WU NEJHEHe CA OCTATKOM,
ca KOJUM CMO YIIO3HATH Yy CPENH0j KoM (JOMyIIe caMo 38 peasHe, O THOCHO
KOMILJIEKCHE TOJWHOME, AJU JIAKO Ce BUIU Ja CE OBAKBO MEILEHE MOKE
M3BECTU Y Ma KOM TOJLY ).

Hexra je I < K[X]. ¥Yromuxro je I = {0}, jacuo je na je I riaBuu umeasn
rereprcan enemerntoM 0. Ilpermocrasumo crora na je I # {0}. Heka je
[0 MOHMYAH MOJWHOM HajMamer CTeleHa Koju ce Hasasm y [. Taj moauaOM
curypuo nocroju nowro je I unean. Hokaxumo na je I = (u). ITocmarpaj-
MO mpown3BoJbHU esneMeHT a € I. Ha ocHoOBy pesynrara HaBemeHOI rope,
nocroje noauHOMu ¢ 1 1 (uuranan curypHo npumehyje na moHekan mosm-
HOMe O3HauaBaMo ca a(X), a MOHEeKAXI U CaMo Ca G, Kao U Aa MPOU3BOJ ABa
€JIEMEHTa y IPCTEHY IIOHEKAJ NUMEMO 0e3 O3HAKE ONepaluje MHOMKEHA)
TaKBU 4 je a = q + 7, IPU YeMY je CTEIeH IOJMHOMA 7 MAamU O CTEIeHa
nonmuaOMa i, unu je r = 0. Kako a,pu € I, nobujamo na je r = a —qu raxobe
u3 I. Ho, ykonuko je r # 0, MHOKEH,€M MHBep30M Bogeher koedurujerTa
on r nobuau ducmo nma ce y I HATa3u MOHUYAH MOJUHOM CTEIEHA MAamEr O
CcTeneHa MOJUHOMA [ IITO MPOTUBPeYr U300Py MOJIMHOMA . 3aKIbYUYjeMO
na mopa 6utu r =0, Tj. ma p | a, Te ga a € (u), yume je MOKA3 3aBPUICH. &

IIpumep 52 Heka je K nome n I< K. Tagaje I = {0}, unnje I = K.
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IIpernocrasumo na je I nmean y K u na je I # {0}. To 3naum na umean
I canpsxu merku enemeHTt x # 0. YERKOIWKO je a Ma Koju enemeHT u3 K,
nobujamo ma u a npunanga uneaiy I. Hauwme, rako je I umean, a x # 0, To
nocroju x~! u enement (ax~!)-x Mopa mpunazatu uneasy I, a jacuo je ma
je Taj eJleMeHT jeqHAaK eJIEMEHTY d. &

IIpumep 53 Heka je A ma Koju KOMyTaTMBaH NpCTeH ca jeAnHnuom n u € U(A).
Taga je (u) = A.

IToka3 ce m3BOAM HA UCTU HAUMH KAO Y IPETXOTHOM IPUMEDY. &
IIpebumo cana Ha mojam xoMOMOp(U3Ma MPCTEHA.

Hedpununuja 54 Heka cy (A,+,-) n (B,+',-') OBa KomyTaTuBHa npcTeHa ca
jeduHuuyom. ®yukumnja f: A — B je xomomopdumzam npcreHa ykonuko je f(14) =
1p n ykonuko 3a cee z,y € A Baxu:

fla+y)=f@)+ fly) wn  flz-y)=fl) fy).

IIpumep 55 PyHkumja p,:Z — 7, 3apaTa ca p,(z) := p(z,n), rge je ca p(z,n)
OBHaUEH OCTAaTaK NpuW Jejbery T €a n, je jelaH XOMOMopdu3am npcreHa.

OsBaj xomoMopdu3zam heMo UCKOPUCTUTHU A OMUIIEMO UAEAEe Yy IPCTEHUMA
Z,,, HO TIp€e TOra NieMO HABECTHU HEKE OIIITE PEe3yITaTe O XOMOMOD(PU3MUMA.

Heduaumuja 56 Heka je f: A — B xomomopdr3zam KOMyTaTUBHUX MpCTeHa ca
jeAvHnuom. Jearpo xomomopdusma f, y ozHaum Ker(f) Aedunumwe ce ca:

Ker(f) :={z € A: f(z) =0g}.

CraB 57 Heka je f: A — B xomomop¢$mzam KOMyTaTMBHMX MPCTEHA Ca jeAVHU-
yoMm. Taja Baxku:

a) Ker(f) < A;
6) ako je J < B onpa je f1[J] < A;
B) ako je <A wn f ,Ha", onga je f[I] < B.

Jloxa3s.

a) Heka z,y € Ker(f). Tana je
fle+y) = fx) + fly) = 05 +' 0p = 0,

na x +y € Ker(f).
Yronuro je x € Ker(f) n a € A:

fla-z) = fla)" f(z) = f(a) " Op = O,

Te a - x € Ker(f).
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6) Hera je J umean y B u x,y € f~![J]. To smaum ma je f(z) € J n
f(y) € J. Kako je J uneaun, 3armyuyjemo na u f(z+y) = f(z) + f(y) € J.
Iakne, z +y € f~J].

Takxobe, ykomaro je * € f~[J] u a € A, mobujamo ma je f(a-x) =
f(a) f(z) € J, nomro f(z) € J, a J je mneaur.

B) Hera cy u,v € f[I]. To 3naun na je u = f(z) m v = f(y) 3a Here z,y € I.
Kaxo je I unean, o je z+y € I, a xaro je u+'v = f(z)+ f(y) = f(z +v),
3armydyjemo ma je u+' v € f[I].

Yromuko je u € f[I], ab € B, ¢ 063upoMm na je mo npernocrasmu f ,Ha”,
mobujamo ma nmocroju a € A tako na je b= f(a). Ocum Tora je u = f(z) 3a
uero x € I. Kaxo je I uneas, a-x npunana I, na je b'u = f(a) f(z) = f(a-x)
n3 f[I]. O

ITpumernmo na je, kao u y caydajy xomomopdusma rpymna, Ker(f) = {0}
aKO U caMO aKO je XOMOMOpP(U3aM UHjEeKTUBAH.

Y onmTem ciaydajy NMUPEKTHA CIUKA uicada He Mopa Outw mmeasn. Ha
npuMmep, jacuo je na ¢yuruuja i:Z — Q medunucana ca i(r) = x 3a cse
x € Z, jecte xoMoMopduzaMm (TO je MHKIY3Mja IPCTEHA UeJux OpojeBa y
nosbe panuoHasHux 6pojesa). Ho,

i[(2)] = {2m : m € Z},

a TO ouurienHo Huje nmeas y QQ, momro cy, Ha OCHOBY paHUje MOKA3aHOT,
jemuan nneamu y Q: {0} u Q.

IIpumep 58 Heka je n > 2 ueo 6poj. Tapa je ceakm npgean y Z,, rnaBHu.

Uckopuctuhemo xomomopousam p,: Z — Z,, xkoju je u ,ua”. Hexra je J<Z,.
Tana je p,'[J] <Z. Ha ocHOBY CTPyKType mmeajia MpCTeHa Z, 3HAMO Ia
nocroju m > 0 Takas ma je p,'[J] = (m). Ho, tana je

J = pn[p;zl[J]] = pa[(m)] = (pn(m)).

[pumeTtumo na jemaakoct J = py,[p;, t[J]] cniemn uz uumenune na je p, ,Ha”,
ok je jacuo ma je f[(a)] = (f(a)) 3a cBaku emumop¢uzam (xoMoMOpPu3am
Koju je ,HA”) f u cBaku eseMeHT a (IOKAKUATE Ha je 0BO TauHo!). &

Hanomena. Mok na je uurasiam IpuMeTHO Aa CMO OBaj Pe3yJiTaT MOTJIU Oa
IOKa;KeMO Kao Uy CJIydajy npcreHa neiaux opojeBa. Haume, cBaku nneas y
Zy, je m noArpyna MQUKJINYHE TPYIe, 11a je TUME U CaMa IMUKInYHA. A 3HaMO
KaKO M3TJIeNajy NUKINYHE TOATrpyIe rpyne Z,. Y OBOM AOKa3y camo Tpebda
o0paTUTN MaKKHY HA UMILEHUITY M4 jé CBaKa MOArPYIa On Z, 3auCTa UIea
(y cayuajy mpcrena Z, TO je TPUBUjAJIHO UCIYHEHO, MOIITO CE€ MHOMKEHE
€JIEMEHTUMA U3 7, 3ampaBo CBOAU Ha cabupame (y3 €BEeHTYaJHO MHOMKEHE
ca —1 koje oarosapa Tpaskemy CYIPOTHOD €JIEMEHTA). UumeHuna aa je To
WCIYEHEHO U 3a Z, 3aXTeBa Majau JOKa3. Pa3sMuciaure Majio O TOME.

ITpumep 59 Hagectu nprvimep KOMyTaTMBHOr MPCTEHA Ca JEAUHULOM U MOArpyne
aANTUBHE rpyne TOr NpPCTeHa, Koja Huje naean.
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[Mocmarpamo npcrer A = Zo XZso. OBae cy oneparuje qeprHICAHE IO KOOD-
IUHATAMA W 3aIPaBo je A mupexran npousBoz NpcTeHa Zo u Zo (IOHOBUTE
nojaM ampekTHOr npowmssozxa aurebpu). Cryn {(0,0),(1,1)} je momrpyma
aIUTUBHE IPyIe TOT IPCTeHa, ajau Huje uaead nomro exement (1,0)-(1,1) =
(1,0) me nmpunazna Tom ckymy, a (1,1) my npunana. &

IIpumep 60 Hahu cee ngeane y npcreny Zqs.

3HaMO ma Cy CBU MOeaju y OBOM NpCTeHy riaaBuu. Tarkobhe 3mamo ma je
CBAaKU €JIeMEHT y Zio WU JNeJUTeJs HyJe Wiu maBeptubunan. Kako cBaku
WHBEPTUOWIIAH E€JIEMEHT TEeHEPUIIe, MpeMa jeJHOM OJ DPaAHUje HABEICHUX
npuMepa, 1eo IPCTEH, OCTaje Ia Ce BUAU KOje Maealie PeHEPUNLY NeJIUTEIHU
umysne. I[Ipumerumo na je m € Z1o meauress HyJle aKO M CAMO akKo 2 | m wuiau
3| m (3amro?). Crora je

2(212) = {07 27 33 45 6’ 87 97 10}

IIpumernmo ma, momto je 5 € U(Z12) m 10 =515 2 umamo ga je (10) = (2)
(pasMucanTe Kako ce OBO MOke reHepaJsucartu). Taxobe je 9 = —3 =
(=1)-3, na je u (9) = (3). Hobujamo ma je u (8) = (4).

C mpyre crpane, (2) # (4). Haume, npernocrasumo na 2 € (4). Tana
Ou moctojao m € Zio TakaB ma je 2 =4 -1om. To 6um 3HAUMIO ma TOCTOjuU
meo 6poj q TakaB ma je 2 =4m + 12q. ememem ca 2 gobuau Oucmo ma je
1 = 2m + 6g 3a Hexre mesie OpojeBe M u ¢ WTO cBakako Huje moryhe. Kako
je oumraenso 4 € (2), To nobujamo ma je (4) C (2) (mmean remepucan ca 4
je mpaBu MOACKYN maeasa redepucasor ca 2). Ha ciauuan mauyun ce mobuja
na je (6) C (3). YUuraouuma ocTaBbaMo 4a C€ yBepe Ia Cy CBU Pa3IMdUTU
uneasu npcrena Zis ciaenehu:

<O>7 <2>7 <3>7 <4>a <6>7 Z12~

XOMOMOP(U3MHU ¥ KOTUYHUYKN TPCTEHN

Oxn cana mpeTnocTraBbaMo Aa Cy CBU UIEANU Ca KOjUMa PAAUMO IIPAaBH,
Tj. Ja HUCY jeOHAKWU IEJIOM IIPCTEHY.

Hepuaumuja 61 Heka je I < A. Ha A pepuHuuemo penaumjy KoHrpyeHuuje no
moayny I ca:
a=b (modI) arkxko a—bel.

[IpoBepumMo ma je oBa penanuja 3aucTa KOHTPYEHIH]jA.

Peduaexcusuoct. Kako je a —a =0 € I, 10 je 3aucra a = a (mod I) 3a cse
a € A

Cumerpuunoct. Heka je a = b (mod I). To 3maun na a —b € I, HO, MHO%e-
weM ca (—1) mobujamo na u b —a = (—1)(a — b) npunana I.
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Tpausurusroct. Heka je a =b (mod I) mu b = ¢ (mod I). Hakne, a—be [
ub—cel. Ho, rana je u

a—c=(a—b+((b—c)el.

Cnarame ca +. Heka je a=a’ (mod I) u b=V (mod I). Harkne, a —a’ €
ub—"b €. Hobujamo na je

(a+b)—(d+V)=(a—d)+(b-0) el

Cnarame ca -. Heka je a =a’ (mod I) u b=V (mod I). Harne, a—a' €I
ub—"b €l. INobujamo na je

a-b—ad -V =(a-b—a b))+ -b—d -V)=(a—-d)-b+ad -(b-V)el
[IpuMeTrMO 1a je Kiaca eKBUBAJICHIUje eJIEeMEHTa ¢ 3alPaBO CKYII
a+I={a+z:x€el}.

Ckyn knaca ekBuBasieHnuje osHauasamo ca A/I. Ha ocHoBy mperxomHor
mobujamo na je crpykrypa (A/I,4+,:) jeman KoMyTaTWBaH HOPCTEH ca je-
IUHUIIOM T'Je Cy onepanuje + u - Je(UHUCAHE ca:

@+ D+ b+1)=(a+b)+1, (a+I)-(b+1I):=(a-b)+]1.

Hapasuo ma Heke on oBux 3arpana HelieMO yBer 3aluCHUBATH.
Kao u y cayuajy rpyna, Baske u TeopeMe 0 M30MOP(PU3MUMa 33 IPCTEHE.
Hasemhemo camo mpsBy.

Teopema 62 (Teopema o usomopdusmmma 3a npcrere) Heka je f: A — B xomo-
MOp(U3aM KOMYTaTUBHMX NpCTeHa ca jeAuHunuom. Taga je f: A/Ker(f) — Im(f)
3ajaTo ca:

fla+Ker(f)) := f(a)
n3omop¢r3aM KOMyTaTUBHUX MPCTEHA Ca jeANHULIOM.
Ioxa3z. IIpoBepumo Hajupe ma je f nobpo meprHUCAHO. Y Ty CBPXY, HEKa
je a+Ker(f) = b+Ker(f). To smaun na a—>b € Ker(f), 1j. na je f(a) = f(b).

3akmyuyjemo na je f 3amcra moO6po AePUHUCAHO.
I[Iposepumo ma je f xomoMopdusam.

f((a+Ker(f)) + (b + Ker(f))) = f((a +b) + Ker(f)) = f(a +b) =
= f(a) + f(b) = f(a + Ker(f)) + f (b + Ker(f)).

F((a+XKer(f)) - (b+Ker(f))) = f((a-b) + Ker(f)) = f(ab) =
= f(a) - f(b) = f(a+Kex(f)) - f(b+ Ker(f)).
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Jacuo je ma je f »Ha”. Ocraje ma ce mpoBepu na je f w117

fla+Ker(f)) = f(b+Ker(f)) = fla)=f(b)
= f(a—b)=0
= a—beKer(f)
= a+ Ker(f) = b+ Ker(f).

IIpoBepumo jom u ma f CIUKA je IMHUNY NPCTEHA y jeIMHUIY IPCTEHA:

f(lA + Ker(f) = f(lA) =1g.

Sakmyuyjemo na je f 3amcra jemaH mzomMopduzaM KOMYTATUBHUX IIPCTEHA
ca jeImHUIIOM. O

IIpumep 63 Heka je I < A. Taga je p: A — A/I jepan enumopdusam. &
IIpumep 64 3a cee n > 1 Baxu: Z/nZ = Z,,.

Xomomopdusam p,,:Z — Z,, nat panuje, je ,ua”, a ocum tora Ker(p,) =
nZ, Te pe3yaTaT CIenu. &

Beh cMmo y mperxoamnoj Jeknuju HaBeJ M MOjaM AUPEKTHOT MIPOU3BOIA
Ba IPCTEHA, & U IMO3HAT HaM je OIIITHU [I0jaM IWPEKTHOI MPOMU3BOAA aJire-
Opu, HO MIAK JajMO U Ty Oe(QUHUIA]Y.

Iepurunuja 65 Heka cy (Ay,+1,-1), ... (A4,,+", ") KOMyTaT1BHM NpCTeHN ca
jeavnnuyom. Ha [ekapTtosom npoussogy

A=A x--- X A,,
33/1ajeMO CTPYKTYpy KOMyTaTMBHOr MPCTEHA Ca JeAVHULOM Ca:
(a1, ... an)+ (b1,...,bn) = (a1 +1by, . an +" by)
(ay,...,an) - (b1,...,by) = (a1 -1 by,... ,an " by)
Mpumerumo na je 04 = (01,...,0,) u 14 = (1q,...,1,).

CraB 66 Hekacymy,...,m, nosutnsHu uenu 6pojesu 3a koje Baxu: NZD(m;, m;) =
13aceei+#j. Tapaje

Z)(my - -mp)L = (Z)miZ) X -+ x (Z/mpZ).
Hoka3s. JepuHUmmmMo xoMOMOpQuU3aMm
72— (Z/miZ) X -+ x (Z)/m,7Z)

ca:
flx) = (z+miZ,....,x+m,Z).
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OcraBibamMo ynTaoumma na nposepe 1a je f 3amcra xomomopdusam. Omgpe-
Mo jesrpo osor xomomop¢usma. Hera je x € Ker(f). To 3maunm ma je

f(x) = (miZ,...,myZ), Tj. TO 3H8UM na x € MiZ, ..., € m,Z. Ilarue,
y je3rpy ce Haja3e OHU Ieau OpPOjeBU, KOjU Cy AEeJLUBU CBUM OpOjeBHMA
mi,...,My. Karko cy m; y3ajaMHO HPOCTU TO je3TrpO YMHE YMHOIIIU O

My -+ My, TJ.

Ker(f) = (my---my,)Z.

Ilobujamo na je
Z/(my - -myp)Z = Im(f).

Ho, xako je Z/mZ = Z,,, 10 je
|Z/(my - -mp)Z| =my - -mp = |(Z/m1Z) X -+ x (Z/mpZ)|.

SakmyuyjemMo na [ mopa Outu ,Ha”. Tume cMo HOOMJIM TpasKeHU U30-

Mopdu3aM. U
IMocnemuua 67 (Kunecka Teopema o octaumma) Heka cy my, ..., m, No3UTUBHM
uenu 6pojeen Koju Cy Nap Mo nap ysajaMHo NPOCTU U X1, . . . , Ty, NPOV3BOILHN LieNN

6pojesn. Tapa nocToju ueo 6poj x Takae Aa je
x=x1 (mod mq)

T =12y (mod ms)

x =z, (modm,)

Axko je z’ Hekun gpyru ueo 6poj Koju 3a[0BO/baBa HaBe[EHN CUCTEM KOHIpyeHuuja,
oHfAa je
rz=2" (mod my---my).

Iloxa3s. IlocmaTpajMo exeMeHT
(x1 +m1Z,. .., 20 + myZ) € (Z)m1Z) X -+ X (Z/m,Z).

Kako je xomomop¢uzam f, u3 morasza mperxomgHe Teopeme, ,Ha”, TO IOCTOju
x € 7 Koju ce CIuWKa Yy HaBEIEHU €JEMEHT, Tj. MOCTOju * € 7 3a Koju je

x+miZ=x1+mi%, ... ,x+m,Z=1x,+m,Z,
HO, TO YOPaBO 3HAUU Oa je
x=xzy (modmy), ... ,z=xz, (modm,).

Yromuko je ' mpyru meo 6poj Koju 3aI0BOJLaBa HaBeAeHE KOHIPYEHIM]e,
To 3Haun ma je f(z) = f(2'), Tj.

z—a € Ker(f)=(my--my)Z,
Kao mTo je u TBpheno. O

3anpaBo, y IPOMU3BOJLHOM IPCTEHY BasKy oArosapajyha Tteopema, KOjy
takobe masuBamo Kumeckom teopemom o ocrtaruma. [lorpebua HaMm je, mpe
cBera, jemHa AeQUHUNN]A.
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Hepunumuja 68 Vpeann I n J komyTaTUBHOr NpCTeHa ca jeAnHULOM A Cy KO-
npoctu (y3ajamMHo npocTun) ykonwuko je I + J = A.

Teopema 69 (Kunecka teopema o ocramuma) Heka cy ngeanu Iy, ..., I, ko-
MyTaTMBHOI MPCTEHA Ca jeAnHMUOM A map no nap y3ajamHo npoctu. Tafa Baxu
nsomopousam:

Jloka3. Jloka3 je HEWITO TEXRW HErO y CJydYajy NPCTEHa Leaux Opojesa.
[MocmaTpamo xomomopduzam f: A — Ay X --- X A, nmedpunucan ca:

Huje Temko nmpoBepuTu na je oBa (PYHKIMja 3aKCTa jeTaH XOMOMODP(U3aM
(nposepure TO).

JacHo je ma je je3arpo oBOT XOMOMOD(U3Ma IpeceK CBUX ureasa. JemmHo
Tpeba nposeputu na je f ,Ha”.

[Mpumernmo ma Basku cienehwm pesyarar. Axo cy I u J rompocTu, a
takobe u I u K, ouna cy u I u JK takobe konpoctu. Haume, xaxo cy I u
J xompoctu cinenu na je I +.J = A. IloceBuo, mocroju x1 € [ uy € J taksu
na je x1 +y = 1. Canuno, nocroju xo € I u z € K Tako na je xo + 2z = 1.
Muo:kemeM OBe BE je IHAKOCTHU H00MjamMo

(x122 + 12 + 22y) + yz = 1.

Kako x129 + 12 + 20y € I, a yz € JK (3amro0?), To 1 € [ + JK, Te Mmopa
outu [ + JK = A (3amro?), ma cy I u JK ysajamuo mpoctu. U3 osor
pe3yiTara cieu na je 3a CBaKO ¢ = 1,n UCIYyHEHO:

I; n HI]- CY KOIPOCTH.
J#i

Hapasuo ca Hj# I; cMo o3HauMIM IpPOM3BOJ CBUX mpueana I; 3a j # 1.

Haxme, 3a i = 1,n, moctoje a; € I; u b; € []; ; 1; TaxBu ma je a; +b; = 1.
To moce6uo 3naum na je b; = 1 (mod I;) u b; = 0 (mod I;), 3a cBe j # @
(zamro?).

Iorasxkumo cana na je f ,uva”. Heka je (x1+1,...,2,+1,) IpOU3BOLHY
eqement u3z A/I; X --- x A/I,. Younmo enement x = byxy + - - + bz, voe
cy b; mperxonuo n3abpanu enxemenTtu. Tama je, 3a cBe i:

r=bx1+--+bxi+--+bpr,=0-9+---+1-2;4+---+0-2, (mod I;).

Hakne, 3a cBe i = 1,n: x = z; (mod I;), a To yupaso 3uauu 1a je
fl@)=(x1+L,...,2, + I,).

SakmyuyjeMo ma je f 3aumcra ,HA”. O
Hamomena. Ilpumerumo ma 3a kompocte umeane I u J Baxku cieneha
jemnakoct: I-J=1NJ.
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JIOKA3. ¥YBek je I-J C INJ (zamro?). Ilakie, oTpeGHO je JOKA3ATH CAMO
obparny wmurIy3ujy. Kako cy I m J xompoctu, o moctoje x € I m y € J
Taxko na Baxxku ¢ + y = 1. Hexra je z € I N J npousBosman enement. Tana je

z=z-l=z-(x4+y)=z-z+z2-y.

Kakox € Iuz € J, 10 je z-x € I-J (pamuMo ca KOMyTATUBHUM IIPCTEHUMA,
na je z-x=x-z. Takobe m z-y € I -J, na 3armpydyjemMo Ja U z IpUNALA
npecery I NJ. O

IIurame: Yemy omrosapa pes3yaTaT U3 HAIIOMEHE Yy CIydajy MEeaux Opo-
ieBa?
jeBa’

JacHo je ma ce mperxonHU pe3yiTaT I'eHepaJIUile Ha IPOU3BOJLAH KOHAYAH
npown3Bon mueasa. Pa3Mucaure Kako ce mperxonHa Kunecka Teopema 3a
KOMYTAaTUBHE IPCTEHE MOke (hOpMyamcaTyu mMajynu y BUIY IPETXOIHO
JOKa3aHO.

HpOCTI/I 1 MaKCHMaJIHU nOeaJin

3anoyHuMo OBY Jeknujy ciaemehum craBom

CraB 70 Heka je A komyTtaTvBaH npcreH ca jefuHuuyom u P <4 A (P # A).
Cnepehiv ycnoBu cy ekBMBafEHTHU.

1. 3al,J<aABaxu: akoje [ - J C P,onga I C P wvnn J C P.
2. 3aa,be Asaxu: ako ab € P, oHga a € P unn b € P.
3. Mpcten A/P je obnact uenux.

IHoka3. Iloncerumo ce Hajupe na ce obiacT Leaux Ae(PUHUIIE KAO KOMY-
TATUBAH IPCTEH Ca jeIWHUIIOM y KOMe HeMa NpaBuX NeJuTesba HyJe, Tj. y
roMme Baxku: ako je ab =0, onna je a =0 nam b = 0.

1 = 2. Younmo nzneane I = (a), J = (b). Karo je I-J = (ab) u ab € P, T0
I-JC P. Ha ocuoBy 1. cnemu na I C P, wiiu J C P, 1j. a € P, unu b € P.

2 = 3. IlpernocraBumo na 3a ememente x,y € A/P Bawu: xy = 0. Karo
Cy TO eJIEMEHTU U3 KOJIWUYHUYKOL IPCTEHa, TO mocToje a,b € A TakBu na je
r=a+Puy=>b+P u na saxn: (a+ P)(b+ P)=P. Osa jenHakoct ce
comn Ha ab+ P = P, 1j. va ab € P. Ha ocuoBy 2. nobujamo na a € P,
unu b € P, oqggocao a+ P =P uwmu b+ P =P, 1j. £ =0, unu y = 0.

3= 1. Heka cy uneasu I, J npcrena A takBu na je [ -J C P,ana [ L P
uJ ¢ P. To snauu na nocroju a € I\Pube J\ P. Ho,abeI-JC P,
na je (a+ P)(b+ P) =ab+ P = P. Kaxro je A/P oGuacr ueaux, cieau na
a € P, umu b € P. OBa KOHTpaIUKNUja 3aBPIIABA IOKA3. O

Hepunumuja 71 Vpean P < A je NpoCT YyKOAMKO MCNyHaBa HEKO Off MPeTXOAHa
TPU eKBUBAJIEHTHa CBOjCTBaA.
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I[MTpumerumo na, yroauko je P mpocT mmead, a aj,...,a, € A, oHma u3
aj---a, € P cnenn na a; € P 3a weko i € {1,...,n} ( mro ce mako mokasyje
VHIYKIAjOM IO 7).

Y OCHOBHOj WIKOJIV CMO HAYYWUJIN [ j€ IPUPOAAH OPOj MPOCT YKOJIUKO
HEMa APYTUX Jeiuiana ceM 1 u mera camor (oBo Takobe Basku u 3a 6poj 1,
anu ce OH He cMarpa npoctuM 6pojem). Ho, y npousBosmuOj obnactu neaux
pa3numKyje ce mojaM TPOCTOT W HEPaCTaBJHUBOT eimeMeHTa. [loaceTrumo ce
na ca U(A) o3HauaBaMO CKyIll CBUX WHBEPTUOWIHUX €JIEMEHATA Yy MPCTEHY

A.

JIedpuaunuja 72 Heka je A o6nact yenux. Enement p € A\ (U(A) U{0}) je
® TIPOCT, YKONUKO 3a a,b € A Baxu: ako p | ab, oHpa p | a, unn p | b;

® HEpPACTABJLUB YKONMKO 3a a,b € A Baxu: ako je p = ab, oHpa je a € U(A),
nan b € U(A).

Besa m3ameDy mpocTtmx m HEpacTaB/BUBUX €JEMEHATA Yy MIPOM3BOJFHOM
npcreny mara je caemehum ctaBoM.

Cras 73 Csaku npoct enemeHT (y o6nacTu LUenmx) je HepacTaB/bUB.

Ioxa3s. IlpernocraBumo na je p mpoct u ana je p = ab. [locebuo To 3HAUM
na p meau npoussoxn ab. Kako je p mpoct, To p | a, unu p | b. Hexra, na
npumep, p | a. To 3maum na mocroju ¢ € A 3a koju je a = pc. Kaxro je
p = ab, To je p = pcb, 1j. p(1 — ¢b) =0, na mopa Guru 1 — cb = 0, nomwro je
A obGuact nenux. Ilakne, cb =1, te je enemenTt b naBepTUOUIAH. O

Y mpom3BOJBHO] O0JIACTU [EJIUX, TPOCTU U HEPACTABJLUBU €JIEMEHTU CE
pasaukyjy. Pazmorpumo ciaenehu nmpumep.

Ipumep 74 Y npcreny Z [v/—5 ] enement 3 je HepacTaB/bue, anu Huje NpocT.

IIpe cBera,

Z[V=5] = {p(V=5) : p € Z[X]}.

Ho, HUje Temko yBepuTHU ce na u3 JepUHUNUjE CIenUu Ia je
Z[V-5]={a+bvV-5:a,be L}

YBepumo ce Hajupe ma je 3 HepacrTaBsuB. lIpermocraBumo ma je 3 = uv.
YBemmmo osnaky N(z) := 2%, 3a z € Z [v/=5 | (mapasno na je N(z) ksagpat
MOIyJia KOMIUIEKCHOT ©poja z). JacHo je ma je N(z12z2) = N(z1)N(z2) 3a
cBe z1,%z2. Jobujamo ma je N(3) = N(u)N(v), omsocro 9 = N(u)N(v).
OBo je ¢arxropusanuja npupogHor 6poja 9 y ckymy npuponHux Opojesa,
TO mMamo ase MoryhuHoCTM:

1) jeman ox N(u), N(v) jemnak je 1, a apyrm 9;

2) N(u) = N(v) = 3.
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1) IIpernocrasumo, Ha mpumep, ma je N(u) = 1. Yromumko je u =
a+by/—=5, nodujamo ma je 1 = N(u) = uti = (a+bv/—=5)(a—by/=5) = a®+5b%.
C oG3upom 1a a,b € Z, oo je moryhe jennno axo je b=0wu a € {—1,1}, Tj.
u € {—1,1}, Te crenu na je u uaBeprubunan (6uio 6u KOGPO ma YUTAOIU
camm mokaky, 3a BewxOy, na je U(Z[v—5] = {—1,1} xopucrehnu ¢pynrnujy
N).

2) IMocTynamo Ha cIMYaH HAUMH. Y KOJUKO je u = a + by/—5, mobujamo
na je 3 = N(u) = a® + 5b2. C obsupom ma a,b € Z, mopa 6utu b = 0 u
nobujamo ma je 3 = a?, 3a Heko a € Z. OBo HapaBHO Huje Moryhe, Te
3aKbyUyjeMO Ja ce Cly4aj 2) U He HOojaBibyje.

Haxrne, n3 unmennne na je 3 = uv, nobujamo na je jeman on ¢axropa
VHBEPTUOMIIAH, 8 TO 3aIlIPaBO 3HAYU 1A jeé 3 HEPACTABJLUB.

Ocraje ma mokakeMO Oa 3 HHUje IPOCT. IIOCMATPAjMO (aKTOPU3ALN]Y

opoja 9y Z[v=5]:
9=(24+v=5)(2—-+V-5).

Kako je 9=3-3, 1o
3] (24++vV=5)(2—+v-5).

[Tokaskumo na 3 He menw HUjeqaH o oBuUX (axkropa. V3 e ymmenune he
CIenUTU na 3 HUje IMPOCT.

Heka 3 | 2+ /=5 (amanorso ce pasmarpa u apyru ciaydaj). akme, 3a
Hekn eneMeHT u € Z [v/=5]:

3-u=24++v-5.

ITpumenom ¢pynrnuje N nobujamo
9. N(u)=09.

Hob6ujamo na je N(u) = 1, Te je u € {-1,1}, 1j. 3 = 2+ /=5, nim
3 =—(24++/-5). OBa rKoHTpaIMKIUja HAM MOKa3yje na 3 e meau 2+ +/—5,
Tj. 3 3amcTa HUje mPOCT. &

Hamomena 75 Ilpumvernvo ma jemmakoct 3 -3 = (2 ++/=5)(2 — v/=5) maje
nBe paziauunTe pakropusanuje 6poja 9 y mpousBOI HEPACTABBUBUX. 10
je HemTo ca YuMe ce HHMCMO Cpen y ciaydajy uneianx 6pojeBa. Bume hemo
0 oBoMe pehm y HapemHuM IpenaBamuMa.

IIpumep 76 Y npcreHy TpuroHomeTpujckux nonuHoma A = R[sinz, cos ] Hafin
npuMep HejeAHO3HauUHe GaKkTopu3aLunje Ha HepacTaBIbMBE ENEMEHTE.

Uuraouu 6u Tpebaso qa Oyay yHO3HATHU Ca OBUM IPCTEHOM U3 Kypca AHa-
auze 2 (PypujeoBu penoBu u cia.). 3ampaBo, HUje TELIKO [OKA3aTU Aa je
cBaru eneMeHT U3 A obmmka ag+ Y r_, (ax cos kx+by sinkx) (no neduannuju
je A= {p(sinz,cosz): p € R[X,Y]}). Iosnaru unenturer sin’ x+cos?x = 1
naje TpakeHe (pakTopu3aluje:

cosx -cosz = (1 —sinz)(1 + sinx).

37



OcraBibaMo ynTaonuMa 3a Be:kOy [a MOKaKy HEPACTABLUBOCT (YHKIM]A
KOje ce MojaBibyjy y 0BOj (arkropmsanuju (3Hame AHaausze 2 MOxke OUTH
KOPUCHO 3a OBO, aJIM HUje M HEOIXONHO — NOBOJLHO je 3Hame aIUIUOHUX
dbopMyIia U jeQHOCTABHO padyHame MHTerpajga (yHKI7ja obsuka sinkxr u
coskx) .

Cuenehu craB je moMaJio 1 OUEKUBAH.

CraB 77 EnemeHT je NpoCcT ako 1 CaMO aKo je nAean reHepucaH TUM efleMeHTOM
npocT npean.

Iokas. Heka je p mpoct enemenT y npcreny A u (p) mmeas reHepucas TuM
eneMeHTOM. YkOnuko ab € (p), onna je ab = pc 3a meru ¢ € A, Tj. p | ab.
Kaxko je emement p mpoct, To p | a, uiu p | b, onmocno, a € (p), umua b € (p),
Te 3aKkbyuyjeMo na je (p) mpocT mmead.

O6parHo, mpermocraBuMo na je (p) mpocTt mmeas u Heka p | ab. To
3Haun na ab € (p), e caemnu na a € (p), unu b € (p), oxHOCHO P | a, uin
p|b. O

Kao kpaj oBe mpmue 0 mpoCcTUM mAeaJUMa, HABEIWMO jeIHY WHTEpE-
CAHTHY TEOPEMY.

Teopema 78 (Teopema o usberasamy npocrux uzneana) Hekacy Py, ..., P,
npoctu ngeanu npcreHa Aun [ <A. Akoje I C PLU...UP,, ongaje I C P; 3a
Heko i € {1,...,n}.

IMokas. W3Bommmo moka3 mugykuujom mo n. Cayuaj n = 1 je Tpusm-
jaman. IlpermocraBumo na je n > 1 u ma je tBpheme Tauno yroauko je I
campkaH y YHUJU Mame on n npoctux maeana. Heka je I C P U...UP,,
npu 4eMmy Cy CBU OBUW HPOCTU. Y KOJWKO je I camap:KaHO y HEKOj Ol YHHja
U;2iP; (3a HEKO 1), OHZA pe3yJITaT CIead Ha OCHOBY MHIYKTUBHE XUIIOTE3E.
IIpernocrasumo, crora, na I € U;»;Pj 3a cBe i = 1,n. [axne, mocroje ene-
MeHTH T; € I\ Uj2;P;. IlocmarpaMo eneMeHT T = 1 + Z2---&,. Kako je
z; € I\UjzPj,al CPU...UP,, to z; € P;. IlocraBma ce nurame rue
ce HaJIa3u eJEeMeHT T. YKOJUKO T € P, oHma zo---x, € P, (jep z1 € Py),
Te U3 YME-€HUIE Ha je P mpocrt, ciemu ga x; € P; 3a HEKO j # 4, IITO HUje
rauno. [akne, x ¢ P;. Cnenu na x € P; 3a mexo j # 1. Kako u z; € P,
TO W IPOU3BONX Ty - - Ty Ipumana Pj, Te clemm na u &1 =T — To- - Ty € P}
OBa KOHTpAOUKNNja 3aBPIIABA IOKA3. O
IIpebumo cama HA mOjaM MaKCUMAJHOT HUICAJIA.

Hepuuaumuja 79 Vpean M npcreHa A je makcumanaH, YKONMKO He MOCTOju
npean I npcreHa A 3a koju Baxu: M C I C A.

Harme, MakcrMasaH ugeal je IpaBu UAEaJl 3a KOjU HE MOCTOjU IPaBU
nuaea, pa3jIuyumnT Ol Kera, KOjU r'a CaIp:KU Kao CBOj IMOICKYII.

CraB 80 Heka je M npasu npean npcreHa A. Tapa je M makcvmanaH upean
ako u camo ako je A/M nosme.
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IToka3s. IIpermocrasumo na je M makcumasian unean u a+ M # M. TpeGa
nokaszatu na a + M wma ummBep3 y upcreny A/M. Ilocmarpamo muean
(a)+ M. Karo a ¢ M, To je M npasu noxackyn ox (a)+ M. Ho, ¢ 0o63upom
na je M makcumaznan ugeas, mopa ouru (a)+M = A. To 3nauu na nocroje
be Aum € M 3a xoje je ab+m = 1. Ilakne, ab—1 =m € M, na je
ab+ M =1+ M, te je b+ M tpasxenu muaBep3 enementa a + M € M.
O6patHo, npernocrasumo na je A/M nomwe. Hera je M npasu moackym
nneasa I. Hakae, mocroju a € I\ M. Crora je a+ M # M y KOTUYHUYIKOM
npcreny A/M. Kako je oBaj OpCTeH MO NPETIOCTABIU IOJBE, TO MOCTOJU
be M Tako na je (a+M)(b+ M) =14+ M, onrocro, ab—1 € M. Iaxkie, 3a
Heko m € M Baxun: ab—1=m, 1j. 1 € ab— m. Kako u ¢ u m npunanajy
uneasy I, tou 1 € I, na mopa 6uru I = A. 3akmyuyjemo na je M 3aumcra
MakcuMaJialH naeaa y A. O

Hanmomena 81 Bugumo ga n3 oBor cTaBa cneAn [a je CBakM MakCMManaH ngean
yjedHO 1 NpOCT MAean, NnowTo y NoJby HEMA MPaBUX AeNNTesba HyJe.

Besa usmeby HepacTaB/buBUX eIeMEHATA U MAKCUMAJIHUAX UAEAIa IATA
je caemehum craBoM.

CraB 82 EnemenT a € A je HepacTaB/bMB ako U CaMo ako je ufean {(a) Makcu-
ManaH y CKyny CBUX FnaBHUX ufaeana npcreHa A.

Hoxra3. Ilpernocrasumo na je a € A mepacrasmus u Heka je (a) C (b).
Tpeba ma moraskemo na je (a) = (b) mmm (b) = A. Kaxro je (a) C (b), TO
a € (b), na mocroju ¢ € A tako ma je a = bc. Kako je a mepacrasmus,
To b € U(A), mmu ¢ € U(A). Yromuro b € U(A), onma je (b) = A, a aro
ce€ U(A), ouna je (a) = (b).

OGpaTHO, IPETIOCTABUMO Aa je (a) MAKCUMAJAH ¥ CKyIy CBUAX [JIABHIX
nneana npcrera A. Heka je a = be u npernocrasumo na ¢ € U(A). To
3Haun na je a € (b), amu na b & (a) (3amro?), Tj. ma je (a) mpaBu MOICKYI
nneasa (b). Kako je (a) MakcuManas y CKyIy CBHUX IJIABHUX WIEAja, TO
Mopa butu (b) = A, Tj. nocroju ¢ € A Tako ma je bc = 1, Te 3armyuyjemMo
na je b maBepTuOUIAH. O

Makcumasian uaeaJs y CBAKOM KOMYTATUBHOM IPCTEHY Ca j€IUMHUIOM
nocroju. 3ampaBo, Baxkn ciaeneha rteopema, kojy HehieMo mokas3uBaTH.

Teopema 83 Heka je I npaBu nfean y KOMyTaTUBHOM MPCTeEHY Ca jeAnHMLOM A.
Tapa noctoju makcumanan ngean M 3a koju je I C M.

ITocebHO je 3aHMMIBUB CIIydYaj IPCTEHA Yy KOjUMa IIOCTOJU TAYHO jeTaH MaK-
CUMAJIHU MIeadl.

CraB 84 Y KOMyTaTMBHOM MPCTEHY Ca jeAMHMLOM A NOCTOjM TauHO jefaH Makcu-
ManaH ufean ako 1 camo ako je A\ U(A) npean.

Hoxa3z. IIpernocTaBuMo Aa je IPCTEHY MOCTOjU TAJYHO jeNaH MaKCUMAaJaH
unean M. Horkaszahemo ma je 3anpaso M = A\ U(A). Ilpe cBera, nujenan
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enmemernTt y M me moske Outu wmHBepTHMOMIaH momTo je M mpaBum mmeas
(nmeasn reHepucaH MHBEPTUOWIHUM €JIEMEHTOM jeIHAK je IeJIOM IPCTEHY ).
Hakae, M C A\ U(A). O6parno, weka je a € A\ U(A). Karo a Huje un-
BepTuOMIaH, TO je uaeas (a) NpaBu MAEAJ, Ia je IO IPETXOAHO] TEOPEMU
cagpkKaH y HEKOM MakKCHMaJgHOM mueaiy. Ho, kako je M jemumam makcu-
MauaH uzneal, To a € M. Hobunu cmo na je A\U(A) =M, na je A\U(A)
3aMCTa UIeall.

O6parHo, HEKa y TpCcTeHy A CBU HEMHBEPTUOUIIHY €JIEMEHTY YMHE UIEAT
M. JacHo je ma Taj mmeas mMopa Outnm MakcuMmasan. Hawmme, ako je M
npaBu nonackyn upeatsia I y I mocroju Heru ememenT koju mHuje y M. Taj
€JIEMEHT je HYKHO MHBepTuOumiaaH (momro cy y M cBU HeMHBEePTUOUIHU),
Te reHepwuire 1meo npcren u ciaenu na je u I = A. Harae, M je makcumaan
nneaJs. IlpermocraBumo na je M’ Heku Apyru MaKCUMAJaH WIOEas U HEKa
je M # M’'. Kako je M’ makcumanan to M' ¢ M, ma mocToju eJeMeHT
x € M'"\ M. Ho, To 3nauu na je x unBeptubuian, na je M' = A u M’
HUje IPAaBU UIEAJI, a TO IPOTUBPEYUN IPETIOCTABIY Aa jé OH MAKCUMAJIAH.
Sakmyuyjemo na je M jemmnu makcuMaJsian nnead y A. O

Cuenehu npumMep je caMo crernujaJian ciydaj BaskHe KOHCTPYKIUje, KOjy
hemo momgpobHuje anamusupaTu Kamga ce OyaIeMo DABUIN MOJLUMA.

IIpumep 85 [MokasaTu ga je R[X]/(X? +1) = C.

Kopucruhemo teopemy o mzomoppusammuma 3a npcrese. Heka je f:R[X] —
C medunucana ca: f(p) = p(i) (i je HapaBHO UMArMHADHA jeAVHUIA). JacHO
je ma je f xomomopdusanm: f(pq) = (pqg)(i) = p(i)q(i), f(p+q) = (p+q(i) =
p(i)+q(i). Ocum, tora, f je  uma”: f(a+bX) = a+bi3zaa,b € R. IlorpebHo je
caMo ma oapeauMo jesrpo xomomopdusma f. JacHo je ma je X2+1 € Ker(f),
nomto je i* + 1 = 0. Crora je (X? + 1) C Ker(f). IIpernoctasumo na
p(X) € Ker(f). To smaum nma je p(i) = 0. Ilomemummo p(X) moamHOMOM
X2 +1. Hobujamo na je, 3a Heke a,b € R

p(X) = q(X)(X?+1) +a+bX.

Kaxo je p(i) = 0, mobujamo na je 0 = a+bi. Kako cy a n b peamnau 6pojesu,
To je moryhe jemumo ako je a = b =0, Te 3akmyuayjemo na (X2 +1) | p(X).
Crora je zaucta Ker(f) = (X2+1). Teopema 0 uzoMophusMuMa 3a IpCTEHE
naje HaM TPaKeHU pe3yJITaT. &

Ha mornymo anajioram HauuWH OOKA3yje ce ma je
QX]/(X? - 2) = Q[V2],
npu uemy je Q[v?2] := {p(v2) : p € Q[X]}. Karo je mommom X2 — 2 € Q[X]

HepacTaBpuB, nob6ujamo na je 3ampaso Q[v2] mome. O mpumepuma oBOT
Tuna buhe Bume peuwm kamga OyIaeMO M3ydvaBaJd MOJLA.
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dakTopuzanmja; JTOKATU3AILA]A

IMoncerumo ce ma je obnact nenux (DOMEH) KOMyTaTUBAH IIPCTEH Ca je-
OUHUIOM Y KOMe HeMa IIPAaBUX AEJIUTesha HyJIE, Tj. Y KOjJUMa Ba:KU: 33 CBE
a,b € Auz ab=0 caremu a = 0, uau b = 0. CBu npcrenu kojuma hemo ce
OaBuTH y OBOj Jekiuju duhe momeHu.

Iedpunumuja 86 [esa enementa a,b € A cy npuapyskeHa YKONUKO NOCTON U €
U(A) Takas fa je a = ub.

JacHo je ma je mpumapy:KEHOCT ejleMeHATa jeqHA pejalrja €KBUBAJIEH-
nuje. IlpumermMmo ma ako je p HepacTaB/HUB OHIA je TO U CBAKUA HEMY
npuapy:keH eieMeHT. VIcToO TO BaKu U 3a MPOCTE €JIEMEHTE y TOMEHY.

Heduaumuja 87 [JomeH A je nomeH 3a jeAHO3HAUHOM PaKTOPU3ALIMjOM YKOMKO:
1) 3a ceaku enement a € A\ (U(A) U {0}) noctoje HepacTaB/buBM enemeHTH
P1y--.,Dr TAaKBU Ja j€ @ = P1P2 -+ - Pr;

2) ako je 3a HepacTaBsbMBE eNEMEHTA P;, ¢; UCMYHEHO

Pip2 - -Pr = (1492 - - (s,

OHJa je T = S W MOCTOjM MepMyTaumja o € S, Tako Aa je 3a cBe i = 1,7 enemeHT
Di NPUAPYXKEH ENEMEHTY ¢y (;)-

Hpyrum peuyrMa y OOMEHY Ca jeIHO3HAYHOM (AKTOPU3AIjOM, CBAKU
eJeMeHT MOKe Ce Ha jeAMHCTBEH HAYWH, N0 Ha IPUAPYKEHOCT U PEenoCcien
(axTOpa, IPUKA3aTU y OOJMKY IPOM3BOJA HEPACTABJLUBUX €JIEMEHATA.

CraB 88 [omen A je foMeH ca jeAHO3HAUHOM (HaKTOPM3ALMJOM AKKO Ce CBaku
enemenT a € A\ (U(A) U {0}) moxe npukasati y oBanKy npomssofa npocTux
efiemeHaTa.

Ioxka3. IlpermoctaBuMO na ce CBaKM HEUMHBEPTUOWIIAH, HEHYJA €JIEMEHT
MOKE IPUKA3aTH y OOJWMKY NPOM3BOAA NPOCTUX. Kako cy mpocTtu ese-
MEHTU HEPACTaBJLUBU, IOTPEOHO je caMO ODOKa3aTH Ja je IPUKa3 y OOJIUKY
npou3BoAa jemauHCTBeH (y ropeHaBeneHoM cMuciay). Jlokaxkumo Hajupe na
je, y OBOM ciydajy, CBAKM HEPACTABJPUB €JEMEHT IIPOCT.

Hexa je ¢ nepacrTaBpus enement. [lo npernocraBiu, OH ce MOKe HAIMCA-

T y OOJUKY TPOUM3BOJA MPOCTUX €JeMeHaTa: ¢ = pi---Pp, TAEC CY D;
npoctu. Ho, kako je ¢ HepacTaBmuB, Mopa Outu r = 1, Tj. 1 cam q je
MpPOCT.

Ioka:xkmMO cana jeAMHCTBEHOCT pa3ziiarama y OOJMKYy IPOUM3BOAA He-
pacraBmpuBuX eneMenara. Heka je

Pip2 - Pr = (41492 - - (gs,
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Ioka3 n3Boaumo munykuujoM o r. Ciaydyaj r = 1 je rpusBujanan (3amro?).
IIpernocraBuMo na je y ropmoj jemHakocTu 7 > 1 um ma cy cy p;,q; He-

pacrtasmusu. Ilpema mokaszasHoM, p; je mpoct, ma mocroju j; € {1,...,s}
Tako ma p1 | ¢j,. Kako je gj, Hepacrasmpus, mobujaMo ma cy p1 U gj,
opunpyskeHu, Tj. nga nocroju uy € U(A) 3a koju je gj, = wip1. Topmy

jemHAKOCT MOYKEMO MONEJUTU Ca p; U KobmjamMo

P2 Dr = q5q3 - s,

rae je g5 = quui u oH je takobhe mepacraBmus. WHAyKTMBHA XWUIOTE3a
3aBpIIaBa JOKa3 OBOI CMepa.

O6parno, mpernoctaBuMo na je A moMeH 3a jeqHO3HAUYHOM (HaKTOpU-
zanujoM. J{oBOJLHO je moOKa3aTu na je CBaKM HEPACTABJ/LUB €JIEMEHT IPOCT.
Heka je p mepacrtaBmus u meka p | ab. Tpeba mokazatu ga p | a, uinm
p | b. Ilpernocrasumo ma p me meau wu a Hu b. Heka je a = p1---p,
¢darkTopm3anUja a Ha HEPACTABJBPUBE €JIEMEHTe U b = ¢ - - - ¢s pakropuanmja
b ma mepacrasmuse. Tana je

ab=p1--prq1---qs

¢dakropuzamnuja ab Ha HepacTaBsuse. Kako p mesu ab, To je ab = pc 3a HEKO
c. I c uma darxropusanujy Ha HepacTaBJbUBE €JIEMEHTE, Ia je € = 21 - 2]
3a HEKe HepacTaBJ/bUBe Z21,..., 7. Jlobujamo ma je

Pro-Prdy-cQs = Ppz1ccc A,

rle Cy CBU P;,qj, 2k ¥ p HepacTaBbuBU. Kako je, mo npernocrasiu, A noMeH
ca je IHO3HAYHOM (PAKTOPU3ALMjOM, TO je p IPUAPYKEH HEKOM OJ eJIeMeHaTa
u3 CKyna {p1,...,Pr,q1,---,qs}. YKOIUKO je p IPUIAPYKEH eJeMeHTy p; (3a
HeKo i), mobujaMo ma p | a, a ako je p HPUAPYKEH HEKOM ¢; OHma p | b.
Hawume, nako ce mokasyje ma Baxu caenehie: ako je p IPUAPY/KEH CIECMEHTY
g u ako ¢ | ¢, ouma u p | ¢ (moraskure To!). OBUM je mOKA3 3aBpIIEH. O

[Momcerumo ce ma je MPCTEH TIIABHOUIEAJCKU YKOJIUKO je CBAKU WAEAJ
y meMy ruaBHA. Panuje cMo 3akmyunmin na cy Z u K[X|, 3a mpou3BomHO
nome K, rmaBaommeancku nomenu. llokazahemo ma je cBaku riaBHOUMIE-
aJICKA JTOMEH YjeIHO U JOMEH Ca jeTHO3HAYHOM ()aKTOPU3AINjOM.

CraB 89 [okasaTu Aa y cBakoM rnaBHOMAeaNiCKOM [OMeEHY 3a CBaka [JBa ene-
MeHTa MOCTOjU HUXOB HajBelin 3ajedHNUKK Aenunad.

Iloka3. Herka A jemanm raaBaoumeasicku momed u a,b € A. Ilocmarpa-
jMo mnmean (a,b) remepucan enementuMa a un b. Kako je y A cBaku uzmean
raasau, TO je u {a,b) = (d), 3a mexu d € A. Iloraxxkumo nma je d jenad Ha-
jBehu 3ajenuuuku nenunarn enemenara a u b (majsehiu 3ajequuuku nenumnar
HUje jemHO3HAYHO onpebheH, aqu cy cBaka aBa HajBeha 3ajemHuyka meamora
IPUAPYKEHN jeNAH APYTOM).

Hajupe, a,b € (d). To 3maum ma moctoje ai,b; 3a koje je a = day u
b=dby, tj. d|aud|b, te d jecre 3ajenauuru menusan ox a u b.
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Ipernocrasumo na dy | a m dy | b, Tj. na je di HEKM 3aje IHUYKM TEIUIIAL
on a ub. Tpeba norazatu nma d; | d. Kako dy | a u dy | b, To mocroje ay
n by Tako ga je a = djay u b =dib;. C o63upom ma d € (a,b), moctoje p,q
rakBu na je d = ap + bq. IHobujamo na je d = dya1p + d1biq = dy(a1p + b1q),
Te caenu na dp | d. O

3ampaBo je y OBOM CTaBy IOKa3aHO HE CAMO a CBaKa ABA €JIEMEHTA
a n b umajy HajBehwn 3ajemnuurn genunan d, HO U Ja IOCTOje p U ¢ 3a
koje je d = ap + bg (BesyoBa pemnanuja). V3 oBe pesanuje ce, Ha CTaH-
napnaH Hauus, uzBoau cienehie csojcrBo: ako a | be m ako je NZD(a,b)
IPUAPYKEH jeMuHANM, OHAa ¢ | ¢ (HApaBHO, yMeCTO Ia NUIIEMO Oa je
NZD(a,b) npunpysxen jemmaunu, mucahemo ma je NZD(a,b) = 1, umajyhu
HA yMy IITa TO 3Hauu). Heka uuTaonu OBO caMu HOKAKY.

Teopema 90 Csaku rnaBHOMAEaNCKN AOMEH je U JOMEH Ca je[JHO3HaYHOM paKTopu-
3aUujoMm.

IToka3. Heka je A raaBnommeasicku noMeH. JlOKa:KUMO Hajupe Oa je CBaKU
HepacraBibuB eneMeHT vy A mpoct. Heka je ¢ mepacrtasmus u Heka ¢ | ab.
Ykomuko ¢ me menu a, mopa outu NZD(g,a) = 1. Haume, aro je d =
NZD(q,a), To 3maum ma je ¢ = dz 3a Hexo z. Kako je ¢ HepacTaB/bUB,
mopa outn d € U(A), nim z € U(A). Ho, ako je z € U(A), onna u3 uu-
weHune na d | a caenu na u g | a (3amTo?), WTO IPOTUBPEYM NIPETIOCTABIHY.
Sarmyuyjemo na d € U(A), tj. NZD(g,a) = 1 (mornemajre panujy HamoMeHy
y sarpagu). Ho, Tama m3 ropeHaBeeHOr cBOjcTBa ciemu na ¢ | b, Te
3aKJLYYYjEMO Ma je ¢ MPOCT.

Ila bucmo mokazanu ma je A moMeH ca jeqHO3HAYHOM (AKTOPU3AIMjOM,
ocTaje caMo Ia mokaskeMo na ce caku eneMenT u3 A\ (U(A) U {0}) moxke
IprKaszaTy y OOJIMKY IIPOM3BOAA HEPACTABJPUBUX ejleMeHaTa (BUIETU CTaB
88).

Jloka:kMMO HAjIpe Ia CBAKM HEMpa3aH CKym mueaia y A uma Makcu-
MaJaH exeMeHT. [IpeTrnocTaBuMo na TO HUje TAKO U HEKa je 7 HEeKU Henmpa3aH
CKyIl MOeajia KOjU HE CAIp:KM MakcmMaJsan eixemeHt. Heka je Iy € T
npown3BoJbaH uneast u3s Z. Kako oH Huje makcumanan y Z, o mocroju I, € 7
3a koju je Iy C I. Cimuno, mocroju u I3 € 7 takas na je Iy C I3. 3ampaso
nobrjaMo CTPUKTHO pacTyhu jgaHal uieaia

Lcl,clzC---

u3z Z. Yumja J = U,I; je mmean Kao ImMTO ce JIAKO MOM¥E IPOBEPUTU
(uposepure!). Ho, ¢ o63upom na je A raasrommeancku, to je J = (x) 3a
nexn x € A. Kako je x € U2, I;, To « € I;, 3a Heku i9. Ho, onaszne cremu na
je J=1;,, najeu I; = I;, 3a cBe i > i, Te OECKOHAYAH CTPUKTHO pacTyhnu
JaHAIl UAeaja M He IMOCTOjU. 3aKbydyjeMo Aa Y Z IOCTOju MAaKCUMAJAH
€JIEMEHT.

ITpernocrasumo na 'y A\ (U(A)U{0}) uma enemenara Koju HeMajy ¢ak-
TOPU3AIM]y HA HEPACTABJ/LMBE €JeMeHTe. YOUMMO CKyI mpeasa J 3amatr
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ca:
J ={{a) :a € A\(U(A)U{0}) u a Hema (arTopusanujy Ha HEPACTABILUBE}.

[IpeMa ympaBo HOKa3aHOM pe3ynaraTy, y J HOCTOJU MAKCUMAJIAH €JIEMEHT
(x). Kakro x mema parTopusanujy Ha HEPACTABLUBE, TO OH CaM HIje HEPAC-
TaBJLUB, A TIOCTOje a, b TakBu na je x = ab, npm uemy a,b € A\ (U(A)U{0}).
Crora je (z) C (a) u (x) C (b) (3amT0?), na a u b umajy paxropusanujy Ha
Hepacrasmuse ({x) je MakcuMasan exemert y J). Ho, ako cy To ¢parrop-
msamuje a = py - pr ub=q---qs, ovOA je x = ab = p1---prqr - ¢ jenHa
¢paxTopusanuja r Ha HEPACTABILUBE, MTO IPOTUBPEYUN U300y €JIEMEHTA .
OBa KOHTPAIUKIN]a 3aBPIIaBa TOKA3. O

Mosxe ce nokaszaru (anu Mu To Heliemo) na u3 uumenure na je A noMen
ca jeqHo3HAUHOM (akrTopmsamujoM caemu na je n A[X] momen ca jexHo-
sHavHoM ¢akropuszanujoMm. lakme, Z[X] je jeman mpumep HOoMeHa ca jen-
HO3HAYHOM (PAaKTOPU3aIUjOM, KOJU HUj€e T'JIABHOMAECAICKN NOMEH.

Iaxrme, moMmeH ca jeqHO3HAYHOM (PAKTOPU3ANNjOM Ce KAPaKTEPUIIE TIMe
JIa Ce Y BEeMY MPOCTU U HEPACTABJLUBY €JIEMEHTH MOAY AAPajy U Ia Ce CBAKA
HEHyJIa, HCMHBEPTUOMIIAH €JIEMEHT a MOE MPEACTABUTHA Y OOJUKY

a=up("---pp¥, (16)

rge je u MHBepTUOUIAH €JIEeMEHT W p; HEPACTABJLUBU, NPU YEMY 3a i # j

€JIEMEHTH p; ¥ pj HUCY LIPUAPYkeHHU, IOk je a; € N. Ocum Tora, ako je
a/:vqlﬁl "'Qlﬁl7

rae je v WHBePTUOWIAH, ¢; HEPACTABJLUBU U ¢;,(; HUCY IPUAPYHECHU 3a

i # j, onna je k = | u 3a Heky mepMmyTamujy o € S o; = [, 4 p; je

OPUAPY’KEH CIEMEHTY (g (j)-

Hanomena 91 YuTanay ce moxAaa nuTa 3aLlUTO Ce NOjaB/byje UHBEPTUOUNAH ene-
MEHT u y NpefAcTaBbatby efleMeHTa a y 061Ky NpoM3BoAa, Kafja Ce Tako HELUTO He
nojaeJsbyje y camoj AedprHULMjM AOMEHA Ca jeAHO3HAUHOM pakTopmsaumjom. Pasnor
NIEXN Y TOME LITO HEPACTaBIbUBW ENIEMEHTU P; HUCY MeByCOBHO NpuApyXeHn 1 OHAa
j€& HEOMXoAHO N3LBOJUTN NHBEPTUBUNAH eneMeHT u. Ha npumep, enement —36 € Z
ce Moxe 3anucaTu y o6nuky —36 = (—1)2232, unu y obnuky —36 = (—1)2%(—3)?,
anu ce (—1) mopa nojaenTn y oBuM 3anucuma. [Mpesentaumnja —36 = 2(—2)32 ne
33/10BOJbABA YC/IOB Aa 33 Pa3fMUNTE UHAEKCE MPOCTU ENIEMEHTU HUCY MPUAPYKEHN.

Ha ocuoBy jemmakoctu (16), 1ako ce nokasyje na CBaka ABa €JIEMEHTA
U3 JOMEHa Ca jeQHO3HAYHOM (akTopum3alyjoM nMmajy HajBehm 3ajenHuyxu
memuinan (Kako ce TO mokasyje?), HO DBe3yoBa pesanuja WIaK HE MOpa
Baskutu. JloBosmHO je mocmarpaTtu npumep npcrena Z[X| u enemenara 2 u
X, koju jecy y3ajaMHO OPOCTH, aju 3a Koje He moctoje nosunomu p(X) u
q(X) raro ma je 2p(X)+ Xq(X) =1 (3amro?).
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IIpebumo cama mHa BaskaH METOM NIOKanu3auunje KOjuUM Ce€ O OaTOr JAOM-
€eHa TpeJjia3d Ha HOBU JOMEH, a y KOMe Cy HeKu u3abpaHu eJeMeHTU W3
MMOYETHOT JOMEHA WHBEPTUOWIHM y HOBOM momeny. l[lounwmmo cienehiom
Ie(QUHIIN]OM.

JHedpuaunuja 92 Heka je A gomen n S C A\ {0}. 3a S kaxemo Aa je mynTu-
nIuKaTUBaH ako 1 € S n ako 13 s,t € S cnean fa st € S.

IIpumep 93 Cnepehin noackynosu o A\ {0} cy myntunnukatvsHu:
1 A\{O}
2. {f™:n € N}, 3a ma koju enement f € A\ {0};

3. A\ P 3a ma koju npoct ngean P < A.

1. OBo je jacHo.

2. IToncetumo ce ma 0 € N, ma 1 € S. Ocum Tora, Kako je fmf" = fmtn u
APYTU YCJIOB j€ UCIYHEH.

3. Jacuo je nja 1 € A\ P. Ocum Tora, ako a € P u b ¢ P, ouna u ab & P,
nomTo je P mpoct mpeas (mojacuure ceGu oBo!). &

Hera je A momen m S ma roju myaruniaukatuBan moackyn om A. Ha

ckyny A X S medpuHUIIEMO pesanujy ~ ca:

def
(a,s) ~ (b,t) <> ta = sb.
HokaskmMo na je ~ jenHa peJalrja eKBUBAJICHIA]E.
Pednekcusroct. OBo je jacuo momro je sa = sa, na je (a,s) ~ (a,s).

Cumetpuunoct. U oBo je jacuo, jep u3 (a,s) ~ (b,t), cienn na je ta = sb,
Tj, sb = ta, a To ynpaso 3uauu na je (b,t) ~ (a,s).

Tpanzutusroct. Hexka je (a,s) ~ (b,t) u (b,t) ~ (¢,r). To 3maum na je ta = sb
u rb = tc. obujamo na je

rta = rsb = stc.

Kako je A nmomen, To je ra = sc, na je (a,s) ~ (¢, r).

Ca S™'A o3mauaBaMO CKyn CBUX KJIaca CKBUBAJICHIW]E, a Ca ¢ wmacy
exBuBaseHNmje exementa (a,s). Jlepummmemo omepamuje + u - Ha S~1A
ca:

a b ta + sb
PR
a b _ab
s t st

Kako je ckyn S mysaruniaumkaTtuBas, TO 3a S,t € S u st € S, ma oBu 3anucu
uMajy cmumciaa. Tpeba jom ma mpoBepuMO Aa Cy OBe oOlepaluje mo0po
nedurHUCAHE.
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Hexra je ¢ = ‘;—,/ u = % To zampaso 3Haum na je (a,s) ~ (a',s)
(b,t) ~ (V/,t'). Tpeba mposeputu na je (ta + sb,st) ~ (t'a’ + s'V,s't')

(ab, st) ~ (a'b’, s't"). Pauynamo:

n
n

s't' (ta + sb) = s't'ta + s't'sb = t'tsa’ + s'stb’ = st(t'a’ + s'b'),

na je zamcra (ta+sb, st) ~ (t'a’ + 'V, s't"). Ha cauuan maumn ce mpoeepasa
u 100pa NepUHUCAHOCT OIepPaIje MHOKEHA.

Huje Temko mposeputu aa je cTpykrypa (S'A,+,-) jenam komyratu-
BaH OPCTEH ca jequuaunoM (ypamare TO 3a BexOy: Og-14 = %, lg-14 = %)
OBaj mpcTeH HA3MBA ce NoKanusaunja gomeHa A y 0f4HOCY Ha MyNTUNAMKATUBAH
ckyn S. OCHOBHO CBOjCTBO JIOKaJM3anuje naro je ciaenehum craBoM.

Cras 94 Heka je A gomeH 1 S Hekn MynTUNAMKaTMBaH NMOAckyn of A.

a) Ca i(a) = ¢ 3apar je jeaan moHomopgusam i: A — S~1A,

6) Ako je B ma koju komyTaTuBaH npcteH u f: A — B xomomopdurzam Takas
na 3a cee s € S Baxu: f(s) € U(B), onAa nocToju TauHo jefiaH XOMOMOpdU3am

f:S7'A— Bsakojuje foi=f.

Ioxkas.
a) Kako je i(a+b) = 9 =24+ b = j(a) +i(b) n i(ab) = 2 = i%, TO je
i 3ancra xomomop¢usam. Ho, a € Ker(i) ako u camo ako je § = 7, mTo je

eKBUBAJIEHTHO ca a = (0, ma je ¢ MOHOMODdU3aM.
rs . fray -1

- 6) Tpaxenu xoMopuszaM f HePUHAMIEMO CAa: f(s.) = f(a)f(s)~'. Kaxro

je, 3a cBe s € S, f(s) uuBepTubUIAH, OBa HepuUHANMja UMa cMuUCIa. [Ipe-

IyLIITAMO YXTAOIUMA Ia IPOBEPE Na je OBO 3aMCTa jedaH ToOpo neprHUCAH

xomoMop¢du3aMm u ma Baku: foi= f. O

Yronuko je S = A\ P 3a nexu npoct unean P, onna ce ymecto (A\P) 1A
gpahe mume: Ap. Baxu ciaemeha Tteopema.

Teopema 95 3a ceakn npocT ngean P < A, npcten Ap je nokanHW NpCTeH.

Ioxa3. ITokazahemo ma je CKym CBUX HEMHBEPTUOUIHUX €JI€eMEHATA UIeaJl.
Onpemumvo uajupe U(Ap):

a . .a b 1

- e€U(Ap) aHHOHOCTOJebEAI/ItEA\PTaKOJIaJe*'; T

S S

Hpyrum peunma, ¢ je unBepTuObunan axko nocroju b € A u t ¢ P 3a koje

je ab=st. Yroauko a € P, ouna u st = ab € P, na kako je P npocrt uneas,

cinemqu na s € P, miu t € P, mto uuje moryhe Ha ocHOBY m3Gopa s u t. A
a

: S
ykomuko a ¢ P, onna je 2 (€ Ap) mnBeps enementa &. [lakie,

Ap\U(Ap):{geAp:aeP}.

YBepuMO ce na je OBO 3amucTa uneany Ap.
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Heka cy x,y memuBepTubumnu esementu u3 Ap. To 3maum ma mocroje

eneMmenTu a,b € p u s,t € P 3a koje jemz%myzg. Tana je x +y =

t
%—l—% = t“:tSb, HO, Kako je P upmeau, ta + sb € P, ma je 3aucTta U €JeMeHT
T + y memmBepTMOMian. Ha canyan HauuH ce MOKasyje ma ako T € Ap
HEMa WHBEP3 U aKO je z € Ap MpOM3BOJAH, HU €JIEMEHT 2I HeMa WHBEP3.
Sakmyuyjemo na je Ap\U(Ap) 3aucra uneay, na je u upcred Ap JOKaIHU
O

IPCTEH.

3a kpaj mamomenmmo ma, ykommko je S = A\ {0}, y npcrery ST1A je
CBAKM €JIEMEHT DAa3JMYnT O] HyJle MHBEPTUOMIAH, T€ je, y OBOM CJIy4Yajy,
S~1A jemno mome. OBo moJbe ce HA3MBA MOJbe PasnoMaka moMeHa A m o3Ha-
uaBa ca Q(A). Ha oBaj HaumH cMO mOKa3aiyu 4a Ce CBAKU HOMEH MOKE YTO-
OUTU y HEKO TMOoJbe. Kao mTo BUAMMO, OBA jé KOHCTPYKIMja ¥ MOTIYHOCTU
AHAJIOTHA KOHCTPYKIM]U PANMOHAJIHUX OpOjeBa Kao PAa3JIoOMakKa Hal IeJIUM
OpojeBuma.
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Iloda

Pamupe}ba 1 KOPpEHCEKa IIO0Jba IIOJIMHOMA

Y jemHOj on MPETXOMHUX JEKIUja, MOKA3aHo je ma je

R[X]/(X? +1) = C(=R[i])

Q[X]/(X* - 2) 2 Q[V2).

Y oBoj nekmuju nosabaBuhemo ce 030UIbLHUjE OBUM KOHCTPYKIZjaMa. 3a-
MMOYHUMO JIEKIU]y ciemneNoM BasKHOM TEOPEMOM.

Teopema 96 Heka je F' nome n a(X) € F[X]\ {0} HepacTaembus nonvtom.
a) E = F[X]/{a(X)) je nome.

6) lMome E cagpxun notnosse nsomopHo nomy F.

)
8) Monunom a(X) uma Bap jegry Hyny y nomy E.
)

r) Ha ocHoey a) Moxemo cmatpaTtu ga je ' C E. Taga ce E moxe Bugetn u
Kao BEKTOPCKWM NMPOCTOp Hajd nosbeMm F' 1 AnMeH3Mja Tor NpocTopa jefHaka je
cTeneHy nonuHoma a(X).

JHoxka3. a) Kako je a(X) mepacrasmus, To je muean I = (a(X)) makrcu-
MaJlaH y CKyIy CBUX raasHux uzeasna. Ho, y npcreny F[X] je cBaku mnean
rnaBHH, Te je I makcumanan nnean. Crora je E mome.

6) Hepunumunmo xomomopdusam f: FF — E ca f(a) = a+I 3acse a € F.
Kako cy jenunu npeanu y ma koM nossy {0} u meso mosse, TO 3aKILYy4yjeMO
na je Ker(f) = {0} (jesrpo je yBek mmeas, anu He MO:Ke OUTU jeIHAKO
[eJIOM IIOJbY IMOIITO Ce NMPU XOMOMOP(OU3MY jeIMHUIIA CIVKA Y jeIMHUILY, a
He y Hyny). Hakie, xomomop¢$usam f ycmocrasiba nsoMopduszam usmelhy
F u cnure on f, koja je mornome on E. Y namem maeHtTuduryjemo F u
caury f[F], paau jemaocraBaujer mucama, Tako xa hemo, uzmeby ocrasor,
ymecto a + I, 3a a € F nucaTtu camo a. _

B) Youumo enemenr X + I y E. Osmaunmo ra ca X. Yrouuko je
a(X)=ay+ a1 X+ +a, X", nobujamo na je

a(X) = ap+ar X+ao X2+ - +an X" = ag+ay (X+1)+ao(X+1)2+- - +an(X+1)",

=(a0+a X +aX*+ - Fa, X" ) +T=a(X)+1=1,

Te nobujamo na X 3zamcra aHyaupa noauHoM a(X).
r) Kako F canpsu nornosme F/ uzomopduo ca F, 3aucra ca anrebapcke
Tayke MOKeMO cMmarparu ga je F C E. Y oBoM ciaydajy KakeMoO U Oa je
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nome E jenmo pawwnpewe moma F. Hapasuo ma esmemente mosba E MO:KEMO
cabupartu, amu, ¢ ob3upoMm ma je F C FE, MOoKeMO UX WM MHOXKUTU eJie-
mentuma u3 F'. Ha ocuHOBy cBojcraBa omepamuja y momy E mobujamo na
je E 3amcrta BekTOpCKU npocTop Han F'. luMmeH3ujy TOr mpocTOopa 30BEMO
u cTeneH pawupera noba E man F' u o3umavasamo ca [E : F|. Ham 3anarak
je ma moraskemo gna je [E : F] = dega(X). Horazahemo 3anpaso na je

M+LX+1,..., X" 41

jemna 6a3a mpocropa E yxonuro je momuuom a(X) crenena n.

{1+I1,X +1,...,X" ! + I} je remeparpuca. YOumMO Ma KOJjU eJEMEHT
p(X)+ 1€ E. Tana je

p(X) = ¢(X)a(X) + r(X),
rae je r(X) =0, umu je degr(X) < dega(X) = n. Ilakiue,
r(X)=ro+mX +-+rp X"

rIe HapaBHO HEKW, ITa M CBU, Koedurmjentu r; € F' mory Outu jemuaru 0.
Ho, Tana je

p(X) +1 = (q(X) + D(a(X) + 1) + (r(X) + 1),
Te je
pX)+T=ro(L+ D +r (X +D)+ - +rp (X" +1).
Saxmyayjemo ma 1+ 1,..., X" ! + I 3aucra remepumy E.
Jluneapua meszaBucuocT. Heka je
co(l+D+e(X+D)+-+en (X" +1)=0+1,
3a Heke ¢; € F. Tana je
(co+a X+ -+ X" H+I=1,

Te
cotre X+ Fe, 1 X" el = (a(X)).

Ho, nomunom a(X) je crenena n u OH MOMke na Aeau NOJuHOM co+c1 X +- -+
cn_1 X" ! jenumo axo je co+c1 X+ -+c,_1 X"t = 0. Ho, To ynpaso 3naun
maje cg=c =--=cp,_1 =0, Te 3aKmyayjemo na cy 1+1,..., X" 1+
3aKUCTa JIMHEAPHO HE3aBUCHU. O

VckopuctuMo ynpaBo HOKa3aHy TeOpeMy Oa KOHCTPYHUIIEMO IoJbe of 4
enemenTa. [IpumernMo na Z4 jeCTe KOMyTATUBAH MIPCTEH, AU HAPDABHO 14
na Huje moJve momTo y Zg Basku: 2-2 =0, a 2 #0.

49



IIpumep 97 KoHcTpyucaTu nosbe, Koje MMa TauHo 4 enemeHTa.

Kako oso uszsectu? Ilpe cBera, mu 3HaMo na je Zg moJbe U Ja UMa 2 ejie-
MeHTa. [IpeTxomgHa TeopeMa HaM Kajke na ako HaeMO HepaCcTaBILUB IMOJU-
HoM a(X) € Z2[X], roju je crenena n ouma he Zo[X]/(a(X)) Gurn mosme,
KOj€ je MCTOBPEMEHO BEKTOPCKU IPOCTOp Ham Zo mumensuje n. Ilaxme, To
[IOJbe je KAO BEKTOPCKU IIPOCTOD Han Zs m3oMopdHO Zj, Te uMma 2" eje-
MmenaTta. Hama je morpebHO mosbe ca 4 ememenrta, Tj. morpebanH HAM je
HEPACTaBJ/LUB MONMHOM 13 Zo[X| cremena 2. Takas MOIMHOM HAPABHO HUjE
temko wahu. To je momuuom a(X) = X2 + X + 1. Kaxko je To momunoM
OPYTOr CTENeHa, OH je HePaCTaBJ/PUB AKO U CAMO aKO HEMAa HUjeIHY HYIY Y
Zs, a xaro je a(0) =1 u a(l) = 1, 1o je 3aucra ucnymeno. [lakie, name
nome Fy je mato ca
Fy = Zo[X]/(X? + X 4+ 1).

Osmaunmo ca 7 erement X + (X2 + X + 1) y osom nomy. Jlobujamo na je
F4 = {07 1’777 1 + 77}'

Kako y momy Fy Basgm: n? = 1+ (3amro?), MOskeMo HamucaTu u Tabaume
cabupama U MHOXKEHA Y TOM HOJbY.

+| 0 1 n 147 Jo 1 n 147
0 0 1 i 1+n 0]0 0 0 0
1 1 0 1+7 Ui 110 1 n 1+n
n n 1+mn 0 1 n|0 n 1+n 1
14+n|1+7n n 1 0 1470 1417 1 n

&

Bparumo ce monoBo ma Tteopemy. IIpermocraBumMo na HaM je maT HEKU
nosnuaoM a(X) € F[X] rme je F uero mome. Taj moamHOM HAPABHO HE MODa
uMaTH JUHeapHy ¢axkTopusanujy Han nosmeM F'. IlocraBiba ce nmurame: na
au nocroju Heko nosme E koje canpsu nome F u y kome ce nonunom a(X)
¢arropunie Ha auHeapue dakrope? To 3amcra jecte TAYHO M TPETXOTHA
TeopeMa HaM NOKa3yje U OyT NOKa3a.

IMocnemuma 98 Heka je F nome u a(X) € F[X]. Tapa noctoju pawupetse E
noma F y kome ce nonuHom a(X) dakTopuiue Ha nuHeapHe pakTope.

Hoka3. JacHo je ma MOXKEMO Aa IPETHOCTABUMO Ha je monuHoM a(X) He-
pacTaBjbUB, MOMITO OMCMO Yy CYIPOTHOM HErOBY (AKTOPU3ALN]Y I00MIn
TAKO IMITO OMCMO HAIIKM pPalIMpemhe Yy KOME CBU HEroBU (PAaKTOPU HUMA]jy
JnHeapHY (aKTOPU3aALN]y.

Ha ocmoBy mokazame Teopeme, moctoju mosse E’, Koje je pammpeme
noma F| a y kome monuuoMm a(X) nma Gap jemHy Hyiy, Ha30BUMO je a. To
sHaun na y F'[X] Baxku darropusamuja

a(X) = (X — a)b(X),
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rae je b(X) € E'[X] u degb(X) =n— 1. Yrouuro cana b(X) pacraBumo Ha
HepacraBiuse (akrope y F'[X], HA BUX MOMKEMO NPUMEHUTHU MPETXOTHO
3aK/byduBame. Tako IpoIlec HacTaB/baMO CBe NOK He qobhemo mo anHeapHe
dbarxTopuzanuje. JacHo je ma ce mporec MOpa 3aBPIIUTU IOMITO Y CBAKOM
KOpaky mobumjamMo 6ap jemHy HOBY HyJy HOYETHOI IIOJMHOMA, & OH HU Y
jeIHOM MOJbY HE MOYKE MMATH BUIIE OX N HYJIA. (]

Hajmame pamupeme nosa Iy kome ce matu nomuaoM us F[X] dpaxro-
puie Ha JuHEapHEe (AKTOPE HA3UBA CE KOPEHCKO MOJbe TOT MOJUHOMA.

Csa mosma, kKoja hemo y mamem pasmarparu he OuTu Tako3Bana Opo-
jeBHa moJsba, Tj. nornoma ox C. I[IprMernMo ma cBako TAKBO mMOJbe 0O6ABE3HO
caap:KU Kao CBOje MOTHoJne moine Q.

Y mperxomuoum je kopumhena ozuaka Q[v/2]. Opze je Q mapasHO mobeE,
IOK je /2 eleMeHT Koju Huje y TOM mosby. Hberosum , momasamem” no0u-
jaMo CTPYKTYpy, Koja je mospe. IlozabaBumo ce MaJyo OMIMITHUjUM pa3Ma-
TpameM.

Hexka je B KOMyTaTUBHU IPCTEH Ca jeMHUIOM, A Heros nornpcres (ca
jenuaunom mapasuo) u b € B\ A. Kako onpenuTtu HajMamu MOTIPCTEH O
B xoju canpxu u A (kao monckyn) u b kao esement? OuwuriaenHo je na
TAKaB NPCTEH MOpa MOa CAAPKU U CBE CTENeHe O b, KAOo U CBE eJIEeMEHTE
obmuka ag + a1b+ asb? + - - -+ a,b" Toe a; € A. Ilakiae, MOpa Oa CAIPKU CBE
enemente obamka p(b), roe p(X) € A[X]. Ho, To je 3ampaBo u IOBOJLHO,
Tj. TPAKEHN HAjMAaKU IOTIPCTEH je

Afb] = {p(b) : p(X) € A[X]}.

Hawuwme, A[b], oBako nmeduHucan, je 3amcrta nornpcred o B (ounrientHo je
na je A C Alb] u b € AJb]):

p(b),q(b) € AP = p(b) —q(b) = (p —q)(b) € A[b];

p(b),q(b) € Al)] = p(b)q(b) = (pq)(b) € A[b].
Yronmuko je F mome mu o« € C\ F, onnma ca Fla] o3HauaBaMO HajMamu
moTIpCTEH KOju canpxu F u «, a ca F(a) HajMame HOTHOME KOje CampsKu
(rkao cBoje mormome) F u a (kao cBoj emement). IlocraBma ce mpupomHO
murtame: kana je Fla] = F(a)? IlpyruMm peymma, MHTEpecyje HAC Y KOM je

cayuajy upcred Fla] mome. Huje remro malin jeman morpeGan ycioB 3a
To. Hamme, rako je

Flo] = {p(a) : p(X) € FIX]},
a CBAKM €JIEMEHT I0Jba, KOJU je PA3JINYNUT OX HyJle UMa WHBEP3, TO U eJie-
MeHT « € Fla] uma uuBeps y Fla], Tj. nocroju a(a) € F[X] Takas ma je
a-a(a) =1. Aro je a(X)=ap+ a1 X + -+ + a, X", To nobujamo ma je

ana™ o aia? +aga — 1 =0,

Tj. moctoju monusoM p(X) € F[X]| Ttakas na je p(a) = 0.
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Hepunumuja 99 Heka je F' notnome o C n a € C. Tapa je a anreBapcku Hapj
F ykonwko noctoju nonudom p(X) € F[X] 3a koju je p(a) = 0.

Iakne, Bumenu cMo na je morpeban ycaoB na upcred Fla] 6yne nome na
je a asmrebapcku wan F. Ho, To je 1 moBoJ/maH ycioB.

Cras 100 Heka je F notnome og C n o € C. Tapa je Fla] nome ako 1 camo
ako je av anrebapcku Hag F'.

Ioka3. Jeman cmep cmo Beh mokaszanu. OcraJso je ma ce mokake oa u3
ynmeHune na je a anrebapckn Han F caemu nma je Fla] mome. Kako je o
anrebapcku Hax F', nocmarpajmo uneaa I < F[X] nedpunucan ca:

I={a(X) € F[X]:a(a) =0}.

Huje temko nposepuru na je I 3aucra ugean. Kako je ceaku nnean y F[X]
[JIABHM, TO [OCTOJU MOHUYAH IOJUHOM i (X) 32 kKoju je I = (lq).

ITpumernMo na je moOAMHOM fi,(X) HepacTaBmus. Y CYIPOTHOM, HEKA
je pa(X) = a(X)b(X) 3a mere meroncrantue noaunome a(X),b(X) uz F[X].
Ho, rana je a(a)b(a) = puq(a) = 0, na caemu na je a(a) = 0 wmm b(a) =
0. Ywrouuko je mup. a(a) = 0, nobunu 6ucmo na a(X) € I, ma ps(X) |
a(X), wro muje moryhe jep je a(X) monunoM creneHa Mamer O CTEIEHA
nonuHOMA i, (X). Curuno ce mobuja u y ciyuajy na je b(a) = 0.

Cana, K20 U y PaHUjUM OPUMEPUMA, MOCMATPAMO XOMOMOP(pU3aM

J: FIX] = Fla]

nepuaucan ca f(p(X)) = p(a). Xomomopdusam f je oumraenso ,HA”, a
Ker(f) = 1. Crora nobujamo na je

FIX]/I = Fla].

Ho, kako je uo(X) mepacrasmus nomuuom, F[X]/I je nome, ma je u Flo]
Takobhe mosme. O

[TpumeTnmo ma cMO y OKBUPY JOKa3a OBOT CTaBa mOOWIu U na je
[F(a) : F] = deg pa (X).

MomuuoM pe(X) U3 0BOr cTaBa 30Be Ce U MUHUMAJHU MOJIMHOM EJIEMEHTA
a. Basy 3a F(a) manx F uume enementu 1,q,...,a" ! ykomuko je n =

deg 110 (X).
IIpumep 101 Heka je o = v/2 + /3.
a) lMokasatu Aa je « anreBapcku Hag Q.
6) Hafin muHnmantu nonnHom 3a o Hag Q.

8) OapeanTyn %4*3 y 06nuky p(a) 3a Hekn nonunom p(X) € Q[X].
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a) Habumo nosnusoM koju enement o amynupa. Kako je o — V2 =+/3, 10
je

(a—V2)? = 3

a?—2a0v2+2 = 3
a?—-1 = 2a\/§
(@® =12 = (2av2)?
at—=2a%41 = 8a?
a'—10a?4+1 = o.

6) TokamuMo ma je MUHUMAJHE IIOJIWHOM eJIEMEHTA (@ 3aWCTa MOJUHOM
X% —10X2 + 1. Osmaummo ra ca u(X). Jemuno Tpeba mokazaTu je oBaj
noauHOM HepacTasbus Han Q. Kako ce pamu o mMOAMHOMY YeTBPTOL CTe-
MeHa, yKOJWKO je OH pacTaBJ/bUB, OH CE€ pacTaB/ba WM HA MPOM3BOI IOJIU-
HOMAa TPBOT CTENEHa M NoJuHOMa Tpehier cremema, mam Ha TPOU3BOM IBA
MOJIMHOMA, IPYTOT CTEHeHa.

(X)) je mpousBoJ mMOJIMHOMA IPBOT CTeNeHa W moiaumHoMa Tpehier cremena
man nomeM Q. To 3maunm ma p(X) uma mymy y Q. Ho, ako momusOM

an X"+ -+ a1 X +ag

“Ma palMoHAJHY Hyuay r/s (rae je r/s HecKpaTuB pa3ioMak) OHIA T | ag U
s | a,. Kako je y mamem cayuajy a, = ag = 1, 1o je s = 1, a Kako je ap = 1,
1O 7 MOoke O6bmTy camo 1 muum —1. Ho, Hm 1 HM —1 HuCY HyJle TOJIMHOMA

u(X).

,u(X) je mpou3BOI mMBa MOJWHOMA APYTror cremena. Jlakie,
w(X) = (X2 +aX +b)(X?+cX +d)

(rako je p(X) MOHMYAH MOKEMO NPETIOCTABATH 14 CY M TU TOJUHOMU
moununau). lobujamo (u3jennavasamem oarosapajyhux koepuunujenara)

at+c = 0 (17)

b+ac+d = -10 (18)

ad+bc = 0 (19)

bd = 1 (20)

N3 (17) mobujamo ma je ¢ = —a. Tana mn3 (19) caemn ma je a(d —b) = 0.

Pazmorpumo mBa ciyuaja.

a=0. Taga je mu ¢ =0 m gobujamMo ma ce CUCTEM CBOIMW HA IBE jenHAUNHE

b+d = —10 (21)
bd = 1 (22)
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N3 (22) cnemn na je d = 1/b (curypuo Hu b Hu d HUCY jeoHAKU HYJN).
3amenoM y (21) u cpebusameMm n06ujaMo KBAXDATHY jeTHAUNHY

b2 +10b+1=0.

Pemema oBe jemqnaunse cy mara ca:

_ —10+ V96

b1,2 5

ITo npernocrasuu b € Q. Kako je v/96 = 41/6, no6unu 6ucmo na je v6 € Q.
OcraBmaMo ynTaonuMa Ia MOKaKy Aa OBO HUje Moryhe.

a # 0. Y osoMm cayuajy je b = d. U3 jennaumne (20) nobujamo na je
be{l,—1}. Bamenom y (19) (y3mmajyhu y o63up ma je ¢ = —a) nobujamo
ma je a®> = 12 unu o = 8. Ilo mpernocrasnu je a € Q ma 6u u3 a? = 12
cnemano ma V3 € Q, a u3 a®> = 8 ma je V2 € Q. Kako Hu jeaso Hum ApyTro
HUje TauvHO 3akpbyuyjemo na je u(X) mepacrassus.

B) 3a HaJaKeme ﬁ MOMKEMO KOPUCTUTH MeTon HeoxpebheHux koedunuje-

+
uarta. Haume, 3samo ma mocroje a,b,c,d TakBu na je

1

a+3=a+bo¢+ca2+do¢3. (23)

IMoTpebuo je ompemutu kKoepuunujenre a,b,c,d. W3 (23), MuOkemEM 06e
crpase ca a + 3, mobujamo

1= (a+3)(a+ba+ ca®+da). (24)
Yaumajyhu y o63up ma je a* = 10a? — 1 n ga cy 1,a,a?,a® nmureapno
HezapucHu Han QQ, mobujamo
3a —-d =1
a +3b = 0
b 43¢ 4+10d = 0
c +3d = 0
IIpenymraMo yuTaonmMa na pelle OBaj CUCTEM jeTHAUWHA. &

Anrebapcka pamupemna; TPUMUTUBHUA €JIEMEHT

Bunenu cmo ma cy on moceGHOr 3HauUaja 3a TEOPUjY PaIMIUpEHa I0Jba
OHU €JIEMEHTU KOjU Cy aJaredapCKu HaO JATUM MOJHEM.

IMepuuumuja 102 3a pawwuperbe E nomwa F' kaxemo Aa je anreGapcko paluviperse
ako je cBaku enemeHT u3 E anreBGapckn Hag F.

3a pamupeme F noma F KaykeMo na je KOHAYHO PAMIMPEHE YKOJIUKO je
F KoHAUYHO AMMEH3WMOHAJIHU IpOCTOp Hanm F.
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Cras 103 Cgako KOHauHO pawumperse je anreGapcko.

JHoxka3. Heka je [E: F] =n. To 3nauu na je E n-IUMEH3MOHAIHU IPOCTOD
HaI moJbeM F'. Y3MuMO mpoum3BOLHU ejeMeHT & € F u MoKaskuMO 1a je OH
anrebapcku Han F. Kako je muMen3uja mpocTopa jemHaka n, TO jé CKYI O
n+ 1 Bekropa {1,a,...,a"} cUrypHO JuMHEAPHO 3aBUCAH CKYI BEKTODA, Tj.
mnocroje ag,...,a, € F TakBu na je

apl + a1+ -+ aa’”™ =0,

HO, TO yupaBo 3Hauu 1a je p(a) =0, rae je p(X) =ap+ a1 X +-+-+a, X" €
F[X]. Hagne, enement « je aarebapckn Han F. O

Yronuko je Fqp KomauHo pamwupemne mopba I, a Fy KOHAUYHO palmpeme
noma Fi, onma je HapaBuo Fy u jemno pammpemne moma F.

Cras 104 Ako cy F', 4 n Es nosba Kao y NpPeTxofHoO] pedeHuun, oHpaa je Fo
KOHaUHO paluupetrbe noma I n Baxun

[E2 : F] = [Eg . El][El F]

Hoxa3. Heka je [Ey : F] = n u [Ey : E1] = m. Kago je mumensuja E
Ka0 BEKTOPCKOT IIPOCTOpa HanA momeM F jemHaka n, TO MOCTOjU HEKa Oa3a
[a1,...,ap]. Cuanuso, Heka je [(1,...,0m] 6a3a BekTOpCKOr mpocTopa Eo
Hanm mosbeM ;. Jlokaxnmo ma mpomsBoma «;f3;, ¢ = 1,n, j = 1,m unme
b6a3y mpocropa Fs Hanm nmomem F.

Jluneapua meszaBucHocT. IIpermocraBumo na je

m n

3a Heke ¢;; € F. Hera je d;j = Y. ¢ijoy, j = 1,m. Enemenrtu d; cy u3
mosba Fy 1 3a BUX BasKU:

m

E d;B; = 0.

=1

Kako je [f1,...,0m] 6a3a 3a E, man E;, to Mopa 6urtu d; = 0 3a cBe
j€{1,...,m}. Ho, raro je [a1,...,a,] 6a3a 3a F; Hanx nomem F, To u3
St cija; =0,3a j=1,m ciem na je ¢;; =03ai=1,n, j=1m.

Ilemeparpuca. Hera je v € Ey. Kaxo je [51,...,0mn] 6a3a 3a E; nan Fy,
TO mocToje r; € Ky TakBu ma je

m
v = Z?"jﬁj.
Jj=1

Ho, rako je [a1,...,0,] Gasa 3a E; max F To 3a cBako j € {1,...,m}

IIOCTOje S;; 3a Koje je
n
Tj = E sijai.
i=1
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Konauno mobujamo ma je

sijaiﬁj.
1

n
j=1 1=

O

Y npumepuMa U3 IPETXOIHE JEKIUje NOKA3UBAJIM CMO Ia Cy HEKU eJjie-
MEHTU aJrebapCKy HAL JATUM MOJbeM TAKO IITO CMO HAJA3UIIU MOJUHOME,
KOje OHM INOHMINTABAjy, Tj. KOPUCTUJIM CMO IUPEKTHO nepuHMnUjy. 1o
moHEKan HUje Jako. lloTpaskuTe yocTasoM caMu TIOJUHOM, KOJU TOHUII-
TaBa eJeMeHT iv3 + 2. 3amnpaBo, To ce Moxke u3behin. A eBo u Kako.

Beh cmo ce ynosnaau ca pamupemuma obauka E(a). Ho, ako 8 € E(a),
Moke ce (popmupary u pamwupewme F(a)(8), koje ce rpalie oznauaBa ca
E(a, ). Yromuro cy a u § anrebapcku Han F, oHla Cy CTENEHN palMpena
[E(e) : E] m E(B) : E] ronaunn, a takas Mopa outu un [E(a, ) : E(a))
(zamro?). Crora je, Ha OCHOBY mperxomHOr crasa, |[E(«, () : E] konauan
6poj, Te je pamupeme F(«o, ) nmoma E anrebapcko, Te je CBAKUA €JIEMEHT
u3 E(a, (), anrebapcku nang E. IToceGuo, To cy u exementu o + (3, a- [ u
CJINYHO.

Onmruje, nmamo u pamupewma E(ag,...,a,). Ho, Beoma je 3aHnMibUB
cnemehu pesyarar Koju HAM Kaxke na y CIydajy anrebapCKuxX pallupema
moma Q curyanuja HUje TOTMKO KOMIUIMKOBAHA KOJMKO M3TJIEIA.

Teopema 105 (Teopema 0 MpUMUTMBHOM efieMeHTy 3a BpojeHa nossa) Ceako
KOHauHO pawmnpetbe F noma Q je obnuka Q(«), 3a Heko v € E.

EsnemenTt « je Taj nmpuMutuBHU esieMeHT pamupema F. OBy Teopemy
wehemo mokasuBaTtu, ypamuhemo Heke mpumepe. Ho, mpe Tux mpumepa,
IOKa;KMMO OnroBapajylu pe3ynrar 3a KOHAYHA IOJbA.

Teopema 106 (Teopema 0 NMpUMWUTVBHOM efeMeHTY 3a KoHauHa noska) Ceako
KOHauHO pawvperse F koHauHor noma F je o6nauka F(a), 3a Heko o € E.

IToka3. Kako je mome F konauno m F je koHauHO pamupeme mospba F', To
je u moswe E ronauno (3amro?). Ho, Mmu 3amo xa je tama rpyna (E\{0},")
nukaraHa (3amrTo?), Tj. mocToju exement o € F takas ma je E\ {0} = {aF :
k > 0}. Ho, jacuo je ma je tana u E = F(a).

IIpumep 107 Hahv npUMUTUBHU eNneMeHT KOPEHCKOF Moba nofuHoMa X4 — X2 —

2 € Q[X].

Ilpyrum peunma, Tpeba mahwm kopencko mome K naTor MOJMHOMA M €Jie-
merT « € K 3a koju je K = Q(a). Parkropuummmo Ham noavsHoM Hax Q
KopumhemeM METOna KOMILIETUPAHa KBAIPATA:

2 2 2
xiox2ooo(x2_ )y _l o (x2 1) (3} C
2 4 2 2



:(XQ_;—‘;) (XZ—;+2):(X2—2)(X2+1):

= (X —V2)(X +V2)(X —i)(X +1),

roe je ¢ HApaBHO MMAaruvHapHa jemuHuna. Jlakiae, KopeHcko nome K je
nome K = Q(v/2,4). Mu tpeba na mabemo a 3a xoje je Q(v/2,i) = Q(a).
Iloxkymajmo ma mokakeMO Ha ce 3a (v MOMKEe y3€TH €JIEMEHT (v = V2 + .
Jacro je ma je Q(a) C Q(v/2,4). O6paTHa MHEIY3Uja je HETPUBUjaJHA.
Hapasro, m0BOBHO je ma mokaxeMo ma HIp. v2 € Q(a), momro u3 Tora
Hemocpenno caemu na u i € Q(a), a Tume n TpaskeHo. JeaHAKOCT

a=V2+ i,

,rmomuranmo” Ha Tpehwu cremen. loGujamo
a3 =2v2+6i —3vV2—i=—V2+5i=5V2+1i) - 6V2.
Haxkie,
o® — ba = 62,

na je

1

V2= 6(043 —5a) € Q(a).
&

IIpumep 108 Heka je K kopeHcko nome nonuHoma X4 —24X2 + 4 € Q[X].
a) Mokasatu ga je K = Q(v/5,V7).
6) Oapeoutu a € C Tako pa je K = Q(«).

ITocTtynumo Kao y mIpeTxomgHOM MPUMEDPY.

X4 —24X% 44 = (X?-12)2 - 144 +4
= (X?-12)% - 140
(X% -12)% — (2v35)?
(X2 - 12— 2V35)(X? — 12+ 2V/35)

= (X2 —(12+2V35)(X? — (12 — 2V/35),

Te mobujamo X* — 24X2% +4 = (X — V12 +2V35)(X + V12 4+ 2V/35)(X —
V12 — 2¢/35)(X + V12 — 2¢/35). TIpema tome, nobujamo ma je

K=@<\/12+2\/£,\/12—2\/£>.

JenmaH caBeT: yBeK Kazna nobujeTe OBaKaB pe3yJaTAaT, HUje JOIIe TOMHOKUATHI
OBa OBa KOpEeHa M BumeTu mra ce nobuja. [Ipumenumo Taj caBer y oBOM
cIIyJajy.

\/12+2x/£-\/12—2\/£:\/144—14 =Vi=2

o7



Iaxrmie, MOkeMO 1a 3aKLYYUMO 1a, aKo je o = /12 + 2v35,a0=+12— 2\/%,
onna je a-3 =2, ma je =2 € Q(a). 3armyuyjemo na je K = Q(a). Tako
CMO HAIIY NPUMUTUBHYU €JIEMEHT U yPaJuiu npuMep nox 6)!

Hpyru caBer: Kama mMaTe KOpEH momyT oBora: \/ 12 + 2\/%, TpOBEPUTE
oa MOKIa He MoskeTe ma ra ,npemo3sare”’. Illra To 3mauu? Y oBom
caydajy, TIojaBibyje ce KopeH m3 6poja obmuka p + gy/s Tae ¢y p, q, s meaun
6pojesu. Ila snu je Moknma Taj KOpeH 30up (Wi pasivka) IBa KOPEHA U3
Herux mesux 6pojesa? Kako je 35 = 5.7, mamelie ce na uspauyHamMo KOJIUKO

je (\/B—I—W)Q Iobujamo
(V5 +V7)? =542V35+7 =12+ 2V35,

Tj. Gam omo mro mmamo. JHakie, a = V5 + /7 (mpumernmo na je 3 =
V7 —=+5), te je K = Q(v5++/7). Mu tpeba na mokamemo ma je K =
Q (\/5, \ﬁ) To muje Temko, mocrynuheMo Kao y IPETXOIHOM IIPUMEDPY.

a = \/5—1—\[7
o® = 5V54+15V7T+21V5 + VT

o = 26V5+22V7
20 = 225+ 22V7
a®—22a = 45

3922
Vs o= =2 . 2 Qo)
Vi = a—-Vb

260 — o’
V7 = %EQ(&).

Hapasno, morsiu cmo T0o ma ypaaumo u apyraumje. [lomro cmo Beh mpe-
MO3HAJIU na je [ = VT - \/5, oHma camMo Tpeba moKazaTy ma je

Q(VB+ VT VT —v5) =@ (V5,V7),

a TO je HapaBHO BPJIO j€THOCTABHO.
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