AJITEBPA 2: TPYIIE

30PAH IIETPOBUR

Y oBoM opemKy daBuhemMo ce CKOpo MCK/byYMBO KOHAUHUM IpynaMa, Tako Jia CMa-
TpaMo Ja Cy CBe Ipylle Koje Ce OBJe I0jaBibyjy KOHayHe, CEM aKo Ce MOoCcedHO He
HCTaKHe fa MOTy OUTH U DeckoHayHe. KpaTka HamomMeHa 0 03Hakama: C yBEeK 03HayaBa
TpaBU NoACKyM. Y yudeHuKy Aniedpa 3a unpopmailiuuape nornenajre Teopeme o U30-
MopdusmMuMa, Kao u jogaTtak [V.

Hokasahemo Hajipe TeopeMy 0 KOpeCOHIEHIHjH, K0ja he HamM OUTH KOpUCHA [1a
0oJpe MPEJOYMMO HEKE PE3yIITare.
Teopema 1. Hexa je G ipyia, N < G; o3nauumo ca G xonuunuuxy ipyiiy: G = G/N.
Hogipyiie (nopmanne wogipyie) ipyie G ¢y y 000CTIPAHO jeGHOSHAUNO] KOPECTOHGeH-
uuju ca dogipyuama (Hopmannum togipyuama) ipyie G, koje cagpce iogipyiy N.
Mpeyusnuje: ceaxa (nopmanna) wogipyua ipyie G je obnuxa K = K/N = {g+n :
g € K}, 1geje K (nopmanna) iogipyta ipyiie G, thakea ga je N C K.

4 TlocMaTpamo KaHOHCKH erumopdusam p: G — G/N, 3amar ca: p(g) = g+ N.

Akoje K < G (K< G) onpaje K = p~1[K] < G (K = p~![K] < G). HapasHo, jacHo
je maje N C K, jep ce CBaku eleMeHT U3 [N NpPU p CJIMKA Y HEYyTpasl, KOjU CBAKaKO
npunaza NoarpymnH.
1.e € K =p K], paje K # 0.
2.91.92 € K = plgy '92) = p(91) 'p(g2) € K, jep je K < G.
3. Ykomuko je K < G, nokasyjemo naje K <G: w3 g € Guk € K, cnenu na p(k) € K,
ma p(gkg™") = p(g)p(k)p(g) ™" € K.

Kako je p[p~![K]] = K, jep je p ,Ha”, umamo xa je

K=pK|={g+N:ge K} =K/N =K.
la

Joxa)XMMO H jeJHy jeIHOCTaBHY JieMy, KOjy hemMo y a/béM KODUCTHTH.
Jlema 2. Hexa je G xonauHa komythatiusHa ipyiia u p upociii 0poj, Koju genu peg ie
ipytie. Taga y G ocwioju enemMenti pega. p.
4 Jloxas H3BOMMMO HHIYKIM]OM 10 pefy rpyre G.
|G| = p. Tana je G uMKIMYHA TPyIa pena p U keH reHepaTop je pena p.
< n — n. Heka je |G| = n u TBphewe UCITYHEHO 3a CBE IPyIe Mamwer pela.

Hexa z € G\{e} nw(x) = m; cBakako m | |G|.
p | m. Tana je w(x™/?) = p.
p 1 m. Tlocmarpamo rpyny G = G/(x). Kako p { m, umamo na p | |G| u |G| < n. o
HUHIYKTUBHO]j XUIIOTE3H, TOCTOjU y € G, TakaB jaw(y) = p (¥ = y(z)). How(7) | w(y)
(3 4y~ = e cnenn 7*W) =&, maw(y) | w(y)), Te p | w(y) U w(y*®/P) = p.

Date: Jecen 2026.



Hanomena. HapasHo 5a je Komujesa iema jauu pe3ysaTaT Off OBOT, alM HaM 3aIpaBo
nyHa Komujesa 1ema U He Tpeda y JabeM.

KonauHe p-rpymne

Hajmpe najemo nap neduHuLyja.

Hedunnnuja 3. Hexa je p tipociti 6poj. 3a konauny ipyuy G xaxcemo gaje jegha p-ipyua,
yxonuxo je |G| = p™ 3a nekon > 1. 5

Hedununuja 4. Hexa je G ipytiau H < G. 3a H xamemo ga je makcumarnHa yxoauxo
He tocwioju togipytia K < G 3axojyje H C K C G. )

[TpuMeTHMO I3 IPOU3BOJBHA IPYIIA HE MOpA CaLpKaTU MaKCUMAJTHY MOATPYILY.
ITpumep 5. Tpyna (Q, +) He cafp:KU MaKCUMATHY HOATPYIY.

[TpernocraBumo 1a je A MakcumanHa noarpyna o Q. Kaxo je (Q,+) Abenosa
rpymna, CBaka IIOArpyIa je HOpMalTHa i MOKEMO TIOCMATPaTH KOIMUYHUUKY rpyny Q/ A.
JenuHe MoOArpyIie OBe IpyIie Cy Lieja rpyna U TpUBHjaiHa noarpyna. Haume, ako du
L < Q/ A buna Heka moarpymna pasauyuTa of oBe fiBe, oHna ou 7~ [L], rneje m: Q —
Q/ A xaHOHCKa TIpojekyja, Ouma mpasa moarpyna ox Q, xoja je crpuxtHo Beha ox A,
a To Huje moryhe, jep je A MakcumanHa noarpyna og Q.

Haxie, mopa dutu Q/A = Z, 3a Heku npocT 0poj p. Heka je z € Q \ A. Taga je
A=p(;+A) =z + A naducmo fobunn fa v € A. &

Y cnyyajy koHauHe rpyne (5, jacHO je Ja IIOCTOjU MakcuManHa nojrpyna. Ha-
uMe, nohumo ox tTpusHjanHe noarpyne Hy = {e}. Ako oHa HHMje MaKCHMaJHa, OHJA
noctoju H; < G, tako pa je Hy C H;. Ykonuko HU H; HHMje MakCUMaJsHa, OCTOj!
Hy; < G, tako pa je Hy C H,. Ho, HE M0XeMO HaCTaBUTH TakO HEOTPaHHUUYEHO,
jep je rpyna G xoHauHa, u godujamo |Hy|, |H1|, |Hz|, ... wTO je ctporo pactyhu HU3
IIPUPOJHUX OpOjeBa. 3aTo Ce 0Baj MPOLEC MOPA 3aBPLUINTH HEKOM MaKCUMAaTHOM MOJ-
rpynom. CnvuaH [okas HaM Jiaje Jia je cBaka [TpaBa OArpyIla KOHauHe rpyTie cafip kaHa
Yy HEKOj MAaKCHMAaJIHOj TOATPYIIN Te TPyIIE.

O3nHaunmo ca P(G) ckyn cBux noparpymna rpyne G. Tagma G noejcTByje Ha CKymy
P(G): g+ H := gHg™!'. Akoje H < G,onmaje ¥y = {g € G : gHg™' = H}.
3HaMmo fa je oBo moxrpymna on (G. Kopucrtu ce o3Haka Ng(H) 3a 0By monrpymy u
HasuB: Hopmanusatop noarpyne H y rpynu G. CBojcTBa HOpMaau3aTopa OIHCaHa Cy
cnenehrM CTaBoOM.

CraB 6. Hexa je G ipyuiau H < G.

1. Z(G) € N¢g(H).

2. Ha4Ng(H).

3. Akoje K < Gu H< K, ongaje K C Ng(H).

4. Axoje K C Ng(H),ongaje KH < G,H<KHuKH/H=K/(HNK).

4 1.n2. IUPEKTHO ciiefie U3 fedUHULIYje.

3. Kaxko je H HopMmaiHa noarpyna (nog)rpymne K, ouna je kHk~! = H 3acBe k €
K, anu To ynpaBo 3Hauu #a k € N (H) 3acBako k € K.
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4. OBo je jepHOCTaBHA reHepaiu3alyje opyre rTeopeme o0 usomopdu3my 3a rpyrme.
Ypanute To 3a BexOy.

Baxxu cieneha Teopema.

Teopema 7. Hexa je G xonauna p-ipyia, e neyiwipan y G, K maxcumanua tiogipytia y
Gu |G| =p".

a) Z(G) # {e}.
0) Iloctmioje nopmanne togipyiie Go, G, . .., Gy, Waxee ga je
{e}=GocGiCc---CGr1CGr=G.
Taga je |G| = p’ 3a cse j.
8) KaGul|G: K|=p.

28 a) OBo Ou Tpedasno ma je nokasaHo y Anredpu 1, anu eBo unak gokasa. [Tocma-

Tpamo nejcTBo rpyme G Ha camoj cebu 3a1aTo ca: g * a := gag L. OpOHTe IPU OBOM
I€jCTBY Cy Kace koHjyroBaHocTu y G. Ho, 3Hamo fia pen opduTe Aenu pes rpyne, na je
pen cBake opdute obnuka p” 3a Heko r > 0. Ho, opduTa je jenHouwnaHa akko a € Z(G).
Axo cy Q4, ..., opbuTe Koje HUCY jeTHOWIAHEe, OHJIJAa UMaMO jeTHAKOCT

(1) |G| =1Z(G)| + Q|+ -+ |Q%]-
Ho, kako p | |G| up | S| 3acBei =1,k onpaup | |Z(G)|, na Z(G) # {e}.

0) Jloxas U3BOAMMO HMHIYKLHUjOM 10 n. YKOJIMKO je n = 1, onga je G = C, u
y3uMamo 1a je Go = {1}, a G; = G. IIpeTnocraBuMoO Ia je TBpheme ToKa3aHO 3a CBE
rpyme pena p°, rie je s < n W Heka je |G| = p™. Ilo meny nop a), Z(G) # {e}, ma
Ha ocHOBY Jieme 2]y Z(G) moctoju eneMeHT x pena p. Kaxo z € Z(G), noprpyma (z)
je HopmanHa y G M MoxeMo nocmatpaty rpyny G = G/(x). Ho, |G| = p"~! u no
MH/yKTHBHO]j XMIIOTE3H TIOCTOjH HA3 HOPMAJIHKMX noarpymna ox G-

{x)}y=GocG,C---CGn1CGr_1=0G.

Ako ca 7: G — G/(z), 03HAYUMO KAHOHCKY TPOjeKIHjy U aKo je G; 1 = 7 1[G,
OHJIa 100WjaMO TpaKeHW HU3 HOPMaJIHUX MOATrpymna:

{e}=GocGiCc---CG1 CGy=0G.

HawuMe, MHBEp3HA C/TMKA HOPMAJTHE MOATPYIIE je HOpMaJiHa IIOATPyIa; MPUMETHMO Ja
je oBoe Gh = (z) u paje |G;| = p’, 3a cBe j.

B) Pagumo uHpoykuujom mo n. 3a n = 1 3auWcra HeMa WTa Aa ce pagu. Heka je
|G| = p™ 1 mpeTnocTaBUMO Jia TBphere BaKH 3a CBE MPUPOJHE dPojeBe Mame Off n.

[IpeTnocTaBUMO JIa MOCTOjH MaKCHMaJiHA MOArpyna K Koja HUje HOpMasHa TOJ-
rpymna ox G. Kaxo je K < Ng(K) 3akmyuyjemo na Ng(K) # G, ma mopa outu K =
Ng(K). Kaxo je, Ha ocHOBY mpeTxomHor ctaBa, Z(G) C Ng(K), 3axkmydyjeMo fa
je Z(G) C K. Kao ¥y mokasy IpeTXofHOr jena, nocMarpamo = € Z(G) pena p
¥ KaHOHCKy Tpojekuujy m: G — G = G/(z). Tpumerumo na je Tana K = 7[K]
MakcHMasHa nogrpymna rpyne G. Haume, kaxo je cBaka noarpyna on G obnuka L =
L/(z) 3a uexy noarpymny L rpyne G, npernocraBumo fa je K C L. Ho, Taga je u
K C L, HO He MOXe BaKUTH jenHakocT K = L, jep bucmo Taga umManu u K = L.
Dakne, K C L, Te, kako je K MakcMMaJsiHa, uMamo fiaje L = G, te cnepu naje L = G
¥ 3aK/bydyjeMo 1a je K makcumanna. Kaxko je |G| = p"~!, mo HHOYKTHBHO]j XUIIOTE3H
sawbydyjemo na je K <G unaje |G : K| = p. Ho, K je Taja HOpMajiHa MOArpyIa Kao
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MHBEP3HA CIMKa HOPMaJTHE MOATPYTIE, @ T MHAYKyje u3omopdusam 7: G/K — G /K
(yBepure ce Aa je To Tako), e je |G : K| = |G : K| = p.

Konuko uma Hen3oMopdhHUX p-rpyna gartor pena? EBo kpaTke Tabnuue 3a 2-rpymne
(mo 210).

pen | 6poj knaca usomopdusama
4 2
8 5
16 14
32 51
64 267
128 2328
256 56092
512 10494213
1024 49487365422

EBo 1 jenHe mpoueHe 3a 6poj k1aca uzomopdusama rpyna pena p™, y o3Hauu v(p"),
3a Ma Koju pocT 6poj p: v(p") = p2 /27 + O(n8/3).

Teopeme Cunosa

JToKaKMMO HajIpe jeqHy JIEMY.
Jlema 8. Hexa je G xonauna ipyia u K < H < G. Taga saxu jegnaxociu
|G:K|=|G:H| |H:K|.

L Ha OCHOBY HaI’paH)KOBe TEOpEME UMAMO cnenehe je,ElHaKOCTI/II

Gl = [H|-|G: H|, |H|=|K|-[H:K|, |G]=|K|-|G:K]|
U3 npse gBe jenHakocty podujamo: |G| = |K| - |H : K|-|G : H|, Te ouna u3 tpehe
3aK/by4yyjeMo Ja BayKH TPaXKeHa jeTHaKOCT.

Iedununuja 9. Heka je |G| = p"m, ige jer > 1 u p{ m. Taga ceaxy tiogipyiy og G
pega p", ako tocitioju, Ha3usamo Cunoerbesa p-noarpyna ipyie G. >

Hcnocrasrpa ce fa TakBa HOATpyma yBek noctoju. To je campxaj cnenehe Teopeme.

Teopema 10. Heka je G xonauna ipytia. Taga 3a ceaxu tipociti 6poj p Koju genu peg
Ipytie ocmoju Cunosspesd p-iogipyid.

4 Heka je p mpoct dpoj, koju nenu pep rpyne G. JJokas U3BOAMMO MHAYKIUjOM IO
peny rpymne. ba3a HHOyKIHje ce OOHOCH HA |G| = p ¥ Ty HEMaMo LITa [ja JOKa3yjeMo.
[TpernocraBuMo fa je |G| = n U 1a je TBpherwe TauHO 33 CBe MOATPYIE Ca MAKe Of 1
eneMeHara. Pasmarpamo ABa ciyuaja.

1. Y G nocroju npasa noarpyna H 4uju MHAEKC HUje nemuB ca p. Kako je |[H| <
|G|, mo MHAYKTUBHOj xHIOTe3u noctoju CunosmeBa p-noarpyna ox H. Ho, ako je
|G| = p"m, roe p f m, xaxo je |G| = |H| - |G : H| o JlarpaHKoBoj TeOpeMH, a 10
npetnoctaBuu p 1 |G : H|, nobujamo maje |H| = p"m/, rne p t m’. Crora je CunosiseBa
p-nogrpyna of H yjenno u Cunosssesa p-noarpyna og G.

2. [IpeTniocTaBUMO [1a p OEeIU UHIEKC CBaKe mpase noarpymne on G. Kao u y nokasy
Yy KOjeM CMO MOKa3aly Aa je LeHTap CBake p-NMOArpyIne HeTpUBUjajaaH, IOCMaTpajMo
4



IejctBo came rpyne G Ha cebe koHjyroBaweM. [loHOBO Jodujamo ucty jemHakocT ([1)).
Ho, xaxo je mpu nejcTBy rpymne pen opOUTe jefHak HHAEKCY cTabunusaropa, fodbrjamo
Ila HoHOBO p | |€);| 3a cBe i. Kako p | |G| nobujamo na p | |Z(G)|. IIpema Koujesoj
Teopemu y Z(() mocToju eneMenT x pena p. [IoHoBo mocmatpamo rpyny G = G /(x).
Kako je G = p"~!m, MOXEMO 1a TPUMEHUMO HHIYKTUBHY XHIIOTE3Y MOJ yCJIOBOM J1a
jer —1> 0. Ho, axko je r = 1, onza cmo Beh nodunu tpakeHy CHUI0B/bEBY NOATPYILY:
TO je moarpyna (z). JJakie, yKOJIHKO je r > 1, 10 MHAYKTUBHOj XUIIOTE3H NOOHjaMO
Cunosmesy p-noarpyny K < G. Oua je pepa p"~!. Ho, Tana je rpynma K = 7 ![K]
pena p” ¥ TO je TpaxkeHa CHnoBsbeBa p-noarpyna rpyne G. la

Haxne, CunosrbeBe p-IOATpyTe yBek ocroje. Canahe Ham TpedaT jegHa TEXHUUYKA
nema.

Jlema 11. Hexa p-ipyta H gejcingyje na xkonaurom cxyiy X . Taga je
Xl =1X| (mod p),
igeje X¢ :={rec X:(VgeQ)g -z =ur}

4 Kaxo je pen opdute jenHaK MHAEKCY CTadWIM3aTOpa NMpENCTaBHUKA Te OpduTe U
KaKo je rpyna Koja nejctsyje Ha X jemHa p-Tpyma, TO je pef CBake HejeIHOWwIaHe 0pduTe
neuB ca p. HapaBHO, yHHja jejHOunaHMX opouTa je dam X ©. TpaxeHu pesyaTat
ClIefH.

Teopema 12. Hexa je G xonauna ipyia.
1. Ceaxa p-tiogipytia og G cagpmana je y Hekoj Cunosmesoj p-iogipyuu.
2. Csaxe gse Cunosswese p-ulogipyiie cy KOHjyIosaue jegHa gpyioj.
3. Bpoj Cunosmesux p-tiogipyia og G tipu gemewy ca p gaje ocuiatiax 1.
4. Bpoj Cunosmwesux p-uiogipyia og G genu peg ipyiie G.

4 1. wu 2. Heka je H Hexa p-moarpyna u P Heka CunosmeBa p-moarpyma. IIper-

nocraBuMo Hajipe fa je H C N¢(P). Ha ocHosy crasa[6] nodujamo: HP < G u
|HP : P| = |H : HN P|. Yxonuko du 6uno |H : H N P| > 1, nodunu ducmo 1a je
H P jemna p-podgrupa koja ©Ma BHlle eemeHarta o CUl0B/beBe p-TIOATPpYyIe P IITO
Huje Moryhe. 3awsyuyjemo na je |H : H N P| = 1, wrto 3Hauu na je H = H N P, Tj.
H C P. [Takne, y 0OBOM CIy4ajy CMO JOOWIH TpaKEHH pe3yiTar.

Os3nauumo cafa ca S CKyn CBUX KOHjyraTa of P u Heka GG fejcTByje Ha S KOHjy-
roaweM. [lakne, S je opduta on P Ipu OBOM JEjCTBY U cTora je Dpoj esemeHara y
S jemHak wHmexcy cradunuszaropa. Ho, oBge je crabunmusaTop 6am Ng(P) u nobunu
cmo 1a je |S| = |G : Ng(P)|. Kako je P C Ng(P), nodujamo map t |G : Ng(P)|, Te
ptlSl.

Heka caga H nejcTsyje Ha S KOHjyroBameM. Ha ocHOBY ieme umamo fa je |SH| =
|S| (mod p), Te p { |SH|. To 3naum ga S¥ # (), jep cBakako p | 0. Haxne, mocroju
Q € SH. To 3naum na (Vh € H)hQh™! = Q, Te mobujamo na je H C Ng(Q). Ha
OCHOBY IIPBOT Jefa foka3a godujamo ga je H C Q. Kako je @ € S, To noctoju g € G
Tako ga je Q = gPg~!. Oakne, nobunu cMo cnegehe: axo je H Ma Koja p-TIOArpyna u
P Mma koja CuioBsbeBa p-TioArpyIa, OHfia mocToju g € G tako ga je H C gPg~*'. Kako
je u gPg~! CuioB/beBa p-NoArpyna, JOGHIN CMO fia je CBaka p-MOArpyIa CafpkaHa y
Hekoj CunosmeBoj p-noarpynu. Ho, ako je H 1 cama CuiioBibeBa p-IOATPyNa, OHJA U3
ykbyyewa H C gPg~! cnenu 3anpaso jenHakoct H = gPg~! ¥ THMe cMO mokasanu
Ia cy cake e CHIIOBIBEBE p-TIOATPYIE KOHjyrOBAHE.
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3. Mu capa 3Hamo fa je S 3anpaBo ckyn cBux CHnoB/peBUX p-moarpyna. Heka je
H capa Hexa CuioB/beBa p-IIOATpyIa ¥ HeKa OHa [ejcTByje Ha S KoHjyroBawmeM. Heka
K € S, Kao mro cMo BHLENH, TO 3HAUH naje H C K. Ho, nowro cy ode Cunosssese,
nobujamo K = H, e je 3anpaso S = { H}. Ha ocHOBY TexHHYKe JieMe N0DHjamo 1a
je 1 =|S*| =|S|(mod p) wro ce u TpaKuUIO.

4. Kako je 6poj CuioB/beBUX p-NOATPYIIA 3aMIpaBo jefHAK MHAEKCY HOpManu3aTropa
Ma Koje off BHUX, Taj Opoj cBakako Aenu pefn rpyme G. |

HamomeHa. Ako ca s, 03HaunMo Opoj CHIOB/BbEBUX p-TIOATPYIA U aKo je |G| = p'm,
OHJIa ©MaMo 1a je s, = 1 (mod p), a kaxo s, | |G|, uMamo fa s, | m.

[TonynupexkTaH poU3BoOL

Hedunnnuja 13. Hexka je G ipytia, H < G, K < G taxo ga saxu:
G=KH, u KnH={e}.

Taga xamemo ga je G yHyTpawry NONyaMpeKTaH npovseon K ca H u o 03ud-
yagamo ca: G = K x H. )

Y cny4ajy HaBeneHOM y neUHHUIINjH, KQyKeMO U 1a je K HopMasiH1 KOMMIEMEHT of
H. IlornenajMo HEKU TpUMeED.

Ipumep 14. = a) S, = A, x ((12)).
5) Dy, = (p) x (o). :

AHanMM3UPajMO MaJIo OBAj YHYTPALIHH JUPEKTaH MPou3Bo. [Ipe cBera, mpecinKaBame
f: K x H— K x H, garo ca: f(k,h) = kh jecre dujexuuja. Haume, jacHo je na je
,Ha" aaxoje f(k,h) = f(ki,hi) umamo maje kh = k1hy,maje K 3 k~'k; = hh]' €
H,axakoje KNH = {e}, nodujamo naje k1k; = e = hhl_l, Tj. (k, h) = (k1, h1). Ho,
f He mopa dutu usomopdusam — ako du duno Tako, UManu ducmo faje G = K x H,
a rop\BY IPUMEepH HaM IT0Ka3yjy Ia TO He BaXKU YBeEK.

[NTornenajmo xako fa geduHUIeMo onepaurjy Ha K x H taxo ga f dyne usomop-
¢dusam. ITocmarpajmo mpoussog (kh) - (k1hy). Haur 3ajaTak je na ra Hanvmemo y
odmuky k'h/, 3a Heke k' € K, h' € H. To HHje Telko, KOpUCTUMO 1a je K < G:

(kh) - (k1h1) = khkihy = (k(hkih™Y)) (Rhy).
—————
k! h!
Osme umamo ga hk;h~! € K 3ato wro je K < G, na je hKh~! = K. Cama BUOUMO
Kako Ja nepuHULIEMO MPOU3BOJ Ha ckyny K X H ma du f duo usomopdusam:

(k,h) ® (kl, hl) = (k(hklhil), hhl)

Jaxie, MHOXEE Ha JPYyroj KOOPAUHATH Ce HE Mema, JOK CE Ha NPBOj Maso ,yBpHe”
npyru dakrop. [pumerumo na je byHkuuja us K y K nedunucana ca: k — hkh=!
jemaH ayromopdusam rpyne K. [lakie, CBaKOM €IeMEHTY U3 H HTPUOPYKUIH CMO
jeman ayromopdusam rpyne . OBo HaC JOBOAY [0 MIOjMa CMOsballHer NosyaMpeKTHOr
npou3sofa.

Hexacy (K,+)u (H, ) rpyneu¢: H — Aut(K)xomomopdusam. Ha cxyny K x H
3aJjajeMo ornepalyjy MHOXEHA Ca:

(k,h) © (K1, ha) = (k* o(h)(k1), h - ha).
6



CraB 15. Ca osaxo geunucanom otiepavujom, K x H tiociiaje ipyiia, Kojy HA3uea-
MO crnosballkby NOSyAMPEKTHU NponaBog rpyne K ca rpynom H. Kopucitiuhemo 03naky
K x,H. Ocum wioia, K' = K x {ey } je Hopmanna tiogipytia ose ipytie, H' = {ex } x H
je wena tiogipytia u K x, H je ynyipawnwu gupexiiian tipoussog K' ca H'.

A PyTHHCKM je TPOBEPUTH Jia je OBO Ipyma, Maja jecTe Maso Ay»ka nmposepa. IIpose-
PHYMO HajIpe acOLUjaTUBHOCT.

(k1) © (ki) © (hayk2) = (B o(h) (k1) b ha) © (o, o)
= ((k* @(h) (k1)) * @(h - h1)(kz), (h - hy) - he)
= (k* (p(h) (k1) * (o(h) o p(h1))(k2)), h - (h1 - h2))
= (k= (@(h) (k1) * p(h)(¢(h1)(k2))), h - (h1 - h2))
= (k* (p(h) (k1 * p(h1) (k2 ))) - (h1 - ha))
= (k,h) © (ky % o(h1)(k2), h1 - ha)
= (k,h) ® ((k1, h1) ® (ka, hz))

Heyrpan je (ex, en):
(k,h) ® (ex,en) = (k*xp(h)(ex),h-eqg) = (kxex,h) = (k,h).

(eK7eH) ® (k‘,h) = (6[( * @(eH)(k),eH . h) = (ldK(k),h) = (k,h)
OBre KOpUCTHUMO 71a je (e ) = idx — HeyTpa ce cuka y HeyTpan. Hahumo uHeeps.
Hexa je (k',h') ® (k,h) = (ek,emn). To 3Hauu na je k' x p(h')(k) = ex, ' - h = eq.
Haxne, b’ = h™!, mok je

ITposepa:

Haxne, (k,h)~t = (p(h~H)(k=1),h71).

[Toxaxxumo U 1a je K’ = K x {e;} HopMayHa nofrpyma.
(kyem)™ O (ki en) = (pleg') (k™) e) © (kisen)

(kY ey) ® (ki eq)

= (k™" x p(en)(k1),em - en)

(k™' xki,en) € K'.
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(k)1 © (kayen) © (b, ) = (b)) (K1), h=) © Gy * elem) (), e - )
= (p(h™ ) (k™) * (A1) (k1 % k), A" - h)
= (p(h M (k™ % ky xk)),en) € K.

[Tpumetumo ga je K’ = K. [Iposepy na je H' moarpymna udomopdHa ca H octaBbamo
yuraouuma. Ho, jacHojena K' © H' = K x, H,xaou K' N H' = {(ex,ex)}. Crora
jesancra K x, H =K' x H'.

Ypagumo Heku IpUMep CHOballiber MoMySJUpeKTHOr mpoussoja. Hawie, nsade-
pumo rpyne H u K u xomomopduszam ¢: H — Aut(K). [IpumeTumo Hajmupe na,
aKo je ¢ KOHCTaHTaH XoMoMopdusam, Tj. XxomoMopdu3am Koju cBe enemenTe us H
ctvka y idg, JodujaMo 3ampaBO OUpPEKTaH NMPOM3BOJ — IOIIENajTe Kako onepanyja
W3resa y TOM CIy4ajy.

3Hayy, TpaXXUMO HelTo 3aHuMIbHUBHje. Ho, He Moxe ce yBek HahU Tako HEIUTO.
Ha mpumep, axo ducmo y3enu na je H = Zs, a K = Zg, He Moxe ce Hahu HETPUBH-
jaman xomomopdusam ¢: Zs — Aut(Zs). Haume, cBaku ayromopdusam rpyme Zsg,
KOja je UMKJIWYHA, je MOTIyHo onpeheH kana je 3agaT Ha TeHEpPATOpPY, Y3MHUMO [ia je
to 1. Ho, na ducmo nodunu dujexuujy, Taj reHepaTop ce MOpa CIUKAaTH y TEHEPATOP,
naxisie, moryhHocTH 3a ayToMmopdu3aMm cy fa ce 1 cIvMKa y HEKH off eJleMeHara CKyTa
{1,3,5,7}. To 3Hauu fa je |Aut(Zs)| = 4. Ho, Z3 je Takohe UHUKINYHA TPyNa U TO
pena 3. Kaxo pen cinuke Ma KOr eJleMeHTa IIpY XOMOMOpGdHU3My MOpa fia iev pex, Tor
esleMeHTa (IoOHOBUTE TO U3 Anredpe 1), pen clIMke reHeparopa rpyne Zs mopa OuTH
v 1 unu 3. Ako je 1, To 3Ha4M Jia ce CJIMKa y HeyTpas, CTora NpeTnocTaBuMo Ja je
3. AJH pen eleMeHTa [efu pex rpyrme, ma ducMo nodwiu ga 3 | 4. Jakie, OBaKko He
MoxeMo fodutu npumep. Ho...

ITpamep 16. OppenwTH NMOTySUPEKTaH NPOUSBOJ Z3 X, Zg, KOjH HHje H30MOpdaH
JUDPEKTHOM IIPOK3BOAly OBUX IpYyIIa.

TpakuMo HeTpHBHjalIaH XoMoMopdH3aM ¢: Zg — Aut(Zs). Ho rpyna Zs uma
IBa ayromMopdusMma: x — = U z — 2x. 3amnpaso je Aut(Zs) = C, u reHeparop je
oBaj npyru ayromopdusam. Cama HemMamo npodieM, jep je rpyna Zs pena 8,a 2 | 8.
Jedbunuimemo ¢: Zs — Aut(Zs) ca: p(m)(x) := 2™z, tne m € Zg = {0,1,...,7},a
x € Z3 ={0,1,2}. EBo kaxo u3rnesa onepanyja y rpynu Zs X, Zs: (x,m) & (y,n) =
(x 435 2™y, m +gn).

[ToxakuMo fa 0Ba Ipylla HYje KOMyTaTUBHA, Te CTora HUje usomopdHua ca Zs x Zs.
Hmamo paje (x,1) & (y,2) = (x +3 2y, 1 +5 2) = (z +3 2y, 3), mok je (y,2) ® (x,1) =
(y +32%2,2 +5 1) = (y +3 7, 3). Ho,  +3 2y = y +3 x akko je y = 0. Jlakie, ako je
y # 0, jemHaKoCT He Baxu. Jobunu cMo jegHy HEKOMYTaTUBHY rpyny pezna 24. &

Ipumep 17. OnpenuTy NOTyIUPEKTaH POU3BOJ (Zg X Zg) X, Z3, KOjU HAje H30MOP-
(haH IUPEKTHOM NTPOU3BOAY OBUX IpyIIa.

TpaKUMO HETPUBHjATAH XOMOMOPGHU3aM ¢: Zs — Aut(Zs X Zs). I'pyna Zg X Zs
je nsomopdna Knajaosoj rpynu V u u3 Anredpe 1 6u Tpedao na je mo3Haro fia je meHa
rpyna ayromopdusama usoMmopgHa rpymnu Ss. 3ampaBo, Y TO ce HUje TeIlKO YBEPUTH:
OBJIE CYy CBH €JIEMEHTH CEM HeyTpasa pela 2 U ayToMop(dHr3aM HHUje HUIITA OPYTo OO
nepMyTanyja OBUX eleMeHaTa. Kako MX MMa 3 U CBe NepMyTalUje Cy IO3BOJbEHE,
rpyna je usomopdHa ca S3. Ho, oBme hemo gpyraunje noctynutu. Haumme, rpyna
Zo X 7y je BEKTOPCKH MPOCTOP OWIMEH3Hje 2 Haf MobeM Zo U ayTOMOp(U3MHU OBE
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rpyIie cy 3anpaBo U30MOp(gU3MU 0BOT mpocTtopa. Ho, oHU cy 3aaTH HHBEPTUOUITHUM
Marpullama pefa 2 Haf oBUM MoskeM. To cy 3anpaso cienehe maTpuue:

) 626G Ga) (o) ()

Haxne, uMa ux 6. OBe MaTpulle YHHE IPyNy Y OJHOCY Ha MHOXeme. Ta rpyma ce
o3HavaBa ca SLy(Z,). Osuaxa SL je ckpahenuna 3a ,cnendjanHa JTuHeapHa”, a TO
O3HayaBa MaTpHlle ydja je neTepMHUHaHTa jefHaka 1 (kako je JeTepMHUHAHTA U3 Zo,
OHa HUje jegHaka 0 akko je jenHaka 1), 2 y UHEKCY ce OJHOCH Ha TO Jia Cy MaTpule
pena 2, a Zo Ia Cy KOMIIOHEHTe Y NoJby Zo. [IpeTxogHa OUCKycHja HaM Kake fa je
oBa rpyma udomopdHa rpynu S3. [Tpobdajre m1a ce y To yBepuTe, MOXKIa je KOPUCHO Jia
KopucTuTe usomopdusam Ss = D3, na ga BUOMTE [a je 0Ha U30MOP(dHA AUeIapCKOj
TpYIIH.

Panu xpaher nucama, Tj. Ja NapoBe He MHULIE KAa0 KOJIOHE, HEero Kao BpCTe, MaTpHu-
ue he gejcTBoBaTH ca necHe CTpaHe Ha Bpcre. Kako je rpyna Zs UMKIWYHA pefa 3,
Tpa’kKMMO MaTpHLE Koje Cy, Kao eJIeMEHTH rpyne, pesa 3. To cy 3anpaBo NOCIEABE
IBE MaTpUILIe Y TOPHEM CITUCKY:

1 1Y /o 1\ (1 1\°_(0o 1\ (1 1\_(1 0
1 0/ \1 1/)7\1 0o/ \1 1 1 0/ \0 1)
Iaxie, nebuHUMIEMO ¢: Z3 — Aut(ZoxZs) ca: p(n)(z,y) = (x,y)-(1 §)™. KoHauHo,
onepauuja je Ha (Za X Z3) X, Zs3 33/iaTa ca:
((z,9),m) © ((u,0),n) = (=) + (u,v)(} §)™, m +3 ).

Oga rpyma HUje KOMyTaTHBHa:

((z,9),1) © ((v,v),2)

((x,y) + (uﬂ])(% é)a 143 2)
((fﬂ,y) + (U +2 ’U,U)70)
= ((z +2u+2v,y +2u),0).

£
<

)+ (@ y)(16)%2+s 1)

)+ (z,9)(1),0)

,’U) + (y,x +2 y)vo)

U +2 yav+2 $+2 y»O)

Axo y3meMo, Ha pumMep Ja jex = y = 0, u = v = 1, mobHjamo Hajmupe 1a je
((0,0),1) ® ((1,1),2) = ((0,1),0), a motom u ((1,1),2) © ((0,0),1) = ((1,1),0).
Haxse, noduiu cMo HEKOMYTaTUBHY I'PYyIy KOja MMa LIUKJIWYHY NOATPyIy pena 3, Kao
Y HOpMaJHy noArpymy usomopdHy KiajHoBoj rpymnu. 3HaTe T 0 K0Ojoj ce TaYHO IPyIH
pamu? &

2 =
<

3a Heke CJoKeHUje mpuMepe, K00pO je 3HATU Ipyny ayToMopdHr3amMa UUKITHYHE
rpyre.

CraB 18. AutZ,, 2 U(Z,).

4 Ospe U (Z,,) o3HauaBa rpyny enemeHaTa Upcitiend Z, KOju Cy UHBEPTUOWIHHU y

omHOCY Ha MHOXewe. Heka je f € AutZ,. OH je mormyHo onpehen ca f(1) (momTo
je Z,, uMKJIn4YHa rpyTa ca reHepatopoM 1) u Ta cinKa Takohe Mopa duTu reHepaTop
9



(mowrro je f w3omopdwuszam). Ho, To 3Hauu na je f(1) y3ajamHO mpocTo ca n, Te
mpunaga U(Z,) (Bumetu Ha crpanunu 111 yndenuka o tome). Axo je f(1) = k,
03HayuMoO TO f ca f. UMamo ma je

(feo fi)(1) = fe(l) = fu(L+n - +n 1)
!
= fe(D) +n- o fu() =k +n -tk =kpnl= fr (1)
! !

3akpyuyjemo nga je fro fi = fk.,;- To HaMm nokasyje na yukuuja F': U(Z,) — Aut Z,
YCIIOCTaBJba TPAKEHU H30MOP(HU3aAM. la

[MocedHo umamo fa je (Aut Z,,0) = (Zy—1,+p—1) (BUmeTH cTaB 3.46 y YIOEHUKY).
3Hamo J1a je U(Zpiu_.,pzk) S U(Zyor) x -+ x U(Zpgk) (Bupetu crpanuue 122-124
yubeHuka), ook je crpykrypa rpyna U(Z,-) 3a mpocTe p ¥ v > 2, onucasa y Jomatky
I11 yubenuxa.

HaBopmuMmo capa, 3a Kpaj OBOr ofesbKa, 0e3 oKasa, jeflHy BaKHY TeOpeMy, Koja
TOBOPH O NOCTOjalby HOPMATHOT KOMIIEMEHTa, Kao U jelHy HheHy IPUMEHY.

Teopema 19. (bepHcajooBa TeopeMa 0 HOpManHOM komiieMeHTy) Hexa je G xoua-
una ipyiia, P wena Cunossesa iogipyiia. Axoje P C Z(Ng(P)), onga P uma nopmanau
Komunemenii y G. N

ITpumep 20. I'pyna pena 552 He MOXe OUTH ITPOCTA.

Kao 1mTo HeKxu kaxxy, OBO Cllafia y peKpeaTUBHy TEOPH]jy I'pyTa, ajly je IPUWINYHO [011y-
oy
JlapHa TeMa KOJ Hac Ha UCIUTHMA, 1a ...

Haxne, Tpeba moka3aTu Ja cBaka rpyna GG pena 552 umMa HeKy HETPUBUjaHYy HOP-
manHy noarpyy. Kako je 552 = 23-3-23, uMamo faje so3 = 1 (mod 23) ua so3 | 233
(monceTHMo ce 11a je so3 Opoj CuoskeBux 23-moarpyma). lakie, sq3 € {1,24}. Ako
je s23 = 1, oHpa je CunospeBa 23-noArpyna HOpMasHa, a ako je sg3 = 24, aKko ca
P o3HauuMo Heky CHUIIOBIbEBY 23-TIOATPYIY, UIMaMoO 1a je 24 = so3 = |G : Ng(P)|,
na, kaxo je P C Ng(P) u |P| = 23, nodujamo ma je P = Ng(P). Ho, rpyna pena
23 HY’KHO je UMKJIHWYHA, CTOra ¥ KOMYTaTHUBHA, I1a je TPUBUjaIHO UCIYHEH yCI0B U3
bepHcajnose Teopeme. Crora noctoju HopmanHa noarpyna N < (G, koja je HOpMalIHH
KOMILIeMeHT of, P. &

3a Kxpaj oBOT Ofie/bKa jeNaH 3aHUMJBUB, @ HeoDaBe3aH MMPUMED.

IIpumep 21. = CBu cMo uynu 3a PybukoBy (MarumuHy) kouky. Ca craHoBHIITa
Teopuje rpyra, iMamo jeIHy IIOATPYIy TpyTie S g (MMaMo IIecT CTpaHa Kolke 000jeHuX
Cca IIeCT pa3IuurUTHX D0ja U Ha CBaK0j CTpaHW UMaMo 1o § kBagpaTtuha koju ce nomepajy
— LIEHTPAJIHU Ce He TIOMepajy; 3aTo je oBze 48), koja je reHepHcaHa poTaljijaMa cTpaHa
Konke. Moxke ce MoKasaTH Ia je oBa rpymna u3oMmopgHa rpymnu

((Cg X (C%l) X ((Ag X Alg) X (CQ)

CaMo KpaTko rnojammerme. HopMmanna noarpyna usomopdua ca C§ x Ci! je monrpy-

na TpaHcopmanyja Koje He Memwajy M0o3ULMjy KOoLKkulla, caMo opujeHTauyjy. Kako

MMaMo 8 KOLIKHIIA Y YIJIOBUMA, BUXOBE TPU CTPaHULIE MOXKEMO Jia IEPMYTyjeMo, alu

He MOXeMO y TIOTITYHOCTH HE3aBHCHO, Kafla Ce U3BPILY IepMyTalidja Ha lbUX 7, OHIA je

Ha 0CMO]j QUKCUPAHO 1ITA Ce MOXKE NeCUTH. 3aT0 UMamo CJ — IUKITHIHO MEPMYTYjeMO
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Te TPHU CTpaHHULe, a UMa YKYMHO 7 MO3UUMja Ha KojuMa MMamo cinobonsy. CIM4yHO
“MaMo 12 xonkuIa Koje Cy Ha CPeJUHY UBUIlA M OHE UMajy IB€ CTPaHUIIE KOje BUIUMO.
Crora umamo Ci' — Ha BaHaecToj je GUKCUPaHO ITa CE MOXKE IECHTH Kajla CE TPAHC-
¢opmuie npeocranux 11.

[Toprpyna koja Huje HOpMasiHa H3oMopdHa je ca (Ag X Aqs) x Cs. Ty ce pagu o
MOATPYNH Y KOjoj cy TpaHCchOopMauuje Koje Mermajy camo MO3HIHje MaIuX KOLKHIA,
aJIi He ¥ BbUXO0Be opHjeHTauuje. [IoHOBO, HUje CBE MPOU3BOJBHO, UMAaMO MapHE NePMY-
Taljyje KOIJKULIA y YIJI0BUMaA (CTOra ce 1ojasibyje rpyma Ag), Kao U mapHe nepMmyTarnuje
KOLIKMIIa Ha CperHaMa uBHIa (cTora rpymna Ao, a Ty je ¥ nepMyTaluja pesa 1Ba koja
3aMeHH JIBe yraoHe W JIBe uBUYHe koukuue (rpyma Co).

Y cBakoM ciy4ajy, U3 ropmer nprukasa MoXKemo U3padyHaTH pel OBe IpyIe:

[(CIxC3') % ((Asx A1) xCy)| =372 8. 1202 = 22731 53.72. 11, =&

HunnorentHe rpyne

JTOKa’KMMO HajIpe jefHy KOPUCHY JIEMY.

Jlema 22. (Pparunujes apryment) Hexd je G xonaund ipyia, K < G u P Cunosmwesa
fogipyia og K, aga je G = Ng(P)K.

4 Hexa je g € G npoussomsan enement. Taga je g~'Pg C ¢g-'Kg = K. Jaxue,

g 'Pg je noarpyna on K, Koja ©Ma MCTH OpOj eJeMeHarta Kao U mweHa CHIOB/beBa
noxarpyna P. Crora je u oHa CuioB/beBa MmoAarpymna of K, ma cy OHe KoHjyroBaHe y K,
Tj. moctoju k € K Ttako ga je k~(g~1Pg)k = P, ogHocHo (gk)~'P(gk) = P, Te
gk € Ng(P), mag € Ng(P)k™' C Ng(P)K. Kako je g 510 NpOU3BO/bAH €JIEMEHT
rpyne G, 3akpyuyjemMo ga je G C Ng(P)K, 1j. G = Ng(P)K. |

H3BoguMO Heke Moc/iegulie OBe JIEMe.

IMocnempuua 23. Hexka je P Cunosmwesa iogipyiia konaune ipyiie G u Ng(P) < H < G.
Taga je H camoHopmanuayjyha, ij. H = Ng(H).

4= Ha 0CHOBY TIPETIIOCTABKE M CBOjCTaBA HOPMAIM3aTOPA HMAMO 1a je

PaNg(P) < HaNg(H) <G.

Kako je P CunosseBa noarpyna rpyme G, oHa je 1 Cunos/beBa HOArpyIa CBUX Ipymna

y oBom HHU3y. IlocedHo, oHa je CuiomeBa noxrpyma rpyne Ng(H), xoja campxu
HOpManHy noarpymny H. TIpumenom ®@paTrHUjeBOT apryMmeHTa nobujamo maje N (H) =
NNg(H)(P)H- HO, NNc(H)(P) - NG(P) - H, Te noﬁnjamo Ng(H) - HH = H,
urro gaje Ng(H) = H.W

IMocnepuua 24. Hekaje G xonauna ipyiia u veka cy y G cee twene MAKCUMAnne iogipyiie
nopmante. Taga cyy G u cge wene Cunosssege iiogipyiie Hopmanne u ipyia G je usomopdna
gupexiuinom fipoussogy ceojux Cunosmwesux Hogipyiia.

s [TpernocraBumo na G cagpsxu HeKy CHUIOB/beBY NOArPyny P Koja HUje HopMaslHa.

Hakne, Ng(P) je npasa noxgrpymna ox G. Crora je OHa cafip’kaHa y HeKOj MaKCHMaJIHOj

nogrpynu H rpyne G (MoXpa je 1 OHa camMa MakCHUMasHa, HUITa He cMmeTta). Ilo

npetnoctasud je H < G, a P < Ng(P) < H, na je P CunospeBa nogrpyma u of H.

®paTtunujeB apryment naje: G = Ng(P)H. Ho, Ng(P) C H, nma nobujamo 1a je

G C HH = H, 1. G = H, wTo NpOTUBpPEYM NPETIOCTaBLUH Ja je H MakCcUMalHa
11



nofarpyna of (G, faxie, CaMUM THM, M ITpaBa noarpyna of G. 3akpydyjeMo Aa cy y
G cBe CunoBpeBe norpyne Hopmanse. IlocedbHo To 3HauM na 3a cBaku mpocT Opoj p,
KOju ey peq rpyle, ocToju TayHo jefHa CuiosbeBa p-nofrpyna of G.

[ToxaxkuMo capa fa je G usomopdHa npousBony cBojux CHIOBBEBUX NOArPYIIA.
Neka je |G| = pi* ---pp* u Heka je H; Cunosmesa p;-norpyna og G; |H;| = pi".
Joxaxxumo Hajnpe fa je h;h; = h;jh; 3acse h; € H;, h; € Hj;, i # j. [locmaTpamo
KOMYTaTop 0Ba fiBa enementa: [h;, h;] = hi_lhj‘lhihj. Kaxo je H; < G, umamo Ja
h;lhihj € H;, na, xako h; € H; < G, nodujamo n1a [h,, h;] € H;. CnudHO, Kako je
H; <Guh;' € Hj, nobujamo ga h; 'h; 'h; € Hj, 1e [h;, hj] € H;. Nakne, [h;, hj] €
H,;N H;. Ho, o Jlarpax:xoBoj TeopeMu UMamo fa | H; N H,| | |H;|, 1j. |H; N Hj| | pi*.
Taxohe |H; N Hy| | p;’, te |H; N H;| | [NZD(p{",p;’) = 1. 3awsyuyjemo na je
H; N Hj = {e}, teje [h;, h;] = e, Tj. hy 'h; 'hih; = e, u3 yera cnemu: hih; = hjh;.

Hedunumumo f: Hy x --- X Hy — G ca: f(hy,...,hg) := hy - - - hy. TTokaKumo
Iaje f jenan xomomopdusam rpyna. Haume:

F((hay o hg) - (B h)) = F(hall, .. hihl) = hahl, - hyhl.

Ho, kako eneMeHTH 13 pa3snuuuTHX CHIIOB/BEBUX MOATPYNa KOMYTUPA]jy, UHIYKIHjOM
1o k ce nako nokasyje ia je

hihY -+ hgh) = (hy---hg) - (BY -+ hY) = f(hy,... hi) - f(RY, ..., hY).
Haxse, 3aucTa je

f((hlaahk)(hllv’hgﬂ)):f(hlvahk)f(hlh7h;c)7

Te je f xomomop@wusam rpyna. Ha ocHOBY mpBe TeopeMme 0 U30Mop(dHU3MYy rpyma,
uMamo fa je Hy x --- x Hy/Ker f = Im f. ITokaxumo fa je Ker f = {(e,...,e)}.
Haume, axo je (hy,...,h;) € Ker f, umamo na je hy - - - hy, = e. Kako h; KoMyTHpajy,
umamo aaje (hy --- hy)™ = hi*--- h}' 3a cBako m € Z. Y3MUMO Jiaje m = p5* - - - pp*.

Kaxko je |H;| = p{*, umamo na je h}* = e 3a cee i. Crora je h® = e 3a cBe i > 2.
Hodujamo:

e=e™ = (hihg - hy)™ = KPR - R = he - e = R,
U3 yumenune na je NZD(pf', m) = 1, cnenu ma nocroje r, s € Z TakBy fAa je rp{’ +
sm = 1. Taga je:
@y a1\ T
b= hb= P () (e = e e =
1Yk . . .
YKONIMKO y3MeMo fa je m = plpﬁpk, aHaJIorHO 10bMjamo je h; = e. Jlakie, je3arpo

xoMoMopdusma f je TpI/IBI/IjaHHO.L Croraje Hy x -+ x Hy 2 Im f < G,maje |Im f| =
|Hy x - x Hy| = pi* - pp* = |G|, Te nobujamo na je 3ampaso Im f = G u 1a uMamo
TpakeHH H30MopdH3am. |

Beh cmo ce y mpeTxofHOM JOKa3sy MOACETHIN KOMyTaTopa IBa elemeHTa. [Ipu-
METHUMO Ja je rpyna G KOMyTaTUBHA aKO U CaMO aK0 BaKU:

(Vao € G)(Val € G)([ao,al] = 6).
Ho, 0Baj moCTymak MOXeMO UTEPUPATH, N1a TIOCMATPaTH

[[aOa al]v a2]v [[[ao, al]a G'QL a3]a H[[QOv al]v a2]7 03}’ a4]a
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Dedununuja 25. 3a ipyily G kamemo ga je HUITOTEHTHA yKOIUKO docitoju n > 0
Waxas ga 6axcu:

(Vag € G)(Vay € Q) -+ - (Ya, € G)([[. .. ao,a1],a2],...,a,] =e).
Hajmamwe wiaxeo n Ha3ueamo CTelleH HUINOTEHTHOCTH Ipyte G. 3
axsie, HETpUBHjaHA rPyTa je KOMYTaTHBHA ako U CaMo aKo je HheH CTeNeH HUIIO-
TEHTHOCTH jenHaK 1.
ITpumep 26. I'pyna S3 HUje HWINOTEHTHA.
<" Hawume,

[(12), (13)] = (12)71(13) 7' (12)(13) = (12)(13)(12)(13) = (123);
1 1

[[(12), (13)], (12)] = (123)7°(12)" " (123)(12) = (123);
[[[(12), (13)], (12)], (12)] = (123)~'(12)~(123)(12) = (123);
Bunumo a HUKaza He 1odujaMo TPUBUjIIHY TIOATPYITY. &

ITpumep 27. KBaTepHHUOHCKA Ipyma (Jg jeCTe HWINOTEHTHA.
[Moncerumo ce ma je Qs = {1, —1,i,—i,7,—j, k — k} n ma je
ij=—ji=k, jk=—kj=i, ki=—ik=j, i* ==k =—1.

[Tokaxxumo na je [[a, b], c] = 13acBea, b, c € Qs. Tohe Ham gaTH 1a je (Js HWITOTEHTHA
Y [Ia je CTereH HWIMOTEHTHOCTH jeiHaK 2. 3ampaBo Tpeda nokasatu aa [a, b] € Z(Qs) =
{1,—1} 3a cBe a, b. Ako je Hexu of ®HUX Beh y eHTpY, komyTaTop je jenHak 1. Ctora
MPETIOCTABMMO 1a OHU HUCY y ueHTpy. Ho, 3a z € Qg \ {1, —1} umamo maje 2! =
—z, naje [a,b] = a~tb"tab = (—a)(=b)ab = (ab)? € {1,-1} = Z(G). &

ITpumep 28. Juepapcka rpyna D, jecTe HUINOTEHTHA U TO CTENeHa 2.

Y yubenuky Aniedpa 3a un@popmatiuuape moxere Hahu 1a je, 3a cBe x,y € Dy:
[z,y] € (p?) = Z(G). CTora TpaXkeHo Ciemu. 5

OBne cMO UMAIM IIPUMED JIBE Ipyme pena 8 = 23 xoje cy HwinoTeHTtHe. Y cnegehem
CTaBy JJOKa3yjeMO 3HATHO ONIUTHjU pe3yTar.

CraB 29. Csaxa p-ipyiia, ige je p Upocit 0poj, jecitie HUNUOTUEHTIHA.

4 [lakre, Hexa je G rpyma peza p”. Iloka3 U3BOIUMO UHAYKIIHjOM TIO 7.

Ykonuko je n = 1, uMaMo Ipyny pelia p Koja je Hy)KHO LIMKJIMYHA, IIa TUME U
KOMYTaTHBHA, I1a TUME ¥ HUIIOTEHTHA.

[IpeTnoctaBUMO fa je TBpheme TayHO 3a CBE p-TPYIeE Ca Mame of p™ elemMeHara
W Heka je |G| = p™. IlpermocTaBUMO Takohe na OHa HUje KOMyTaTHBHA (MOIITO 3a
KOMYyTaTHBHE HEMaMoO LITa Jla pafuMo). 3Hamo 1a je Z(G) # {e} (Bumetn Teopemy
. OsuHaunmo ca G komuuHuuky rpyny G/Z(G). Kako je |G| = pF, 3a meko 1 <
k < m, 0 HHAYKTHBHO] XMUIIOTE3W UMaMO fia je G HUITIOTEHTHA. Heke je mweH cTenen
HUWINIOTEHTHOCTH N M HEKa Cy dg,...,G, € G IPOHU3BO/BHU EJIEMEHTH. AKO ca T
03HAYMMO KJIaCy eJIEMEHTA T y KONMHYHHUYKOj IpynH G, UMamo fa je

([[ag, a1],az), ..., an] = (= Z(G)).
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Ho, [[[ac, @1], @3], - .-, an] = [[[ao, a1],az],. .., a,] ¥ TOpHA jeqHAKOCT 3aITPaBO 3HAUU

naje [[[ao, a1], az2l, ..., a,] € Z(G). Ho, To Ham pmaje na je
[[[[a07 al]a a2}7 S 7an]7 an+1} =€,
3a CBe a1 € G, Te je G HWINOTEHTHA Ca CTENEHOM HUITIOTEHTHOCTH 1 + 1. ]

Cras 30. a) [logipyiia Huniiottieniine Ipyiie U cama je HUJHOTEHTIHA.
0) Konuunuuka ipyia Huniiotienitine Ipyiie je thaxohe HUNTOTUEHTUHA.
8) Axo cy G u H nuntiotientune, onga je u G X H nuntiotieHiina.

4 a) Jakne, Heka je G HWINOTEHTHA rpyna U L ma Koja meHa noAarpymna. Kako
je G HWINOTeHTHa, MOCTOjU n > 0 Tako #a je [[...[ao,a1],a2],...,a,] = e 3a cBe

a; € G. Ho, Tapa je Ta jeHaKOCT TPUBHja/IHO UCIYIEHA U 3a CBE a;, € L, majeu L
HWINOTEHTHaA.

6) Heka je G munnorentHa rpyna v N<G. Hekaje G = G/N. Kako je G HUInmoTeH-
THA, TO NMOCTOjU n > 0 Tako pa je [[...[ao,a1],a2],...,a,] = e3a cBe a; € G. Tagma
je

[[...[@0, a1, @zl, - - ., an) = [[[a0,a1],a2],...,as] = &(= N).
Ho, xaxo je caku enemeHT u3 GG odnuka T 3a Heko z € G, godujamo ga je u G
HWIMOTEHTHA.

B) [IpermocTaBuMo fa je G cTemeHa HWITIOTEHTHOCTH m, @ H CTeneHa HUIMOTEH-
THOCTHU n. Ho, axo je [[...[ao,a1],az],...,a,] =€, 3a cBe a; € G, oHpa je u
[[ .. [ao, al],ag], ce ,Cl,k] =€,

3acBe k > nucsea; €G. Crora, ako je N = max{m,n}, ”Mamo fia je 3a cBe g; € G,
hj € H:

[[..-[g0,91],92],--.,9n] = eg Ka0 H [[. .. [ho, h1], ha), ..., hn] = en.
Crora je n

([ -- [(g0; ho), (g1, P1)], (92, h2)], - - -, (9N, hw)] = (ec, en) = eaxn,
OBIe CMO KOPUCTHIIH jeoHAKOCT [(go, ho), (91, h1)] = ([90, 91], [Ro, P1]) N

Canma hemo dopmynucaTé ¥ JoKa3aTH TeOpeMy Koja Jjaje BHUIIe KpUTepujyma 3a
HWINOTEHTHOCT KOHAYHHUX Tpyma.

Teopema 31. Hexa je G xonauna ipytia. Cnegehu ycnosu cy ex8usaneHitinu.
a) G je HunoleHiHa.
0) Axoje H upasa tiogipytia og G, onga je H tipasa tiogipyiia u og Ng(H).
B) Cee maxcumanue iogipyiie og G cy HOpMATHE.
r) Cse Cunosmese iogipyiie og G cy HoOpmanHe.
n) G jeuszomopdua gupexiinom poussogy c8ojux Cunosmwesux hogipyid, Koje 0gio-
gapajy paznuuuiiium dpoctium geruovuma |G|.

NN NN

4 a) =) HapasHo, ako je G kOMyTaTHUBHA, OHJIA je CBE jaCHO: CBaKa MOATpymna je

HOPMAJIHa, 1a je HOpMaU3aTop CBaKe MOATPYIIE jefHAK Le10j TPYIX U aKo je MOArpyna
ITpaBa, OHa He MOXKe DUTH jegHaKka CBOM HOpMasu3aTopy.

[TpernocraBumo cTora fa G HHje KOMyTaTHBHA. [Ipumernmo fa je Z(G) # {e}.
Haume, Heka je (G cTemneHa HWINOTEHTHOCTH n, @ Kako G HUje KOMyTaTUBHA, MOpa
Outu n > 1 U MOpajy mocTojatH ag, . . ., a,—1 TakBH 1a je |...[ag,a1],...,an—1] # e,
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anu fa 3a cBe x € G Baxu: [[...[ag,a1],...,an—1],2] = e. To 3ampaBo 3HauM Aa
[...[ao,a1],-..,an—1] € Z(G) \ {e}, na neHTap HUje TPHUBHja/IaH.

Ykonuko Z(G) € H, nocroju x € Z(G) \ H, amu, nowrto je Z(G) C Ng(H),
3axpyuyjemo na je ¢ € Ng(H) \ H v nokas je 3aBpiueH.

Y cympotHoMm, Z(G) C H ¥ pagumMo UHOYKIHWjOM IO CTeleHy HUIMOTEHTHOCTU
op GG. basa uHOyKLWje ce OJHOCH Ha CUTyauujy kaja je G KOMyTaTHBHA U TO CMO
objacauu. IMocmarpamo G = G/Z(G). JacHo je ma je OHa Mamer CTerneHa HAJINO-
TeHTHOCTH — [IOIJI€JaTH 00jallllbe e 3aIUTO je EHTap HUINOTEHTHE TPYTie HETPUBHjaslaH.
Kaxko je H = H/Z(G) npasa noarpyna ox G, Ha OCHOBY MHIYKTHBHE XHIIOTE3€ 3aKIbY-
uyjemo pa je H npasa nonrpyna og Ng(H). Jakne, nocroju z € Ng(H) \ H, 3a Heku
r € G. Umamo maje zHZ ' = H, anu = ¢ H. V3 mpyre penauuje cnepu na x ¢ H.
[Moxaxxumo ga = € Ng(H). Yikonuko To He du duo TauHo, nocTojao du h € H Takas
ma zhx~! ¢ H. Ho, zhz~! € H, wTo 3Hauu na je ThZ ' = h; 3a Heku h, € H.
Ilaksie, BaXKH jemHaKoCT (moaceTumo ce aa je a = aZ(G)): (zha~1Z(G) = h Z(G),
te je zha~! € h1Z(G). Ho, Z(G) C H, hy € H, naje h1Z(G) C H u nodunu ducmo
ma zhx~! € H, a 3Hamo 1a To HHje TauHo. 3akbydyjemo ja x € Ng(H) \ H, Te je
3aucra H npasa noarpyna og Ng(H).

6) = B). Hexka je M maxcumanHa nonrpyna of GG. IlocebHo, oHa je mpaBa noarpyna
on (G. Ha ocHoBy 0) OHA je mpaBa monrpyma cBor HopManusaropa Ng(M). Ho, xako
je M maxkcumanHa noarpymna on GG, He MoXke IocTojaTy noarpyna ,usmehy” M u G,
Te Mopa dutu N (M) = G, na 3awsyuyjemo fa je M < G.

B) = ). Jloka3aHo y mocjaequiu
r) = ). lokasaHo y nocnenuuu

I) = a). Ha ocHoBy cTaBa MMaMo Jia je POU3BOJ IBe HWINOTEHTHE U cama
HWINOTEHTHA Ipymna. JacHo je fa ce MHAYKIWjOM OHJJa MOXKE [T0Ka3aTH /ia je MPOU3BOT,
KOHA4YHO MHOTO HWINOTEHTHUX HWINOTeHTHA rpyna. Ho, CunossseBe moarpyne rpymne
G cy p-TpyIne 3a Heke npocte dpojese p, a Ha OCHOBY CTaBa|29|uMaMo fia Cy CBe p-Tpyne
HWINOTEHTHE U Pe3yJTaT CIely.

Cnenehu cTaB HaM Jaje jolu jenaH notpedaH U JOBOJbaH YCJIOB fa OM KOHAYHA rpyma
Ovsa HWINOTEHTHA.

CraB 32. Hexa je G xonauua ipytia. OHa je HUNUOTHEHTAHA AKO U CAMO AK0 C6AKA (8a
eleMeRTd, UUju Cy Pegosu y3ajamuo Upocitiu Opojesu, KOMyTupajy.

4 TIpermocTaBMMO HajIpe fa je rpyna (¢ HUIOTEHTHA ¥ Heka je |G| = pit Rkl

Ha ocHoBy mmpeTxopHe Teopeme, UMaMo faa je G = Py x - - - X Py, roe je P; CunossbeBa
p;-nojrpyna. AKo Cy x U y eJIeMEeHTH I'pyTie TakBH 1a je

NZD(w(x),w(y)) = 1,

rze ce caw(a) 03Ha4YaBa pel efieMeHTa a € (G, MOXKEMO, 3D0T T0jeTHOCTaBIbE A 03HAKA,
MPETIOCTAaBUTH Ia cMO mopehanu mpocTe OpojeBe p; Tako Aa je w(x) = p?l oopBr,
w(y) = pfffll e pf’“, roeje 0 < B; < «;. Ako ca x’, OTHOCHO i’ 03HAUYHUMO eJIeMEHTe
npousBoaa P X - - - X Py, KOju Or0Bapajy eIeMEHTHMA T U y [TPU TOPHEM H30MOPHU3MY,

OHJIa je jacHo Aa je

x/:(ulau-;urvea-”ve)ﬂy :(ea"'vevur—‘rla"'auk)v
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3a Heke u; € P;. Ho, Taga je:

/ /

oy = (ug, Ul e) (6 e Uy e Uk) = (Ul Uy Upg 1y - - UR)

/ /.
=(e,...,eUp1,.- Ug) - (UL, . Up e,y €)=Yy -2
cglefujajeux -y =1y-x.

ObparHo, ako NPETHOCTAaBUMO J1a €JIEMEHTH Y3ajaMHO IPOCTUX PEfOBa KOMYTH-
Pajy, MOXEMO JJa HCKOPHUCTHMO [0Ka3 IOC/IenHLe Haume, Ty cMO KOpHCTHIN
yumeHUly fa cy CuioB/beBe NOArpyne HopMaiHe fa OUCMO HoKa3anu Aa je f XoMo-
Mop@du3aM U 1a My je jesrpo TpuBHjasiHO. Ho, HOpMaIHOCT HaM je CiTykuia dai 3a
TO [a MOKaXXeMO Ja eneMeHTH CHIO0B/bEBUX NOArPYMNa, KOjEé OOTOBApajy pasiuuuTHM
IIPOCTHM DpojeBMMa, KOMYTHPajy, a To oBne Beh mmamo mo mpernocrasuu. Crora
JOKa3 [pojia3y U y OBOM CIIy4ajy. |

3a Kpaj oBOr ofe/bKa JOKa)KMMO jeIHY 3aHUMJ/bUBY UHIEHULY O KOHAUHHUM HUJI-
MIOTEHTHUM Ipylama.

CraB 33. Hexa je G xonauna nuniiowientting ipya pega n. Taga y G eaxcu odpaii
Jlaipansose teopeme, Tj. axo d | n, onga G cagpxcu iogipyiy pega d.

Z: Heka jen =pit---pitud = p| ---pf’“ U HeKa cy, Kao u rope, P; CHioB/beBe

p;-nogrpyne. Ha ocHoBy Teopemelnocmje H, < P; takBe fa je |H;| = p;*. Tapa je
H, --- Hj; TpaxeHa noarpymna pefa d.

dparunyjesa nogrpymna

Cse rpyme koje oBie pasMaTpamo Cy KOHa4He.

Nedununuja 34. Heka je G (konauna) ipyiia. Opamiunujesa iogipyiia, y o3nayu O(G)
gedunuwe ce kao Apecex ceux maxcumaniux ogipyia og G. 3

Hedununuja 35. 3a enemenii x € G, ige je G Ipyua, Kamemo ga je HereHepaTop
yxonuxo 3a ceaxu tiogekyi X C G samu: (X) =G = (X \ {z}) =

[Moncerumo ma (X) o3HauaBa MMOATPYIY TEHEPUCAHY CKymoM X — TO je HajMama
MoATpyMa Koja cafpku X Kao CBOj MOACKyN. Bumumo na ce HereHepatop neduHU-
IIe Kao eJIeMeHT KOju Ce MOXKe U30CTAaBUTH M3 Ma KOT TeHepaTOpPHOT CKyTa TpyTe, a
Ila oCcTaTak U Jjabe reHepuile rpymy. Ha mpumep, HeyTpana ce MOXe U30CTaBUTH U3
CBaKOI TeHepaTOPHOT CKyIa.

CraB 36. Cxyil ceux neienepaiiopa y G jegnax je ®(G).

4 TlpermocraBuMo 1a je a € G Herenepatop ¥ H MakcHMmanHa moxrpyma ox G.

Yenumo pa moxaxxemo na je a € H. Hekaje X = H U {a}. Ako a ¢ H, umMamo fia je
(X)) moprpyma oxn G, Koja canpku H Kao CBOjy IOATPYILY, a CAfp’KY U eIeMEHT KOj! He
mpunaza H, naje H C (X). Kako je H MmakciMasHa noarpymna, Mmopa odutu (X) = G.
Ho, (X\{a}) = (H) = H # G, 1mITO TPOTHBPEYH IPETIIOCTABIIX /Ia je ¢ HereHepaTop.
3axpyuyjemo fa a € H. Kaxo je H duna nmpor3Bo/bHa MakCMMaiHa noarpyna og G,
nodujamo fa a € (G).

ObpartHo, Heka je a € ®(G). ¥enumo ma JOKAKEMO 14 je a HereHeparop. Y Ty
CBpXY, HeKa je X C G MOICKyT KOju He campxu a ¥ Heka je (X U{a}) = G. [Joxaxumo
majetagau (X) = G. Y cynpotHoM, (X ) je mpaBa mogrpymna oz (7, 11a je OHa cagprKaHa
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Y HEKOM MaKCUMainHoj noarpynu M < G (o3Haka < 0OBJie 03HayaBa IpaBy MOATPYNY).
Ho, xako a € ®(G) C M, umamo a a € M. To 3Haum ga je X U {a} C M, ma mopa
outu G = (X U {a}) C M, wro je HapaBHO Hemoryhe. TuMe CMO JIOKa3alH fia je a
HeTreHepaTop.

JIema 37. ¢(G)«G.

4 JT0BO/BHO je [1a TOKAXkeMO J1a je, 3a CBako = € G K MaKCHUManHy noarpymny M < G,

nonrpyna xMx~! Takohe Mmakcumanua. HapasHo, jacHo je ma tMxz~! # G, jep ou
U3 jemHAKOCTH cienuno fa je M = G. 3aro je Mzt C M’ 3a HEKy MaKCUMaJIHy
noarpyny M’ < G. Ho, Taga nobujamo ga je M C z~'M'z, Te u3 uumenune ga je M
MaKCMMaJ/IHa IoArpyna, ciemu naje M = x~'M'xz, te je Mz~ = M', 1j. tMz~ 1 je
MaKCHMaJTHA TIOATPYTIa.

Cneneha nema je BeomMa 3aHUMJBHBA M KOPHUCHA.

Jlema 38. Axoje H < G, H®(G) = G, onga je H = G.

4 Yxomuxo je H mpasa noarpyma on G, OHJIa je OHa Cafp)KaHa y HeK0j MaKCHMAITHO]

noxarpynu M. Ho, u ®(G) C M, na nodujamo G = H®(G) C MM = M, wto HHje
moryhe. 3akpyuyjemo na je H = G. |

Teopema 39. ®(G) je HunlioTeHTlHa.

4 Ykomuxo je ®(G) = {e}, HeMamMo wTa Ja Hokasyjemo. IIpeTrmocraBuMO 1a je

®(G) # {e}. Ooxaxumo fa je cBaxa CuiosseBa noarpyna og (G) HopManHa. Y
Ty CBpXY, Heka je P CunossbeBa noarpyna on ®(G). Kako je ®(G) <« G, PpaTvHHjeB
aprymeHT Ham fiaje: G = N¢(P)®(G). Ho, Tama u3 neme 38| modujamo na je N (P) =
G, na je P HopMmaHa. |

Cneneha teopema, kojy 30or HemoctaTka BpeMeHa HeheMo IOKasWBaTH, aje Ham
IBa HOBA KPUTEpPHjyMa 33 HWINOTEHTHOCT KOHAYHMX rpyma. Os3Haka G’ o3Ha4aBa
KOMYTaTOpPCKY nonrpyny of GG, Tj. IOATPyIy reHepyucaHy CBUM KomyTatopuma. Tom
noarpymnom hemo ce Buie DaBUTH Y HAPEIHOM OJIEJBKY.

Teopema 40. Hexa je G xonauna ipyia.
a) G je nunsiotieniina axxo je G /®(G) Huntioweniina.

0)G je nuntiotentina axko je G < ®(G). la

Pemuse rpymne

Pemuse rpyne cy, kao 1 HUWINOTEHTHE, TEHEpalIU3aLHja KOMYTaTUBHUX Ipyna. Bu-
nehemo fma cy, y c1ydajy KOHAUHHX Ipyla, OHa Majlo BUILE ,ya/beHe” Off KOMYTaTHB-
HUX, a/li Ia UMajy U HeKa IofaTHA KOPUCHA CBOjCTBA, LITO UX YMHH NIPUINYHO 3HaYaj-
HOM KJIaCOM y OKBHPY K/Iace CBUX KOHAYHHX Ipymna. 3a MoYeTaKk HeKa NOHaB/baba U3
Anrebpe 1, y3 HELITO HOBO.

HOedununuja 41. Heka je G ipyua. Hepunuuwemo wseon ipyiie G, y osnavu G’ ca:
G = {([z,y] : z,y € H). >

Kopuctu ce v 03Haka [G, G| 3a OBy IOATPYITY, KA0 ¥ TEPMHUH KOMyTaTopcKa noarpyna.
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Jlema 42. 1. Ceaxu enemeniti y G’ je tipou3e0g KOMymiaiwiopa.
2. Ceaxu xoHjylati Komymawiopad je KoMmymaiiop.

Z: 1. Kako je mogrpyna G’ reHepHcaHa KOMYTaTOPHMa, iy YHHE, OCHM HEyTpana,

CBH MOl"th/I MMPOXU3BOOH KOMYTAaTOpPA U BbHXOBHUX UWHBEP3a. Ho,

1

[yt =y ay) =y e ) T e ) T =y e e = [y, 2,

Te je WHBep3 KoMyTaropa Takohe komyTarop. CTora Ty NMOATPyNy YHHE ITPOHU3BOAU
KoMyTaropa.

2. OppenuMo MPOU3BOJBHY KOHjyTaT KOMyTaTOpa.

gle,ylg™ =gz y eyt = (97 g9y g ) (9rg™ ) (9yg ™)
= (929 ") (gyg™ ) (9zg™ )(9yg™")
= [gzg~ ", gyg™"]-
Bunumo f1a je KOHjyrar ¥ cam KOMYTaTop. |
[TpumeTrMo 11a je [z,y] = e ako U camo ako je zy = yx. To je cymrtHHa Tpehe

cTaBke cienmeher crasa.

CraB 43. a) Axoje H <G, ongajeu H' « G.
0) Axoje H < G, ongaje H < G'.
8) Axo je N <« G, onga je G/ N xomyimaimiuena axo u camo ako G' C N.

4 a) Axoje H< G,ax,y € H, umamo f1a gxrg~

lgzg~'.gyg~'] € H',Tejen H' < G.

1 1 _

,gyg~' € H,majeng[r,ylg~" =
9) OBO je TpUBHUjaTHO TAYHO.

B) Heka cy 2,y € G. Kao u paHuje, 03Ha4UMO KoMM4HKHUKy rpyny G/N ca G a
KJ1acCy eJIeMeHTa a ca a. Tana:

G je xomyTatusHa akko (Vz € G)(Vy € G) ([, 7]

akko (Vz € G)(Vy € G)([z, ] )
akko (Vz € G)(Vy € G)([z,y] € N)

akko G’ C N. |

€)

[
2

OBaj cTaB HAM Kaske [1a je HajeUKaCHUjH ,MTpesas3ak” ca oaTe Tpylie Ha 1bOj OIUCKy
AbenoBy rpymy Taj fa ce rpymna ,nocedye” 1o CBOM U3BOAy. YIpago je To Adenusanuja

rpyme.
Nedununuja 44. Adenusayuja GAP ipyiie G geunuwe ce ca: GAP .= G/G'.
CraB 45. Axoje G = H, onga je GAP = HAD,

4 Hexaje f: G — Husomopdusamup: H — H/H'(= HAP) kaHOHCKH enmuMOpbH3aM.
[TocmaTpamo koMno3uIHjy po f. To je HapaBHO emuMOpPdH3aM, jep cy 0da xomomMopduzmMa
»Ha". OIPEANMO BETOBO je3rpo:
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x € Ker(po f) akko p(f(x ))
akko f(z)H
akko f(z) € H/
akKo (3z;,t; € H)(f(z) = zl,tl - [z, ti])

axxo (3w, y; € G)(f(x) = [f(x1), fy)] - [f(zx), flyn)]) (f je ,Ha")
axxo (Jz;,y; € G)(f(x) = f [z1,91]) -~ f([r, y&])) (f je xoMomopuzam)
akko (3z;,y; € G)(f(x) = f([z1, 1] [k, y&]) (f je xomoMopduzam)
akko (Jz;,y; € G)(z = [x1,v1] - [Tk, vk]) (f je ,1-17)

akko x € G'.

Haxne, Ker(po f) = G’ v npBa TeopemMa o usoMopdbusMy Aaje TpaxkeHH H3oMopduszam
G/G' 2 H/H'.
Hasenumo Heke nmpumepe.

IMpumep 46. 3a cee n > 2 je SAP = 7Z,.

Cnyuyaj n = 2 je tpuBhjanan: So; = {(1),(12)} wro je uuxauYHa rpymna pema 2.
OHa je kOMyTaTHBHA Te je S/, TpUBHjaIHA (CBU Cy KOMYTaTOPH Y KOMYTaTUBHO] TPYITH
jennaxu HeyTpany), Te je SP = Sy 2 7.

Tepmumo fa je S, = A, 3a cBe n > 3 (0BO je 3aIpaBO TPUBHUjaTHO TAYHO U 3a
n = 2, aly PeKOCMO J1a je Taj cay4yaj TpuBWjanaH). JacHo je fa je cBaku KOMyTaTop
[0, 7] = o~ '7n~lon napua nepmytaumja, e je S!, C A,,. 3a 10Ka3 0OPATHOT YKIbyUEHA,
TIOBOJBHO je TTOKa3aTH Jia Cy CBM 3-LIMKJIH Y S/, TIOLITO OHU reHepHury A,, (BUAETH CTaB
1.31yyubenuky). Ho, nupextHa mposepa aaje [(ab), (ac)] = (abc), rne je ckyn {a, b, ¢}
TPOWIAH CKYTI.

Haxne, S =S, /S, =S, /A, = Zy.

ITpumep 47. < Abdennsanuja juepapcke rpyrne naTa je ca:
1. DQA‘P = ZQ X ZQ.
2. Dg\sbﬂ = Zo.

[Mornepatu npumep 1.79 y yubeHHUKY.

Joxaxumo caza, ka0 IpPUMEHy OBUX pe3yiTara, TEOPEMY Koja II0Be3yje TPH BaXkHe
MOATPYTIEe CBake KOHAYHE Tpylie: LIeHTap, KOMyTaTOPCKYy MOArpymny u dpartuHujeBy
MOATPYTy.

Teopema 48. Axo je G konauna ipyiia, onga je G' N Z(G) < ®(G).

4 Tpeba nokasaru ma je G’ N Z (G) monckyn cBake MaKkCHMaJHe monrpyre o G.

[IpeTHocTaBUMO IIa TO HHje TaKo, Tj. Ja IOCTOji MaKkCHMasIHa monrpymna H rpyne G
tako 5a G’ N Z(G) € H. Oaxne, noctoju a € (G' N Z(G)) \ H. Kaxo je a € Z(G), 10
je {(a) <G, e je (a)H < G. Ho, H je MakcuManHsa, a ¢ H, Te 3aKbydyjeMo 1a je

(2) (a)H = G.
Ho, u3 oBe jemHakoCTH U ynmeHHLe Ja je a € Z(G) nodujamo ma je H < G. Haume,

aKo je g € G Mpou3BOJbAH EJIEMEHT, OHZIA TOCcToje m € Z U h € H Tako naje g = a™h.
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Tana je

(3) gH =ad"hH =a™H = Ha™ = Hha™ = Ha"h = Hyg,

naje H < G. Capja Ham jegHakocT (3) moxasyje na je G/ H MKIMYHA ca TeHEPATOPOM
aH — modunu cMo J1a 3a cBako g € G mocroju m € Z 1ako gaje gH = a™H = (aH)™.
Ho, xako je G/H uukian4yHa, OHA je KOMYTaTHBHA, [l HA OCHOBY CTaBanoﬁnjaMO
na G’ C H. Ho, a € G', na 6ucmo nobuiu a je a € H wWTO NpoTHBpe4n usdopy
eneMeHTa a. OBa KOHTpaguKLIHja 3aBplLIaBa JOKa3.

Hasenu cmo peduHunujy ussoga rpyne. Ho, moxemo Hahu u gpyru ussof, U
tpehu, utn. HapasHo, neduHuMja je MHAYKTHUBHA (PEKYP3UBHA): n-TH U3BOJ IPyTe
G,y o3nanu G pedunumemo ca:

GO =G
G = (g,
Capa najemo fepUHULINjy PELIMBUX IpyTa.

Hedununuja 49. 3a ipyuy G xaxemo ga je pewiusd yxoauxo docwioju n € N waxo ga
je G = fe}. \

[Tpumetumo pa u3Boau rpyne G uuHe onagajyhu Hu3 noarpyna og G:
G=GOY oG >2aG"D...
IIPY YeMY je CBaky YiaH y HU3Y, I0YeB 0 APYror, HOpMaJiHa [IOArpyIia MPeTX0JHOT U
jOII je KOMWYHUYKA TPyTa KOMyTaTHBHA. 3aHUMJBUBO je [1a BaXKH cieneha reopema.
Teopema 50. Ipyiia G je pewusa axo u camo axo tocwioju otagajyhu nu3 togipyua
(4) G=Hy>oH DHyD---2H, 12 H,={e},
upu uemy je, 3a ceei = 0,n — 1: H; 1 < H; u H;/H; 1 je komyainuena ipyid.

4 —. 3a TpaKeHH HH3 MOXEMO y3eTH Hu3 u3soma: H; = G,

<. TIpernoctraBumo fa nocroju Hu3 (4l Kaxko je G/H, = Hy/H; KxoMyTaTUBHA
Tpyma, Ha OCHOBY cTaBa [43| nobujamo na je G’ C H;. [JoOKa)XUMO HHOYKIHWjOM 13 je
saceei = 1,n: G C H;. Basy cmo nokasanu. Ipernocrasumo aa je G C H;.
Kaxo je H;/H;+1 KOMyTaTHBHA, UMaMo 1a je H! C H; ;. 1o UHIYKTHBHO] XUIIOTE3H
je G C H;, maje GU+Y) = (GW)Y C H! C H;y,. Nobujamo na je G C H,, = {e},
Te 3aKksbyuyjemo na je G = {e} Te je G pemusa rpyna. N

ITpumep 51. Ouenapcka rpyna D,, je pemusa.

[ornenajre mpumep 1.79 y yubenuky. Ty je nokasano na je D/, = (p?). Kako je
noarpyna (p?) KOMyTaTHBHA, KOMYTaTOPH CBAKa 1BA €JIEMEHTA Y 10j ajy HEYTPal, Te

je (p*) ={e} 1j. D = {}. €
ITpumep 52. I'pyne Sq, S3, S4 Ccy pewmivBe, IOK Ipymie S,,, 3a n > 5 HUCY PELIUBE.

Y npumepy 1.78 y yubeHuUKY je mokasaHo ja je,3aceen > 2: S, = A,. 3an =2
umamo paje S, = {(1)}. 3an =3jeS; = Az, a A5 =2 Cs, maje Sy = {1}. ¥ cnyuajy
n = 4, uMamo 1a je S, = A4, ZOK TUpeKTaH pavyH Nnokasyje ga je A, = V (ypamure
T0 3a Bexkdy). Kako je grupa V xomyrarusHa, To je V' = {(1)}, Te je G = {(1)}.
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Ho, cTBapu ce 6UTHO Mewajy Kafa je y MUTawy ciay4aj n > 5. HapaBHo, uMamo na
je S, = A,, Ho,3an > 5Baxu: A/, = A,. Haume, axo cy a,b,c,d,e € {1,...,n}
pasnuuyuTy OpojeBr, UMaMo fa je

[(abe), (cde)] = (abe) ™ (cde) ™t (abd)(cde) = (cba)(edc)(abe)(cde) = (bec).

Crora cBak# 3-IJMKJI MOKeMO a [OOHjeMo Kao KoMyTaTop ABa 3-uukia, Kako 3-uukiu
reHepuIny noArpyne A,, nobujamo ga je A/ = A,,, Te HU rpyna S,, HU rpymna A,, HUCY

n

peluse 3a n > 5. &

HamnoMmeHa. IIpuzes peluvsay Be3H je ca pemnBoihy anredapcke jeqHauuHe .y pagy-
KaJauMa", OOHOCHO U3pa)kaBamy IHEHUX pelllewha Kao GyHKIUja koedHLuUjeHata npu
YyeMy je 03BOJbEHO JIa Ce KOPUCTe jeIMHO orepalidje cabupama, Ooy3uMama, MHOXKeHa,
Ie/beha U Hajakewa KopeHa (OTyn paguKasid), Kao LITO HaM je MOo3HaTo y Ciydajy
pelliera KBaJpaTHEe jeqHaYMHe: aKo je jegHauuHa ax’ + bx + ¢ = 0, OHfa je x; =

=b=vbi—dac V;’L‘mc, a xy = —b=ybitdac W. [Tocroje u oprosapajyhe Kapmanose dopmysne 3a
ciy4aj jemHaurHa Tpeher cTeneHa, kao U depapujeB MeTox 3a cBoheme jemHauuHe
YETBPTOT CTeleHa Ha jeoqHauuHy Tpeher, anu y ciydajy jenHaunWHa creneHa Beher o
YETBPTOI, pEllieha CE HE MOT'y U3Pa3uTH Ha 0Baj HauvH. Haume, [anoa je mokasao kako

CE CBAKO]j jeJHaUYMHU MOXE MPUAPY’KUTH jefHa IPyMa U [ia je Ta jeJHauyKHa peuvsa y
pafuKanMMa ako U CaMo aKo je Ta rpyna pemrusa. OMNIITOj jeTHAYMHU n-TOT CTeNeHa
IPUIPYXYje Ce Ipyma S, a OHa, BUAEIH CMO, HUj€ PEILUBA.

Cras 53. a) [Togipyiia pewuge Ipyiie u cama je peuusa.
0) Konuunuuka ipyiia pewiuse ipyiie je pewiusa ipyiid.
8) Axo je N <G, N pewusa, G/N pewusa, onga je u G pewusa.
1) Jupexitian ipou3eog KOHAUHO MHOTO pewiusux Ipyia je pewusd ipyiad.

4 a) Axoje H < G, oupa je H™ < G, Kako je G pemusa, 10 je G = {¢}, 3a

Heko n, a Tafa je u H(™) = {e}.
6) Hexa je N <G un: G — G/N kaHoHcku enumopdusam: w(g) = gN. Tama

uMamo 71a je 7[G’] = (G)’. Haume, kaKo je MHBEP3 KOMYyTaTOpa KOMYyTaTOp, CBAKH
eJIeMeHT Y KOMyTaTOpCKoj OATPYIH je Mpor3Boj komyTaTopa. Ho, cBaku koMyTaTop
Y KOJIMYHUYKO] TPYIIH je CJIMKa KOMyTaTopa y IOYETHO] rpyIH (To cMo Beh kopucTHin).
Crora 0Bo Bakd. MHmyKumjom ce nako nokaxke aa je u 7[G™] = (G)™ 3a cee n >,

Te ako je G = {e} 3a Heko n, onma je (G)™) =& = N.

B) U3 npernocraske fa je G pemusa, ey 1a nocToju n Tako aaje (G)™) =é = N.
Ho, T0 3anpaBo 3Hauu fa je G = N. Ho, u N je pemusa, na nocToj m Tako fa je
N = {e}. Tama je G ™) = (G)(M) = N(m) = (e},

r) Onepanyje y IMPeKTHOM IIPOW3BOMY Cy 3ajaTe M0 KOOpAUHAaTaMa, 11a je KoMy-
TaTOP €JIEMEHaTa y IpousBofy ypeheHa k-Topka komyTaTopa y ogrosapajyhum rpymna-
Ma, Te je (G x --- X Gi)' = G| x --- x G},. Axo je Gl(-"") = {e;}, oHEa UMaMo Jia
je

(G x - xGp)™ =G x - x G ={er} x -+ x {ex}
aKo y3aMeMo ja je n = max{ni,...,ng}. N

Cnenehu craB mojalimkaBa OHO IITO CMO Ha MOYETKY PeKIH 0 Be3u usmehy Hui-
MOTEHTHUX U KOHAYHUX PEIIUBUX IPyTIa.

CraB 54. Ceaxa KoHaund HUTHOTIEHTUHA TPy Ud je peuusd.
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4: Ha ocHosy TeopemeH TeopeMe HMaMo 11a je cBaka KOHauHa p-TpyIma pelrea.

Kako je, no Teopemi [31| cBaxa koHauHa HUWINOTEHTHA rpyna u3oMopdHa ZUPEKTHOM
[IPOX3BOJIY PELIMBUX, TPAKEHO CIe[X U3 CTaBa
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