AJITEBPA 2
JOJATHO O INIPCTEHUMA U ITIO/JbBUMA

30PAH IIETPOBUh

Kunecka TCOpCMaA O OCTalnuMa

CBH IIpCTEHH ca KOjUMa PaJiMO Cy KOMYTaTHBHH NPCTEHH ca jJeTUHHUIIOM, a C
03HauaBa penaiujy ,,0uTH IpaBu MOACKYI .

Y npou3BoJEHOM KOMYTAaTHBHOM IPCTEHY ca jeAMHUIIOM Moryhe je popmynucatu
M J0Ka3aTu OcHOBHY KuHecky Teopemy o octauuma. Hajnpe Ham je moTpeOHa
jeana nepuHULMja.

HMedunummja 1. Hoeanu I u J komymamuenoz npcmena ca jeounuyom A cy Konpo-
CTW (unu y3ajamuo npocmu) ykonuko je I + J = A. 2

[Ipumerrmo aa ¢y y Z uaeanu (m) u (n) KOMPOCTH aKKO CY M U n y3ajaMHO
[POCTH — OTYJ] U TEPMUHOJIOTH]a.

CraB 2. Ako cy I u J xonpocmu, onoajel - J =1NJ.

4 3namo ma jeI-J C InJ. JJoxaxumo Na BaXXu U 00paTHO yKJbYUeHE.

Ipernocraumo na z € I N J. Kakoje I +J = A, to nocroje x € I,y € J
Takomajer +y = 1. UMmamo naje 2 = zx 4+ zy. Kakoz e INJ C J,z € 1,
umamo na zx = xz € I - J. Cimuuno, u3 z € [ gobujamo na zy € I - J. Crora u
z=xz+yzel-J. N
Jlema 3. Axo cy I u J xonpocmu, a maxohe u I u K xonpocmu, onoacyulu J-K
KORpocmu.

4 Tlomro cy I u J xonpoctu mocroje 1 € I,y € J Ttako naje r1 +y = 1. Kako
cy u I u K xompoctu, nocroje xo € I, z € K Tako aa je o + z = 1. Crora je

l=(z14y) (r2+2) = (r1x2+ 112 +Yyr2)+ Y2 €I+ J- K,

el €J-K
najel +J-K=A,1.IuJ- K cyxonpocru. ]
Teopema 4. (Kunecka teopema o ocranuma) Hexa cy Iy, ..., I, < A nap no nap

konpocmu. Tada saxcu usomopuzam:

A/LN-N1) 2 AL % x AL,
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4 Tocmarpamo xomomopusam f: A — A/} x --- x A/I, nepunucan ca

flx)=(x+1L,...,x+ I,).
Jlako ce mpoBepasa Jia je 0BO jefaH xoMoMopdu3am npcreHa. Mmamo na
x € Ker fakko (z+ I1,...,x+I,) = (I1,...,I,) akko x € I,...,x € I,

te je Ker f = I N --- N I,. Jokaxumo na je f ,Ha”. W3 npernocraBke u jJeme
I/IH,ZlyKLII/IjOM nobujamo aa cy uaeanu I; u [ | ji 1 xompocTy 3a cBe i = 1,n.
[axue, 3a cBe Te i, mocroje a; € I;, b; € H#i I; Tako na je a; + b; = 1. To
noce6Ho 3Hauu 1a je b; = 1(mod ;) u b; = 0(mod I;) 3a cBe j # i. Hexka je
(r1 + L,...,zy + I,,) npousBosban enement u3z A/l x --- x A/I,. Younmo
enement v = )7, bjz;. Tamaje,3acped = 1,n:

r=0-m+--+1-2+- -+ 02, =p; 25

Croraje f(x) = (1 + I1,...,xn + I,) u f je ,Ha”. Teopema o usomopdusmy 3a
[PCTEHE 3aBpIIaBa J0Ka3.

[IpocT 1 MakCUMaIlHU WI€aIn

3armo4YHuMO 0Baj OJieJbaK clieiehM CTaBOM.

CraB 5. Hexa je A xomymamusean npcmen ca jeounuyom u P 9 A (P # A).
Cneodehlu ycnosu cy exeusaneHmuu.

(1) 3al,J<Asaxcu: akojel - J C P,onoal C Pumu J C P.

(2) 3aa,b € A eanxncu: axo ab € P, ondaa € Pumu b € P.

(3) Ilpcmen A/ P je oomen.

4 (1) = (2). Hocmarpamo uxeane I = (a), J = (b). W3 npernocraske ja

ab € P nunmennre na je P uaean, cienu naje [-J C P. Ha ocHoBy (1) mobujamo
naje I C P, mocebno: a € P, wmu na je J C P, mocebno: b € P.

(2) = (3). Hexaje (a + P) - (b+ P) = Op/p = P. To maje ab € P. U3 (2)
nobujamo naa € P,rejea+P = P =0p/pumb € P,tejeb+P = P =0g/p.
Haxne, R/ P je nomeH, jep HE CaapKu MpaBe JCIUTEIbe HyIIE.

(3) = (1). IIpernocrasumo naje I-J C P,I ¢ P,J ¢ P. Hekajea € I\ P,
be J\P. Tapaabe I -JC P,reje(a+P)-(b+P)=ab+ P =P =0g/p.
Ho, To nuje moryhe, jep je, mo npernoctasim A/ P nomen, aa + P # P = 0g/p,

jepag Pub+ P # P =0g/p,jepb & P.

Hebununmja 6. 3a uoean P <4 A kasicemo 0a je MPOCT YKOAUKO UCHYHABA HEKO (a
. A\
mume u c6a) 00 NPEemx00Ha MpPu eKeUBALEHMHA C8OjCMEA.

VYkonuko je P npoct uaean, a a1, ...,a, € A, oHmau3 ay - - - a, € P ciemu na
a; € P3auexoi € {1,...,n} uTo ce (JTaKko) A0Ka3yje HHIYKIUjOM IO N.

Y OCHOBHOj IIKOJIM CMO C€ YITO3HAJIU ca TI0jMOM MPOCTHX OpojeBa W Tamo Cy
oHHM Omin AeuHNCaHN Kao OpOjeBH KOjH HEMa]jy IPYTHX Jenniana ceM 1 u camux

cebe (Ipu yeMy CMO ce 30yHUBAIM MUTameM Jaa i je 1 npoct 6poj ). Ho, y
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JIOMEHY pa3jIMKyjeMo I10jaM MNPOCTOr U HEPACTaB/bUBON elieMEHTa. A Ty CBaKaKo
HE crajiajy MHBEpTUOWIHY €IEMEHTH IIPCTEeHa.

Nepununuja 7. Hexa je A domen. Enemenm a € A\ (U(A) U{0}) je

® IpOCT yKonuko 3a a,b € A easxcu: ako p | ab, onoa p | a unu p | b;
® HepacTaB/bMB unu aTOM yKoauko 3a a,b € A eadxcu: axo je p = ab, onoa
jea € U(A)umujebe U(A).

Be3sa nmak mocroju.

CraB 8. Cgaku npocm enemenm 0omeHa je amom.

4 Heka je p € A mpoct eneMeHT u Heka je p = ab. To cBakako MoBiayw aa

p | ab. Kaxo je on mpocr, nobujamo p | a wnm p | b. Vkonuko p | a, umamo 1a je
a = pay, 3aHekn a; € A. Crora je p = ab = paib, na kako je A TOMEH CBaKu
enemeHt ceM 0 je perymapas, na je 1 = a1b u 3akspyuyjemo na b € U(A). Ha
MOTITYHO aHAJIOTaH HAYWH, U3 IpeTrnocTaBke p | b nobujamo na a € U(A). Jakie,
P je aToM.

VY npou3BOJFHOM JOMEHY IMaMO aTOME KOjH HUCY IPOCTH.
Ipumep 9. Y npcreny Z [\/ —5| eneMeHT 3 je aToM, au HHje MPOCT.

Hajmpe je Z [v/=5] = {p(v/=5) : p(X) € Z[X]} = {a+bV/=5 : a,b €
Z}. Jleduuumemo HopMy enementa z € Z [v/—5] ca: N(z) := zz. OcHoBHa
CBOjCTBA KOMIUIEKCHHUX OpojeBa HaM Kaxy 1a je N(zu) = N(z)N(u) 3a cBe z, u.
IpetnoctaBumo aaje 3 = (p+qv/—5)-(r+sv/—5),3aHeke p, q,r, s € Z. Tanaje
N(3) = N(p+qvV=5)N(r + q/—5). Hobujamo na je 9 = (p? + 5¢%)(r? + 5s2).
Yxomuko 0u 1 ¢ 1 s O paznuuuTe o 0, ca JIecHe CTpaHe jeJHAKOCTH OMCMO
nmobumu 6poj koju Huje Mamu ox 10. Crora je O6ap jeman ox mux jemHak 0. Heka
je To ¢. Jlo6ujamo 32 = p?(r? + 5s%). Ykonuko je p # +1 nobujamo jga Mopa
outu p € {—3,3}, e je 1 = r? + 5s2, mro mam naje r € {—1,1}, s = 0, Tj.
r+sv/—=5 € {1, -1}, te je r + sy/—5 unpeptubunan. A, ykomkojep € {—1,1},
nobujamo 1a je p + gv/—5 € {—1,1}, nakne unseprubunan. Ha ciuuan Hauu,
U3 TMoYeTHE npeTnoctaBke s = (0, mobwimu OrcMo 1a je jead o oBa aBa GakTopa
WHBEPTUOWIIAH, T€ je 3 aToM.

Jla 6ucMmo mokasaiu Ja OH HHje IPoCT, MpuMeTHMo aa 3 | 9, 1j.
31 (24+vV=5)(2—+vV-5).

Axo 6u 3 Ono mpoct, To OM 3HAYMIIO Ja JeNHU HEKU Ol oBa aBa ¢akropa. Heka,
Ha ipumep, 3 | (2 + v/—5). To 3naun na je 2 + /=5 = 3 - (p + ¢/—5) 32 Heke
p, q € Z. Hanaxemem Hopmu io6ujamo naje 9 = 9- (p? +5¢2), re je p> +5¢° = 1
u obujamo na p+qy/—5 € {—1, 1}, te je crora2++/—5 € {—3, 3}, mrro ceakako
Huje TauyHo. Crora 3 HHje MPOCT. £

Hanomena. IIpumerumo na jeanakoct 3 - 3 = (2 + v/—5) - (2 — v/—5) naje
aBe pasnnunte akropusanmje 9 y obIMKy mpousBoia atoma. To je AUPEKTHO
II0BE3aHO Ca YHECHULIOM /12 HUCY CBH aTOMH Yj€/IHO U IPOCTH.
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IMpumep 10. Heka je A npcTeH TPUrOHOMETPHUJCKUX MOJIMHOMA, Tj. HeKa je A =

Rlc, s] tme ¢y ¢, s: R — R, dynkumje 3amare ca: ¢(z) = cosz, s(x) = sinz. U3

0OpO HaM MO3HATOT UICHTUTETA sin?x + cos?z = 1, cnenu:
s-s=(1—-¢)-(1+4c¢).

OcTaBspaMo YNTAOIIMMA Ja TOKAXY J1a Cy QyHKIHje S U 1 —c aTOMHU Y OBOM IIPCTEHY

Kao BeXOy u3 Ananmuze & E

Crnenehu cTaB je moMano U OYEKHBaH.

Cras 11. Enemenmy 0omeHy je npocm akko je uoean ium 2eHepuca npocm uoeai.

4 Hexa je p € A. Ha ocHoBy CTaBa Jeo non (2), uMamo:

(p) je mpoct nnean akko (Va € A)(Vbe A)(a-be (p)=a€ (p) mmb e (p))
akko (Va € A)(Vbe A)(p|la-b=p|a ump | b)

aKKO P je TPOCT eJIEMEHT. ]

[pehumo cana Ha HOjaM MaKCUMAJIHOT UjIeaa.

Hebunuumja 12. IIpasu udean M npcmena A je maxcumanan, ako He nocmoju
I 9 A maxasoaje M C I C A

Cras 13. Ilpasu uoean M npcmena A je maxcumanan uoean axko je A/ M noswe.

o —. [pernocrasumo na je M makcumanaun unean u Hexa je a + M # 0457

To 3Haun na a ¢ M, naje M C M + (a). V3 npernocraBke 0 MaKCHMaJIHOCTH
M cnenm na je M + (a) = A, te noctoje x € M, r € A, Tako naje x + ra = 1.
[IpemackoM Ha KOIMIHUYKY MPCTEH TOOHUjaMO jeTHAKOCT:

(@+M)+(r+M) - (a+M)=1+M=14y
Ho, kako je z € M, umamo na je x + M = M = 04,5 n nobujamo
(r+M)-(a+M)=14/um,

te je a + M vnBepTHOunany A/ M.

<. Hekaje M C I<A. XKenumo na nokaxxemo na je I = A. YV Ty cBpxy, HeKa
jea € I'\ M. o npernocrasim je A/M nosbe, ma kako je a + M # M = 04/,
nocroju b+ M tako naje (a+ M) - (b+ M) = Ly =1+M. Onasne qo6ujamo
majeab—1€ M,najel = ab— z,3aneku x € M. No, ab = ba € I, ma kako

jeux € M C I, nobujamo 1 = ab — = € I, te, xako unean I caapxu 14, Mopa
outu I = A, ITO Ce U TPAKUJIO.

Hanomena. Buaumo fa u3 oBor craa ciieiv 1a je CBaKM MaKCHUMaJlaH Hea MpocT,
jep y noJjby HeMa MpaBUX JeIHUTesba HyJIe.

Besa uzmel)y aTomMa 1 MakcCUMaTHHX HjIeala nara je cieaehum ctaBom.

Cras 14. Enemenm a € A je amom axxo je (a) MAKCUMAnau y cKyny Ceux 2agHux
udeana oomena A.
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4. —. TlpernocraBumo aa je (a) C (b). To 3Haum 1a je a = bc 3a Heku ¢ € A.

Kako je a atom, To 3naun ma je b € U(A) umu je ¢ € U(A). Ykonuko ¢ € U(A),
onnaje b = ac™! € {(a), naje (b) C (a) u noGumu 6ucmo na je (a) = (b), anu
TO 10 MPETHOCTABIH HHje TauyHO. 3aksbyuyjemo aajeb € U(A), teje (b) = An
100MjaMo Jla HeMa [PaBor [IIABHOT Heaa KOju Canpxu (a).

<=. Hexa je a = be. To 3naun 1a je a € (b), mrro Ham naje (a) C (b). Kako
je (a) MakcuManaH y CKyIly CBUX INIABHHX HJeaja IpcTeHa A, To 3Ha4u 1@ Mopa
ouru (a) = (b) mmu (b) = A. Yxomuko je (b) = A, onna nocroju d € A Tako na
jebd =1, tejeb € U(A). A ykomuxo je (a) = (b), onna je b € (a), ma mocroju
e € A Tako naje b = ae. Jlobujamo na je a = bc = aec, na xako je a # 0, a
y IOMEHY Cy CBH TaKBH €IIEMEHTH PETYJIApHU, 3aKJbYyUyjyMO 1a je ec = 1, Te je.
c € U(A). Crora je a atoMm. ]

Crnenehy Teopemy Heliemo toka3uBaTH, CaMo je HABOJMMO Pa iy KOMILICTHOCTH.

Teopema 15. Hexa je I < A. Taoa nocmoju maxcumanarn uoean M < A makas oa
jeI C M. ]

dakropu3zaiuja

CBH IIPCTEHU KOjuMa ce OAaBUMO ¥ OBOM OJIEJHKY CY JIOMEHH.

Nedpunummja 16. Jsea eremenma a,b € A cy npuapyXKeHa, y osHayu a ~ b
yronuxo nocmoju enemenm u € U(A) maxas oa je a = ub.

JacHo je na je oBako AeduHICAHA jelHA penanyja eKkBuBaieHuje. OcuM Tora,
aKo je p MpocT (aToM), OHJIa j€ TO U CBAKH HeMy NPUJPYKEHHU €JIeMEHT.

HMebunuumja 17. Jomen A je foMeH ca jeTHO3HAYHOM GAKTOPH3AIHU[OM YKOIUKO
¢y ucnyrenu ciedehu yciosu.

(1) (Va € A\(U(A)U{0}) (Ip1,---0r)(P1,--. Dr cyvamomuua = py---py).
(2) Akocypiy.. . sPriq1y- .-, qs GMOMUUDY -+ Pr = q1 - (s, OHOAjET = S
u nocmoju neppymayuja o € Sy, maxea oa (Vi € {1,...,7})(pi ~ 4o(i))-

Jpyrum pedrnmMa, y TOMEHY ca jeJHO3HAYHOM (aKTOPHU3allijOM CBAKH €JIE€MEHT
ce MOXK€ Ha JeIMHCTBEH HauuH, 10 Ha pefocies pakTopa v Ipuapy>KeHOCT, TPUKa3aTH
y OOJIHKY MIPOU3BO/Ia aTOMA.

Cras 18. /lomen A je domen ca jeOHO3HAUHOM (DAKMOPU3AUUJOM AKKO Ce CEAKU
enemenm uz A\ (U(A) U{0}) mooxce npuxazamu y obnuxy npouszeoda npocmux
elemenama.

4 . Mokaxumo Hajmpe 1a je cBaku atoM npocT. Heka je g arom. Ha ocHoBy

MPETIOCTaBKe, MOCTOje MPOCTH P1, ..., P, TAKBU Ja je ¢ = p1---pr. Ho, q je
aTOM Te Ce He MOKe MPEACTABUTH Y OOJIMKY MPOM3BO/Ia JBA eIEMEHTA KOjU Cy 00a
HenHBepTHOWITHE. To 3HauM 1a Mopa Outu r = 1, Te je ¢ 3ampaBo mpocT.
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[To npeTnocTaBIy UMaMO PacTaB Ha MPOM3BOJI TPOCTUX, @ KAKO CY MPOCTHU YjETHO
1 aTomH, yciioB (1) u3 ropme negununyje je ucmymeH. [1okaknMo jeJUHCTBEHOCT
npukaza. Y Ty CBpXy HeEka je

P1-Pr=4q1...4s,

MIpU YeMy Cy CBH OBH eJleMeHTH aToMu. Ho, Ha OCHOBY /0Ka3aHOT, OHH Cy CBH
npoctu. Paanmo mHAyKIujoM mo r. Ako je r = 1, OHJa je cBe jacHO, IO CaMoj
nedununuju atoma. Hexka je TBpheme Tauno 3a 1 — 1 W3 ropme jeqHAKOCTH H
YUELEHUIIE 114 P1 | q1 - - - s, TOWITO j€ p1 TPOCT, T0OHjaMO p1 | ¢j 3a HEKU J €
{1,...,s}. Ho, xaKo je g; aToM, ©MaMo J1a je ¢; = u;P1, 32 HEKH HHBEPTHOUIAH
uj. CkpahuBameM ca p1 1001jaMo jeHAKOCT

P2 -Pr=ujq1---Gqj- (s,
e ,Kanuna’ W3HaJ ¢; O3HadaBa JIa CMO Taj €JIEMEHT H30CTaBWIN. AKO j€ u;q1 =
¢} 10OMjaMo jeIHAKOCT
/ ~
WHIyKTHBHA XHIIOTE3a HAM Jaje TPaKEeHO.
—>. JIOBOJBHO je MOoKa3aTH Jia je CBaku aToM IpocT. CTora mpeTIocTaBuMO Ja
je q arom u Heka g | ab. To 3Haum na je ab = qc 3a Heku ¢ € A. IlpexcraBumo

eneMeHTe a, b, ¢ y o0JuKy mpon3Boa atoMa: @ = p1---pPr, b = q1---¢qs, C =
21 - - - z¢. JlobHujaMo jeqHaKoCT

PLe o Prquc s = QTG Zp

Kako ce aToM ¢ Hanasu ca ieCHE CTpaHe OBE jeZIHAKOCTH, HA OCHOBY jeTMHCTBEHOCTH
pacraBa Clie[id J1a c€ HEKU HheMy NPUAPYKEHH CIICMEHT Hala3u ca JIEBe CTPEeHe.
Jakne, To je jeqaH on eneMeHara pi, ..., P, WIH jeJaH O]l eIeMEHATa (1, - - (s
(MOXma je ¥ y jeTHOM | Y APYTOM CKYITy, He cMeTa). Y TIPBOM CIIydajy mo0njaMo
naq|a,aynpyrom maq | b.

[lokazahemo fa je cBaku r1aBHOMIEAJCKH JOMEH (JOMEH Y KOME je CBaKH
Wjieas rIaBHY, Tj. TCHEPHUCAH je jeTHUM €JICMEHTOM ) JIOMEH Ca jeTHO3HAYHOM (haKTO-
puszaiujom. Hajmpe mokasyjemMo Jia je CBaky IJIaBHOMJICAIICKU JoMeH jeaan NZD
AOMEH, Tj. IOMEH y KOME 3a CBaKa JiBa eJeMEHTa MOCTOjU HajBehM 3ajeHUYKH
nenunan. HapaBHo, 3HamMo na je HajBehu 3ajemHnuku genunan oapehen mo Ha
WHBEPTUOMJIaH eJIEMEHT NPCTeHa. Y MPCTEHy LeluX OpojeBa CMO MOTIIM n3adpatu
MO3UTHBaH Opoj 3a HajBehu 3ajeTHUYKY Jenuiall, y IpCTeHy NOJMHOMa MOHHYAH
€JIEMEHT, aJI1 Y TIPOM3BOJBHOM IIPCTEHY HEMaMO HEKH KaHOHCKH n300p. Moxemo
Cce JIOroBapaTy 3a CBaKU KOHKPETaH CIIy4aj.

CraB 19. V ceaxom enasnoudeanckom 0oMeHny ceaxa 06a enemenma umajy Hajeehu
3ajeOHUYKU Oenunay.

4. Hexa je A riaBHouzeancku jomen u a,b € A. Tana je (a,b) = (d) 3a Hekn

d € A. Kako a € (d), umamo 1a je a = da 3a HeKu a1, Te d | a. Ha ananorau

HauwH ce nokaxe u na d | b. C apyre crpane npermnocraBumo na d' | au d' | b.

To 3Haum na je a = d'a’, b = d'b. U3 uumwennne na d € (a,b), nobujamo 1a je
6



d=ax +by3auneke x,y € A. Ho, tamaje d = d'a’x + d'b'y = d'(d'z + b'y), na
d' | d. Nakne d je Hajsehu 3ajelHUYUKY JIeMIIALl €IEMEHATa a U b.

Mocnenuna 20. Hexa je A enasnoudeancku domen u a,b,c € A maksu da a | be,

NZD(a,b) € U(A). Taoa a | c.

Ly MPETXOAHOM JI0Ka3y CMO BUIEH 1a, ako je d = NZD(a,b) onaa nocroje

x,y € A, takBu aa je d = ax + by (be3zyosa penanuja). [lakie, y HameM ciaydajy
nocroje 2,y € A, taksu na je u = ax’ + by, rue je u € U(A). MHOXemeM ca
u! nobujamo na je 1 = ax + by 3a Heke x,y € A. MHOXKEHEM T jeTHAKOCTH
ca ¢ nobujamo ¢ = acx + bey. Kako a | be, moctoju z € A tako na je bc = az.

Hobujamo: ¢ = acx + bey = acx + azy = a(cx + zy), U3 vera cneau 1a a | c. ]

Teopema 21. Csaku enasnoudeaicku OOMeH je 0oMeH ca jeOHO3HAYHOM (hakmopu-
3ayujom.

4 Jlokaxumo HajTpe a y TIaBHOMICAICKOM JJOMCHY CBAKH HElpa3aH CKYII He-
ajia iMa MaKCUMAJTHU €lIeMEHT. Y Ty CBPXY, HeKa je Z HeKH Helpas3aH CKyI ueana
M HEeKa He TOCTOjH MAaKCHMallaH eJeMEHT Y lheMy. Y3MHMO Ma Koju uaeat Iy €
7. Tlo mpernocTaBIy OH HUje MakcUMamnaH y Z, na nocroju /1 € 7 TakaB na je
Iy C I;. Hu I; Huje makcuMmanaH, na nocroju Is € 7 takaB na je Ip C I} C
I>. HacraBspajyhu moctynak nqo6ujamo GeckoHa4yHU CTporo pactyhu HU3 uzeana
y Z. Ho, oBo nuje moryhe. Haume, popmupajmo yuujy J = Up>ol,. Jlako je
MIPOBEPUTH J1a je oBo unean. Hamme, ako x,y € J,onna x € I, ay € I; 3a Heke
rys. Tana z,y € Iyaxfrs)> 1@ T + Y € Ipaxfrsy C J. Jow nakuwe ce noxake
JIPyro cBOjCTBO, jepu3 x € J,a € A,cnequnax € I.,naa -z € I, C J. [lakne,
J <4 A. Ho, y A je cBaku unean rnasuu, na je J = (b), 3a wexku b € A. Ho, To
3Hauu aa je b € Up>olp, Te b € I u3 uera cnenu na je J = I3, Te je Hemoryhe na
je I; C 111 momro cy oba canpxxanu y J, 1j. Iy.

JlokaxuMo Hajpe a je y CBaKW aToM IPOCT. Y Ty CBPXY, HEKa je a aToM U
Heka a | be. Tlocmarpajmo d = NZD(a,b). Umamo na je a = daj, a Kako je a
arom, To 3Haun 1a je d € U(A) nmm je a1 € U(A). V npBoMm citydajy, IPUMEHOM
rope mocieauie 100ujamo aa a | ¢. Y apyrom ciydajy umamo 1a je d = aal_l,
b=db,majeb= aaflbl U3 vera ciequ ja a | b. 3akibydyjemo aa je a mpocr.

IMpernocraBumo na mocroju exement u3 A\ (U(A) U {0}) koju Hema dakropu-
3alyjy Ha mpocTe enemenTe. [locMaTpajmMo KoleKkUuujy uaeana us :

Z={{a):a€ A\ (U(A)U{0}) u a Hema pactaB Ha MPOU3BOJ MPOCTHX }.

ITo mpeTnocTaBIy je OBa KOJEKIIMja HeMpasHa, Ia IMpemMa J0Ka3aHOM MOpa HMaTH
MakcuMmaiaH eneMenT. Heka je to unean Iy = (ag). To 3Hauu 1a ap HEMa pacTas
Ha mpocte. Kako je cBaku atoMm IpOCT, 1A MMa jeIHOWIAH pacTaB Ha MPOCTE,
3aKJbydyjemMo 1a ag Huje atom te mocroje b € U(A), ¢ ¢ U(A) takBu 1a je
ap = bc. Hakiae, ap € (b) ua € (c), Te (ag) C (b) u (ap) C (c), npu yemy
Cy OBO IpaBH MOACKYMOBH, jep b,c & (ap) (M3 b € (ap) cnenn na je b = agpe
3a HeKo e Te je Tama b = bce. CkpahuBamem ca b nodujamo na je ce = 1,
na ¢ € U(A) wro Huje Tauno). Opasie 3akibydyjeMo jaa cy uupeanu (b) u (c)
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crporo Behu ox uaeana (ap), Koju je Makcumainan y Z, te ouu vucy y Z. To mak
3HAaYW J1a U b U ¢ umajy pactaB Ha MPOM3BOJ MPOCTHX eleMeHara: b = py -+ - py,
¢c = q-qs, Majea = py---Pr - q1---qs, PACTAB CIEMEHTA ¢ HA MPOU3BOJ
IPOCTHX, a MPETIOCTABHIINA CMO J1a TaKaB pacTaB He mocToju. OBa KOHTPaHUKIIHja
3aBpIlaBa J0Ka3.

JlomeH ca jerHO3HAYHOM (PaKTOPHU3ALNjOM KapaKTepHIEe ce THME J1a Ce Y TheMy
MIPOCTH €JIEMEHTH M aTOMH IOIyNapajy U J1a ce CBaKW HeHyJa, HEMHBEPTHOMIIAH

EIIEMEHT @ MOJKE IPECTABUTH y 00Ky a = up{’ - - - p.* T/e je u nHBepTHOMIIaH,

p; mpoctH, a1 > 0 u p; # pj,3ai # j. Ilpu Tome, ako je a = Uqfl--~qlﬂl

JPYTH pacTaB TOT THIIA, OHJA je k = [ W 1MoCToju nepMyTanyja ¢ € Sy Takea Jia
je,saceed € {1,...,k}: pi ~ s U i = B,(;). VIHBEPTHOUIAH €NIEMEHT U y
OIIIIITEM CITy4ajy He MOXeMOo n30ehu, Kao ImMTo TO He MOXKEMO HH y IPCTEHY LETHX
6pojesa. Ha mpumep, —36 = (—1) - 22 - 32, HapaBHo, MOXkeMO TO 3aMUCATH U
oBako: —36 = 2 - (—2) - 3%, anu Ty cy NpocTH eneMeHTH 2 U —2 TIPHAPYKEHHU
jelaH IpyroMm.

Y momeHnMa ca jeTHO3HAYHOM (PaKTOPHU3aIljOM CBAKa JIBa eICMEHTA NIMa]y Haj-
Behu 3ajeannuky genunan. HapaBHo, TO je jeMHO 3aHUMIBHBO aKO HUCY HHBEPTH-
OWIHYU HUTH je Hekn of mux jeqak 0. Jlakie, Heka cy a,b € A\ (U(A) U{0}),
rae je A moMeH ca jeqHo3HauyHOM (akTopu3anujoM. [locMarpamo (akropusamuje
0Ba JIBa €JIEMEHTA Ha MPOM3BO/IC TPOCTHX M AKO CE M0jaBJby]y MPUAPYKEHU IPOCTH
(akTopH KoJ] 00a eeMeHTa, 3aMECHIMO UX TaKO JIa Cy UCTH Y 00e (akTopusanuje.
To Moxemo ocTuhivt IPOMEHOM OHOT HHBEPTUOMIIHOT eJeMeHTa. Jlakie, MOXKeMO
Jia MPETIIOCTaBUMO Jla UMaMo (pakropuzanuje:

Qi Qg — 2Bt B
pu 9eMy Cy u, v uHBepTuOWwIHu U «; > 0,5; > 0 3a ce i. [lakie, Moxe ce
JIECUTH Ja c€ HEKH OJ] MPOCTUX (aKTopa He Hajaszu y obe (akropuzamuje, amu cy
P1, ..., P} CBH MPOCTH EIEMEHTH KOjU CY HEOIXOIHU 32 (haKTOpH3aIlijy OBa JBa
6poja. Tana je jacHo na je

NZD(a,b) = prlnln{ahﬁl} . 'pglln{ak’ﬂk}‘
Hapaguo, mocroju u NZS(a, b) u jacHo je 1a OBjie y3MMaM0O MaKCHMAITHE CTETICHE
MpoCTUX OpojeBa y pacTaBy.

Ho, y mpou3BossHUM JOMEHHMA ca jeTHO3HAYHOM (haKTOPH3AIMjOM HE BaKH
Besyosa penanmja. Ha npumep, jacuo je na je NZD(2, X) = 1y npcreny Z[X],
anu He noctoje monuaomu p(X ) u ¢(X) u3 Z[X ] 3a koje je 1 = 2p(X) + Xq(X).

Eyknuacku nomMmenu

3Hamo fa ¢y u Z u K[X] rmaBHOMICANCKH JOMECHH U TO 3axBasbyjyhu Tome
IITO y BbHMa UMaMO JIeJbeHEe Ca OCTATKOM. YBEAMMO Cajia IojaM JoMeHa Yy KoMe
MOCTOjH TaKBO JIEJHCHE.



Hedununmja 22. 3a domen A xkascemo 0a je EyKIUACKH TOMEH YKOIUKO NOCMOju
dyuryuja ¢: A\ {0} — N maro da éadxice credehu yciosu.

(1) (Va,b € A\{0}(¢(ab) > ¢(a)).
(2) (Vb€ A)(Va € A\{0})(3q,7 € A)(a = gb+rA(r =0Ve(r) < ¢(b))).

IMpumep 23. Y cinyuajy A = Z, y3umamo aaje ¢p(m) := |m|,ay cinydajy = K|[X]
y3umamo ¢(p) := deg p. E

Kako Eyxnmzicku qoMeH fomnasu ca onrosapajyhom ¢ysknmjom, iy hemo HaBo-
JIUTH y TIapy ca IPCTECHOM.

CraB 24. Csaxu Eykauocku 0omeH je 2naeHoudeanck OOMeH.

4 Hexa je (A, ¢) Eyxmacku gomen u I < A. Axo je I = {0}, onza je I = (0).

IIpernocraBumo na je I # {0} u Heka je d € I takas na je ¢(d) = min{¢(z) :
x € I}. Heka je a € I. Taga nocroje q,r € A TakBu 1a je a = qd + r, TA€ je
r = 0w je ¢(r) < ¢(d). Ho, a,d € I, Teur = a — qd € 1. 3akmyuyjemo aa
He Moxe outh ¢(r) < ¢(d), Te mopa butur = 0, 1j. d | a, ma a € (d). N

Ha ocHoBy craBa [19] 3Hamo na y cBakom EykimmackoM JoMmeHy 3a cBaka JBa
eJIeMEHTa TI0CTOj! EbHUXOB HajBehd 3ajeIHMYKH JENiIall. 3a HeroBO HaTaKeHmhe
Moxemo kopuctuti Eykmunos anmropuram. Hamwme, ako cy a,b € A\ {0}, onna
nocroje ¢, TakBu jaa je b = qa + r npu 4emy je r = 0w je ¢(a) < o(r).
VYkomuko je 1 = 0, onma a | b u NZD(a,b) = a. VY cynpoTHOM, uMamo 1a
je a = gb+ r u3Hamo na je NZD(a,b) = NZD(b,r). Tama mocroje g1, 71
TakBu 1a je b = qir + 71, npu gemy je 11 = 0w je ¢(r1) < o(r)(< &(b)).
Vkomuko je r1 = 0, umamo 1a je b = ¢ir, na je r = NZD(b,r) = NZD(a,b).
V cymporaom je NZD(b,r) = NZD(r,r;) u HacTtaBpamo nocrymak ca r, 7. Ho,
kako je ¢(b) > ¢(r) > ¢(r1) oBaj ce moCTymaK Mopa 3aBPLINTH U TAKO 00HMjaMO
HajBehu 3ajeJHIYKY JIeTHal.

Cras 25. Hexka je (A, ¢) jedan Eyknuocku domen.
(@) Axocy a,be A\{0}ub|lauatbh onoaje p(b) < ¢(a).

(©) (Va e A\{0})(4(a) > 1).
() (Va € A)(¢(a) = ¢(1) akko a € U(A)).

4 (a) Heka je b = aq + r, npu uemy je ¢(r ¢p(a) ma = be. Tamajer =

) <
b—aq=b—beqg=>b(1-cq),majed(r) =ob(l—cq)) > o).
(6) OBo je jacro: a = 1-a, maje ¢p(a) = ¢(1-a) = ¢(1).

(8) Umamo: a € U(A) akko a | 1 akko ¢(1) > ¢(a) akko ¢(a) = ¢(1). N
Baskan npumep je ipcren IaycoBux ueanx opojesa: Z[i] = {a+bi : a,b € Z}.

Cras 26. [Ipcmen 7[i] je Eyknuocku domen, y kome je mpasicena gynkyuja oama
ca ¢(a + bi) = a® + b

4 Jacuo je ma je Z[i] momen momiro je notnpcrer mosba C. Ilpumerumo na je,

3anpaBo ¢(z) = zZ = |z|%, Te 3namo na je ¢p(ab) = ¢(a)p(b) > ¢(a) 3a b # 0.
Tpeba ycTaHOBHUTH CBOjCTBO [e/bCHba. Y Ty CBPXY, HEKa Cy AaTu a+bi, c+di € 7Z[i]
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npu gemy je ¢ + di # 0. [TocmatpamMo KOMIUIEKCaH Opoj Zisj =z + x21 € Q[i].
Ykounuko je oH u3 Z[i], ouna (¢ + di) | (a + bi). IIpermocraBumo 1a HUje jeqHAK
0. Tama je [z;] < x; < [x;] + 1, npu yemy [z]| o3HauaBa 1eo xeo Opoja x. Heka
je ¢; € Z ownaj ox Opojesa [x;], [z;] + 1 koju je Gmmku 6pojy z;; y ciydajy aa cy
TI0/]j€/IHAKO yIa/beHHU, MOXKEMO J1a y3MEMO Ma Koju oJ bux. Tazma je |z; — ¢;| < 1
na je

(21 + 220) — (@1 + @0)> = (21 — @) + (22 — @)i]* = (21 — @1)* + (22— @2)° < — +

= =
=
o

Hexa je r1 + 720 = (a + bi) — (q1 + ¢27)(c + di). Tana je
G(r1 + rai) = |71 +r2if* = |(a + i) — (q1 + g2i) (c + di) [
a+ bi . ,
(- ) e i

= (1 + 20) — (q1 + @20)*|e + dil?
1
< ¢(c+ di).
Jaxne, 3a nate a + bi, ¢ + di € Z[i] mocroje ¢; + qoi, r1 + roi € Z[i] Tako na
jea+bi = (q1 + q2i)(c + di) + (r1 + roi), npu gemy je r1 + roi = 0 wm je
¢(r1 + roi) < ¢(c+ di), Te je 3aucta Z[i| jenan Eykmuacku 1oMeH. N

2

He TBpmMO f1a Cy KOJIMYHKK M OCTATaK jeIMHCTBEHO Ojpel)eHu y MPOU3BOJEHOM
EyknuuackoM goMeny.

Ipumep 27. [Mocmarpajmo enemente 8 — i u 5 + ¢ u3 Z[i]. Umamo na je

8—i (8—i)(b—1i) 40—8i —5i—1 39—13i 3 1.
= = = = — — —1.

540 26 26 26 2 2
Umamomaje8 —i=1-(5+1)+ (3 —2i) m p(3 —2i) =13 < 26 = (5 +19).
2)Aumamon8—1i = (5+1)(2—1)+(—3+2i) m p(—3+2i) = 13 < 26 = ¢(5+1).

Hahumo NZD(8 — i, 5 + 7). Kopuctnmo, Ha mpumep, IpBYy BapHjaHTy AeJbeba.
Tpeba na momemnmo 5 + ¢ sa 3 — 24:
54i  (54+d)(3+2i) 15410i+3i—2 13+ 13i
3-2i 13 B 13 13
[Moceamy ocTaTaK pa3auuuT oj Hyse je 6uo 3 — 2¢ te je NZD(8 — 0,5 + 3i) =
3 — 24. Jla cMO KOPUCTHIIH IPYTY BapujaHTy JeJberba JoOuIN OucMo ja je Hajsehu
3ajeMHUYKY AeTuian —3 + 2i, a TH Cy SIIEMEHTH MPUAPYKCHH jeJIaH IPYTrOM. &

=143

3Hamo 1a je Z[i] nomeH ca jenHo3HauHOM (akTopu3anujoM. OxpeanuMo mpocTe

eNIEMEHTE y TOM JIOMEHY. Y Ty CBpXy, Heka je m € Z[i] mpoct. Tazaa je umean

wZ[i] < Z[i] mpoct. ITocmarpamo npoct unean (wZ[i]) N Z < Z (ysepute ce aa je

oBo npoct uzaean). Kako 7w € (m) \ {0} umamo na je (wZ[i]) N Z = pZ 3a Heku

npoct p € Z. To 3Haun na p € wZl[i], na nocroju o € Z[i] Tako ga je p = mo.

Tada je ¢(p) = ¢(7)p(0), ma je p* = (a* + b?)(c® + d?) 3a neke a, b, c,d € Z.
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Nmamo nse moryhuoctu (¢(7) # 1, jep 6u To 3Haumno ga je w € {1,—1,4,—i},
JlaKjie HHBEPTUOUIIaH):

D +d®>=1majen ~ p.

2) a®? + % = ¢ + d?> = p. Jlakze, oCTaBIba Ce MUTAKE KA/A je HEKH IIPOCT
6poj y Z cyma kBapara. Hapasro, 2 = 12+ 12 = (1+4)(1 —4) ~ (1 +1)?. Tako
cMO oOunH HepacTaBibuB ['aycoB 1eo Opoj 1 + 4, xoju je crora mpocT. Octajy
HaM HenapHH npoctu Opojeu. [Ipumernmo na 6pojeBu obnuka 4k + 3 He Mory
OuTH CcyMe KBajpara JiBa Iiesia Opoja pa3iInduTa O HyJle: OCTaTaK IpH JeJbemy ca
4 xBanpaTa Ma Kor 0poja je wiau 1 wm 0, ma 'y 30upy 1Ba TaKBa HUKaKO HE MOYKEMO
no6utu 3. Jlakie, npoctu 6pojeu obauka 4k + 3 cy mpoctu u'y Z[i]. C npyre
cTpaHe, aKo je p npoct obnuka 4k + 1, onna je rpyna (Z, \ 0}, -p) LHKINYHA rpymna
pena 4k u oHa Mopa Ja cajapku eleMeHT x pena 4. Jlakne, y nosmy Z, UMamo
jemmaxoct z* = 1, ma go6ujamo (22 — 1)(z2 +1) = 0. Ho, 22 — 1 # 0, jep
elleMeHT T Huje pena 2, na nobujamo z° +1 =0y Z,. Tosnauu gap | (22 +1)y
Z,map | (x+i)(x —1i)yZli]. Ykonuko 6u p 6uo npoct y Z[i], nmanu 6ucmo 1a
p | (z+i) mwmp | (x—1), Te Ou umanu jequakocT x+i = pctpdi, mTo OM 3HAYHUIO
najep € {—1,1}. Jakiue, nobujamo na npoctu 1esn 6pojeBu obnuka 4k + 1 Hucy
npocTH y Z[i] v onu cy 3anpaso obmukap = a’+b* = (a+bi)(a—bi). OBu 6pojesu
a £ bi jecy HepacTaBJbHBH, 112 TUME U MPOCTH (TO HAM Jaje MPETXOJHA aHAIIN3a).
[TprMeTHMO [1a OHU HUCY IPUAPYKEHH Y Z[i]: U3 IPUAPYKEHOCTH O CICSINIO 1a
jea+bi = u(a —bi),3anexu u € U(Z[i] = {—1,1,4, —i} u 1aK0 ce MOKEMO
yBepuTH aa To Huje moryhe. Ha npumep, ako je a + bi = i(a — bi), umanu 6ucmMo
naje b = a,na 6u cnequio naje p = (a + bi)(a — bi) = a?(1 +4)(1 — i) = 2a>.

Ha pesummupamo ypaheHo y o0IHKy cTasa.

Cras 28. [Ipocmu 6pojesu y L[i| cy:

1. 1414, npu uemy je 2 ~ (1 +1)2.

2. Ceu npocmu 6pojesu uz 7, oonuxa 4k + 3.

3. 3a ceaxu npocm 6poj p € Z obnuxa 4k + 1, nocmoje a, b maxeu oa je p =
(a + bi)(a — bi) u maoa cy a %+ bi npocmu y Z[i).

ITpumep 29. a) PacraBuhiemo 6poj 60 + 567 € Z[i| na mpocre daxrope. Hajmpe
uMamo 11a je 60 + 56i = 4(15 + 14i). Kako je 4 = 22 = (((—4)(1 +1))?)? =
(—1)(1 + 9)*, ocTaje nam na daxropumemo 15 + 14i. Ho, ¢(15 + 14i) = 421 n
TO je mpoct 6poj, ma je 3anpaso 15 + 14¢ npoct y Z[i] u TpaxeHa pakropusarmja
je: 60 4 56i = (—1)(1 + i)*(15 + 144).

6) Oxppenumo dakropusaimjy 6poja 46 + 78 € Z[i]. Kako je 46 + 78 =
2-(23+39)u2 = (—i)(1+ i) tpeba paxropucatu 23 + 39i. Mmamo 1a je
#(23 + 39i) = 2050 = 2 - 52 - 401, ouekyjemo Ja ce y GaKTOpU3alKjH TI0jaBH
npoct ['aycoB 1ieo O6poj 7 TakaB 1a je ¢(7) = 5 1 MOXKAa Ja ce M0jaBu ABOCTPYKO.
Jenan Taxas je 6poj 2 + 4. [Tposepumo na u (2 +4)2 | (23 + 39):

234391 _ 23+39i _ 23439i _ (234390)(3-4i) _ 69+156+(117-92)i _ 225425i _ g4,

(2+i)2 — d4i—1  3+4i 25 25 25
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Kako je ¢(9 + i) = 82 = 2 - 41, ouekyjemo aa ce nojasu 1 + i y pakropusamnuju:
9+i  (9+i)(1—4) 10—8i

1+i 2 2
Kako je ¢(5 — 4i) = 41, a To je npoct 6poj, 3akipydyjemo na je 5 — 4i [aycos
npocT u uMamo daktopuzanujy: 46 + 78 = (—i)(1 +1i)3 - (2 + )% - (5 — 44).

=5—4i.

IlIta 6u ce necusio aa cMo aemuu ca (2 — )% ymecro ca (2 + 7)2? Yocranom,
u 2 — i je I'aycos mpocr 3a koju je ¢(2 — i) = 5. [IpoBepumo:

23439 __ 23+39i __ 23439 __ (23439i)(34+4%) _ 69—156+(117+92)i __ —87+209;
=2 — d—4&i-1 34 25 = 25 =T 25

¥ BUIUMO Ja Hema nieJbuBocT! Ho, To HUje HUKaKkaB mpoOieM, HUTH KOHTPAIUKITU-

ja. Ipocro cmo umanu cpehe y mpeTxonHoj nposepu ©. U3 ynmbenure 1a 5 | z

clenu a ce 'y (pakTopH3alujy 3a 2 MojaBibyje 2 + ¢ WK 2 — 4, ajld CBaKaKo He

o0a enemenTa. IloaceTnMo ce ga OHM HUCY IPUAPYKEHH. 3anpaBo, U3 1€JbUBOCTH

52 | z cenw na ce MmojaBIbyje jelaH WM APYTH, WK Y9aK ¥ 062, 3apaBo HMaMo Ty

tpu MoryhHoctu. Tpeba mpoBeputu koja ce ox MoryhHoctu peanusyje. &

[Tosee paznomaka qoMeHa

VY cnyuajy momeHa, BaHa je KOHCTPYKITHja KOjOM CE O] TOT JOMEHa J0Ja3u
JI0 TI0Jba ,,MHBEPTOBAKH-EM™ CBUX €JIEMEHATa CeM HyJie. Y OCTalioM, TO CMO PaJIuiu
.2 _ 4

¥y IIKOJIK ¥ BPJIO 100PO 3HAMO 1@ PasioMUM HUCY ypeheHu maposu: 5 = g,

a (2,3) # (4,6). Pasnomiu cy 3ampaBo Kjace eKBHBaJeHIHje, HO TIOTITYHO je
OMpPaBAaHO Jia C€ TO HE CIIOMHUILE SKCILITUIIMTHO Y OCHOBHO] IIKOJIH &,

Heka je A momen. Ha ckyny A x (A \ {0}) nedpunnimemo penanujy ~ ca:
(a,8) ~ (b,t) <2 tq = sb.
Huje temxko yBepuTH ce 1a je ~ penanuja eKkBuBajieHyje. [lpoBepumMo TpaH3uTHBHOCT.
Heka je (a, s) =~ (b,t), (b,t) = (c,u). To 3nauwm xa je ta = sb, ub = tc. Ho, Tama
je uta = usb = sub = stc, ma ckpahuBameM ca t(# 0) mobujamo ua = sc,
1. (a,s) = (cu). Ca Q(A) o3Ha4aBaMO CKyIl KJiaca CKBHBAJICHIH]E [IPH OBOj
penanuju, a Kiacy ekBUBaNeHIuje napa (a, s) ca ¢. Onepanuje Ha Q(A) 3amajemo

ca:
a b tatsb a b ab

st st s t st
HapaBHo, oBzie HaMm je BakHO Omio na je A momeH, Te u3 s # 0, t # 0 cienn
st # 0. Tpeda npoepuTH 100py AeHUHUCAHOCT OBUX onepanuja. Yparuhemo To
3a cabupare, a BU 3a B&KOY ypaJHuTe 32 MHOXKEHE.

a b _ b . tatsb _ ta'+s'V
© u § = 3. Tpeba nokasarn na je 452 = L4250

Jlakne, Heka je ¢ =

Pauynamo:

s't'(ta+sb) = s't'ta+s't'sb = (s'a)t't+(t'b)s's = sa't't+tt's's = (st)(t'a’+5'V'),

a TO je 3aKCTa OHO IITO je TpaxkeHo. Moske ce mpoBepuTH aa je ()(A) koMmyTaTHBaH
npcreH ca jexuaunom. OBge je jenununa kinaca napa (1,1) (uim 6uno kor mapa
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(a,a),3aa # 0): 1ga) = %, a0ga) = % Ocum Tora, Q(A) je mosbe: axo je

S # %, Tj. aKo je a # 0, iMaMo jeiHakocT § - 2 = &5 = % = 1¢g(a)- OBo nosbe ce

Ha3WBa M0JbEM pa3jiomMaka joMeHa A. V ciyuajy naje A = Z, nobujamo Q(Z) =

Q, ay cinyuajy na je A = K[X] no6ujamo mpcTeH pannoHaIHuX GyHKIuja:
p(X)

QUE(X]) = K(X) = {qm p(X),(X) € K[X],q(X) # o} .

Jenno3nauna pakTopusanuja y IpcTeHy MOJIMHOMA

Y 0BOM 0IeJbKY, TPCTEH A je TOMeH ca jeZJHO3HaYHOM (hakTopu3anujom. [ aBHu
pesyirar je cienacha Teopema.

Teopema 30. Axo je A domen ca jeonosnaunom paxmopuzayujom, onoa je u A[X|
O00MeH ca jeOHO3HAYHOM (aKmopu3ayujom.

Ho, 0B0 HHje Tako 1ako qoka3aTH 1 Oulie HaM MOTPEOHHM HEKU MPUITPEMHH PE3yNITaTH.
V namem hemo ca K o3nHaunTH mosbe pasznomaka (Q(A) nomena A. Jlokaxumo
Hajrpe cneachy memy.

Jlema 31. Axko je p npocm enemenmy A, onoa je (p) < A[X] npocm udean.

4= BaxHo je 1a pasnukyjeMo uiean pA IpcTeHa A reHEpUCAH SIEMEHTOM p i
unean pA[X ] npcrena A[ X | reHeprcaH THM HCTHM €IEMEHTOM; OBaj IOTOH HICa
je ropenasezienn (p). Iowro je (p) mpoct enemeHT y A, oHza je, o crasy [11] pA
npoct unean y A u A/p je nomen. Mu tpeba na mokaxemo na je A[X]/pA[X]
nomeH. Jlepunnmmmo npeciukaBame ¢: A[X| — (A/pA)[X] ca:
plag+a X+ +a, X"):i=ag + a1 X + - +a, X",

IJIe je ca @ O3HAaYCHA KJlaca eEeMEHTa ¢ Y KOJIMYHUYKOM MPCTeHY: @ = a + pA €
A/pA. Kaxo je npuapyxuBame a — @ jenaH emumopdusam (xomomophuzam
KOjH je ,Ha”), TJaKo Cce MpoBepaBa 1a je u  jenan emuMopdusam. Ho

ap+---+a, X" € Ker ¢ akxo (Vi)(@ = 04/p4)

akko (Vi) (p | a;)

akko (V7)(3b;)(b; = pa;)

akko (3bg, ..., bn)(ag+- - +a, X" = p(bo+- - -+b, X™)

akko (ag + -+ + ap, X" € pA[X]),
na je Ker ¢ = pA[X]. 3axmyuyjemo na je A[X|/pA[X] = (A/pA)[X], a xako
je (A/pA)[X] nomen, nobujamo na je u A[X|/pA[X], na je unean (p) = pA[X]
TPOCT.
Nedununuja 32. 3a nonunom a(X) = ag+ a1 X + - - - + ap, X" € A[X] kascemo
0a je nupumutuBaH ykoauko je NZD(ag, a1, ..., a,) = 1. 5
Jlema 33. (I'aycoBa aema) Ako ¢y f,g € A[X]| npumumusnu, onoa je u f - g

NPpUMUMUBAH.
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s JloBOJBHO je TOoKa3aTH Ja He OCTOjU IPOCT €JIEMEHT KOjH AETH CBaKH KOepHIIH-

jeHT monuHOMa f - g. Y CympOTHOM, HEKa je p MPOCT SIIEMEHT KOjU JETH CBaKU
xoeduimjent osor npoussoza. To 3nauu na je tana ¢(f - g) = O(a/pa)[x)> €
je w ropenaBeneHu xomoMopdusam. Ho, kako je f mpuMuUTHBaH, p HE JCITU CBE
merose koehurmjente, Te je (f) # 04 /pa)x]- VI3 IPAMHTHBHOCTH g Clie/H 1a je
©(9) # 0¢a/pa)x)- Ho, kako je (A/pA)[X] nomen, To je p(f)-¢(g) # 0(a/pA)X]s
ap(f-g9)=q¢(f) v(g). OBa KOHTpaAUKIIKja 3aBpIIaBa JOKa3.

Jlema 34. Hexaje f € K[X]\ {0}. Taoa:

a) [ = c(f)- fo, 20eje fo € A[X] npumumusean nonunom, a c¢(f) € K je
oopehen 0o na unsepmubunan eremenm uz A.

0) c(f-g) =u-c(f)- clg), eoejeuec U(A).
A a)Hekaje f = %+%X+- . -+g—:X",rue ai,b; € A. Akojed = boby - - - by,
jacHo je na df € A[X]. Kako d* € A, moxe ce neuaucat

an al (079
=NZD |d—,d—,...,d— |.
c < bO’ bl 9 9 bn>

Tana je momuaOM fo = %l [ € A[X] npumuTHBaH nonuHOM 1 uMamo 1a je f =  fo.
JIokaXMMO jeTHHCTBEHOCT OBAKBOT IpencTaBibama. Heka je f = c1 f1 = co fo, e
cy c1,¢0 € K, a f1, fo € A[X]| npUMHTHBHH MOJIMHOMH. YKOIHMKO je ¢1 = %,
cy = %’ npu uemy je NZD(p;, q;) = 1, onna us %fl = Z—;fg, MHOXEHEM Ca 12,
nobujamo gaop1 f1 = qip2fo. Kako ¢y fi u fo NPUMUTHBHU HOJIMHOMH, TO j€ ¢oP1
HajBehin 3ajeIHUYKH Aeauial KoeuijeHara moJIuHoMa ¢op1 f1, a q1po HajBehu
3ajeHUYKH JeNnian KoeduijeHara moauHoMa qip2 fo. Kako cy oBo jemHaku
MIOJIMHOMH, 3aKJby4yjeMo Ja je gap1 ~ q1p2, Tj. moctoju u € U(A) tako na je
Gop1 = uqip2, T€ je % = u%, Tj. ¢1 = ucy 3a Heku u € U(A).

6) Hexa je f = c(f)f1, 9 = c(9)g1, h = [ - g = c(f - 9)ho, fo. 90, ho € A[X]
npumuthBHE osmHOMH. Tana je f - g = ¢(f)c(g) fogo, Tae je fogo nmpumuTHBaH
o ["aycoBoj nemu. [akie, c(f)c(g) fogo = c(f - g)ho. Ha ocHoBy a) mobujamo na

jee(f-g)=wu-c(f) c(g)3anexnu € U(A).
Ipumernmo na, ykomuko f € A[X]\ {0}, onna napasro c(f) € A.

Jlema 35. IIpocmu enemenmuy A[X| cy unu npocmu enemenmu y A unu npumumueHu
nonunomu uz A X| koju cy nepacmasmueu y K[ X].

4 Heka je f € A[X] npoct enement. Ako je deg f = 0, onma je f mpoct

enemeHT y A. Axo je mak deg f > 0, onma f cBakako Mopa OWUTH MPUMHTHBAH
noiauHoM. Hamme, ako OCToju p, KOju je MpocT y A ¥ KOju 1enu cBe KoehHLnjeHTe
nonuHoma f,ondaje f = pg(X)3anexn g(X) € A[X] n ne 6u 610 HepacTaBIbUB,
a caMUM THUM HH npocT. Moske i f Outu pacraBbuB y K[ X|? Ykonuko 6u To
0mI10 TaKo, Tj. aKO O MMOCTOjaJI OJMHOMH ¢, h cTenieHa 6ap 1 TakBu naje f = g-h,
oHJia 61, HA OCHOBY MPETXOJHE JBE Jieme, Baxuio 1a je c(f) = u - ¢(g) - ¢(h), 3a
nekn u € U(A). Kaxko je f npumutuBan noanHom, 1o je ¢(f) = 1 (um je Heku
14



UHBEPTUOIIAH y A, ITO HE MeHa HUIITa) 1 uMaiu 6ucmo aa c(g) - ¢(h) € U(A).
Tana je

f=c(9)g0 - c(h)hg = c(g) - c¢(h) goho
—_——
cU(A)

u 100um 6ucmo 1a je f HepacTtaBibuB y A[X | mITO MPOTHBpEYH MPETIIOCTABIH 2
je f mpoct enement y A[X]. Tume cMo [oKa3aiu jaa ako je f MpoCT eNeMEeHT y
A[X], xoju HUje KOHCTaHTaH IOJWHOM, OHJIA je OH IIPUMHUTHBAH MOJIMHOM, KOjH je
HepacTaBsbuB y K[ X].

JIoKa)K|UMO cajia ¥ Apyrd cMep. AKO je f mpocT eneMeHT y A, oHIa U3 Jieme
cienu ja je on npoct Uy A[X]. IlpermocraBumo cana 1a je f NpUMHTHBAH
nonuHoM U3 A[X], koju je HepactaBpuB y K [X]. Tpeba nokasaTu 1a je OH MpocT
y A[X]. IIpermocraBumo xa f | g-h, 3aueke g, h € A[X]. Kako je f HepacraBibus
y K[X], a K[X] jecre noMeH ca jelHO3HAYHOM (HaKTOPHU3ALMjOM U Ty CE MPOCTH
¥ HepacTaBJbUBH EIIEMEHTH Moayaapajy, ouna f | gy K[X]| wm f | h y K[X].
Heka f | gy K[X]. Tagajeg = k- f sanexu k € K[X]. Ha ocHoBy neme [34]
umamo 1a je c¢(g) = c(k) - c(f) - u, 3a mexkn u € U(A). Kaxko je f npumurusay,
10je c(f) = 1, maje c(k) = c(g) -u~! € A(g € A[X], mac(g) € A), naje
sampaBo k € A[X]|u f | gy A[X]. Ha ananoran Hauns gokasyjemo jaa ako f | h
y K[X], onma f | h 'y A[X]. Tume cmo nokasanu 1a je f npoct exemeHt y A[X]
IITO 3aBpIlABa JI0Ka3, la

Capa Haj3ax MoXeMo 10Ka3aT Teopemy 30}
4= 3mamo 1a je JOBOIBHO IOKa3aTH 1a ce cBaku enement w3 A[X ]\ (U (A[X]) U {0})
MOJKe MPUKA3aTh y 00JIHMKY MPOM3BO/IA MPOCTUX ejeMeHara. HapaBHO, umamo ja
je U(A[X]) = U(A). llocmatpajmo pactas of f Ha atome y K [X] 3a koju 3HaMO
na mocroju: f = fy--- fx. Ho, fi = ¢(fi)gi, tne ¢(f;) € K, a g; cy npuMUTUBHA
nonuHoMHE y A[X |, koju cy HepactasbuBu y K [X |, jep cy monuHOMH f; HepacTas-
mwusn y K[X]. Nakie,

f=clfr)---c(fe)gr- - gr

Kako cy g; npumutuBan y A[X], koju cy HepactaBibuBu y K [X |, oHu cy mpoctr
enementn y A[X|. Ho, u3 ropme jennakoctu cienu ma c( f1) - - - ¢(fx) € A, a xako
je A noMmeH ca jeqHo3HaYHOM (haKTOPU3AIH]OM, TT0CTOje d1, . - . , d; KOJH CY IPOCTH
y A (a tame u npoctn y A[X] Ha ocHoBy neme[31)), Tako 1a je

c(fr) - elfi) =di--dr.
Tako cMo 100mIH 11a je
f:dll..dT'gl..'gk
1 TO je TpaeHa (paKTopu3almja o1 f y Ipon3Bo npocTrx enemenara us A[X]. W
Kao mocienuiy oBe TeopeMe HMaMo YHEEHHULYY Ja ¢y JoMmerH Z[X |, Z[X, Y],
Z|X,Y,Z],... nomeHu ca jeqHo3HayHOM (hakTopu3aiujoM. VctakHHMO jour ga
CMO JI0Ka3alli U J1a je npuMuTuBaH nojuHoM y A[X] nepactaBmbus y A[X| akko

je HepacraBsbuB y K[ X].
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CraB 36. Heka je A domen ca jeonosnaunom gpaxmopusayujom, K mwe2060 nome
paziomara u f,g € A[X]|. Taoa je NZD(f,g) = NZD(c(f),c(g)) - d, 20e je
d € A[X] npumumusnu nonunom y A[X]|, koju je najeehu sajeonuuxu oenunay
nonunoma f u gy K[X].

S IIpe cBera, 3namo ja je A[X] momeH ca jenHO3HAYHOM (PaKTOPHU3AIN]OM, TE

Jla 'y BbeMy CBaka JBa elleMeHTa nMajy Hajeehu 3ajeHnuKy genwal. [lokaxumo
HajIpe Ja je HaBeJIeHH TIOJIMHOM 3ajeIHUYKH JeHIall IoJIMHOMa f U g.

Kako d | fy K[X], te u NZD(c(f),c(g)) - d | fy K[X], umamo jexHakoct
f = NZD(c(f),c(g)) - d - q 3a mvexn mommuoMm ¢ € K[X]. Jlobujamo na je
c(f) = NZD(c(f),c(g))c(q)u, 3a vekn u € U(A), nomwrro je ¢(d) = 1, jep je d
npumutrBan nonuaoM. Ho, NZD(c(f), ¢(g)) | e(f), Te MokeMo 1a CKpaTuMo THM
enemenToM u3 A u mobujamo na je c(q) € A, te ¢ € A[X| u HaBeACHH MOIMHOM
nemu fy A[X]. Ha uctu HaumH ce mokasyje 1a oH nenu u g y A[X].

Hekajecana D € A[X| nonmuaom koju nemu u f u gy A[X]. Tamaje f = Dq1y
AlX],tejec(f) = c(D)c(qr)v,3anexun v € U(A). Tosnaun na c(D) | c(f) y A,
jepje c(qi)v € A. Takobe, ¢(D) | c(q) y n gobujamo na c(D) | NZD(c(f),c(q))
y A. Axo uckopuctumo npukasz D = ¢(D) Dy, rae je Dy IpuMHUTHBAH MTOJIXHOM U
unmbenuity 1a D | dy K[ X], jep je d najsehu 3ajeqHUUKH IenIal OBUX MOJTHHOMA
y K[X), owma D | NZD(c(f),c(g))d y K[X] u NZD(c(f),e(g))d = DQy
K[X]3anexu @ € K[X]. Tangaje NZD(c(f),c(g))e(d) = ¢(D)e(Q) - w, 3a Hexkn
w € U(A). Kaxo ¢(D) | NZD(c(f),c(g)) y A, to je NZD(c(f), c(g)) = ¢(D)a,
3a Heku a € A u no6ujamo 1a je ¢(Q) = aw ! € A. Croraje Q € A[X]u D
nenu Haeaenu monuHoM y A[X]. Crora momuaom NZD(e(f), ¢(g)) - d uciymana
00a ycioBa 3a HajBehH 3ajeJHHYKH JEHIIALL M TO 3aBPIaBa J0Ka3 OBOT CTaBa,

Unycrpyjmo cras 36| npumepuma.

Hpumep 37. Oapeaumo Hajsehu 3ajenHudku Aeunan noiusoma f(X) = 8X° +
8X4 +4X3 +4X%2 +4X +8ug(X) = 18X* +24X3 + 12X%2 - 6X — 12y
npcreny Z[X].

Nmamo na je
c(f) =NZD(8,8,4,4,4,8) =4, c(g9) = NZD(18,24,12,—6,—12) =6

u3 gera podujamo NZD(c(f), c(g)) = 2. Cnenehe mro Tpeba ma ypaanmo je na
Hal)emo HajBehn 3ajenHuuky memmian opux monuHoMma y Q[X]. Ilotom, momro
3HaMo 112 je Hajpehu 3ajeqamuky genuiarn oapeleH 10 Ha MHBEPTHOWIIAH EIEMEHT,
npema craBy [36| Tpeba na n3abepemMo moiuMHOM Koju je mpumuTHBaH y Z[X], On
HapaBHO HE MOpa OMTH MOHHYAH.

Kako panumo ca xoepunujentuma y nosby (Q, cBu 1enu 6pojeBr pa3induTH 01
HyJ1e ¢y nHBepTHOWIHY, Te je NZD(ma(X),nb(X)) = NZD(a(X),b(X)) 3a ce
nene 6pojese m, n # 0. [loctynak HapaBHO M3BOAMMO EyKIHI0BUM alropuT™MoM,
alu KOPHCTUMO OBy Hzejy na OmucMo mojenHocraBwin Mmelhypesynrare. Kaxo je
F(X) = 42X 42X+ X34 X2+ X +2)u g(X) = 6(3X*+4X3+2X%2 - X —2),
To EyKinuaoB anropuraMm MO)KeMO NMPUMEHUTH Ha OBE NPUMHUTUBHE MOJIMHOME Y
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3arpanama. Jlakie, Moriyi OMCMO J1a 3aI0YHEMO JeJhEHeM oTuHOMA 2.X Spox4y
X34 X2+ X 42 nommaomom 3X 4 +4X34+2X%— X —2y Q[ X]. HapasHo, BUIIMO
na he Ham ce oMax MOjaBUTH pa3inoMuu. Hema Huder somer y pa3ioMIuMa, aiu
pazy JaKiie padyyHuLe OMCMO BOJIENH 1a uX n3deremMo. Buanmo na To MoxkeMo
Jia TOCTUTHEMO aKO MPBU MPUMUTHBAH MOJIMHOM MOMHOXKHUMO ca 3. To he cBakako
Jatu 11eo Opoj Kao Koe(HIHjeHT Ha TOYETKY, ajlH Ce JIeJbehe HE 3aBPLIaBa y jeTHOM
KOpaxy IOIITO je pa3iuKa y CcTeleHHMMa OBHX MosimHoMa jeanaka 1 Crora ce y
JPYroM KOPaKy MOJKE M0jaBUTH pa3jioMak. 3aTo je MOTOJHO NMPBH HPUMHUTHUBHU
TIOJMHOM MOMHOKHUTH ca 32 = 9.

Hakie, nenmumo mommHOM 18X 51 18X%+9X3 +9X2+9X + 18 nojauHOMOM
3X44+4X342X%2 X —2 To pajuMO CTaHIAPIHO U J0O0HjaMO Jia je KOJTMYHUK
6X —2, aocratak 5X°% +19X2+ 19X + 14. Cana momusom 3 X4 +4X3 +2X2 —
X — 2 tpeba nogenutn noauHoMoM 5X 3 +19X2 + 19X + 14. Jla 6ucmo u3bernu
Pa3IoMKe, MPBH TOTMHOM MHOXKHMO ca 52 = 25.

Kana momaom 75X % + 100X3 + 50X2 — 25X — 50 m0eIuMo TIOTHHOMOM
5X3 4+ 19X2 + 19X + 14 nmobujamo kommaHUK 15X — 37 m ocraTtak 468 X2 +
468X + 468 = 468(X2% + X + 1). Iorom nonunom 5X° + 19X2 + 19X + 14
nenumo monuHoMoM X 2 4+ X + 1 u go6ujamo komuuruk 5X + 14, a ocraTak je
jemuak 0.

Kako je mocne sy HeHyIa OCTaTaK, 10 Ha KOHCTAHTaH yMHOXKAK, jeqHaKk X 2 +
X + 1, aTo je jour ¥ IPUMHUTHBAH MOIKHOM y Z[X ] Gupamo Gaur mwera 1 KOHAYHO

no6ujamo na je NZD(f, g) = 2(X? + X + 1) Ha ocHOBY CTaBa £

Tpumep 38. Onpeumo Hajsehu 3ajenHuuku Aemunan nomnoma f(X,Y) = X3Y +
X2Y2 2XY34+ XY?242Y* unommoma g(X,Y) = X4Y2 4+ 2X3Y3 4+ XY+
XY?+2Y° +2Y3 y npcreny Z[ X, Y.

Ja 6rcmo npumennn ctas 36, npencraBuMo Hale MOIMHOME Kao MOJMHOME
npcreny Z[Y][X] (nakie oeae he ocuoBuu nperen 6utn A = Z[Y]) u 03Haunmo
mpeu ca P,anpyrnca@Q: P =Y X3+ Y2X?2 4 (=2Y3 4+ Y2 X +2Y3,aQ =
Y2X442y3 X3 (VA4 Y2) X +2Y512Y3. Tamaje c(P) = NZD(Y, Y2, —2Y3+
Y2,2Y3) =Y, nokjec(Q) = NZD(Y2,2Y3 Y44+Y2,2Y? 2Y3) = Y2, Jlakne,
NZD(c(P),c(Q)) =Y.

Cana tpeba na Hahlemo HajBehm 3ajeHMYKU Nenwian noiauHoma Py = X 34+
YX2 4+ (2Y2 4+ V)X +2Y3uQo= X+ +2Y X3+ (Y2 +1)X +2Y3 + 2V
y npcreny Q(Y')[X] u na onna u3abepeMo TakaB KOjH je IPUMUTHBHU [TOJIUHOM Y
Z|Y][X] (nospe pasznomaka npcrena Z[Y | je mosbe Q(Y)).

[Monenumo nonuuoM (Y noauaoMoM Fy. Jlobujamo konuunuk X + Y 1 ocraTak
(Y2—Y)X2%2+(2Y3—2Y241)X +2Y. Cazma 6u nonusoM Py Tpe6ao nojieuTH
TUM ocTaTKoM. [la Ou ce u30erino nojaBibuBame NpaBUX palMOHATHUX (QYHKLH]a,
nemuhemo nomuuoM (Y2 — Y)2P, tum ocratkom. Tlocie jgocta padyHama ©,
no6ujamo ja je kommunuk (Y2 — V)X — Y3 + Y2 — 1, a ocrarak (Y° — 2Y*4 +
2Y3 Y24 1)X + (2Y% —4Y5 +4Y* — 2Y3 +2Y). Mmamo na je 2Y6 —4Y5 +
44 —2Y3 +2Y = 2Y(Y® — 2Y* + 2Y3 — Y2 4 1), Te je ocTarak 3ampaBo

17



(Y5 —2Y* 4+ 2Y3 — Y2 4+ 1)(X + 2Y) u y nammem Mmoxemo kopuctutu X + 2Y
TOIITO je CBaKH HEHyJIa OaHHOM 110 Y uHBepTHOmIan y Q(Y)!

Jlakune, octrano je na ce nomunom (Y2 —Y) X2+ (2Y3 —2Y2+1) X +2Y nonenu
nomaoMoM X + 2Y. Jlo6ujamo na je kommunuk (Y2 — Y)X + 1, a octarak 0.
Crora je HajBehu 3ajequmdku nemmnan nomuaoma Py u Qo y Q(Y)[X] momuHOM
X + 2Y u Kako je OH NPUMHUTHUBAH Y Zﬁ] [X] (xoedummjentn cy my 1 u 2Y),

MOKeMO y3eTH mhera. Konauno Ham crtaB|36| naje: NZD(f,g) = V(X +2Y). =

3a BexxOy ypaauTe 0Baj IpUMeEp Tako LITO hete 0Be MOJTMHOME IOCMATPATH Kao
nonuHoMe u3 Z[ X][Y]

Jokaxxumo caja BaxxaH Aj3eHIITajHOB KPUTEPHjyM 32 HEpacTaB/bHBOCT OIMHOMA
U J1ajeMO jeIHy HEeTOBY IIPUMEHY.

Cras 39. (Aj3eHITajHOB KPpUTEPUjyM) Hera je A Oomen ca jeonosnaurnom gax-
mopuszayujom, K mwez060 nomwe paziomakau f = an X"+ +a1 X +ag € A[X]
mMakae 0a nocmoju npocm enemenm p € A 3a Koju éadxicu:

(1) p | ao, p | al,...,p | anflap'fan;
2) p* 1 ao.
Taoa je f nepacmasmwusy K[X].

4 Tpernocrasumo 1a je f = g - h y K[X], paxropusamuja Ha HeKOHCTAHTHE

noimuaome. Tana je c(f) = c¢(g)c(h)u, 3a vekn v € U(A). Kako je f € A[X],
10 je ¢(g)e(h) € A u nobujamo na je f = c(g)goc(h)ho = g1h1, upu yemy je
g1 = c(g)c(h)go € A[X], hy = ho. Haxie, umamo daxropusaunjy f = gihi y
AlX].

HckopucTuMo cafa xoMmoMopdusaM ¢ M3 J0Kasa JeMe Ha ocHoBy mnpse
npermnocTaske, gooujamo na je o(f) = a,X". ®akropusanuja f = g hi Ham
naje @, X" = o(f) = v(g1) - ¢(h1). Ho, xako je A/pA nomeH, oBo je Moryhe
camo axo je p(g1) = ¢X¥, p(h1) = dX"F, 3a neke c, d, npu uemy je 1 < k < n.
I[ToceGHo cy cioboauu wiaHoBH moiuHOMA (g1 ) U ¢ (h1) jennaku 0, mto 3ampaso
3Ha4H J1a Cy CII00OJHHU YWIAHOBY CaMUX IIOJMHOMA g1 U hq nesbuBH ca p. Ho, lHX0B
IPOM3BOJ je cI060JaH YiIaH MOIMHOMA f, Tj. ag, a 61 OH GHO JIeJBHUB ca P2, a TO
je cynpotHo apyroj npernoctasi. Crtora 3akibydyjeMo Ja je f HepacTaB/bUB y

Hpumep 40. Hexa je p npoct 6poj. TTokazahemo na je momaom a(X) = XP~1 +
-+ 4+ X 4+ 1 € Z[X] nepacrasmus y Q[X].

JacHo je ma je monmHOM (X ) HEpacTaB/BUB aKO W CAMO aKO j& TO MOJHMHOM
a(X + 1). Hauwme, u3 Herpusujansor pacrasa a(X + 1) = b(X)c(X) Gucmo
no6umu HerpusHjatan pactas a(X ) = b(X — 1)e(X — 1) = a1(X)b1(X). Cana
npumetnmo 1a je (X — 1)a(X) = XP — 1, ma je

n p—1
Xa(X +1)= X" —1= P xrh 1= P xo—k,
aX+1) Z<p—k 2 p—k

k=0 k=0
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Crora je
a(X +1)=XPt4pxXP2 4 (§>XP—3 + -+

Kakosacee ] < k < p—lsaxumap | (}),ap®{ pupt 1, Ha ocHOBY
AjsenmrajaoBor Kkpureprjyma nonuHom a(X + 1) je nepacraspuB y Q[X]. &

3a MCIUTHBaKkE HEPACTABJFMBOCTH OJIMHOMA, KOPUCHA je U TIPOBEpa 1a JIN IIOJINHOM
uMa HyJy y 1oJby paziioMaka. EBoO craBa Koju HaM y TOME ITOMaxKe.

CraB 41. Heka je f(X) = ap X" 4+ -+ + a1 X + ap € A[X], 20e je A domen
ca jeonosnaunom haxmopuzayujom. Yxoauxo cy b,c € A maxeu da je ¢ # 0,
NZD(b,c¢) =1u f(b/c) =0, onoab | apu c | a,. Hocebno, axo je f(X ) monuuan
NOIUHOM, C8AKA HYIA MO2 NOAUHOMA, Koja ce Hanasuy K, sanpaso npunada A.

4 Axoje f(b/c) =0, onna je

b\" b\t b
an | =] +tapn-1|- +--t+a|-)+ta =0.
C C C

MmuoxemeM ca c” 1o0ujamo
anb”™ + ap_ 10" e+ o+ a bt + apc™ = 0.

Onasze nobujamo na b | apc™ u ¢ | a,b". Ho, kako je NZD(b, ¢) = 1, nobujamo
nab | apuc | a,. MucMO 0OBO M3BEITH 3a CITy4aj TJIABHOHMICATICKUX JTOMCHA, a HIje
TEIKO [TOKA3aTH JIa pe3yJITaT BaXKH U 38 JOMEHE Ca jeTHO3HAYHOM (PaKTOPU3ALIH]OM.
Haume, u3 b | agc” cnenu na je bd = apc”, 3a Heku d € A. JIokaxumo ja
b | ap uaIyKIMjOM 1O GpOjy ($) mpocTux (akTopa y pactaBy oa b. Ako je s = 1,
uMamo Ja je b mpoct 6poj te b | ag umu b | ¢". Ho, u3 NZD(b,c) = 1 cinenu na
b 1 ¢, ma nobujamo TpaxkeHo. [IpeTnoctaBUMO 1a TBphere BaXKH aKo 3a EICMEHTE
KOjU MMajy pacTaB Ha IPOM3BOJ O S IPOCTHUX eJIeMeHaTa U HeKa b MMa pacTaB Ha
npousBoz ox s+ 1 npoctux. Heka je p jenan of THX npoctux y pactaBy oxa b. Tazna
CBaKaKo p | apc™, HO p 1 ¢ (ma crora He aeau HU ") jep b i ¢ HeMajy 3ajeJHHUKHX
npoctux nenwitana. Crora p | ag. Jakie, umamo jexnakoctu: b = pb', ag =
pay. Jobujamo na je pb'd = pagc™ te ckpahusamem ca p nodujamo b'd = agc™.
Hapagno, NZD(b’ ,¢) = 1, ma HaM MUHAYKTUBHA XUIIOTE3a Jaje 1a v | a(’), a oxarie
crequ na pb' | pag, 1j. b | ao.

[Toce6Ho, ako je f(X) MOHMYAH TOJIMHOM, HMaMoO 1a je a, = 1, mausc | 1
cienu 1a je ¢ maBepTudmwian y A, re b/a € A. N

Ipumep 42. Heka je npcreH ca jenHo3HauHOM (pakTopr3aiujoM, K HBEroBo nojse
pasiomaka, p mpocT eleMeHT y Aun > 2 npupoaaH 0poj. [Tokaxumo na jenHaunHa
" = p Hema pemrema y K.

[Mocmarpamo momuuaoM f(X) = X" —p € A[X]. Axo Ou OH nMao Hyiy
y K, KaKko je OH MOHHUYAaH MOJIMHOM, UMao OH HyJly y A Ha OCHOBY HPETXOIHOT
craBa. Ho, Tama 6ucmo 106w aa je p = a™ y A, Te Ou p OMO pacTaB/bUB, IITO

MMPOTUBPEYH MMPETIIOCTABIIN z[aje OH IIPOCT, I1a TUMC U HEPACTABJLHUB. -E
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HapagHo, npeTxoiHH IpUMeEp je reHepaiu3aija 100po HaM MOo3HATOT pe3yJiTaTa
U3 CpeEbe IKOJIe, KOjU je OMOo MO3HAT Uy crapoj I'pukoj: /2 HHje panuoHanaH
0poj.

KoHctpykimje TemupoM 1 IIecTapoM

Y mKonM cMO UMalH IPUIIMKE Aa HU3ydaBaMoO KOHCTPYKIHj€ KOje ce MOTY H3Bp-
IIUTH JICKUPOM U mecTapoM. HapaBHo, Ty ce moapa3yMmeBa Ja JICHHup HHjE ,,0a-
JKIapeH”, Tj. 1a He MOXXEeMO OJIMEpaBaTH AyKuHe momohy nemupa (6e3 o63upa Ha
YHBEHUILY J1a JeHUPH, KOjU Ce TPOo/Iajy Kao IIKOJICKH Ipudop jecy OakaapeH™).
Jlemupu caMo ciyke 3a TOBJIadYeH-e MPaBUX KPo3 JIBE JaTe Tauke. Y BE3M ca THM
Cy n00po mo3HaTa TpU KOHCTPYKTHUBHA MpodieMa AHTHKE (32 KOje Cy BEpOBaTHO
HCKHU O yuTajaala u tIyJ'II/I).

1. YBoctpy4aBame KOIke. 3a 1aTy KoKy, Hahu Ko1Ky nBocTpyko Behe 3ampe-
vuge. C 0631poM Ha TO J1a je 3aTipeMHIHa KOIIKe CTPAHHMIIE @ jeIHAKA a° 33 HaTaKe-
e cTpaHuie b 3a kojy je b> = 2a3 moTpe6HO je ¥ 10BOJBEHO KOHCTPYHCATH 6POj
V2.

2. Tpuceknuja yrmna. Jlatu yrao mojenutu Ha TpH jeaHaka nena. Jobpo Ham
j€ TI03HATO KaKo JIa MPEToJIOBUMO YTao, a M Kako Jia JaTy Oy II0JeJIUMO Ha TPU
jemHaka jena, ajJu Kako MOJISIINTH yrao Ha TpH jeqHaka nena? [lokasahemo na ce n
TO CBOJIM Ha NMUTame KOHCTPYKIMje Opoja KOjH je peliene HeKe jeqHaunHe Tpeher
cTerneHa (Kao IITO je U v/2 peluere jeaHaunne 2° = 2).

3. KBagparypa kpyra. 3a gatu kpyr Hahu KBagpat uMja je MOBPILMHA jeAHAKA
NoBpLIMHY AaTor Kpyra. C 003upoM Ha TO A2 je HOBPIIMHA KpyTa MOy HpeuHHKa
nata popMysoM 727, a Jia je OBPIIMHA KBapaTa CTPAHHUIIE @ jeIHaKa a° pelnaBa-
e pobIieMa ce CBOM Ha KOHCTPYKIH)y Opoja /7.

Y oBOM 0fieJbKY, YKpaTko hemMo ommcaTd IiIaBHE airebapcke uieje Koje ce
Hajas3e y OCHOBHU IpoOJieMa KOHCTPYKIIM]E JICHUPOM U MIECTapOM U MOKa3aTH Ja
ce IpBa JiBa HaBeeHa MpodJieMa He MOTY PELIMTH Ha Taj Ha4YHH.

CBe KOHCTpYKITHje HapaBHO BPIIMMO Y paBHU. Y ®0j hemo u3abparu jeany
tauky O W JiBe HOPMAJHE MpaBe Koje Kpo3 Yy mponasze. 3amucinuhemo, paau
JIAKIIIET OTHCa, Ja je jeqHa ‘XOPU30HTaIHA , a Ipyra ‘BepTHKanHa’ (OHE MpeICTaB-
Jbajy KoopauHaTHe oce). Ha xopuzoHTanHoj ocu, n3abpaheMo ‘ca mecHe crpane’
on tauke O jenany Tauky P u cmatpahemo aa nyxx OP mpencraBiba jeAUHHYHY
nyx. Jlakie, koopaunare Tauke P 6uhe (1,0).

OcHOBHA KOHCTPYKIIHja JICEbUPOM j€ TIOBJIaUCH:-€ [TpaBe Kpo3 1Be Beh KOHCTpyHUcaHe
TauKe, 10K je OCHOBHA KOHCTPYKIIH]ja IIECTAPOM LIPTAhE KPyra ca LIEHTPOM Y jeTHO]
KOHCTPYHCAHOj TaYKH KOja IPoJIa3H Kpo3 APYry KOHCTPYHUCAHY TauKy. Y HpeceKy
TaKO KOHCTPYHMCaHMX MPaBUX U KPYroBa, JoOMjaMo HOBE Tauke. Tauka y paBHHU je
KOHCTPYKTHOMJIHA YKOJIMKO C€ MOKE TOOUTH MOHABJBahEM OCHOBHUX KOHCTPYKIIH]ja
KOHa4YHO MHOTO IyTa. [IpumMeTnMo 1a Mo>keMo oceGHO pa3MaTpaTi 1 KOHCTPYKIIHje
Tayaka Ha KOOpAMHATHUM ocama. Tako j100HMjaMo M 10jaM KOHCTPYKTHOMITHHX pe
anHux OpojeBa. Huje Temiko yBeputu ce na Baxku cienehu cras.
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Cras 43. Tauka y pasnu ca koopounamama (a, b) je KOHCMPYKMUOUTHA AKO U CAMO
axo ¢y a u b KoHcmpykmubuiHu peainu 6pojesu.

Tauke y paBHU MOKEMO J]a BUIUMO M Ka0 KOMIUIEKCHE OpojeBe Ha CTaH JapJaH
HauuH. Crenehu cTaB je 3aHUMIBUB.

Cras 44. Koncmpyxmubuinu 6pojesu yune nosve.

& Hajemo ngoka3 3a peante 6pojeBe. C 003upomM Ha TO KaKO Ce U3BOJIE OTepalije
ca KOMIUIEKCHUM OpojeBHMa, JIaKO c€ TIOTOM J00Mja pe3yiTaTr U 3a KOMIUIEKCHE
Opojese. Mu hemo mokazaTi J1a peaTHi KOHCTPYKTHONITHH Op0jeBH YMHE MOTII0JbE
ox R. ¥V Ty cBpxy, Tpeba mokasaTtu Aa, ako Cy a U b KOHCTPYKTHOWIHU peaHu
OpojeBu, oHza cy To u OpojeBu a = b, a - b, kao u 1a je % KOHCTPYKTHOHIIaH Opoj
3a CBaKu KOHCTpyKTHOWIan 0poj a # 0. Huje Telmko yBepuTH ce jia je 10BOJbHO
0BO TMOKa3aTH KaJla IMaMo MMO3UTUBHE peaiHe OpojeBe (HeraTUBHH OpOjeBU camo
yBoze Bullle ciny4dajeBa). Koncrpykuuja Opoja a + b gara je cnenehum npresxom.

Rl

O R a Q> S

Hamwme, axo je O6poj a onpehen taukom (), a 6poj b Taukom P, oHzIa Hajmpe
Kpo3 Heky Tauky 7' (TakBy ja je nyxuHa nyxu OT HeKH KOHCTPYKTHOMIIaH Opoj)
Ha BEPTHKAJHOj OCH KOHCTPYHIIEMO IMpaBy MapajellHy XOPHU30HTaIHOj ocH (TO
3HaMO Ja KOHCTpyHIIEMO ImoMohy nemupa u mecrapa). [lotrom kpo3 Tauky P
KOHCTPYHIIIEMO TIpaBy MapajielIHy BEPTHKAIHO] OCH M Yy TIPECeKy J00HjaM0 TauKy
P’. Tlosnauumo u npaBy kpo3 Tauke 1" u (). Ha kpajy moBaa4umo mpasy Kpo3
P’ napasnenny npagoj kpo3 Tauke 7' u . YV mpeceky ca XOPU30HTAJIHOM OCOM
nobujamo Tauky C' koja u oarosapa 0pojy a + b.

Ynraonnma 0CTaBIhaMoO Jla MPOBEpe KaKo ce MOKe KOHCTpyHcaTu 0poj a — b.

3a KoHCTPYKIHMjy Opoja a - b kopuctumo cienehy nponopuujy: ab : b = a : 1.
EBo nprexa (Tauka P o3HauaBa nmo3uiyjy opoja 1).
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R/

PR Q @

INocraBisamo kpyrose ca neHTpoM y O Koju rpoJiase kpo3 Tauke P (koja oaroapa
Opojy 1) u Tauky R (xoja ogrosapa 6pojy b). ¥V mpeceky mobujamo tauke P’ u R’
Ha BepTHKaIHOj ocu. IIpasa kpo3 R’ mapanenna mpaBoj kpo3 tauke P’ u Q) ceue
XOPH30HTAIIHY OCYy y Tauku ()’ ¥ Ta Tauka oqrosapa Ta4yku a - b. Haume, npaBoyriu
tpoyriou AQOP’ u AQ'OR' ¢y cinunn, na je OQ : OP' = 0Q' : OR/,
onHocHO @ : 1 = OQ' : b. Crora tauka ()’ 3aucra oxrosapa 6pojy a - b.

OcTaBsbaMo YMTAOIIMMA 32 BEXKOY J1a MOKaXy KaKo Ce MOXKE KOHCTpyHCaTH Opoj

L ako je a Beh KoHCTpYHCaH.

a
Hmamo 1 BuIIe 0] TOra Ja KOHCTPYKTHOMIHK OPOjeBH YHHE MOJbE.

CraB 45. Ako je nozumusan peanan Opoj a KOHCMPYKMUOUTLAH, KOHCMPYKMUOULAH
Jje u 6poj +/a.

P [penopydyjemo unTanonrma Jia ce yBepe Aa OpTex

O/

naje pereme. OBe Tauka P. oarosapa, kao u panuje, 0pojy 1, Tauka () 6pojy —a,
a S je uenrap KoHcTpyucanor kpyra. lyxuna ayxu OO’ ogrosapa 6pojy /a.

CraB 46. Hexa cy oame mauxe A, B, C, D uuje cy koopouname y HeKOM HOMNObY
F nowma R. Taoa cy koopouname mauaxa xoje ce dobujajy y npecexy dge npase,
06a Kpyea, unu npase u Kpyea, oopeherux ca 08e 00 08UX MAyaKa, NPpUnadajy uiu
nowy F unu nowy F(,\/T), 20e jer € F.
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S Haxre, nate cy tauke A(x1,y1), B(x2,y2), C(x3,y3) u D(x4,y4). Jennaunna
npase kpo3 Tauke A i B narta je ca:

r — I . X9 — I

Y=y Y2—y1’

JIOK je jeJIHaYrHa Kpyra Koju umMa 1ienrap y C' u nposasu kpo3 D nata ca:

(x —23)° + (y — y3)® = (w4 — 23)* + (ya — y3)*.

Crora ce HalaXeme MpeceKa Te MpaBe U TOT Kpyra CBOJU Ha pPellaBambe CHCTeMa
OJ1 jeqTHE IMHEAPHE U jeHe KBajpaTHe jeaHadnHe. [locMaTpameM pBO THHEapHE
jEeITHAYIHE, MOXKEMO jeHY KOOPAUHATY U3PA3UTH MPEKO pyTe (WK ce 9ak qo0uja
Jla je jeZiHa KoopAuHaTa (PUKCHpaHa, IITO ONET 3HA4H /1a j€ U3pa)keHa IPeKo JIpyTe,
caMo MpeKo KOHCTaHTHE (QYHKIIHMj€) U TAaKO 3aMEHOM Y jeJHAaYMHY Kpyra o0ujamo
KBaJ[paTHY jeJHAYMHY, a 3HAMO JIa FheHO pelllaBambe YKIbYUy]je HalaXemne KBaapar-
HOT' KOpeHa M3 HEKOT eJIEMEHTa KOjH je U3PaXKeH y 0OJIHMKY KOJMYHHKA MOJIMHOMA
1o KoeHILIMjeHTUMA, 1a CTora Npunaja nojpy F. Jlakie, HOBe KOOpAMHATE CY WK
u3 F umu cy y nosby F'(\/T), Te je r Taj 6poj umju ce KOPEeH TPa)H y MOCTYIIKY
pelaBama jeJHaYMHE, a CUTYPHO MPHIIaAa MoJby F.

VY caydajy Aa mocMaTpaMo Ipecek JBe MpaBe, CUTyallHja je joLI jeIHOCTaBHuja,
jep peliema Mopajy npunanaty nosby F', 10K ce ciydaj Ipeceka J1Ba Kpyra CBOJM,
Olly3UMameM HHXOBUX jeHaYMHA, Ha CIIydYaj TpaKema pelleha CHCTeMa jeIHe
JMHEapHe U jelHe KBagpaTHE jelHaunHe (KBaJpaTHU YIaHOBH he ce omy3uMameM
CKpaTHTH).

Hapennmo canma HajBaXHI]Y TECOPEMY ¥ OBOM OJICIBKY.

Teopema 47. Heka je o koncmpyxkmubunan peaian 6poj koju ne npunaoa Q. Taoa
nocmoju Hu3z nomnosa 00 R

Q=FhCFHhCFKC---CF,=F,
mako 0a o« € F, F; = F;_1(\/;), 20ejer; >0, 1, € Fy_y1, \/7; # Fi_1. Jaxkne,
[Qa) : Q] =2°

3a nHeko s > 1.

4+ Kao wTo 3HaMO, HeKa Tauka j€ KOHCTPYKTHOMIIHA aKO ce MOXe JOOUTH O]

KOHCTPYKTHOMJIHHX Ta4aka y KOHAYHO MHOTO KOpaKa O] KOjUX C€ CBaKU CacTOjU O]
HaJlakerha Ipeceka JBe MpaBe, WK IpaBe U Kpyra. A peanaH Opoj je KOHCTPYKTHOH-
JIaH YKOJIMKO je KOOpAMHATa HeKe KOHCTPYKTHOMIIHE Tauke. Jlakie, « je KoopArnHa-
Ta HeKe Tauke A, Koja je 1o0ujeHa Kao mocieamha Tauka y Hu3y. Kao mro 3Hamo,
CBY pallMOHAIHU OpOjeBH ce MOTY KOHCTpyHcaTy oueB o1 0 u 1. 3aTuM, eBeHTyal-
HO, J0/1ajeMO KOPEH HEKOT TO3UTHBHOT PAllMOHAIHOT Opoja r1 B Jo0HjaMo MoJbe
Q(+/r1), npu uemy /r1 ¢ Q Ha ocHoBy craBa, y cnenehem Kopaky, HajBuIle
IITO je MOTPEeOHO N0/AaTH je OIeT KOpeH Hekor Opoja u3 Q(,/71), KOju ce Ty He
Hanasu. Jlakie, 3aucrta 1o0ujaMo HU3 1MOJba Kao IITO je HaBelleHo U « € F, rie je
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F 10 mocnenme nosbe. Ho, ¢ 063upom Ha 1o na je F; = Fi_1(,/7;), ipn yemy je
ri € Fi_1m/r; # F;_1, jacHo je na je

[Fz . Fifl] = 2,

jep je momuHOM X2 — 7; MMHMMAJIaH TIONIMHOM €JIEMEHTA /7; Hajl TloJbeM Fj_1.
Crora je

[F:Q]=[F,: Fn_1][Fno1: Fh_o]---[F1: Fo] =2".
Ho, xako o € F', nobujamo na je
2" =[F:Q =[F:Q(a)] - [Q(a) : Q,
Te je 3aucta [Q(«) : Q] = 2% 3a Heko s > 1. N

Hanomena. Onrosapajyhu pe3ynarar Baku W 3a KOHCTPYKTHOMIIHE KOMILIEKCHE
6pojese: ako je a € C\ Q xoHctpykTOunan, ouaa je [Q(«) : Q] = 2° 3a Heko
s> 1.

Cana MoXkeMo J1a pemrMo oHa JiBa mpodiema. [1o3abaBumo ce Hajpe mpobieMomM
yIBOCTpy4YaBama KOIKE.

Cras 48. Yosocmpyuasare koyne nuje mozyhe uzspuiumu kopuuihieroem uck/by4ueo
Jlerupa u wecmapa.

. 3
S Bupgenu cMo f1a ce To cBoAM Ha KOHCTPYKTHOMITHOCT Opoja /2. Ho, nonuaom

a(X) = X3 — 2 je nepacrapbus Hajl Q Ha OCHOBY Aj3eHIITajHOBOT KPHTEPHjyMa.
Kakoje a(¥/2) = 0,To je a(X ) MuHIMAaTHN TOTHHOM eleMenTa v/ 2, Te je [Q(1/2) :
Q] = dega(X) = 3, mTo MPOTUBPEYHN MPETXOAHO] TEOPEMH, jep 3 CBaKako HHje
CTEIEH TBOjKE. N

[a 6ucMo mokaszanu a HUje Moryhe U3BPIIUTH TPUCEKIN]y IPOU3BOJHHOT yTiia
kopumhemeM JelhHpa U MIeCTapa, J0BOJBHO je MOKA3aTH Aa Ce He MOXKe KOHCTPYH-
caru yrao ox 20°. Haume, 3HaMo j1a ce yrao ox1 60° Moke KOHCTPYHCATH JISEbHPOM
U IIIECTAPOM, a aKO je I0Ka3aHo Ja ce yrao o 20° He MoXke KOHCTPYHCATH JICHUPOM
U LIeCTapoM, TO ce yrao ox 60° He MOke MOJETUTH Ha TPH jeAHAKa JeNa caMo
JEHHPOM U LIECTAPOM.

PasmaTpameM jeIMHUYHOT Kpyra, BUIUMO Ja c€ HEMOTYhHOCT KOHCTpyKIHje
yria o 20° cBoau Ha HeMoryhHoCT KoHeTpyKIHje Opoja cos 20°. JJoKkaKUMO To.

CraB 49. bpoj cos 20° nuje koncmpykmubunan.

S Kopuctuhemo cnenehu maneHTHTET:

cos 3¢ = 4 cos® p — 3 cos .

Uwuraoru 6u Tpebaso ga mpoBepe Kako ce J00Hja 0Baj HICHTUTET. Y CBAKOM CITy4ajy,
ako y3memo 1a je ¢ = 20° mobujamo

1
4 cos® 20° — 3 cos 20° = cos 60° = 5
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JHaxre,

3 1
cos® 20° — 1 cos 20° — 3= 0.

Tocmarpajmo mommsom a(X) = X2 — 32X — 1 € Q[X]. Jloxkakumo 1a je on

HepactaesbuB Hag Q. C 003upoM Ha TO 11a je y muTamy noauHoM tpeher cremneHa,
JIOKa3 ce CBOM Ha ITPOBEPY Ja Ju Taj moauHoM uMa Hyiny y Q. To Ou Ouina u Hyna
nomuoma 8a(X) = 8X3 — 6X — 1. Ho axo je % € Q jenHa HyJa TOT MMOJIMHOMA,
npu yemy je jq¢ > 0 u 0Baj pazioMak HecTpatus, oHAa p | (—1), a ¢ | 8 mo 106po
HaM TI03HATOM KPHUTEPHjYMY, KOjH CMO CKOPO ToKa3aid. JIako je mpoBepuTH Ja
TaKBH p U ¢ HE MOCToje (YBEPUTE ce Y TO). ANTEPHATHBHO, MOCMATPAMO MOJIMHOM
b(X) = 8a(X + 1) = 8X3 — 24X2% + 18X — 3, Koju je HEPACTABILUB MO
AjJ3eHIITajHOBOM KPHTEPHjyMY — y3UMaMo p = 3.

Jo6umu emo a nomraoM a( X ) Huje pactassbus Hax Q. Kako je a(cos20°) = 0,
3akJpydyjemo aaje a(X ) Munumanau monuaoM 3a cos 20° Han Q, te je [Q(cos 20°) :

Q] = 3, wro nokasyje xa 6poj cos 20° HUje KOHCTPYKTHOMIIAH.

OBaj pe3yaTar HaM oKa3yje J1a UCKIbYYUBO JISKLHPOM U IIECTapOM HUje Moryhe
KOHCTpYHCTaTH paBriiHu 18-yrao. Hanme, jacHO je 1a ce KOHCTPYKIIHja IPaBUITHOT
N-TOYTJIa CBOJY Ha KOHCTPYKIIH]Y HEHTPAIHOT yTJia HaJl BheTOBOM CTPAHHIIOM, & TO
jeyrao oxn %, OJTHOCHO Y CJTy4ajy mpaBuiHor 18-royria paju ce oy yriny o 20°.

Crenehu pe3ynrar je HEIITO TEXKH 3a I0Ka3.

CtaB 50. Axo je p nenapan npocm 6poj u axo je mocyhe koncmpyucamu npaguiIHu
p-myeao, onda je p ®epmaos mpoct 6poj, mj. npocm 6poj obnuxa p = 22" + 1
za nekon = 0. Ilocebno, nuje mozyhe koncmpyucamu npaguinu ceomoyeao, Humu
NPAasUIHU jedanaecmocyeao.

,{-‘ HOCManaMO IMOJIMHOM

a(X)=XP 4 XP 24 . 4 X +1.
[To mpeTnoctasiy je 6po ( = e% xorCcTpykTHOMNaH (1, (, . .., (P! unHe TemeHa
npasuiHor p-toyrina). Kako je (P = 1 u, jou je ¢ # 1, to je a(¢) = 0. ITokazanu
cmo 1a je nommaoM a(X ) € Q[X ] Hepacrasipus. Ctora je OH MUHUMAJTHH [IOJIMHOM
enementa ¢ 1 [Q(C) : Q] = dega(X) = p — 1. Kaxo je ¢ koHCTpYKTHOMIAH OpOj,
nobujamo na je p — 1 = 2" 3a Heku npupoaau 6poj m. Heka je m = 2™(20 + 1)
3aneken > 0ul > 0. Ako !l # 0, onaa je

Te p He 61 610 npoct 6poj. Crora mopa 6utu p = 22" 4 1, 3a mexko n > 0, Tj. p je
®depmaos mpoct 6poj.

Hanomena. Axo je F,, := 22" + 1, oHia 3HaMo Jia Cy 0BO MPOCTH GpOjeBH 3a

n = 0,4. Hucy no3natu apyru ®@epmaosu mpoctu Opojesu. [locebHo, 3a n = 2,

umamo aa je Fy = 17. Tayc je nokasao, xazna je umao 19 roauna, na je moryhe
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KOHCTpyHcaTH paBuiHu 17-oyrao (jom on Eyknuaa je mo3nato na je moryhe KoH-
CTpyHCaTH NPaBHJIHH TPOYrao M MPAaBUIHU METOYTao) U TO MY je, 10 HerOBUM
peunMa, yKasajio Ha TO Ja je MmareMatuka ooehaBajyha npodecuja 3a mera.

Henocraje nam 3Hama, ajnu je mITeTa Aa 3a Kpaj He HaBenemo cienehy Teopemy,
Maja je He MOXKeMo JoKa3zaTH. HaBeauMo camo, TMOIITO ce Y TEOPEMH CIIOMHIbE
cTereH Opoja 2, Aa ce Jako MOXKe KOHCTpyHCaTH IpaBHiIaH 2n-Toyrao, ako je eh
KOHCTPYHCaH PaBHIaH N-TOYrao: camo je NoTpeOHo Hahu cCMMeTpaiie IEHTPATHUX
yIJIOBA KOJH OJI'OBapajy CTpaHHUI[aMa TOT N-TOYTJIa, @ TO CBAKAKO 3HAMO J1a YPaauMO
JCHHPOM U LIECTAPOM.

Teopema 51. Ilpasunnu n-moyeao mocyhe je KOHCMPYUCAmMu aKo U camo aKo je n
obnura: n = 2Fpy - - ps, 3a nexo k > 0, 20e cy p; paznuuumu Pepmaosu npocmu
bpojesu. N
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