AJITEBPA 2
JTOJATHO O TPYIIAMA

30PAH IIETPOBUh

Y oBoM ofiesbKy OaBMheMO ce CKOpO MCKJbYYHBO KOHAYHUM Tpyliama, Tako Jia
cMaTpamMo Ja Cy CBe TpyIe KOje ce OBJE T0jaBJbyjy KOHAUYHE, CEM aKO Ce MOCEOHO
HE MCTaKHe Ja Mory OuTH u OeckoHayHe. KpaTka HarmoMeHa o o3Hakama: C YBEK
03Ha4yaBa MpaBH MOJCKYII.

Konaune p-rpyne

Hajmpe najemo map nedunnmmja.

Jebunummja 1. Hexa je p npocm 6poj. 3a konauny epyny G xasicemo oa je jeoua
p-epyna, ykoauro je |G| = p™ 3a nekon > 1. )

Mepununmja 2. Hexa je G epynau H < G. 3a H xaoscemo 0a je MakcumanHa
ykonuxo ne nocmoju nooepyna K < G zaxojyje H C K C G. )

[prMeTHMO J1a TIPOU3BOJbHA IPYIIA HE MOPa CaIPKATH MAKCHMAJIHY TTOTPYILY.
Mpumep 3. I'pyna (Q, +) He caapku MAKCHMAIHY TTOATPYITY.

I[IpermoctaBumo aa je A makcumainsa noarpymna ox Q. Kako je (Q, +) AGenosa
rpyrma, cBaka MOArpyma je HOpMaIHa U MOKEMO MOCMATPATH KOMUYHHUKY TPYITY
Q/ A. Jenuue noxarpyre oBe rpyre cy Ieja rpymna u TpuBHjaiHa noarpymna. Hanme,
ako 6u L < Q/A Guna Heka moArpymna pasinddra of OBe ABE, OHIa Ou W_I[L},
rae je m: Q — Q/A xaHoHcka npojekuuja, Ouna mpasa noarpyna ox Q, koja je
cTpuKkTHO Beha ox A, a To Huje Moryhe, jep je A makcumanHa moarpymna on Q.

Haxkie, mopa 6utu Q/ A = Z,, 3a neku npoct 6poj p. Heka je x € Q \ A. Tana
je A=p(5 +A) =z + A, nabucmo nobum 1a x € A. L

VY cny4ajy konaune rpyne (G, jacHO je Jia IOCTOju MaKCUMaliHa nmoarpyna. Ha-
uMme, ohumo ox tpuBmjanne moarpyne Hy = {e}. Ako oHa HUje MaKCHMalHa,
onna nocroju H; < G, tako na je Hy C Hi. Ykonuko Hu H| HUje MakCUMaJIHa,
nocroju Hy < G, Tako naje H; C Hs. Ho, He MOXKeMO HACTABUTH TaKO HEOTPAHU-
UeHo, jep je rpyna G koHauHa, a uu3 |Hy|, |H1|, |H2|, . .. je ctporo pactyhu Hus3
MPUPOJIHKUX OpojeBa. 3aTo ce OBaj MPOIIEC MOPa 3aBPIIUTH HEKOM MaKCHMAaTHOM
noarpynom. CiM4aH JJOKa3 HaM Jiaje Jia je CBaka Ipapa MOArpyIa KOHAuHe TPpyIie
caipkaHa y HEKOj MaKCUMAaITHO] TIOJTPYITH T€ TPyIIe.

Osnaunmo ca P(G) ckyn cBux noarpyna rpyne G. Tana G nejctByje Ha P(G)
ca: g+ H := gHg™!. Axoje H < G,onmaje Xy = {g € G : gHg™' = H}.
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3Hamo 1a je oBo moarpyma ox G. Kopucru ce o3uaka N (H) 3a oBy moarpymy u
Ha3uB: HOpManuaatop nogrpyne Hy rpynu G. CBojcTBa HOpMATH3aTOpa OIicaHa
cy cnenehnm craBom.

CraB 4. Heka je G epynau H < G.
(1) Z(G) € Ng(H).
(2) H<aNg(H).
(3) Axoje K < Gu H< K, onoaje K C Ng(H).
(4) Axoje K C Ng(H), onoaje KH < G, HIKHuKH/H = K/(HNK).

4 1.u2. TUPEKTHO Clieie U3 AcUHUII]C.

3. Kaxo je H nopmanHa noarpyna (nox)rpyne K, onna je kHk~' = H 3a cBe
k € K, anu to ynpaso 3uaun 1a k € Ng(H) 3acBako k € K.

4. OBo je jeqHOCTaBHA FeHEpATU3allH]je IpyTe TeOpeMe 0 U30MOP(H3MY 3a IpyIIe.
VYpanute TO 3a BEKOY.

Baxwu cieneha teopema.

Teopema 5. Hexa je G konauna p-epyna, e neympany G, K maxcumanua nooepyna
yGulG|=p"

a) Z(G) # {e}.

b) Ilocmoje nopmanue nooepyne Go, G1, . .., Gy, maxee oa je
{e}=GocGiC---CGp1 CG,=0G.

Taoa je |G| = p’ 3a cse j.
¢c) KaGu|G: K| =np.

& a) OBo 6u Tpebaiio na je mokazano y Anrebpu 1, anm eBo unak qokasza. [locma-

TpaMo aejcTBo rpymne G Ha camoj cebu 3a1aTo ca: ¢ * a := gag ‘. Opbure npu
OBOM JICjCTBY Cy Ki1ace KoHjyroBaHoctd y (G. Ho, 3HaMo na peq opOuTe nenu pes
TpyIe, ma je pen cBake opoure oonmka p” 3a Heko r > 0. Ho, opOuta je jeqHowrana

akko a € Z(G). Axko cy 4, ..., opObuTe KOje HUCY jeqHOUIAHE, OHIA UMAMO
JEIHAKOCT
(1) Gl = 1Z(G)[ + [u] + - + [€%l.

Ho, kako p | |G|up | |Q|3acei =1k, onmaup | |Z(G)|, ma Z(G) # {e}.

b) Jlokas n3BoAMMO MHIYKLHUjOM 1O 1. YKonuko jen = 1, onpaje G = Cp, u
y3umamo 1a je Gy = {1}, a G = G. TIpeTnocTaBuMO Jia je TBpherme 0Ka3aHo 3a
cBe rpyme pexa p®, rae je s < n uHeka je |G| = p". o geny nox a), Z(G) # {e},
na no KommjeBoj teopemu y Z(G) nocroju enement = peaa p. Kako z € Z(G),
noarpyna (x) je HopmanHa y G' 1 MoxeMo nocMatpatu rpynny G = G/(z). Ho,
|G| = p"~! u no MHAYKTUBHOj XUMOTE3M TOCTOjU HU3 HOPMATHUX MOATPYTIA OJf
G:

{{(z)}=GoCG1C - CGr1 CGro1 =G
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Axocarm: G — G/(x), 03Ha4nMO KaHOHCKY Npojekiujy u akoje G 1 = 7 L[Gy],
OHJIa IOOMjaMO TPaKEHU HU3 HOPMAIHUX MOArPyIa:

{e}=GoCcGiC---CGp1 CG,=G.

Hawnme, nHBep3Ha ClIMKa HOPMAITHE OATPYIIE je HopManHa nmoarpyna. [lpumernmo
naje opae G = (z) u na je |G| = p’, 3a cBe j.

¢) Pagumo mHykIjoM mo n. 3a n = 1 3amcra Hema ImTa na ce paad. Heka je
|G| = p" u mpeTnocTaBUMO Ja TBpherbe BaXKH 3a CBE MPUPOIHE OpPOjeBe Mambe OJf
n.

[IpermocTaBMO J1a MOCTOjM MaKCHMaJTHA MOATPYa K Koja HHje HopMaTHa MOJI-
rpyna ox G. Kako je K < N¢(K) 3axpyayjemo na Ng(K) # G, na mopa 6urn
K = N¢(K). Kako je, Ha ocHOBY npeTxoHor craBa, Z (G) C Ng(K), 3akipydy-
jemo na je Z(G) C K. Kao n y 1oka3y IpeTxoIHOr jeia, mocMarpamo = € Z(G)
pena p u kKaHOHCKy mpojekuujy 7: G — G = G/(x). Ipumerumo na je Tana
K = 7[K] makcumanna noarpyna rpyne G. Haume, kako je cBaka Hoarpyna
on G obmuka L = L/(z) 3a nexy noarpyny L rpyne G (ako je X < G, ouna
je L = 7 YX] € G,a X = 7w[r ![X]], jep je 7™ ,Ha”), NpETHOCTABUMO Ja
je K < L. Ho, tana jeu K C L, HO HEe MOXe BaxuTH jenHakoct K = L,
jep 6ucmo Tama umamu u K = L. Jlakne, K C L, Te, kako je K MakcuMmaiHa,
umamo 1a je L = G, te cnemu 1a je L = G u 3aksbyuyjeMo 1a je K MakcuMaiHa.
Kako je |G| = p" 1, o unaykTHBHO]j XHTIOTE3M 3aK/byuyjemo fa je K < G u ja je
|G : K| = p. Ho, K je Tajia HopMaJiHa NOATPYyNa Ka0 MHBEP3HA CJIMKA HOPMAIIHEe
NOATpyTeE, a T MHAYKyje uzomopdusam 7: G/K — G/K (ysepute ce na je To
Tako), Te je |G : K| = |G : K| = p.

Kommko nma Hem3oMmopHUX p-rpymna mator peaa? EBo kpaTke Tabmwmie 3a 2-
rpyme (o 2'9).

pen | 6poj ximaca nzoMopdmzama
4 2
8 5
16 14
32 51
64 267
128 2328
256 56092
512 10494213
1024 49487365422

EBo 1 jeqHe mporeHe 3a 6poj knaca uzoMopdu3aMa Tpymna peaa p”, y 0O3HaIu
v(p™), 3a Ma koju poct 6poj p: v(p™) = p* /27 + O(n8/3).



Teopeme Cunosa

JlokakuMo Hajupe jeaHy JeMy.
Jlema 6. Hexa je G konauna epynau K < H < G. Taoda easicu jeonakocm
|G:K|=|G:H|-|H:K|

4 Ha ocHOBY JlarpamxoBe Teopeme nmamo ciezehe jemHakocTu:

|G| =|H|-|G: H|, |H|=|K| |H:K|, |G=|K| |G:K|

U3 npBe aBe jenHakoctu nobujamo: |G| = |K| - |H : K| - |G : H|, Te onna u3
Tpehe 3akspydyjeMo Ja BaXXH TpaKeHa jeHaKOCT.

Nedbununuja 7. Hexa je |G| = p"m, 20ejer > 1 u p{ m. Tada ceaxy noozpyny
00 G peoa p", ako nocmoju, nazusamo Cvnosrbesa p-nogrpyna epyne G. )

Hcnocrassba ce Aa TakBa oArpymna yBek nocroju. To je canpxaj cienehe reopeme.

Teopema 8. Hexa je G konauna epyna. Tada 3a ceaxu npocm 6poj p xoju deau peo
epyne nocmoju Cunosmesa p-noozpyna.

4 Heka je p mpoct 6poj, koju aenu pen rpyne G. Jlokas U3BOJUMO HHAYKIIH]OM
no pexay rpyre. basa mnaykumje ce oqHocu Ha |G| = p u Ty Hemamo mITa 1a
nokasyjemo. [IpermocraBumo naje |G| = n u na je TBpherse TauHo 3a CBE MOATPYIIe
ca Mame 0] n eJeMeHara. Pazmarpamo JiBa ciydaja.

1. V G nocroju npaBa noarpyna H 4uju wHICKC HUje AesbuB ca p. Kako je
|H| < |G|, no unaykTuBHOj xumnore3n nocroju CuiaoBiseBa p-moarpymna ox H.
Ho, axo je |G| = p"m, tme p t m, xaxo je |G| = |H| - |G : H| no JlarpamxoBoj
Teopemu, a no npernocrasiy p 1 |G : H|, nobujamo naje |H| = p"m/, tne p t m/.
Crora je CunosibeBa p-noarpyna o H yjenso u CunoBsbeBa p-noarpyna on G.

2. IlperniocTaBuMoO Ja p A€W MHIEKC cBake mpase moarpyme on G. Kao u
y JOKa3zy y KOjeM CMO IOKa3aliil Jia je LIeHTap CBaKke p-TMOArpyle HeTpHUBHjalaH,
nocMarpajMo zejcTBo came rpyne GG Ha cebe KoHjyroBameM. [loHOBO moOujamo
ucty jennaxoct (I). Ho, kako je mpu nejcTBy rpyne pen opOHTe jenHaK UHIACKCY
crabunusaropa, 1obujamo 1a moHoso p | €] 3a cBe 7. Kako p | |G| mobujamo
nap | |Z(G)|. Tpema KommjeBoj Teopemu y Z((G) mocroju eiaeMeHT T pena
p. Tlonoso nmocmarpamo rpyny G = G/(z). Kako je G = p"~'m, Moxkemo na
MPUMEHUMO MHIYKTHBHY XHIIOTE3y IMoA ycioBoM aa je » — 1 > (0. Ho, ako je
r = 1, ogmga cMo Beh mobmnmm TpakeHy CHIIOBIBEBY MOATPYITY: TO je MOATPYIIA
(x). Maxme, yKOIHKO je r > 1, M0 MHIYKTUBHO] XUmoTte3n nooujamo CHIIOBIbEBY
p-noarpyny K < G. Oua je pena p"—'. Ho, tana je rpyna K = 7~ ![K| pena p” u
TO je Tpaxxena CuiioBsbeBa p-noarpyna rpyme G.

Haxne, CunosibeBe p-noArpyne yBek noctoje. Cana he nHam Tpebatu jegna

TEXHHUYKaA JIEeMa.
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Jlema 9. Heka p-epyna H oejcmayje na xonaunom cxkyny X. Taoa je
X =1X| (mod p),
c0eje XC :={re X :(VgeG)g-x =z}

4 Kaxo je pexa opbuTe jeqHaK MHAEKCY cTabWin3aTopa NpeACTaBHUKA Te OpouTe
Y KaKo je IpyIia Koja AejcTByje Ha X jeiHa p-rpyIa, TO je pell CBake HejeJHOUIaHe
opGute nesbuB ca p. HapaBuo, yHuja jeqHounannx opoura je 6am X . Tpakenu
pe3yaTaT CleNu.

Teopema 10. Hexa je G xonauna epyna.

1. Ceaxa p-nooepyna 00 G cadpoicana je y nexkoj Cunosnesoj p-nooepynu.
2. Cesaxe 0ge Cunosmese p-nooepyne cy KOHjyeosamne jeOna opyezoj.

3. Bpoj Cunosmwesux p-nooepyna 00 G npu dememy ca p daje ocmamax 1.
4. bpoj Cunosmesux p-nooepyna o0 G denu peo epyne G.

Z: 1.u2. Hexa je H nexa p-nonrpyna u P Heka CunosibeBa p-noarpyna. [Iper-

nocraBumo Hajmpe 1a je H C Ng(P). Ha ocHOBY CTaBa nodujamo: HP < G u
|HP : P| = |H : HN P|. Ykomuko 6u 6uno |H : H N P| > 1, nobwm 6ucmo
na je H P jenHa p-podgrupa xoja nma Buine eaemenata on CuioBsbeBe p-podgrupe
P wiro Huje moryhe. 3akspyuyjemo na je |H : H N P| = 1, wro 3Hauu 1a je
H=HnNP,T1j. HC P. lakiie, y OBOM CIIy4ajy CMO TOOWIIN TPaXKEHU pe3yIITarT.

Osnaunmo cazma ca S cKkyn cBuX KoHjyrata onx P u Heka GG jaejctByje Ha S
KoHjyroBameM. Jlakie, S je opbuta o P npu 0BOM JIgjCTBY U cTora je Opoj eneme-
Hata y S jeqHak uHaekcy cradbummsatopa. Ho, oBze je cradbunmsatop 6am Ng(P)
u no6umu cmo 1a je S| = |G : Ng(P)|. Kako je P C Ng(P), nobujamo na
p11G: Na(P)l 1e p11S].

Heka caga H nejctByje Ha S koHjyroBameMm. Ha OCHOBY JieMe MMaMo ja je
|SH| = |S|(mod p), Te p { |SH|. To 3maum ma S” # {), jep craxako p | 0.
Jaxze, nocroju Q € S™. To smaum na (Vh € H)hQh™! = Q, Te nobujamo na
je H C Ng(Q). Ha ocHoBy mpBor jaena qokasa gooujamo aa je H C Q. Kaxko je
Q € S, To nocroju g € G rako maje Q = gPg~!. Jlaxne, no6umu cmo cienehe:
ako je H ma xoja p-nmoarpymna u P ma xoja CHJIOBJbeBa p-NIOATPYIIa, OHJIA TOCTOjU
g € Grakonmaje H C gPg~". Kako je u gPg~! Cunopspea p-noarpymna, 1061mm
CMO J1a je cBaka p-ToArpyna cajapxana y Hekoj CuiioBibeBoj p-noarpynu. Ho, ako
je H u cama CunoBibeBa p-OATpyHa, oHaa u3 ykbyuewa H C gPg~! cnenn
3ampaBo jenHakocT H = gPg~! uTuMe cMo mokasanu fa cy cBake e CHIOBIbeBe
P-TIOATPYIE KOHjyrOBaHe.

3. Mu caja 3Hamo ja je S 3ampaBo ckyn cBux CHUITOBIbEBUX p-TioArpyna. Heka
je H cana nexa CuioBsbeBa p-moArpyna 1 HeKa OHa AejCTBYje Ha S KOHjyTOBambEM.
Heka K € SH. Kao mrro cmo Buzenu, To 3Ha4H 1a je H C K. Ho, momto cy o6e
Cunosibese, no6mjamo K = H, e je 3ampaso S = {H}. Ha ocHOBY Texnuuke
neme no6ujamo na je 1 = |SH| = |S| (mod p) mro ce u TpaxmIo.

4. Kaxo je 6poj CHITOBJEEBUX p-TIOATPYIIA 3aIIPABO jeAHAK HHIIEKCY HOPMAaITH3a-
TOpa Ma Koje 0]l ’bHX, Taj Opoj cBakako nenu pen rpyne G.

5



Hamomena. Axo ca s, o3HaunMo 0poj CHUI0BIbEBUX P-IIOATPYHa H aKo je |G| =
p"'m, onga nMamo 1a je s, = 1 (mod p), a kako s, | |G|, umamo xa s, | m. '

[TonynupekTan npou3BOI

Mebpununmja 11. Hexa je G epyna, H < G, K <4 G maxko 0a sadxcu:
G=KH, u KnNH={e}.

Taoa xaoicemo oa je G yHyTpaLLHW NONYANPEKTaH NponsBog K ca H u mo o3nauasamo
sa. G =K x H. >

VY ciydajy HaBeeHOM Y AepHHHAIIHjH, KakeMO | 11a je X HOpMasHW KOMMIEMEHT
on H. IlornemajMo HEKH mpuUMED.

Ipumep 12. a) S, = A, x ((12)).
6) D, = <p> A <U> =

AHann3upajMo Majo OBaj YHYTpalllbu AUpeKTaH npoussoj. llpe cBera, mpec-
nmukaBawe f: K X H — K x H, naro ca: f(k, h) = kh jecre Oujeximja. Hanwme,
jacHo je na je ,Ha”, a ako je f(k,h) = f(ki,h1) umamo na je kh = kihq, na je
K > k™'ky = hh{' € H, axaxo je K N H = {e}, no6ujamo na je k~'k; =
e = hhy b, 1. (k,h) = (k1,h1). Ho, f He Mopa 6uti u3omopdusam — ako 6u 610
TaKo, UManu o6ucmo jaa je G = K x H, a ropsmby IpUMEpH HaM MOKa3yjy Aa TO He
Ba)KH yBEK.

[Mornenajmo kako na nedununiemo onepanujy Ha K x H tako na f 0yne usomop-
¢uzam. Iocmarpajmo npousBof (kh) - (kphy). Ham 3agartak je na ra HammmeMo
y obnuky k'h’, 3a neke k' € K, h' € H. To uuje teniko, kopuctumo ja je K < G:

(kh) - (k1h1) = khkihy = (k(hkih™")) (hha) .
v

Osne umamo 1a hk h~! € K 3ato mro je K<G, naje hKh~! = K. Cana Bugumo
Kako na neduHHUIemMo mponsBon Ha ckymy K x H ma 6u f 6uo usomopduzam:

(k,h) © (k1, ha) == (k(hkih™"), hhy).

Jlakie, MHOXEH€ Ha IPYT0j KOOPANHATH e HEe MEHba, JIOK Ce Ha MPBOj MAJIO ,,yBpHE”
npyru dakrop. [Ipumerumo na je pynkuuja u3 K y K nedunucana ca: k —
hkh~! jenan ayromopdusam rpyne K. Jlakie, cBakoM eneMeHTy 13 H Ipuapyku-
M cMO jenaH ayromopduszam rpymne . OBO Hac JOBOJIU A0 TOjMa Crosballtber
noslyAMpeKTHOr Npon3soaa.

Heka cy (K,*) u (H,-) rpyne u ¢: H — Aut(K) xomomopdusam. Ha ckymy
K x H 3agajemo omepaliijy MHOXCHA ca:

(kyh) © (K1, ha) = (k* o(h)(k1), h - ha).
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Crag 13. Ca osaxo oepunucanom onepayujom, K x H nocmaje epyna, kojy Hazuea-

Mo Crosballkby NONYAMPEKTHU Npon3sog rpyne K ca rpynom H. Kopucmuhemo

03Ha1<y K x4, H. Ocum moea, K' = K x {ey} je nopmanna nooepyna oge epyne,
= {ex} x H je wena nooepyna u K x, H je ynympawrou oupexman npouszeo0

K "ca H'.

% PyTuHCKM je TPOBEpUTH [ia je OBO TPyma, Maja jecTe Majo JyKa MpoBepa.

ITpoBeprMO HajIpe ACOIHjaTUBHOCT.

((k,h) © (k1,h1)) © (he, ko) =
h - hl) )

—
—
7
ity
=
=
N—
—
E
e
>
DO
N~—
~—

Heyrpai je (ex,ep):

(k,h) ® (ex,ern) = (kx@(h)(ex),h-emy) = (kxex,h) = (k,h).

(ex,em) ® (k,h) = (ex x p(em)(k),em - h) = (idg (k), h) = (k, h).

Osne kopuctumo 1@ je ¢(er) = idg — HeyTpan ce ciauka y HeyTpan. Hahumo
unBep3. Heka je (', h') ® (k,h) = (ex, ep). To 3nauu na je k' x o(h')(k) = ek,
h'-h =ey. JNakne, k' = h™!, nok je

[Tpogepa:
(k,h) © (p(h ) (k™) h ™) = (k* (h)(p(h ™ (k™1), A - h )
= (k* o(h)(p(h™) (k™). em)
= (k* (p(h) o p(h™)) (k™). en)
Dk, em)



[Mokaxkumo u 12 je K' = K x {ep} nopmanua noarpyna.
(kyern) ™ © (k1 em) = (pleg ) (k™) ei) © (ki en)

kten)® (ki,en)

Yeplen) (k) em - em)

Vs ky,en) € K.

= (
= (k™
= (k™

(k,h) " @ (k1 em) © (k,h) = (p(B~ ") (k71), h7Y) © (k1 + (en) (k), eq - h)
= (k™Y () * (b Y (k1 x k), h ™" - h)
= (p(h L (k™ % k1 % k)),en) € K.

[pumerumo na je K’ = K. Tlposepy na je H' noarpyna uzomophua ca H ocras-
amo untaonuma. Ho, jacuo je na K/ © H' = K %, H,xaou K' N H' =

{(ex,emn)}. Crora je saucra K x, H = K' x H'. N

Ypaaumo HeKH PUMeEP CIIOJbAIIHET Oy IMPEKTHOT Ipon3Boaa. Jlakie, n3abe-
pumo rpyne H u K u xomomopdusam ¢: H — Aut(K). [Ipumernmo Hajmpe 1a,
aKo je ¢ KOHCTaHTaH XOMOMOp(H3aM, Tj. XOMOMOp(HU3aM KOju CBe esieMenTe u3 H
ciukay id i, 1odujamMo 3anpaBo TUPEKTaH MPOU3BOA — IOTJIeIajTe KaKo orepalyja
u3raena y TOM Ciydajy. 3Hauu, TpaXMMO HelTo 3anuMibnuBHje. Ho, He Moxe ce
yBek Hahu Tako Hemto. Ha mpumep, ako Oucmo yzenu naje H = Zs, a K = Zg, He
Moske ce Hahu HeTpuBHjanaH xoMmoMopbusam ¢: Zs — Aut(Zg). Haume, cBaku
ayromopduzam rpyrme Zsg, Koja je HUKINYHa, je MOTITYHO ojapeleH kaaa je 3amaT Ha
reHeparopy, yamumo na je o 1. Ho, ma 6ucmo gobumnu Oujekiujy, Taj reHepaTop
ce MOpa CJIMKaTH y TeHepaTop, Jakie, MoryhHocTH 3a ayromopdusam cy aa ce 1
CIIMKa y HeKH oJf enemeHata ckyna {1,3,5,7}. To 3naum na je |Aut(Zg)| = 4.
Ho, Z3 je Taxohe nuuknnyHa rpyna u To pena 3. Kako pex civke Ma Kor elemMeHTa
py XOMOMOP(HU3MY MOpa Aa JeTH peJ] TOT eleMeHTa (IIOHOBHUTE TO U3 Anredpe
1), pen ciuke reHepaTopa rpyne Zs Mopa outu win 1 win 3. Axko je 1, To 3HaUn
Jla ce CJIMKa y HeyTpajl, CTOra IPEeTIIOCTaBUMO Ja je 3. AJM pell eleMeHTa Jein
pen rpyre, ma 6ucmo gobumn na 3 | 4. Jlakie, 0BaKO HE MOKEMO JOOUTH IIpUMep.
Ho...

IIpumep 14. Onpenuty NOMy IMPEKTaH NPOU3BOJ Z3 X , Zg, KOJU HUje u30Mopdan
JUPEKTHOM TIPOU3BOJIY OBHX IPyTIa.

<" TpaxuMmo HeTpuBHjaiaH xoMmoMopdusam ¢: Zg — Aut(Zs). Ho rpyna Zs
uMa jBa ayromopdusma: x — z u x — 2z. 3ampaBo je Aut(Zs) = Cs u
reHepaTop je oBaj aApyru ayromopduzam. Cama Hemamo mpobieM, jep je rpyma
Zg pena 8, a 2 | 8. Hedunumemo p: Zg — Aut(Zs) ca: ¢(m)(x) := 2™z, rae
m € Zg = {0,1,...,7},ax € Z3 = {0,1,2}. EBo kako u3riena onepamuja y
rpymu Z3 Xy Zg: (x,m) ® (y,n) = (x +3 2™y, m +gn).

IMokaxxuMo 1a 0Ba rpyma HHje KOMyTaTUBHA, TE CTOra HHUje H30MopQHa ca Zs X
Zg. Nmamo na je (z,1) & (y,2) = (v +3 2y,1 +8 2) = (z +3 2y, 3), 10K je
(y’Z) D (.%‘,1) = (y +3 223372 +8 1) = (y +3 3373) Ho,x +32y = y+3 2
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akko je y = 0. Jlakiue, ako je y # 0, jemHakoct He Baxu. JloOwiau cMo jeaHy
HEKOMYTaTUBHY Ipyiy peaa 24. €

Ipumep 15. Oxpenut nomyaupeKTan npousBoxd (Zo X Zso) X, Zs3, KOjU HHje
n3oMopdaH AUPEKTHOM MPOU3BOJY OBUX TpyIa.

<" Tpaxumo HeTpUBHjanan xoMoMopduszam ¢ : Zs — Aut(ZoxZs). I'pyna Zg X
Z je nzomopdua Knajuosoj rpynu V' u u3 Anredpe 1 6u Tpebaio a je mo3Haro aa
je mweHa rpymna ayromopduzama nzoMophHa rpynu S3. 3anpaso, y TO ¢ HUje TEHIKO
YBEpHUTHU: OBJC Cy CBHU €IIEMEHTH CeM HeyTpana pelna 2 W ayromMopdusam Huje
HUILTA JPYTO 10 IepMyTalyja OBUX enemenata. Kako ux uma 3 u cBe nepmyranuje
Cy A03BOJbEHE, TpyNa je n3omopdHa ca S3. Ho, oBne hemo npyrauuje mocTynuru.
Hauwme, rpyna Zso X Zso je BEKTOPCKHU MPOCTOP TUMEH3H]je 2 HAJ| T0JbeM Zgy U ayTO-
MOpP(H3MH OBE IpyIIe Cy 3apaBo H3oMopdu3Mu oBor npoctopa. Ho, oHu cy 3agatu
MHBEPTUOMIIHMM MaTpullaMa pefa 2 HaJ OBUM IojbeM. To cy 3ampaBo cienche
MaTpHle:

2 () () Ga) (o) ()

Jaxme, uma nx 6. OBe MaTpuIle YHHE TPy Y OAHOCY Ha MHOXeme. Ta rpyma
ce o3HayaBa ca SLy(Zs). O3naka SL je ckpaheHuIa 3a ,,crielujaiHa JInHeapHa”,
a TO O3Ha4yaBa MaTpHIIC YHvja je JeTepMUHAHTa jeaHaka 1 (Kako je neTepMHUHAaHTa
u3 Zso, oHa HUje jennaka 0 akko je jeqHaka 1), 2 y UHACKCY c€ OJHOCH Ha TO JIa
Cy Marpuiie pena 2, a Zo ja cy KOMIOHEHTe y Tojby Zo. llperxonna muckycuja
HaM Kaxke Jia je oBa rpymna u3zoMmopdHa rpynu S3. [Ipobajte na ce y To yBepure,
MOJK/Ia je KOPUCHO Ja KOpUCTUTE n3oMopduzam S3 = D3, na aa BUAWTE 12 je OHA
n30Mop(GHa AUEAAPCKOj TPYIIH.

Panum xpaher nucama, Tj. 1a mapoBe He MHUIIIE Kao KOJIOHE, HETO Kao BpCcTe, MaTpH-
ue he nejcTBoBatu ca necHe cTpane Ha BpcTe. Kako je rpyma Zgz nukianyHa peaa 3,
TpaXXMMO MaTpHIIe KOje Cy, Kao eJIeMeHTH rpyIe, peaa 3. To cy 3anpaBo mocieme
JIBE MATPHULIE Y TOPHEM CIIUCKY:

1 10\ _/o 1y (1t 1\’ (o 1\ (1 1) (10
10/ \11)7\1 0) \1 1 1 0) \0 1)
Jakune, nedunninemo ¢: Zzg — Aut(Zy x Zs) ca: p(n)(z,y) = (z,y) - (1 §)™

KonauHo, oneparmja je Ha (Zy x Zg) X, Z3 3a1ata ca:
((@,y),m) © (v, v),n) = ((z,y) + (u,v)(] §)",m +3 7).

OBa rpymna HUje KOMyTaTUBHA:

((2,9),1) © ((u,0),2)

((z,y) + (w,0)(1§):1+32)
((z,9) + (v +20,u),0)
(z
9

((z 42 u+2 v,y +2u),0).



(@.9)(16)%2+s1)
(z,9)(11),0)

Axo y3memo, Ha ipuMep Aa je x = y = 0, u = v = 1, mobujamMo Hajmpe 1a je
((0,0),1)((1,1),2) = ((0,1),0),amoromu ((1,1),2)©((0,0), 1) = ((1,1),0).
[Jakne, 1o0uinm cMo HEKOMYTaTUBHY TPYILy KOja HMa HUKJIMYHY TOATPYIY pena 3,
Kao W HOpMalHy noArpyny m3omopdry KnajHoBoj rpynu. 3HaTe M 0 KOjoj ce
rpynu pajau? &

HaBoaumo cana, 3a kpaj oBOT oliesbKa, 0e3 J0Ka3a, jeJHy BaXXHY TEOpeMy, Koja
TOBOPH O MOCTOjarby HOPMATHOT KOMIUIEMEHTA, Kao U je[IHY HeHY MPHMEHY.

Teopema 16. (bepHcajnoBa TeopeMa 0 HOpMaIHOM KoMILIeMeHTy) Hexa je G kona-
una epyna, P wena Cunosmesa nooepyna. Axo je P C Z(Ng(P)), onoa P uma

Hopmanan komniemenm y G.
Ipumep 17. I'pyna pena 552 He Moxe OUTH MpocTa.

Kao mTo Hekn kaxy, OBO Claja y peKpearyioHy TEOpH]jy TpyIia, ajli je MPHINIHO
TOMyJIapHa TeMa KOJ HAC Ha MCTIATHMA, T1a ... %

<" lakie, TpeOa mokaszaTu jaa cBaka rpyna G pefa 552 uma HeKy HETPUBHjaTHY
HOpManHy noarpymy. Kako je 552 = 23 - 3 - 23, umamo 11a je s23 = 1 (mod 23) u
na so3 | 22 - 3 (momcetnmo ce 1a je so3 6poj CuioBsbeBux 23-nmoarpyma). Jlakie,
so3 € {1,24}. Axo je so3 = 1, onna je CuioBsbeBa 23-morpyrna HopMajHa, a
aKo je so3 = 24, ako ca P o3HaunMo HeKy CuiloBibeBy 23-IIOATPYILY, AMaMo Ja je
24 = s93 = |G : Ng(P)|, ma, kaxo je P C Ng(P) u |P| = 23, nobujamo xa je
P = Ng(P). Ho, rpyna pena 23 Hy)XHO je HIHKIHYHA, CTOTA M KOMYTaTHBHA, M4 je
TPUBHjaTHO UCIIyHbeH yciioB U3 bepHcajnose Teopeme. Crora mocroju HOpMaiaHa
noarpyna N < G, Koja je HOpMaJIH| KOMITJIEMEHT oJ] P. &

3a Kpaj OBOT OZieJbKa jeJaH 3aHUMJBHB, a He00aBe3aH MPUMeED.

Ipumep 18. = Csu cMo uynu 3a PyOukoBy (Marnuny) kouky. Ca cTaHOBHIITA
TeopHje rpylna, UIMaMo jeHy MOArPYIly rpyne S;g (MMamMo LIECT CTpaHa KOLKe
000jeHnX ca mecT pa3InYuTHX 00ja M Ha CBAaKOj CTpaHU UMaMo 1o § kBaapaTuha
KOjU ce ToMepajy — IEHTPAITHU ce He IIoMepajy; 3aTo je oBae 48), Koja je reHepucana
poTanujama cTpaHa Koke. Mojxe ce mokas3arTy J1a je oBa rpyna u3oMopQHa rpynu

(Cg X C%l) bl ((Ag X Alg) A (CQ)

Camo KkpaTko nojanimeme. Hopmanna noarpyna uzomopdua ca C x C3! je noarpy-
na TpaHcopMaIrja Koje He Membajy MO3HIHjY KOIIKHIIA, caMo opHjeHTanunjy. Kako
UMaMo 8 KOLKMIA Y YITIOBUMa, FbUXOBE TPU CTPAHULE MOKEMO Ja MEPMYTYjeMO,
aJTM HE MOYKEMO y MOTITYHOCTH HE3aBUCHO, KaJia C€ M3BPIIM IepMyTallija Ha BUX

7, OHJ1a je Ha 0CMO]j (PUKCHPAHO LIITa Ce MOYXKe JechTH. 3aTo uMamo CJ — uKkim4Ho
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MepMyTYjeMO T€ TPY CTPAHHUIE, a UMa YKYITHO 7 MO3HIUja Ha KOjuMa HMaMo CJI000-
ny. CnmuHo mmamo 12 kouKMIa Koje cy Ha CpelMHHM MBHIA M OHE UMajy JABE
cTpanuie koje Buaumo. Ctora umamo C3! — Ha sBanaectoj je duxcupano mra
ce MOJKe JIECUTH Kaja ce Tpanchopmuiie npeoctanux 11.

IMoarpyna xoja Huje HOpManHa uomopdHa je ca (Ag x Ajg) x Co. Ty ce
pazy o MOATPYIH Y K0joj Cy TpaHcdopMaluje Koje Membajy caMo MO3UIH]je Malix
KOIIKMLIA, aJIi HE U IUX0Be opujeHTanuje. [IoHoBO, HIje CBe MPOU3BOJEHO, UMaMO
MapHe IepMyTallrje KOIKUIa y YIIIOBUMA (CTora ce 1MojaBbyje rpyna Ag), Kao u
napHe NepMyTanuje KOLKHUIA Ha cpeArHaMa MBHLA (cTora rpyna Ajs, a Ty je u
nepMyTauyja peia ABa Koja 3aMEHH [BE YraoHE M JIBE€ MBHYHE KOLKHLE (Ipymna
Cy).

VY cBakoM ciy4ajy, U3 rOpE-er IpruKa3a MOKEMO U3pauyyHaTH pPell OBe TpyIIe:

[(CIXC3) % ((AgxAp)xCy)| = 3721181200 = 927.314.53.72.17 . &

Hunnorentne rpyne

JlokaXuMO HajIpe jeTHy KOPUCHY JIeMY.

Jlema 19. (Oparunujes apryment) Hekaje G konauna epyna, K< G u P Cunosmwe-
6a nooepyna 00 K, maoa je G = Ng(P)K.

% Hexkaje g € G npoussosban enement. Tamaje g~ ' Pg C g ' Kg = K. Jlake,

g~ ' Pg je moarpyna ox K, xoja uMa ucTH 6poj eneMeHaTa Kao 1 ieHa CHIIOBIbEBA
nonrpymna P. Crora je u ona CuinoBibeBa roarpyma o K, ma cy oHe KOHjyroBaHe y
K, Tj.mocToju k € K taxomaje k' (g ' Pg)k = P, onnocuo (gk) ' P(gk) = P,
te gk € Ng(P),na g € Ng(P)k™! C Ng(P)K. Kako je g 610 npou3Bosban
enemeHT rpyne G, 3akbyuyjemo na je G C Ng(P)K, 1. G = Ng(P)K. ]

I/I3BO,I[I/IMO HCKC MMOoCJICANIEC OBE JICMC.

Mocnenuna 20. Hexa je P Cunosmesa noocpyna xonaune epyne G u Ng(P) <
H < G. Taoa je H camoHopmanuayjyha, mj. H = Ng(H).

4 Ha OCHOBY IIPETIOCTAaBKE U CBOjCTaBa HOPMAJIN3aTOPa MMaMo J1a je

PaNg(P) < H<aNg(H) < G.

Kako je P CunosspeBa noarpyna rpyne G, ona je 1 CHI0B/bEeBa MOATPYIIA CBUX
rpyna y oBom Hu3y. IloceGHo, oHa je CuiioBibeBa noarpymna rpyne Ng(H ), xoja
cazpku HopManHy noarpyny H. IIpumenom ®@paTtunujeBor aprymMeHTa 1ooujamo
naje No(H) = Ny, (P)H. Ho, Ny, i) (P) € Na(P) C H, Te nobujamo

N¢(H) € HH = H, wrro Ham naje Ng(H) = H. la

Mocnennua 21. Hexa je G xonauna epyna u nexa cy 'y G cge wene makcumanme
nooepyne nopmaare. Taoa cy y G u cee wene Cunognwese noozpyne HoOpmaine u
epyna G je usomopghna oupexmuom npousgody ceojux Cunosemesux nooepyna.
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s [pernocraBumo na G canpxu HeKy CHIOBJBEBY OATPYITy P Koja HHje HOp-

manna. Jlakie, Ng(P) je npaBa moarpymna ox GG. Crora je oHa caap)KaHa y HEKOj
MakcuMaiHoj moarpynu H rpyne (G (Moja je 1 OHa caMa MakCHMaJlHa, HHUIITA
He cmeta). ITo npernocrasim je H <G, a P < Ng(P) < H, na je P CusnossbeBa
noxarpyna u of H. ®parunujes aprymenr aaje: G = Ng(P)H. Ho, Ng(P) C H,
na pobujamo naje G C HH = H, 1j. G = H, mto npoTUBpPEeYH NPETIOCTaBLU
na je H makcumansa noarpyna ox (G, aakie, CaMiuM TUM, U ITpaBa noarpyna ox G.
3akspydyjemo jaa cy y G cBe CuitoBibeBe morpyne Hopmanue. [loceGHO To 3HaUn
Jla 32 CBaKH MPOCT Opoj p, KOjU 1M peJ| rpyIe, MocToju TauHo jeana CHuioBibeBa
p-noarpyna oz G.

[oxkaxumo cana na je G u3oMopdHa npon3Boay cBojux CHIOBIEEBHX MOATPYIIA.
Neka je |G| = p{* - - - p.* n neka je H; CunosiseBa p;-norpyna ox G; |H;| = pi'.
Jokaxumo Hajpe 1aje h;h; = hjh;3acse h; € H;, hj € Hj, i # j. IlocmaTpamo
KOMYTAaTop OBa JiBa eneMenTa: [h;, hj] = h, 1h;1hihj. Kako je H; < G, umamo nia
hj_lh,-hj € H;, na, xako h; € H; < G, nobujamo na [h;, h;] € H;. CnudHo, Kako
je Hj<Gwuh;' € Hj, nobujamo na hy 'h'h; € Hj, e [hi, hy) € Hj. Jaxe,
[hi, hj] € H; N Hj. Ho, o JlarpamkoBoj Teopemu umamo aa | H; N H;| | |H,|, 1j.
|H; N Hjl| | pf*. Taxohe |H; N Hj| | pj?, te |H; N Hj| | INZD(p{", p;?) = 1.
3akspyuyjemo 1a je H; N H; = {e}, e je [h;, hj] = e, Tj. h;lhj_lhihj = e, U3
uera cnegu: hihj = hjh;.

Heduuumumo f: Hyx---x H, — Gca: f(hy,...,hg) := hy - hy. [lokaxu-
Mo 1a je f jexan xomoMopdu3zam rpyna. Hanme:

f((ha, ... he) - (BYy, ..o k) = f(hahy, ... hyhy) = hoky - - hihy,.

Ho, xako eneMeHTH 13 pa3nuuuTuX CHIOB/HEBUX MOATPYa KOMYTHPA]Y, WHIYKIIH-
joM 1o k ce JTako Tokasyje aa je

hihy -« hghy, = (hy -~ hg) - (W) k) = f(h1, ... hg) - F(RY, .. BY).

[Jaxue, 3aucra je

F((hasos ) - (R b)) = f(h o ) - f(R - By,

Te je f xomomopduzam rpyma. Ha ocHOBY mpBe TeopeMe 0 u3oMoppu3My Tpyna,
umamo 1a je Hy x - - - X Hy, /Ker f = Im f. ITokaxumo na je Ker f = {(e,...,e)}.
Hawuwme, axo je (hi, ..., hy) € Ker f, umamo na je hy - - - hy, = e. Kako h; komyTn-
pajy, umamo na je (hy---hg)™ = hi*---h}' 3a cBako m € Z. Y3MHuMO 1a je

g
m = p§?---pi*. Kako je [H;| = pf, nmamo na je hf’ = e 3acBe ¢. Crora je
hi"* = e 3acse i > 2. Jlobujamo:

e=¢€" = (hihy - hg)™ = h{'hy" - - hj* = hi'e---e = hT".
U3 gumennue na je NZD(p]"',m) = 1, cnequ na mocroje r, s € Z Takeu Ja je
rpi* + sm = 1. Taza je:
ay ap\ T
hy =Rl =pPr T (h’l’l ) (Y =€ et =
12



VKOJHKO y3MeMO Ja je m = pal , AHAJIOTHO fobHjamo je h; = e. Jlakie,

jesrpo xomoMopdusma f je TpI/IBI/IjZaJ'IHO. Croraje Hy X --- x Hy Z2Im f < G,
ma je [Im f| = |Hy x -+ x Hy| = p{* ---pp* = |G|, Te nobujamo 1a je 3anpaso
Im f = G 1 na ©Mamo TpaskeHH U30MOPPH3aM. N

Beh cmo ce y mpeTxo1HOM [ToKa3y MOACETHIN KOMyTaTopa ABa eiaeMenTa. [1pu-
METHMO J1a je rpyna G KOMyTaTHBHA aKO M CaMO aKO BaXH:

(Vap € G)(Va1 € G)([ap, a1] = e).
Ho, oBaj mocTymak MokeM0 UTepUpaTH, 1A ITOCMaTpaTy
[lao, a1}, az], [[[ao, a1], a2, as], [[[lao, a1], a2], as),a4l, - ...

Hebunuumja 22. 3a epyny G xkasicemo 0a je HUIMOTEHTHA YKOAUKO nocmoju n > 0
maxas 0a 8axcu:

(Vag € G)(Ya1 € G) -+ (Va, € G)([[. .. [ao, a1],az],...,a,] =e).
Hajmarse makeéo m nazuéamo CTENeH HAIIIOTEHTHOCTH rpyte G.

Jakne, HeTpuBHjajHa TPyIa je KOMyTaTHBHA aKO M CaMoO aKo je HEH CTEIeH
HWIITOTEHTHOCTH jeJHaK 1.

IHpumep 23. I'pyna S3 HHje HUITOTEHTHA.

Haunwme,

[[(12), (13)], (12)] = (123)7"(12)" " (123)(12) = (123);
[[[(12), (13)], (12)], (12)] = (123)7'(12) 7" (123)(12) = (123);
Buaumo na Hukazna He J0OMjaMO TPUBHjaIIHY TOJTPYITY. &

IIpumep 24. KarepHuoHcKka rpyma (Jg jecte HIIIIOTCHTHA.
[Moncetumo ce aa je Qs = {1, —1,7,—i,j,—j, k — k} u na je
ij=—ji=k, jk=—kj=1i, ki=—ik=3j, i =j2=k>=—1.

[Mokaxumo na je [[a,b],c] = 1 3acBe a,b,c € Qg. To he mam matu nma je Qg
HWJITIOTEHTHA U 14 j€ CTETICH HUITIOTEHTHOCTH jeHaK 2. 3ampaBo Tpeda rmokasza3aTu
na [a,b] € Z(Qs) = {1,—1} 3a cBe a,b. Axo je HeKH ox BHX Beh y HeHTPY,
KomyTaTop je jennak 1. Ctora mpeTnocTaBUMO J1a OHM HUACY y LeHTpy. Ho,3a z €
Qs \ {1,—1} umamo naje v~ ! = —x, naje [a,b] = a" b~ 1ab = (—a)(—b)ab =
(ab)? € {1,-1} = Z(Q). ®

Ipumep 25. [duenapcka rpyna D4 jecTe HUIMOTEHTHA U TO CTENEHA 2.
13



<V yubenuky Aneebpa 3a ungopmamuuape moxere Hahu 11a je, 3a cBe z, y € Dy:
[z,y] € (p?) = Z(G). Crora TpaxeHo clie/iu. £

OBJie cMO MManu HpUMep JBe Tpyme pena 8 = 23 koje cy HunmorentHe. Y
cienehem craBy ToKa3yjeMo 3HATHO OMINTHjH PE3yIITaT.

CraB 26. Csaxa p-epyna, e0e je p npocm 0poj, jecme HUTROMEHMHA.

4 Haxue, Heka je G rpymna pena p”. Jloka3 ©3BOAUMO WHAYKITHjOM TIO 7.

VYkoiauko je n = 1, Mamo rpyIy pela p Koja je Hy)KHO IUKJINYHA, [1a TAME U
KOMYTATHBHA, 114 THME U HAJIITOTEHTHA.

[IpermocTaBuMO 1a je TBpheme TaUHO 3a CBE p-TpyIie ca Marbe o1 p” ereMeHaTa
u Heka je |G| = p”. IlpermocraBumo Takohe ja OHA HUje KOMyTaTHBHA (ITIOIITO
3a KOMyTaTHBHE HEMaMo IITa ja paauMmo). 3Hamo na je Z(G) # {e} (BI/II[CTI/I
TeopeMy' O3uaummo ca G kommunnuky rpyny G/Z(G). Kako je |G| = p¥,
Heko 1 < k < n, 10 MHIYKTUBHOj XUIIOTE3U UMaMO J1a je G HUIMOTEeHTHA. HeKe je
ICH CTENEH HUIMOTEHTHOCTH 1 M HeKa ¢y dg, - . . , Gy, € (G IPOU3BOJLHU €JICMEHTH.
AKoO ca T 03HAUMMO KJIacy eJleMeHTa = Y KOIMUHMYKO] Tpynu G, MMaMo 71a je

[[ag, @1],az], . .., @) = e(= Z(Q)).

Ho, [[[ag,@1],az], ..., an] = [[lao,a1],a2],...,a,] ¥ ropma jemqaakoct 3ampaBo
3Hauu 1a je [[[ag, a1, ag), ..., a,] € Z(G). Ho, To Ham naje na je
H[[GO, al]: a2]a cee 7an]7 an—i—l} =e

3a CBe an11 € G, Te je (G HUITOTEHTHA ca CTeTIEHOM HUIIMIOTEHTHOCTH 7, + 1. ]

CraB 27. a) [looepyna nunnomenmue epyne u cama je HUInOmeHmHd.
0) Konuunuuxa epyna nuinomenmue epyne je maxole HUTHOmMenmua.
8) Axo cy G u H nurnomenmne, onoa je u G X H nurnomenmnua.

s a) [lakie, Heka je (G HUITMIOTEHTHA Ipyna U L Ma Koja meHa noarpymna. Kako
je G nunnorentHa, To mocroju n > 0 Tako xa je [[. .. [ag, a1], az2],...,a,] = e3a

cBe a; € G. Ho, Tana je Ta jeqHaKOCT TPUMBHjAIHO MCITyHEHA U 3a CBE a; € L, ma
je ¥ L HUImoTEeHTHa.

6) Hexa je G munmorentha rpyna u N < G. Heka je G = G/N. Kako je G
HIIIIOTEHTHa, TO TTocToju i > 0 Tako ma je [[. .. [ap, a1],az],...,a,] = e 3a cBe
a; € G. Tana je

([ [ao, @], @3], ..., @n] = [[[ao, a1], a2], .. ., an] = €(= N).

Ho, kako je caku eneMeHT u3 G o6nuka T 3a Heko x € (3, no6ujamo na je u G
HUJIIIOTCHTHA.

B) [IperniocTaBumo 1a je GG creneHa HUIMOTEHTHOCTH m, a H cTeneHa HIIoTe -
tHoctd n. Ho, ako je [[...[ao,a1],a2],...,an] = e, 3a cBe a; € G, onna je
u [[...[ao,a1],a2],...,ax] = e, 3acBe k > nwucsea; € G. Crora, ako je
N = max{m,n}, umamo na jesacse g; € G, h; € H:

[[---[g0,91],92],--.,9N] = eg xao u [[. .. [ho, 1], ha], ..., hn] = en.
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Crora je n
[[--- [(90s ho), (g1, h1)], (g2, h2)l, - - -, (gn. hn)] = (eq, en) = eaxH,
OBjie cMO KOPHCTIIIN YntbeHuIty 1a je [(go, ho), (91, h1)] = ([90, 91], [ho, h1]) |

Cana hemo dopmynucaT U JOKa3aTu TeopeMy Koja Jlaje BHIle KpUTEpHjyMa 3a
HHJIMOTEHTHOCT KOHAYHUX IpyIa.

Teopema 28. Hexa je G xonauna epyna. Cnedehu ycnosu cy ekeueaieHmHu.

a) G je nurnomenmmua.

0) Axo je H npasa nooepyna 00 G, onda je H npasa nooepyna u 00 N (H).

B) Cee makcumaintne nooepyne o0 G cy HopmaiHe.

r) Cee Cunosmege nooepyne 00 G cy Hopmanue.

n) G je uzsomopghna oupexmuom npoussody ceojux Cunosmedux noozpyna,
Koje 002osapajy paznuuumum npocmum oenuoyuma |G)|.

A a) = 0). HapasHo, axo je G koMyTaTHBHa, OHIa j€ CBE JaCHO: CBaKa IIOArpymna
j€ HOpMaiHa, TIa je HOpMaJIH3aTop CBaKe MOATPYIIC jeIHAK IeJI0j TPYIH U aKo je
HOATrpyIa npasa, OHa He MOYKe OUTH je/IHaKa CBOM HOpMasiu3aropy. IIpermnoctaBumMo
crora na G Huje komyrtaruBHa. [Ipumernmo na je Z(G) # {e}. Haume, Heka je
(G crernieHa HWITIOTEHTHOCTH N, a Kako (G HUje KOMyTaTHBHA, Mopa Outu n > 1
¥ MOpajy MOCTOjaTH dg, . ..,Gn—1 TAKBH A4 je [...[ao,a1l,...,an—1] # e, amm
na3a cee r € G Baku: [[...[ag,a1],...,an—1],2] = e. To 3ampaBo 3Ha4u
na [...[ag,a1l,...,an—1] € Z(G) \ {e}. Yrxomuko Z(G) ¢ H, mocroju x €
Z(G) \ H, amu, nourro je Z(G) C Ng(H), 3akmydyjemo na je x € Ng(H) \
H w nokas je 3apuier. Y cymportaoM, Z(G) C H u paguMo HHIYKIHjOM IO
CTeNeHy HWIMOTeHTHOCTH o1 G. ba3a uHayKIuje ce OJHOCH Ha CUTYaIUjy Kaja je
G xoMyTaTMBHa U TO cMo objacHumu. [locmatpamo G = G/Z(G). JacHo je na je
OHa Mamer CTENeHa HUIMOTEHTHOCTH — MOTJIelaTh 00jalllibehe 3alITo je IIeHTap
HIITIOTEHTHE Tpyme HeTpusHjanan. Kako je H = H/Z(G) npasa noarpyma on
G, Ha OCHOBY MHJIYKTMBHE XMIIOTE3€ 3aK/bydyjeMo Ja je H mnpasa moArpymna oj
Ng(H). akne, nocroju T € Ng(H)\ H,3anexunz € G. Umamo najezHz ! =
H,amz o4 H. U3 apyre penauuje ciaeau na x ¢ H. Tokaxumo na x € Ng(H).
YKONMUKO To He 61 610 TauHo, MocTojao 6u h € H Takas na xhx~' ¢ H. Ho,
Zhz~' € H, mrro 38a4n 1a je ThT ' = hy 3a Heku hy € H. Jlaxie, Baxn
jenmaxoct (moacetumo ce aa je @ = aZ(Q)): (zha 1)Z(G) = MZ(G), Te je
rhex=t € h1Z(G). Ho, Z(G) C H,hy € H,naje h1Z(G) C H u no6umm 6ucmo
na zhx~! € H, a 31amo na To Huje Tauno. 3akbyuyjemo na v € Ng(H) \ H, Te
je 3ancra H npasa noarpyna og Ng(H).

0) = B). Heka je M makcumainuna noarpymna o (. IToceOHO, OHa je mpaBa
noarpymnaon G. Ha ocHoBy 6) oHa je mpaBa moarpyma csor Hopmasmsaropa N (M).
Ho, kako je M makcumainta noarpyma oa GG, He MOKe IOCTojaTH MoArpymna ,usmel)y”
M u G, te mopa 6utu N (M) = G, ma 3axspydyjemo na je M < G.

B) = T). JloKa3aHo y nocieaniu

r) = ). JlokazaHo y nocieauuu
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o) = a). Ha ocHoBy cTaBa [27| mMaMO A2 je Tpou3BOJ ABE HUIMOTEHTHE M
caMma HWJIIIOTEHTHA Tpyna. JacHo je Ja ce MHIYKIHjOM OHAa MOKe TIOKa3aTH Ja je
MPOU3BOJ KOHAYHO MHOTO HHJIMIOTEHTHUX HWINOTEHTHA rpyna. Ho, CuinoBibeBe
noarpyne rpyne G ¢y p-rpyne 3a HeKe IpocTe OpojeBe p, a Ha OCHOBY CTaBa
MMaMo J1a Cy CBE p-TpyIe HIIMOTEHTHE U Pe3yiITaT CIIC/IH.

Crnenehu craB HaM naje jomr jemaH moTpebdaH M JOBOJbAH yCIIOB Ja OM KOHAYHA
rpyma Ousa HUIIOTEHTHA.

CraB 29. Hexa je G xonauna epyna. OHa je HUTROMEHMHA aKO U CAMO KO C8AaKd
08a efleMenma, Yuju cy pedosu y3ajamuo npocmu 6pojesu, KOMymupajy.

4 IpernocraBuMo Hajipe aa je rpyna G HumoTenTHa n Heka je |G| = pi* - - - pi*
Ha ocHoBy mperxomHe Teopeme, umamo 1a je G = Py X --- X Py, raue je P;

CutoBJpeBa p;-MIOATpyMa. AKO Cy * U Y €IEMEHTH TpyIle TaKBHU Ja je
NZD(w(z), w(y)) = 1,

rie ce ca w(a) o3Hauasa peq enementa a € (G, MOKeEMO, 300T M0jeIHOCTABILEHA
03HaKa, MPETIIOCTaBUTH J1a cMO nopehanu mpocrte Gpojese p; Tako na je w(x) =

p’fl . -p?’“, w(y) = pffll . -pg’“, rae je 0 < B3; < «;. Ako ca 2/, ogaocHO ¥/
03HAYMMO €JIEMEHTE Mmpou3Boaa P, X - -+ X Py, KOju oaroBapajy eleMeHTHMa &
¥ y TIPU TOpEbeM H30Mophu3My, OHJIA je jacHo na je ' = (u1,...,Up, €,...,€) "
v =(e,...,e,upq1,...,u), 3a Heke u; € P;. Ho, Tana je:
oy = (Ut Uy e) (€ e Uiy e Ug) = (UL, e Uy Upg 1y - ey UR)
= (e, s Upitly e ) (UL, ey Uy ye) =1

HOTAmajeu T -y =y - T.

O0paTHO, aKO IPETIIOCTABUMO Ja €IEMEHTH y3ajaMHO IPOCTHX PeJ0Ba KOMYTH-
Pajy, MOXKEMO J]a HICKOPHCTUMO JIOKa3 TIOCIEIHIIe Hamwme, Ty cMo kopucTiiu
yuibeHUIy 1a ¢y CHIIOB/bEBE MOATPYIlC HOPMaiHe Ja OMCMO J0oKa3aiu aa je f
xoMoMopdu3aM H Jja My je je3rpo TpuBHjaaHO. Ho, HOpMaITHOCT HaM je CcIyXuia
Oamr 3a To ma mokakemo Aa eneMeHTH CHIIOBJBEBHX MONTPYIa, KOje OATOBapajy
Pa3UYUTHM MIPOCTHM OpojeBUMa, KOMYTHPa]jy, @ TO OB/Ie Beh MMaMo 1O MpeTIo-
craBim. Crora 0Ka3 Mpoja3v Uy OBOM CITy4ajy.

3a Kpaj OBOT 0/IeJbKa JIOKAKUMO jeTHY 3aHUMJbUBY YNE-EHHUITY O KOHAYHUM HUJI-
MOTEHTHUM TpyTiama.

CraB 30. Hexa je G konauna nunnomenmna epyna peoan. Taoay G easicu obpam
Jlazpancose meopeme, mj. axo d | n, onoa G cadpocu noozpyny peoa d.

4 Hekajen = p{* ---p*ud =p}" - -pgk 1 HEKa Cy, Kao u rope, P; CHIoBIbeBe

p;-noarpyrne. Ha ocHoBy TeopeMeHOCToje H, < P, takse na je |H;| = pf ‘. Tama
je Hy - - - Hy, TpaxeHa moarpyna peaa d.



®partrHUjeBa NOArpyna

Cae rpyIie Koje OBJIe pa3MaTpamo Cy KOHa4YHe.

Jedunummja 31. Hexa je G (konauna) epyna. @pamunujesa nooepyna, y o3Hayu
D (G) oepunuwe ce kao npecek ceux makcumanrnux noozpyna oo G. i

Nepununmja 32. 3a eremenm x € G, 20¢e je G epyna, kasxcemo Oa je HEreHepaTop
yronuxo 3a ceaxu noockyn X C G eancu: (X) =G = (X \ {z}) =G. )

[Moncernmo na (X ) o3HaYaBa MOArPYILy TeHEPUCaHy CKymoM X — TO je HajMarba
moATpyTa Koja campku X Kao CBOj ITOACKYI. Buaumo na ce Hereneparop nedunn-
1I€ Kao eJIEeMEHT KOjH C& MOYKE N30CTABUTH M3 Ma KOT TEHEPATOPHOT CKYIIa rpyTie,
a Jla ocTaTaK W Jlajbe TeHepuie rpyny. Ha npumep, HeyTpai ce Mo)Ke H30CTaBUTH
U3 CBAKOT TEHEPATOPHOT CKYTIa.

Cras 33. Ckyn ceux necenepamopa y G jeonax je ®(G).

S [pernocraBumo na je a € G HereHeparop U H MakcuMainHa moarpymna on

G. XKenumo na mokaxemo na je a € H. Hekaje X = H U {a}. Axoa ¢ H,
umamo 1a je (X) moarpyna ox GG, koja caapxku H Kao CBOjy MHOATPYILY, a CAAPXKU U
eneMeHT Koju He mpunana H, na je H C (X). Kako je H makciuMaiHa MoArpyra,
mopa 6utn (X) = G. Ho, (X \ {a}) = (H) = H # G, wro npotuspeyn
NPETIIOCTABLM /1a je a HereHepaTtop. 3akibydyjemo na ¢ € H. Kako je H Owia
IPOM3BOJbHA MaKCUMaIHa noArpymna ox G, nobujamo na a € ®(G).

OG6partHo, Heka je a € $(G). XKenumo na nokaxemo ja je a Hereneparop. Y
Ty CBpXY, Heka je X C G MoACKyI Koju He caapxu a U Heka je (X U {a}) = G.
Joxaxumo 1a je taga u (X) = G. Y cynpotrom, (X) je mpaa noarpyna ox G,
Ia je oOHa caJgpXaHa y HEKOM MakcumanHoj noarpynu M < G (o3Haka < oBne
o3HavaBa npaBy noarpymy). Ho, kako a € ®(G) C M, umamo naa € M. To
snaun 1a je X U {a} C M, na mopa 6utu G = (X U {a}) C M, mro je HapaBHO
Hemoryhe. Tume cMo 0Ka3anu J1a je a HereHepaTop.

Jlema 34. ¢(G) <« G.

& JIOBOJBHO je J1a MOoKaXxeMo Ja je, 3a cBako © € (G M MakCHMAIIHY MOJATPYITY

M < G, noarpyna x Mz ! Takohe Makcumanaa. HapasHo, jacHo je na xMx~! #
G, jep 6u u3 jenHaxoctH cneauio aa je M = G. 3aro je tMx—! C M’ 3a meky
MakcumanHy noarpyny M’ < G. Ho, Taga nobujamo ma je M C z~'M'x, te
W3 UME-eHNIE 1a je M MakcuManiHa HoArpyna, cieau aa je M = x~'M'z, te je
Mz~ = M', 1j. tMx~! je MakcumanHa moarpyma.

Crencha nema je Beoma 3aHUMJbMBA U KOPHCHA.

Jlema 35. Akoje H < G, H®(G) = G, onoa je H = G.

4 Vxomuko je H nmpaBanoarpyna ox (G, oHIa je oHa caip’kaHa y HEKOj MaKCHMAITHO]

noarpynu M. Ho, u ®(G) C M, na nobujamo G = H®(G) C MM = M, mro
Huje Moryhe. 3akipyuyjemo aa je H = G. ]
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Teopema 36. ®(G) je nurnomenmnua.

4 Yxomixo je ®(G) = {e}, Hemamo wmra na nokasyjemo. IIpermocraBumo 1a je

®(G) # {e}. Hoxaxumo na je caka CuiosiseBa noarpyma ox ¢ (G) mopmansa. Y
Ty CBpXY, Heka je P CunossbeBa noarpyma o1 ®(G). Kako je ®(G)< G, @parunujeB
apryment Ham naje: G = Ng(P)®(G). Ho, tama us neme [35| mobujamo na je
N¢g(P) = G, na je P HopmainHa. ]

Creneha reopema, Kojy 300r HejocTaTKa BpeMeHa Hehemo 1oka3uBaTH, aje Ham
JIBa HOBA KPUTEPHjyMa 3a HUIIIIOTEHTHOCT KOHauHuX rpyna. O3Haka G’ o3HavyaBa
KOMYTaTOpCKy noarpymy ox GG, Tj. MOArpyIly TeHepHcaHy CBUM KOMYyTaTOpUMa.
Tom noarpyrnom hemo ce Buiiie 6aBUTH Y HAPSAHOM OJICIBKY.

Teopema 37. Hexa je G konauna epyna.

a) G je nurnnomenmnua axxo je G /®(G) nurmomenmna.
0) G je nurnomenmnua axxo je G' < ®(Q). ]

Pemuse rpyne

PemmBe rpyne cy, ka0 1 HUINOTEHTHE, TeHepanu3anyja KOMyTaTUBHUX TpyIIa.
Bugehemo nia cy, y ciy4ajy KOHAauHHX TpyIa, OHa Mo BHIIE ,yJajbeHe” 01 KOMY-
TaTUBHUX, aJIi []a UMajy 1 HeKa JoAaTHa KOPUCHA CBOjCTBA, IUTO MX YUHH IPUIINIHO
3HAYajHOM KJIACOM Y OKBHPY KJIace CBUX KOHAUHHX IpyHa. 3a I0YeTak HeKa [OHaB-
Jpama u3 Anredpe 1, y3 HEIITO HOBO.

Jepununmja 38. Hexa je G epyna u H < G. [Jedhunuwemo n3sop, nooecpyne H,
yosnwayu H' ca: H' := ([x,y] : z,y € H). 3

Kopwuctu ce u o3naka [H, H] 3a 0By moArpyity, Kao u TEpPMHH KOMyTaTopcka
noarpyna.

CraB 39. a) Axo je H <G, ondajeu H' < G.
6) Axo je H < G, onoa je H' < G'.
8) Axo je N < G, onda je G/ N komymamuena axo u camo axo G' C N.

% a) [Ipumetumo ma Bake cieaehe jemHakoCTH:

[,y = (a7 ly ay) T =y ey = [y, a;

gle,ylg™ = gr ™ty ayg T = (927 g gy 9T ) (g9 ) (g
= (9zg~") Hgyg™ ) (9zg N gyg™") = lgzg~", gyg~"]-
Jlakiie, MHBEp3 KOMyTaToOpa je KOMyTaTop, a U KOHjyraT KOMyTaTropa je KOMyTarop.
Crora, akoje HaG,az,y € H,umamo nagrg ', gyg~ ' € H,majeuglz,ylg~' =
lgzg~ ', gyg~ ') € H,tejen H' < G.
0) OBO je TPUBHjATHO TA4HO. o
B) Heka cy z,y € GG. Kao u panuje, o3Haunmo konnunaudky rpyny G/N ca G a

KJ1acy €JIEMCHTA a Ca a. Tana:
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G je xomyTatusHa axko (Vo € G)(Vy € G)([Z,7] =€)
akko (Vz € G)(Vy € G)([z,y] = N)
akko (Vz € G)(Vy € G)([z,y] € N)
akko G’ C N. |

Jokaxumo cazna, Kao MpUMEHY OBHX pe3yiTaTa, TeOpeMy Koja MoBe3yje TpH
Ba)kKHE MOJATPYIE CBaKe KOHAYHE TpyIe: [eHTap, KOMyTaTOpCcKy HoArpymy u dpa-
TUHH]jEBY HOATPYILY.

Teopema 40. Axo je G konauna epyna, onda je G' N Z(G) < ®(G).

% Tpe6a nokazaru na je G' N Z(G) moackym cBake MakcuMmainse rnoarpyie ox G.

[IpeTnocTaBuMO J1a TO HHje TaKo, Tj. Ja IOCTOjH MaKCcHMaIHa moarpyna H rpymne
G tako na G' N Z(G) € H. Hakxe, mocroju a € (G' N Z(G)) \ H. Kako je
a € Z(G), 10 je (a) <G, 1e je (a)H < G. Ho, H je makcumanna, a ¢ H, te
3aKJBYUyjeMO Ja je

(2) (a)H = G.

Ho, u3 oBe jenHakocTH U unbeHHIEe 12 je a € Z(G) nobujamo na je H <G. Hanme,
ako je g € (G mpou3BOJbAH EIEMEHT, OHJIa IocToje m € Z u h € H Ttako na je
g =a™h. Tana je
3) gH =a™hH =a™H = Ha™ = Hha™ = Ha™h = Hg,
naje H< G. Cana am jemnakocr (3)) mokasyje naje G/ H nuKIn4Ha ca TeHEPATOPOM
aH — nobunu cMo 1a 3a cBako g € (G moctoju m € 7 tako aaje gH = o H =
(aH)™. Ho, xako je G/H uuknm4Ha, oHa je KOMYTaTHBHA, 1a HA OCHOBY CTaBa[39]
nobujamo 1a G’ C H. Ho, a € G’, ma 6ucmo 1o6unv 1aje a € H miro npoTuBpedn
n300py emeMenTa a. OBa KOHTPAIUKIIAja 3aBpIIaBa JOKa3.

Hapenu cmo aedununmjy ussona rpyme. Ho, moxemo Hahin u qpyrd u3BOf,
u tpehu, nuta. HapasHo, medunuimja je MHAYKTHBHA (PEKYP3UBHA): N-TH H3BOI
rpyne G, y osnarm G™) nedunnmiemo ca:

G =g;
G = (g,
Cana gajeMo AC(UHUIN]Y PEIIUBUX TPYIIA.
HMedpununmja 41. 3a epyny G kasxcemo 0a je pewusa ykonuko nocmojun € N mako
oa je G™ = {e}. )
[Tpumerumo na nzBoau rpyne G unHe onaxajyhu Hu3 noarpyna ox G-
G =ag0 OG'DG"D ..

NIPY Y€MY je CBaKH WIaH y HU3Y, IOYEB OJ1 APYTOr, HOpMaJlHa OArpyIa MPEeTX0JHOT
U jOIII je KONMMYHMYKA ITPyia KOMyTaTUBHA. 3aHUMJBUBO je 1a Baxku cieneha Teopema.
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Teopema 42. [pyna G je pewsusa axo u camo axo nocmoju onaoajyhiu Huz nooepyna
4) G=Ho2H 2Hy2 -2 Hy 1 2 Hy = {e},
npu uemy je, 3a cee i = 0,n — 1: H;y1 < H; u H;/ H; 11 je komymamuena epyna.

L = 3a TpaXKEHH HU3 MOKEMO y3eTH Hu3 m3Boga: H; = G,

<. lpernocrasumo na nocroju uusfd] Kakoje G/Hy = Hy/H; xomyrarusHa
rpyma, Ha OCHOBY cTaBa 39| nobujamo ma je G’ C Hj. JIOKaKHUMO MHIYKIHjOM
najesaceei = 1,n: GY C H;. ba3y cmo mokasamu. IIpernocraBumo na
je G C H;. Kaxo je H;/H;,| KOMyTaTHBHA, HIMaMO 1a je H! C H;;y. To
unykTHBHOj XumioTesu je G C H;, ma je GUHD = (GWY C H! C Hyyq.
Jlo6ujamo 1a je G™ C H, = {e}, Te 3axmyuyjemo ma je G = {e} e je G
permBa rpyna.

IIpumep 43. Iuenapcka rpyma D, je pemmsa.

< Tornenajre npumep 1.79 y yubenuky. Ty je nokasano aaje D), = (p?). Kako je
noarpyna (p?) KoMyTaTHBHA, KOMyTAaTOPH CBAKa JIBa EIEMEHTA Y H0j JIajy HeyTpall,

teje (p%)' = {e}, 1j. D) = {e}. ®
Ipumep 44. I'pyne Sy, S3, S4 cy penuse, I0K Tpyne Sy, 3a n 2> 5 HUCY pelINBe.

V npumepy 1.78 y yubenuky je mokasano ja je,3acsen > 2: S|, = A,. 3a
n=2umamo naje S, = {(1)}. 3an =3je Sy = Az, a A3 = C3,maje S5 = {1}.
V ciyuajy n = 4, umamo 1a je S, = Ay, IOK AMpeKTaH padyH MOKasyje aa je

' = V (ypazaure To 3a BexOy). Kako je grupa V xomyrarusha, o je V' = {(1)},
teje G = {(1)}.

Ho, cTBapu ce OuTHO Memajy Kazia je y muTamy cirydaj n > 5. HapaBHo, mMamo
najeS, = A,, Ho,3an > 5 Baxu: A, = A,. Hauwme, axo cy a,b,c,d,e €
{1,...,n} pasnnunrn GpojeBH, NMaMo 1a je

[(abe), (cde)] = (abc) ™ (cde) ™! (abd)(cde) = (cba)(edc)(abe)(cde) = (bec).

Crora cBaku 3-ITUKJI MOXEMO Jia JOOMjeMO Kao KoMyTaTop JBa 3-mukia, Kako 3-
LMKJIY reHepuiy noarpymne A, nobujamo aaje A/, = A,,, Te Hu rpyna S,, HE rpyna
A, Hucy pemmse 3a n > 5. &

Hamomena. IIpuneB pewmBa y Be3u je ca pemmuBolrhy anredbapcke jeqHadunHe ,,y
paauKanuMa’, OJHOCHO H3paKaBamky BEHUX PEIIekha Kao PYHKITH]a KoehHITjeHa-
Ta [IPH Y€MY j€ T03BOJHEHO JIa CE KOPUCTE jeTNHO OTIepaInje cabupama, 01y3uMama,
MHOXXEHa, NIeJheha U HATAKEHa KopeHa (0Ty/ paaIruKaiii), Kao IIITO HaM je TT03HATO
y clydajy pelema KBaApaTHE jefHA4MHE: akKo je jeAHaunHa ax’ + br + ¢ =
0, onma je ] = —b=vbi—dac VSL‘MC, a g = —b=vhiddac Vé’2+4ac. [ocroje u oarosapajyhe
Kapnanose opmysie 3a ciydaj jeanaunHa tpeher creneHa, kao u @epapujes metoq
3a cBol)em-€e jeHauMHE YETBPTOr CTENeHa Ha jefHAuuHy Tpeher, amm y ciydajy
jeaHadyrHa cTeneHa Beher of 4eTBpPTOTr, pelliermha ce HE MOTY H3Pa3HTH Ha OBaj
HaunH. Hawmme, ["anoa je mokaszao Kako ce CBaKoj jelIHaYMHH MOXE MPUAPYKUTH

jeaHa rpymna W Jia je Ta jeIHaudHa PelIMBa y paJuKaluMa ako U caMo ako je Ta
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rpyna pemuBa. OIIITOj jeIHAYMHU N-TOT CTENEHA MPUIPYXKYje ce rpyna Sy, a
OHa, BHJICIH CMO, HUje PEIINBA. &

CraB 45. a) [lodepyna pewuse epyne u cama je pewiusa.
0) Konuunuuxa epyna pewiuge epyne je pewiusa epyna.
8) Axo je N <« G, N pewusa, G/ N pewusa, onoa je u G pewusa.
2) [{upexmar npouzeo0 KOHAYHO MHO20 PEUUBUX 2PYNd je peuusa epyna.

4 a)Axoje H < G, ounaje H™ < G™. Kaxo je G peunsa, To je G = {e},
3a Heko 1, a Tana jeu H(™ = {e}.

6) Heka je N <G u n: G — G/N xanoucku enumopduszam: m(g) = gN.
Tana umamo 1a je 7[G’] = (G)'. Haume, kako je HHBEP3 KOMYTAaTOpPa KOMYTATOp,
CBaKH €JIEMEHT Y KOMYTaTOPCKO]j MOArPYIH je TPou3Boj KoMyTtatopa. Ho, cBaku
KOMYTaTOp y KOJIMYHWYKO] TPYTIU je CIINKAa KOMyTaTopa y MO4eTHOj TPyIH (TO CMO
Beh kopuctrim). Crora 0Bo Baxku. VHIyKIMjoM ce JTaKo mokake aaje u w |G (”)] =
(G)™ 3a cBe n >, Te ako je G = {e} 3a mexo n, onna je (G)™ =€ = N.

B) M3 mpeTnocTaske ja je G pemmsa, ciefu a moctoju n tako aa je (G)™ =
€ = N. Ho, To 3anpago 3naun xa je G™ = N. Ho, u N je peumsa, ma mocroju
m taxo 1aje N™ = {e}. Tanaje Gt = (GM)(m) = N(™) = [¢},

r) Ornepaiyje y AMPEKTHOM IIPOM3BOJLY CY 3a/1aTe [0 KOOP/MHATAMA, T1a je KOMY-
TAaTOp eNeMeHara y mpou3Boay ypehena k-ropka komytaropa y oarosapajyhum
rpynama, te je (G1 X --- X G)' = G| x --- x G). Ako je GZ(-”i) = {e;}, onna
HUMaMmo J1a je

(Gl Xka)(n):ng) X...xG](:'):{el}x...x{ek}
aKo y3memo ja je n = max{ni,...,ng}. ]

Crnenehu cTaB mojammaBa OHO IITO CMO Ha TIOYETKY PEKIIM O Be3u u3Mel)y Hul-
MOTEHTHUX M KOHAYHUX PEIIUBHX IPyTIa.

CraB 46. Cseaxa KoHauHa HUINOMENMHA 2PYNA je peuiusa.

4 Ha OCHOBY TeopeMme |5| u Teopeme 45| nMaMo 11a je cBaka KOHadHa p-Tpyra

pemmBa. Kaxo je, mo Teopemu 28| cBaka KOHaYHa HIJITIOTEHTHA TpyTa H3oMopdHa
JTUPEKTHOM TIPOM3BOJIY PEIIUBUX, TPAKEHO CIEIH U3 CTaBa
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