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1 Konstrukcije leǌirom i xestarom

1.1 Formulacija problema i klasiqna pitaǌa
U xkoli smo imali prilike da izuqavamo konstrukcije koje se mogu
izvrxiti leǌirom i xestarom. Naravno, tu se podrazumeva da leǌir
nije ‘ba�daren’, tj. da ne mo�emo odmeravati du�ine pomo�u leǌira
(bez obzira na qiǌenicu da leǌiri koji se prodaju kao xkolski pri-
bor jesu ba�dareni). Leǌiri samo slu�e za povlaqeǌe pravih kroz
dve date taqke. U vezi sa tim su dobro poznata tri konstruktivna
problema Antike (za koji su verovatno neki od qitalaca i quli).

1. Udvostruqavaǌe kocke. Za datu kocku, na�i kocku dvostruko ve�e
zapremine. S obzirom da je zapremina kocke stranice a jednaka a3

za nala�eǌe stranice b za koju je b3 = 2a3 potrebno je i dovoǉno
konstruisati broj 3

√
2.

2. Trisekcija ugla. Dati ugao podeliti na tri jednaka dela. Dobro
nam je poznato kako da prepolovimo ugao, a i kako da datu du� pode-
limo na tri jednaka dela, ali kako podeliti ugao na tri jednaka dela?
Pokaza�emo da se i to svodi na pitaǌe konstrukcije broja koji je rex-
eǌe neke jednaqine tre�eg stepena (kao xto je i 3

√
2 rexeǌe jednaqine

x3 = 2).

3. Kvadratura kruga. Za dati krug na�i kvadrat qija je povrxina
jednaka povrxini datog kruga. S obzirom da je povrxina kruga polu-
preqnika r data formulom πr2, a da je povrxina kvadrata stranice a
jednaka a2 rexavaǌe problema se svodi na konstrukciju broja

√
π.

U ovom odeǉku, ukratko �emo opisati glavne algebarske ideje koje
se nalaze u okviru problema konstrukcije leǌirom i xestarom i
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pokazati da se prva dva navedena problema ne mogu rexiti na taj
naqin.

Sve konstrukcije naravno vrximo u ravni. U ǌoj �emo izabrati
jednu taqku O i dve normalne prave koje kroz ǌu prolaze. Zamisli�e-
mo, radi lakxeg opisa da je jedna ‘horizontalna’, a druga ‘vertikalna’
(one predstavǉaju koordinatne ose). Na horizontalnoj osi, izabra-
�emo ‘sa desne strane’ od taqke O jednu taqku P i smatra�emo da du�
OP predstavǉa jediniqnu du�. Dakle, taqka P �e imati koordinate
(1, 0).

Osnovna konstrukcija leǌirom je povlaqeǌe prave kroz dve ve�
konstruisane taqke, dok je osnovna konstrukcija xestarom crtaǌe
kruga sa centrom u jednoj konstruisanoj taqki koja prolazi kroz drugu
konstruisanu taqku. U preseku tako konstruisanih pravih i krugova,
dobijamo nove taqke. Taqka u ravni je konstruktibilna ukoliko se mo�e
dobiti ponavǉaǌem osnovnih konstrukcija konaqno mnogo puta.

Primetimo da mo�emo posebno razmatrati i konstrukcije taqaka
na koordinatnim osama. Tako dobijamo i pojam konstruktibilnih re-
alnih brojeva. Nije texko uveriti se da va�i slede�i stav.

Stav 1 Taqka u ravni sa koordinatama (a, b) je konstruktibilna ako i samo
ako su a i b konstruktibilni realni brojevi.

Taqke u ravni mo�emo da vidimo i kao kompleksne brojeve na stan-
dardan naqin.

Slede�i stav je zanimǉiv.

Stav 2 Konstruktibilni brojevi qine poǉe.

Dokaz. Dajemo dokaz za realne brojeve. S obzirom na to kako se izvode
operacije sa kompleksnim brojevima, lako se potom dobija rezultat i
za kompleksne brojeve. Mi �emo dokazati da realni konstruktibilni
brojevi qine potpoǉe od R. U tu svrhu treba pokazati da, ako su a i
b konstruktibilni realni brojevi, onda su to i brojevi a± b, a · b, kao
i da je 1

a konstruktibilan broj za svaki konstruktibilan broj a 6= 0.

Nije texko uveriti se da je dovoǉno ovo pokazati kada imamo pozi-
tivne realne brojeve (negativni brojevi samo uvode vixe sluqajeva).
Konstrukcija broja a+ b data je slede�im crte�om.
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Naime, ako je broj a odre�en taqkom Q, a broj b taqkom R, onda
najpre kroz neku taqku T (takvu da je du�ina du�i OT neki kon-
struktibilan broj) na vertikalnoj osi konstruixemo pravu paralelnu
horizontalnoj osi (to znamo da konstruixemo pomo�u leǌira i xes-
tara). Potom kroz taqku R konstruixemo pravu paralelnu vertikalnoj
osi i u preseku dobijamo taqku R′. Povlaqimo i pravu kroz taqke T i
Q. Na kraju povlaqimo pravu kroz R′ paralelnu pravoj kroz taqke T i
Q. U preseku sa horizontalnom osom dobijamo taqku S koja i odgovara
broju a+ b.

Qitaocima ostavǉamo da provere kako se mo�e konstruisati broj
a− b.

Za konstrukciju broja a · b koristimo slede�u proporciju: ab : b =
a : 1. Evo crte�a (taqka P oznaqava poziciju broja 1).
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Postavǉamo krugove sa centrom u O koji prolaze kroz taqke P (koja
odgovara broju 1) i taqku R (koja odgovara broju b). U preseku do-
bijamo taqke P ′ i R′ na vertikalnoj osi. Prava kroz R′ paralelna
pravoj kroz taqke P ′ i Q seqe horizontalnu osu u taqki Q′ i ta taqka
odgovara taqki a · b. Naime, pravougli trouglovi 4QOP ′ i 4Q′OR′
su sliqni, pa je OQ : OP ′ = OQ′ : OR′, odnosno a : 1 = OQ′ : b. Stoga
taqka Q′ zaista odgovara taqki a · b.

Ostavǉamo qitaocima za ve�bu da poka�u kako se mo�e konstru-
isati 1

a ako je a ve� konstruisan. 2

Nije taqno samo to da konstruktibilni brojevi qine potpoǉe od R.

Stav 3 Ako je pozitivan realan broj a konstruktibilan, konstruktibilan je
i
√
a.

Dokaz. Preporuqujemo qitaocima da se uvere da crte�
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daje rexeǌe. Ovde taqka P odgovara, kao i ranije broju 1, taqka Q
broju −a, a S je centar konstruisanog kruga. Du�ina OO′ odgovara
broju

√
a. 2

Stav 4 Neka su date taqke A,B,C,D qije su koordinate u nekom potpoǉu F
poǉa R. Tada su koordinate taqaka koje se dobijaju u preseku dve prave, dva
kruga, ili prave i kruga, koji prolaze kroz dve od ovih taqaka ili u poǉe F
ili u poǉu F (

√
r), gde je r ∈ F .

Dokaz. Dakle, date su taqke A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3) i D(x4, y4).
Jednaqina prave kroz taqke A i B data je sa:

x− x1

y − y1
=
x2 − x1

y2 − y1
,

dok je jednaqina kruga koji ima centar u C i prolazi kroz D data sa:

(x− x3)2 + (y − y3)3 = (x4 − x3)2 + (y4 − y3)2.

Stoga se nala�eǌe preseka te prave i tog kruga svodi na rexavaǌe
sistema od jedne linearne i jedne kvadratne jednaqine. Posmatraǌem
prvo linearne jednaqine, mo�emo jednu koordinatu izraziti preko
druge (ili se qak dobija da je jedna koordinata fiksirana, xto opet
znaqi da je izra�ena preko druge, samo preko konstantne funkcije)
i tako zamenom u jednaqinu kruga dobijamo kvadratnu jednaqinu, a
znamo da ǌeno rexavaǌe ukǉuquje nala�eǌe kvadratnog korena iz
nekog elementa koji je izra�en u obliku koliqnika polinoma po ko-
eficijentima, pa stoga pripada poǉu F . Dakle, nove koordinate su
ili iz F ili su u poǉu F (

√
r), gde je r taj broj qiji se koren tra�i u

postupku rexavaǌa jednaqine, a sigurno pripada poǉu F .

U sluqaju da posmatramo presek dve prave, situacija je jox jed-
nostavnija, jer rexeǌa moraju pripadati poǉu F , dok se sluqaj pre-
seka dva kruga svodi, oduzimaǌem, na sluqaj tra�eǌa rexeǌa sistema
jedne linearne i jedne kvadratne jednaqine (kvadratni qlanovi �e se
oduzimaǌem skratiti). 2
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Podsetimo se nekih rezultata o raxireǌima poǉa. Najpre, ako
su E i F poǉa, pri qemu je F ⊆ E, onda ka�emo da je poǉe E jedno
raxireǌe poǉa F i oznaqavamo sa: raxireǌe E/F . Elemente poǉa E
naravno da mo�emo da sabiramo, ali mo�emo i da ih mno�imo elemen-
tima poǉa F i rezultat je u poǉu E. Uzimaju�i u obzir sva svojstva
osobina sabiraǌa i mno�eǌa u poǉima mo�emo da zakǉuqimo da je
poǉe E jedan vektorski prostor nad poǉe F . Ukoliko je to prostor
konaqne dimenzije, ka�emo da je raxireǌe E/F konaqno i dimenziju
poǉa E nad poǉem F , tj. dimF E oznaqavamo sa [E : F ] i nazivamo
stepen raxireǌa poǉa E nad F .

Ukoliko je E1 konaqno raxireǌe poǉa F , a E2 konaqno raxireǌe
poǉa E1, onda je naravno E2 i jedno raxireǌe poǉa F .

Stav 5 Ako su F , E1 i E2 poǉa kao u prethodnoj reqenici, onda je E2 konaqno
raxireǌe poǉa F i va�i

[E2 : F ] = [E2 : E1][E1 : F ].

Dokaz. Neka je [E1 : F ] = n i [E2 : E1] = m. Kako je dimenzija E1

kao vektorskog prostora nad poǉem F jednaka n, to postoji neka baza
[α1, . . . , αn]. Sliqno, neka je [β1, . . . , βm] baza vektorskog prostora E2

nad poǉem E1. Doka�imo da proizvodi αiβj, i = 1, n, j = 1,m qine
bazu prostora E2 nad poǉem F .
Linearna nezavisnost. Pretpostavimo da je

m∑
j=1

n∑
i=1

cijαiβj = 0,

za neke cij ∈ F . Neka je dj =
∑n
i=1 cijαi, j = 1,m. Elementi dj su iz

poǉa E1 i za ǌih va�i:
m∑
j=1

djβj = 0.

Kako je [β1, . . . , βm] baza za E2 nad E1, to mora biti dj = 0 za sve
j ∈ {1, . . . ,m}. No, kako je [α1, . . . , αn] baza za E1 nad poǉem F , to iz∑n
i=1 cijαi = 0, za j = 1,m sledi da je cij = 0 za i = 1, n, j = 1,m.
Generatrisa. Neka je γ ∈ E2. Kako je [β1, . . . , βm] baza za E2 nad E1,

to postoje rj ∈ E1 takvi da je

γ =
m∑
j=1

rjβj .

No, kako je [α1, . . . , αn] baza za E1 nad F to za svako j ∈ {1, . . . ,m}
postoje sij za koje je

rj =
n∑
i=1

sijαi.
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Konaqno dobijamo da je

γ =
m∑
j=1

n∑
i=1

sijαiβj .

2

Navedimo sada najva�niju teoremu u ovom odeǉku.

Teorema 6 Neka je α konstruktibilan realan broj, koji nije iz Q. Tada
postoji niz potpoǉa od R

Q = F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ Fn = F,

tako da α ∈ F , Fi = Fi−1(
√
ri), gde je ri > 0, ri ∈ Fi−1,

√
ri 6= Fi−1. Dakle,

[Q(α) : Q] = 2s

za neko s ≥ 1.

Dokaz. Kao xto znamo, neka taqka je konstruktibilna ako se mo�e
dobiti od konstruktibilnih taqaka u konaqno mnogo koraka od kojih
se svaki sastoji od nala�eǌa preseka dve prave, ili prave i kruga. A
realan broj je konstruktibilan ukoliko je koordinata neke konstruk-
tibilne taqke. Dakle, α je koordinata neke taqke A, koja je dobijena
kao posledǌa taqka u nizu. Kao xto znamo, svi racionalni brojevi
se mogu konstruisati poqev od 0 i 1. Zatim, eventualno, dodajemo
koren nekog pozitivnog racionalnog broja r1 i dobijamo poǉe Q(

√
r1),

pri qemu
√
r1 6∈ Q Na osnovu stava, u slede�em koraku, najvixe xto

je potrebno dodati je opet koren nekog broja iz Q(
√
r1), koji se tu ne

nalazi. Dakle, zaista dobijamo niz poǉa kao xto je navedeno i α ∈ F ,
gde je F to posledǌe poǉe. No, s obzirom da je Fi = Fi−1(

√
ri), pri

qemu je ri ∈ Fi−1 i
√
ri 6= Fi−1, jasno je da je

[Fi : Fi−1] = 2,

jer je polinom X2 − ri minimalan polinom elementa
√
ri nad poǉem

Fi−1. Stoga je

[F : Q] = [Fn : Fn−1] · [Fn−1 : Fn−2] · · · [F1 : F0] = 2n.

No, kako α ∈ F , dobijamo da je

2n = [F : Q] = [F : Q(α)] · [Q(α) : Q],

te je zaista [Q(α) : Q] = 2s za neko s ≥ 1. 2

Napomena 7 Odgovaraju�i rezultat va�i i za konstruktibilne kompleksne
brojeve: ako je α ∈ C \ Q konstruktibilan, onda je [Q(α) : Q] = 2s za neko
s > 1. ♠
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Sada mo�emo da reximo ona dva problema. Pozabavimo se najpre
udvostruqavaǌem kocke.

Stav 8 Udvostruqavaǌe kocke nije mogu�e izvrxiti korix�eǌem iskǉuqivo
leǌira i xestara.

Dokaz. Videli smo da se to svodi na konstruktibilnost broja 3
√

2.
No, polinom X3 − 2 je nerastavǉiv nad Q. To nam je lako pokazati
korix�eǌem znaǌa iz prethodnih kurseva. Na primer, mo�emo ko-
ristiti Ajzenxtajnov kriterijum, ili konstatovati da polinom nema
racionalnu nulu. Uverite se u ovo.

Dakle, polinom a(X) = X3−2 je nerastavǉiv nad Q i kako je a( 3
√

2) =
0, to je a(X) minimalni polinom elementa 3

√
2, te je [Q( 3

√
2) : Q] =

deg a(X) = 3, xto protivreqi prethodnoj teoremi, jer 3 nije stepen
dvojke. 2

Da bismo dokazali da nije mogu�e izvrxiti trisekciju proizvoǉnog
ugla korix�eǌem leǌira i xestara, dovoǉno je pokazati da se ne
mo�e konstruisati ugao od 20◦. Naime, dobro nam je poznato da se
ugao od 60◦ mo�e konstruisati leǌirom i xestarom, a ako je dokazano
da se ugao od 20◦ ne mo�e konstruisati leǌirom ni xestarom, to se
ni ugao od 60◦ ne mo�e podeliti na tri jednaka dela.

Razmatraǌem jediniqnog kruga, vidimo da se nemogu�nost konstruk-
cije ugla od 20◦ svodi na nemogu�nost konstrukcije broja cos 20◦. Doka-
�imo to.

Stav 9 Broj cos 20◦ nije konstruktibilan.

Dokaz. Koristi�emo slede�i identitet

cos 3ϕ = 4 cos3 ϕ− 3 cosϕ.

Qitaoci bi trebalo da provere kako se dobija ovaj identitet. U
svakom sluqaju, ako uzmemo da je ϕ = 20◦ dobijamo

4 cos3 20◦ − 3 cos 20◦ = cos 60◦ =
1
2
.

Dakle,

cos3 20◦ − 3
4

cos 20◦ − 1
8

= 0.

Posmatrajmo polinom a(X) = X3 − 3
4X −

1
8 ∈ Q[X]. Doka�imo da je on

nerastavǉiv nad Q. S obzirom da je u pitaǌu polinom tre�eg stepena,
dokaz se svodi na proveru da li polinom ima nulu u Q. To bi bila i
nula polinoma 8a(X) = 8X3 − 6X − 1. No, ako je p

q ∈ Q jedna nula tog
polinoma, pri qemu je q > 0 i ovaj razlomak neskrativ, onda p | −1, a
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q | 8 po dobro nam poznatom kriterijumu od ranije. Lako je proveriti
da takvi p i q ne postoje.

Dobili smo da polinom a(X) nije rastavǉiv nad Q, Kako je is-
puǌeno: a(cos 20◦) = 0, zakǉuqujemo da je a(X) minimalni polinom za
cos 20◦ nad Q, te je [Q(cos 20◦) : Q] = 3, xto pokazuje da broj cos 20◦ nije
konstruktibilan. 2

Ovaj rezultat nam pokazuje da leǌirom i xestarom nije mogu�e
konstruisati pravilni 18-ougao. Naime, jasno je da se konstrukcija
pravilnog n-tougla mo�e svesti na konstrukciju centralnog ugla nad
ǌegovom stranicom, a to je ugao od 360◦

n , odnosno u naxem sluqaju, to
je ugao od 20◦.

1.2 Naprednija pitaǌa
Slede�i rezultat je nexto te�i za dokaz.

Stav 10 Pomo�u leǌira i xestara nije mogu�e konstruisati pravilni sed-
mougao.

Dokaz. Kao xto je ve� reqeno, dokaz se svodi na nemogu�nost kon-
strukcije broja cos 2π

7 (sada �emo, zbog kra�eg zapisa, koristiti radi-
jane). Neka je ζ = cos 2π

7 + i sin 2π
7 . Primetimo da je ζ zapravo sedmi

koren iz jedinice: ζ7 = 1. Kako je ζ 6= 1, dobijamo da je

ζ6 + ζ5 + ζ4 + ζ3 + ζ2 + ζ + 1 = 0.

Podelimo ovu jednakost sa ζ3. Dobijamo

ζ3 + ζ2 + ζ + 1 +
1
ζ

+
1
ζ2

+
1
ζ3

= 0. (1)

Primetimo da je

z = ζ +
1
ζ

(
= 2 cos

2π
7

)
.

Dovoǉno je, dakle, da doka�emo da z nije konstruktibilan. No,

z3 = ζ3 +
1
ζ3

+ 3
(
ζ +

1
ζ

)
,

te je

ζ3 +
1
ζ3

= z3 − 3z.

Na sliqan naqin
z2 = ζ2 + 2 +

1
ζ2
,

te je

ζ2 +
1
ζ2

= z2 − 2.
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Stoga iz jednaqine (1) dobijamo

z3 − 3z + z2 − 2 + z + 1 = 0,

tj.
z3 + z2 − 2z − 1 = 0.

Poka�imo da je polinom a(X) = X3+X2−2X−1 ∈ Q[X] nerastavǉiv nad
Q. Kao i pre, dovoǉno je pokazati da on nema nula u Q. Ukoliko je p

q ∈
Q neka nula ovog polinoma, pri qemu je q > 0 i ovo neskrativ razlomak,
onda ona mora biti ispuǌeno: p | −1, q | 1, tj. p

q ∈ {−1, 1}. No, lako
se proveri da ovo nisu nule polinoma a(X), pa on nije rastavǉiv
nad Q. Stoga je on minimalni polinom za element z. Kako je taj
polinom stepena 3, taj element nije konstruktibilan, xto je trebalo
i dokazati. 2

Doka�imo sada jaqi rezultat od ovog.

Stav 11 Ako je p neparan prost broj i ako je mogu�e konstruisati pravilan
p-ugao, onda je p Fermaov prost broj, tj. prost broj oblika p = 22n + 1 za neko
n ≥ 0.

Dokaz. Posmatramo polinom

a(X) = Xp−1 +Xp−2 + · · ·+X + 1.

Po pretpostavci je broj ζ = e
2πi
p konstruktibilan (1, ζ, . . . , ζp−1 qine

temena pravilnog p-tougla). Va�i da je ζp = 1 i, kako je ζ 6= 1, to je
a(ζ) = 0. Polinom a(X) ∈ Q[X] je nerastavǉiv akko je nerastavǉiv
polinom a(X + 1). Kako je

(X − 1)a(X) = Xp − 1,

to je

Xa(X + 1) = (X + 1)p − 1 =
p∑
k=0

(
p

p− k

)
Xp−k − 1 =

p−1∑
k=0

(
p

p− k

)
Xp−k.

Stoga je

a(X + 1) = Xp−1 + pXp−2 +
(
p

2

)
Xp−3 + · · ·+ p.

Kako za sve 1 ≤ k ≤ p − 1 va�i da p |
(
p
k

)
, p2 - p i p - 1, to je polinom

a(X + 1) nerastavǉiv po Ajzenxtajnovom kriterijumu. Stoga je a(X)
minimalni polinom elementa ζ i [Q(ζ) : Q] = deg a(X) = p− 1. Kako je
ζ konstruktibilan broj, dobijamo da je p − 1 = 2m za neki prirodan
broj m. Neka je m = 2n(2l + 1) za neke n ≥ 0 i l ≥ 0. Ako l 6= 0, onda je

p = 2m + 1 = 22n(2l+1) + 1 = (22n + 1)(22n2l − 22n(2l−1) + · · ·+ 1),

te p ne bi bio prost broj. Stoga mora biti p = 22n + 1 za neko n ≥ 0,
tj. p je Fermaov prost broj. 2
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Napomena 12 Ako je Fn : = 22n + 1, onda znamo da su ovo prosti brojevi za
n = 0, 4. Nisu poznati drugi Fermaovi prosti brojevi. Posebno, za n = 2
imamo da je F2 = 17. Gaus je dokazao, kada je imao 19 godina, da je mogu�e
konstruisati pravilni 17-ougao (jox je od Euklida poznato da je mogu�e kon-
struisati pravilni trougao i pravilni petougao) i to mu je, po ǌegovim
reqima, ukazalo na to da je matematika obe�avaju�a profesija za ǌega. . . ♠

Dakle, znamo da, ako je broj α konstruktibilan mora biti [Q(α) :
Q] = 2s za neko s ≥ 0. Poka�imo primerom da obrat ne va�i.

Primer 13 Ne mogu svi koreni polinoma X4 + 4X + 2 ∈ Q[X] da budu
konstruktibilni.

Primetimo najpre da je dati polinom nerastavǉiv po Ajzenxtajnu
(2 | 2, 2 | 4, 2 - 1, 22 - 2) te je stepen svakog korena nad Q jednak 4 xto
je stepen dvojke.

Reximo jednaqinu x4+4x+2 = 0. Ako je p(x) = x4+4x+2, mo�emo da
primetimo da, poxto je p(x) > 0 za x ≥ 0, p′(x) < 0 za x < −1, p′(x) > 0
za x > −1, p(−1) = −1 < 0 i p(x) > 0 za x << 0, ovaj polinom ima taqno
dve realne nule i to su negativni brojevi.

Koristi�emo Ojlerov metod, gde rexeǌe tra�imo u obliku x =
u+ v + w. Tada je

x2 = u2 + v2 + w2 + 2(uv + uw + vw),

te je
(x2 − (u2 + v2 + w2))2 = 4(uv + uw + vw)2.

Dakle

x4−2(u2+v2+w2)x2+(u2+v2+w2)2 = 4(u2v2+u2w2+v2w2+2(u2vw+uv2+uvw2)).

Primetimo da je

u2vw + uv2 + uvw2 = uvw(u+ v + w) = uvwx.

Ako ovo iskoristimo i sredimo prethodnu jednakost, dobijamo:

x4− 2(u2 + v2 +w2)x2− 8uvwx+ (u2 + v2 +w2)2− 4(u2v2 +u2w2 + v2w2) = 0.

Kako je x4 + 4x+ 2 = 0, dobijamo da je

u2 + v2 + w2 = 0 (2)
−8uvw = 4 (3)

(u2 + v2 + w2)2 − 4(u2v2 + u2w2 + v2w2) = 2. (4)

Iz prve i tre�e jednaqine dobijamo da je

u2v2 + u2w2 + v2w2 = −1
2
,
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a iz druge da je

uvw = −1
2
,

te je

u2v2w2 =
1
4
.

Dobili smo novi sistem jednaqina:

u2 + v2 + w2 = 0 (5)

u2v2 + u2w2 + v2w2 = −1
2

(6)

u2v2w2 =
1
4
. (7)

Vidimo da su u2, v2, w2 nule polinoma

q(X) = (X − u2)(X − v2)(X − w2) = X3 − 1
2
X − 1

4
∈ Q[X].

Primetimo da je

8q(X) = 8X3 − 4X − 2 = (2X)3 − 2 · (2X) = 2.

Zamenom Y = 2X dobijamo polinom r(Y ) = Y 3 − 2Y − 2 ∈ Q[Y ] i on je
nerastavǉiv po Ajzenxtajnu (za prost p = 2 naravno). Stoga je i q(X)
nerastavǉiv nad Q te ǌegove nule u2, v2, w2 nisu konstruktibilni bro-
jevi. No, ta se jednaqina mo�e rexiti i tako dobiti brojevi u2, v2, w2.
Mi mo�emo da izaberemo neke korene iz ovih brojeva i proglasimo ih
za u, v, w. No, ako je x1 = u+ v+w jedno od rexeǌa poqetne jednaqine,
onda su ostala rexeǌa:

x2 = u− v − w (8)
x3 = −u+ v − w (9)
x4 = −u− v + w. (10)

Va�no je primetiti da je uvw = − 1
2 za svaki izbor u, v, w, te nemamo 16

mogu�nosti kako se, mo�da, na prvi pogled qini. Kad izaberemo neke
u, v, w, ostaju samo jox tri mogu�nosti koje su navedene. No, ako bi
svi x1, x2, x3, x4 bili konstruktibilni, onda bi bio konstruktibilan
i broj 2u = x1 + x2, pa onda i u, te nu�no i u2, a znamo da on nije
konstruktibilan. Dakle, ne mogu svi koreni biti konstruktibilni i
to pokazuje da obrat u navedenom stavu ne va�i. ♣

2 Normalna raxireǌa poǉa

2.1 Neki osnovni pojmovi i rezultati
Podsetimo se najpre slede�e qiǌenice.
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Stav 14 Ako je ϕ : K → L homomorfizam poǉa, onda je ϕ nu�no monomor-
fizam.

Dokaz. Znamo da je Kerϕ ideal u K. Tako�e znamo da je ϕ(1K) = 1L, te
1K 6∈ Kerϕ. Kako su u poǉu K jedini ideali {0} i K, to je Kerϕ = {0},
te je ϕ monomorfizam. 2

Na primer, ne postoji nikakav homomorfizam ϕ : C → R, jer bi to
znaqilo da R sadr�i u sebi potpoǉe izomorfno sa C.

Definicija 15 Prosto poǉe je poǉe koje nema pravih potpoǉa.

Stav 16 1. Poǉe je karakteristike nula ako i samo ako sadr�i kao svoje
potpoǉe poǉe izomorfno sa Q.
2. Poǉe je karakteristike p ako i samo ako sadr�i kao svoje potpoǉe poǉe
izomorfno sa Zp.

Dokaz. Primetimo najpre da je karakteristika poǉa K jednaka karak-
teristici ma kog ǌegovog potpoǉa, poxto sva potpoǉa imaju zajed-
niqku jedinicu 1K i sadr�e sve elemente oblika n1K za n ≥ 1. Tako
da je potrebno dokazati samo jedan smer u dokazu ekvivalencije.

1. Neka je K poǉe karakteristike 0. Tada je n1K 6= 0K za sve
n ∈ Z \ {0}. Definiximo ϕ : Q→ K sa:

ϕ
(m
n

)
:= (m1K)(n1K)−1.

Poka�imo da je ϕ dobro definisano:

m

n
=
r

s
=⇒ sm = nr

=⇒ (sm)1K = (nr)1K
=⇒ (s1K)(m1K) = (n1K)(r1K)
=⇒ (m1k)(n1K)−1 = (r1K)(s1K)−1.

Naravno, ϕ je homomorfizam:

ϕ
(m
n

+
r

s

)
= ϕ

(
sm+ nr

ns

)
= (sm+ nr)1K((ns)1K)−1

= ((s1K)(m1K) + (n1K)(r1K))(n1K)−1(s1K)−1

= (s1K)(m1K)(n1K)−1(s1K)−1 + (n1K)(r1K)(n1K)−1(s1K)−1

= (m1K)(n1K)−1 + (s1K)−1

= ϕ
(m
n

)
+ ϕ

(r
s

)
.
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Provera za proizvod je jox jednostavnija. Naravno, ϕ(1) = 1K . Kako
je ϕ nu�no monomorfizam po prethodnom stavu, to je Imϕ potpoǉe od
K izomorfno sa Q.

2. Neka je K poǉe karakteristike p. Tada je p1K = 0K . Definixemo
ϕ : Zp → K sa: ϕ(r) := r1K , za r ∈ Zp(= {0, 1, . . . , p − 1}). Ovde naravno
ne moramo da proveravamo dobru definisanost. Proverimo samo da
je ϕ homomorfizam. Neka su r, s ∈ Zp. Podsetimo se da su operacije u
Zp sabiraǌe i mno�eǌe po modulu p: r ·p s = ρ(r · s, p), gde je sa ρ(m, p)
oznaqen ostatak pri deǉeǌu m sa p. Dakle, rs = qp + r ·p s, za neki
q ∈ N. Stoga je

ϕ(r)·ϕ(s) = (r1K)·(s1K) = (rs)1K = q(p1K︸︷︷︸
=0K

)+(r ·ps)1K = (r ·ps)1K = ϕ(r ·ps).

Slagaǌe u odnosu na sabiraǌe se jox lakxe proverava. Dakle, kako
je ϕ homomorfizam poǉa, ϕ je nu�no monomorfizam, pa K sadr�i pot-
poǉe izomorfno sa Zp. 2

Napomena 17 U daǉem �emo poǉe Zp oznaqavati najqex�e sa Fp. Zbog
prethodnog rezultata, poǉa Q i Fp nazivaju se i osnovnim poǉima i qesto
�emo smatrati da je bax Q ⊆ K ukoliko je K karakteristike 0, odnosno da
je Fp ⊆ K ako je K karakteristike p. To koristimo ve� u slede�em stavu. ♠

Stav 18 Neka je K poǉe karakteristike 0 i ϕ ∈ Aut(K). Tada je ϕ(q) = q
za sve q ∈ Q.

Dokaz. Kako je Q ⊆ K, to je 1K = 1(= 1Q). S obzirom na to da je
ϕ(1) = 1, indukcijom se lako poka�e da je ϕ(n) = n za sve n ∈ N, a iz
qiǌenice da je ϕ(−α) = −ϕ(α) za sve α, dobijamo da je i ϕ(m) = m za
sve m ∈ Z. Stoga je ϕ(m/n) = ϕ(m)/ϕ(n) = m/n za sve m ∈ Z, n ∈ N\{0},
te je zaista ϕ(q) = q za sve q ∈ Q. 2

2.2 Pojam normalnog raxireǌa
Zapoqnimo jednim primerom.

Primer 19 Neka je K = Q( 3
√

2). Odrediti grupu Aut(K).

Neka je ϕ ∈ Aut(K). Znamo da po stavu 18 va�i: ϕ(q) = q za sve q ∈ Q.
Svaki element iz α ∈ K je oblika α = a+b 3

√
2+c( 3

√
2)2 za neke a, b, c ∈ Q.

Dakle,

ϕ(α) = ϕ
(
a+ b

3
√

2 + c( 3
√

2)2
)

= ϕ(a) + ϕ(b)ϕ( 3
√

2) + ϕ(c)ϕ( 3
√

2)2

= a+ bϕ( 3
√

2) + cϕ( 3
√

2)2.
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Prema tome, vrednost ϕ(α) je potpuno odre�ena vrednox�u ϕ( 3
√

2). No,
( 3
√

2)3 = 2, pa je ϕ( 3
√

2)3 = 2. S obzirom na to da ϕ( 3
√

2) ∈ Q( 3
√

2) ⊆ R i
da iz sredǌe xkole znamo da je jedino rexeǌe u R jednaqine x3 = 2
bax 3

√
2 to je ϕ( 3

√
2) = 3

√
2 i ϕ = idK . Stoga je grupa Aut(K) trivijalna:

Aut(K) = {idK}. ♣

Stoga, da bismo dobili zanimǉiviju grupu, moramo u K dodati jox
tre�ih korena iz 2. Znamo da su svi tre�i koreni iz 2: 3

√
2, ε 3
√

2, ε2 3
√

2,
gde je ε = cos 2π

3 + i sin 2π
3 netrivijalni tre�i koren iz jedinice. Odre-

�ivaǌe grupe Aut(L) za L = Q( 3
√

2, ε) je svakako zanimǉivije od pret-
hodnog primera.

Motivisani ovim primerom, dajemo slede�u definiciju.

Definicija 20 Algebarsko raxireǌe F poǉa K je normalno uko-
liko va�i slede�e. Ako je polinom p ∈ K[X] nerastavǉiv u K[X] i
ako F sadr�i neku nulu tog polinoma, onda su u F sve nule tog poli-
noma.

Na primer, raxireǌe K poǉa Q iz prethodnog primera nije nor-
malno, jer polinom X3 − 2 ∈ Q[X] jeste nerastavǉiv u Q[X], a K ne
sadr�i sve nule ovog polinoma. Dok raxireǌe L sadr�i sve ǌe-
gove nule. Naravno, mi ne znamo bax samo na osnovu toga da je to
raxireǌe normalno, jer mo�da postoji neki drugi polinom koji nam
to ,,pokvari”. No, slede�i stav nam u tome poma�e.

Pre formulacije tog stava, podsetimo se nekih qiǌenica. Ako je
p ∈ K[X] onda je korensko poǉe ovog polinoma minimalno raxireǌe
poǉa K u kome se polinom p rastavǉa (,,cepa”) na linearne faktore,
dakle minimalno raxireǌe koje sadr�i sve korene ovog polinoma.
Va�i slede�e. Ako je poǉe K izomorfno poǉu K, ϕ : K → K izomor-
fizam, p = a0 + a1X + · · ·+ anX

n ∈ K[X] i polinom p ∈ K[X] definisan
sa: p = ϕ(a0) + ϕ(a1)X + · · · + ϕ(an)Xn, onda ako je F korensko poǉe
polinoma p, a F korensko poǉe polinoma p, va�i: F ∼= F . Posebno,
svaka dva korenska poǉa jednog polinoma su izomorfna.

Stav 21 Konaqno raxireǌe F poǉa K je normalno ako i samo ako je ono
korensko poǉe nekog polinoma p iz K[X].

Dokaz stava 21. ⇐= . Neka je F korensko poǉe polinoma p ∈ K[X],
q ∈ K[X] nerastavǉiv polinom i α ∈ F takvo da je q(α) = 0. Treba
dokazati da sve nule polinoma q le�e u F . Neka je E korensko poǉe
polinoma p · q ∈ K[X] i β ∈ E takvo da je q(β) = 0. Treba pokazati da
β ∈ F . Iz kursa Algebre 2 znamo da je

K(α) ∼= K[X]/〈q〉 ∼= K(β),

poxto je q nerastavǉiv. Poǉe F je korensko poǉe za polinom p, bilo
da ga gledamo kao polinom iz K[X], bilo kao polinom iz K(α)[X]
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(svakako α ∈ F ). Osim toga je F (β) korensko poǉe za polinom p ∈
K(β)[X]. No, kako je K(β) ∼= K(α), prema prethodnom sledi da su i ta
korenska poǉa F (β) i F polinoma p izomorfna. To posebno znaqi da su
ona izomorfna i kao vektorski prostori nad poǉem K. Stoga su F (β)
i F konaqno dimenzionalni vektorski prostori nad K iste dimenzije,
pri qemu je F ⊆ F (β). Zakǉuqujemo da se oni moraju poklapati, iz
qega sledi da β ∈ F .

=⇒ . Neka je F konaqno i normalno raxireǌe nad K. Dakle, F =
K(α1, . . . , αn) za neke αi ∈ F , koji su naravno algebarski nad K jer je
F konaqno raxireǌe. Neka su µα1 , . . . , µαn ∈ K[X] minimalni poli-
nomi ovih elemenata. Poxto je F normalno raxireǌe poǉa K, µαi ,
nerastavǉiv polinom iz K[X] za koji je µαi(αi) = 0, u F se nalaze i
sve ostale nule polinoma µαi . Ovo je naravno taqno za sve i, te je F
zapravo korensko poǉe polinoma p = µα1 · · ·µαn . 2

Definicija 22 Ako je L raxireǌe poǉa K, onda je normalno zatvo-
reǌe poǉa L najmaǌe raxireǌe L poǉa L tako da je raxireǌe L/K
normalno.

Na primer, ako je L = K(α1, . . . , αn), gde su αi algebarski nad K, onda
je L zapravo korensko poǉe polinoma µα1 · · ·µαn , gde je µαi ∈ K[X]
minimalni polinom elementa αi. Ukoliko je L = K( 3

√
2), L = K( 3

√
2, ε).

3 Separabilna raxireǌa poǉa
Videli smo da su normalna raxireǌa nekog poǉa ona raxireǌa u
kojima se nalaze sve nule nerastavǉivih polinoma sa koeficijentima
u poqetnom poǉu, qim je tu jedna nula. Sada �e nas zanimati da li
su te nule ,,razdvojene” (,,separirane”).

Neka su F i F korenska poǉa polinoma p ∈ K[X] i ϕ : F → F izomor-
fizam ,,nad” K, tj. takav izomorfizam da je ϕ(c) = c za sve c ∈ K. Kako
su F i F ne samo vektorski prostori nad K, nego i algebre nad K,
ovde imamo zapravo izomorfizam algebri nad K (K-algebri).

F F

K

-ϕ

J
J
J
J
J












Izomorfizam ϕ : F → F mo�emo produ�iti do izomorfizma ϕ̃ : F [X]→
F [X] tako xto �emo ,,dodefinisati” da je ϕ̃(X) = X. Ako je α = ϕ(α),
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za α ∈ F , onda je

p(α) = 0 akko je ϕ(p(α)) = 0 akko je p(α) = 0.

Ne samo to, nego za sve k ≥ 1 va�i:

(X − α)k | p u F [X] akko (X − α)k | p u F [X].

Naime:

(X − α)k | p akko p = (X − α)kq, za neki q ∈ F [X]

akko ϕ̃(p) = ϕ̃
(
X − α)kq

)
(ϕ̃ je ,,1–1”)

akko ϕ̃(p) = (X − α)kϕ̃(q)

akko p = (X − α)kϕ̃(q)

akko p = (X − α)kq, za neki q ∈ F [X]

akko (X − α)k | p.

Pretposledǌa ekvivalencija naravno va�i zbog toga xto je ϕ̃ ,,na”.

Dakle, svaka nula polinoma p u nekom korenskom poǉu tog polinoma
odgovara nekoj nuli u drugom korenskom poǉu i to sa istim multi-
plicitetom. Slede�i stav nam daje potreban i dovoǉan uslov da su
sve nule datog polinoma proste u nekom korenskom poǉu tog poli-
noma. Prema prethodnom je onda to taqno i za svako korensko poǉe
tog polinoma.

Stav 23 Ako je f ∈ K[X] \ K, onda su sve ǌegove nule u nekom ǌegovom
korenskom poǉu proste akko je NZD(f, f ′) = 1. Posebno, ako je f nerastavǉiv
polinom, sve ǌegove nule su proste akko je f ′ 6= 0.

Dokaz. Neka je d = NZD(f, f ′). Tada postoje polinomi a, b ∈ K[X] takvi
da je

af + bf ′ = d. (11)

⇐= . Ako je F korensko poǉe polinoma f i α ∈ F vixestruka nula
polinoma f onda je ona, kao xto dobro znamo, i nula ǌegovog izvoda
f ′, pa je na osnovu (11) ona i nula polinoma d, te je d 6= 1.

=⇒ . Neka je d 6= 1. Kako d | f , to postoji q ∈ K[X], tako da je f = dq.
Ako je E korensko poǉe polinoma d i α ∈ E neka nula polinoma d, onda
je f(α) = d(α)q(α) = 0, pa α pripada nekom korenskom poǉu F polinoma
f , koje je raxireǌe poǉa E. No, kako d | f ′ to je α i nula polinoma
f ′, pa f ima vixestruku nulu u tom korenskom poǉu.

Pretpostavimo sada da je f nerastavǉiv. Kako d | f , to mora biti
ili d = 1 ili d = f . Dakle,

d 6= 1 akko d = f akko f | f ′ akko f ′ = 0
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Posledǌa ekvivalencija sledi iz qiǌenice da je stepen polinoma f ′

maǌi od stepena polinoma f . Budu�i da smo ustanovili da su sve
nule polinoma f proste akko je d = 1, zakǉuqujemo da su sve nule
nerastavǉivog polinoma f proste akko f ′ 6= 0. 2

Definicija 24 Polinom je separabilan ako su sve ǌegove nule u nekom
ǌegovom korenskom poǉu proste.

Naravno, onda su one proste i u svakom drugom korenskom poǉu
ovog polinoma.

Posledica 25 Neka je f ∈ K[X]\K nerastavǉiv polinom i poǉe K karak-
teristike 0. Tada je f separabilan.

Dokaz. Na osnovu stava 23 polinom f je separabilan akko je f ′ 6= 0.
Neka je f = anX

n + · · · + a1X + a0, gde je n > 1 i an 6= 0. Tada je
f ′ = nanX

n−1 + · · ·+ a1. Kako je K karakteristike nula, to je n1K 6= 0,
te je i nan = (n1K) · an 6= 0, pa je f ′ 6= 0. Time je dokaz zavrxen. 2

Definicija 26 Neka je L algebarsko raxireǌe poǉa K. Element α ∈ L
je separabilan (nad K) ukoliko je ǌegov minimalni polinom µα ∈ K[X]
separabilan. Raxireǌe L je separabilno raxireǌe poǉa K, ako je svaki
element iz L separabilan nad K.

Posledica 27 Neka je K poǉe karakteristike 0 i L algebarsko raxireǌe
poǉa K. Tada je L/K separabilno raxireǌe.

Dokaz. U prethodnoj posledici smo videli da je svaki nerastavǉiv
polinom separabilan. Stoga je minimalni polinom svakog elementa
iz L separabilan, pa je i raxireǌe L/K separabilno. 2

Napomena 28 Naravno, i samo poǉe L je karakteristike 0, jer je 1L =
1K , pa je za svako n > 1: n1L = n1K 6= 0. ♠

Podsetimo se da za raxireǌe E/F ka�emo da je prosto ukoliko
postoji element α takav da je E = F (α). Za taj element ka�emo da je
primitivan element tog raxireǌa. Slede�a teorema nam govori o
egzistenciji primitivnog elementa.

Teorema 29 Neka je K poǉe karakteristike 0 i L = K(α1, . . . , αn) konaqno
raxireǌe poǉa K. Tada postoji λ ∈ L takav da je L = K(λ).

Dokaz. Znamo da je K beskonaqno poǉe. Dokaz izvodimo indukcijom
po n i jasno je da je dovoǉno pokazati tvr�eǌe za n = 2. Dakle, neka
je L = K(α, β) i α 6= β.

Znamo da su α i β separabilni nad K i neka su µα i µβ ǌihovi
minimalni polinomi. Oznaqimo sa F korensko poǉe polinoma µα · µβ.
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Kako su elementi α i β separabilni, sve nule ǌihovih minimalnih
polinoma su razliqite. Neka su

α = α1, α2, . . . , αk

nule polinoma µα, a
β = β1, β2, . . . , βl

nule polinoma µβ. Naravno sve se one nalaze u F . Neka je c ∈ K \ {0}.
Posmatrajmo potpoǉa Ec poǉa L zadata sa: Ec = K(α + cβ). �elimo
da doka�emo da je Ec = L za neko c. Posmatramo polinom

fc(X) = µα(α+ c(β −X)) = µα(α+ cβ − cX) ∈ Ec[X].

Primetimo da je fc formiran tako da je fc(β) = 0:

fc(β) = µα(α+ c(β − β)) = µα(α) = 0.

Da li je fc(βr) = 0 za neko r ≥ 2? Vidimo da je

fc(βr) = 0 akko µα(α+ c(β − βr)) = 0 (12)
akko α+ c(β − βr) = αs za neko s ≥ 2 (13)

akko c =
αs − α
β − βr

za neko s ≥ 2. (14)

Posmatrajmo skup

R =
{
αs − α
β − βr

: r > 2, s > 2
}
.

Skup R je konaqan, a poǉe K beskonaqno. Stoga sigurno postoji ele-
ment c0 ∈ K \ (R ∪ {0}). Na osnovu izbora elementa c0 imamo da je
fc0(β) = 0 i fc0(βr) 6= 0 za sve r ≥ 2. Kako je β nula i polinoma µβ
pogodno je razmotriti NZD(fc0 , µβ). Polinom fc0 pripada Ec0 [X], dok
je µβ ∈ K[X] i mo�emo ga posmatrati i kao polinom iz Ec0 [X]. Svakako
tada i

NZD(fc0 , µβ) ∈ Ec0 [X]. (15)

No, kako je µβ(X) = (X−β)(X−β2) · · · (X−βl) u K[X], a fc0(βr) 6= 0 za r ≥
2, to je NZD(fc0 , µβ) = X−β. Na osnovu (15) dobijamo da X−β ∈ Ec0 [X],
te β ∈ Ec0 = K(α+c0β). No, tada imamo i α = (α+c0β)−c0β ∈ K(α+c0β),
te je K(α, β) ⊆ K(α + c0β). Obratna inkluzija je oqigledna i dobili
smo da je K(α, β) = K(α + c0β), te se za tra�eni primitivan element
mo�e uzeti element λ = α+ c0β. 2

Ako se pogleda xta nam daje dokaz koji bismo izveli indukcijom,
vidimo da zapravo postoje c2, . . . , cn ∈ K takvi da je K(α1, α2, . . . , αn) =
K(α1 + c2α2 + · · ·+ cnαn).
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4 Automorfizmi i konjugacije
Posmatrajmo dva raxireǌa poǉa L/K i F/K. Mo�e postojati ho-
momorfizam π : L → F za koji ne va�i da je π(c) = c za sve c ∈ K.
No, ukoliko je jednakost π(c) = c ispuǌena za sve c ∈ K, onda π nije
samo homomorfizam poǉa nego i K-algebri. Ka�emo i da je π jedan
K-homomorfizam.

Definicija 30 Raxireǌa L i F poǉa K su konjugovana ukoliko postoji
bar jedan K-izomorfizam π : L → F . Elementi α ∈ L i α ∈ F su kon-
jugovani ako postojiK-izomorfizam π poǉaK(α) iK(α) takav da je π(α) =
α.

Stav 31 Neka su L i F raxireǌa poǉa K i α ∈ L, α ∈ F . Ovi elementi su
konjugovani akko su ili oba transcendentni nadK ili imaju isti minimalni
polinom u K[X].

Dokaz. ⇐=. Ako su i α i α transcendentni nad K, onda je

K(α) ∼= K(X) ∼= K(α).

Ukoliko je µα = µα, onda imamo:

K(α) ∼= K[X]/〈µα〉 = K[X]/〈µα〉
∼= K(α).

Naravno, u oba sluqaja je u pitaǌu K-izomorfizam u kome se α slika
u α.

=⇒. Ako je π : K(α)→ K(α) jedan K-izomorfizam, takav da je π(α) = α,
onda za svaki polinom p(X) = a0 + a1X + · · ·+ anX

n ∈ K[X] va�i:

π(p(α)) = π(a0)+π(a1)π(α)+ · · ·+π(an)π(α)n = a0 +a1α+ · · ·+anα
n = p(α).

Kako je π ,,1–1”, to je p(α) = 0 akko p(α) = 0. Poxto ovo va�i za svaki
polinom, onda su ili oba elementa transcendentna nad K (dakle ne
anuliraju nijedan polinom nad K) ili je skup polinoma koji anu-
liraju neprazan i isti za oba elementa, pa tada imaju i zajedniqki
minimalni polinom. 2

Svaki K-homorfizam σ : K(α)→ L, gde je L raxireǌe poǉa K pot-
puno je odre�en vrednox�u u α. Stoga, ako je α algebarski nad K
i ako je µα ∈ K[X] ǌegov minimalni polinom, onda razliqitih K-
homomorfizama iz K(α) u L ima onoliko koliko ima razliqitih nula
polinoma µα u L. Na primer, ne postoji nijedan Q-homomorfizam iz
Q(i) u R.

Naravno, sa AutL oznaqavamo skup svih automorfizama poǉa L,
dok sa G(L/K), gde je L raxireǌe poǉa K, oznaqavamo skup svih K-
automorfizama poǉa L. Jasno je da je G(L/K) 6 AutL. Ako je pak
Π 6 AutL, onda je

LΠ := {a ∈ L : (∀π ∈ Π)(π(a) = a)}
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potpoǉe od L. Naime, ako a, b ∈ LΠ i π ∈ Π, onda je π(a ± b) = π(a) ±
π(b) = a±b, te a±b ∈ LΠ. Tako�e je π(a ·b) = π(a) ·π(b) = a ·b, te a ·b ∈ LΠ.
Ukoliko je i b 6= 0, onda je π(a/b) = π(a)/π(b) = a/b, te i a/b ∈ LΠ.

Teorema 32 Za svako konaqno raxireǌe L poǉa K slede�i uslovi su ekvi-
valentni.

(1) K = LG(L/K).

(2) K = LΠ za neku konaqnu podgrupu Π 6 AutL.
(3) L je normalno i separabilno raxireǌe poǉa K.

U tom sluqaju je |G(L/K)| = [L : K].

Dokaz. (1) =⇒ (2). Pokaza�emo da je G(L/K) konaqna grupa. Znamo da
je L je vektorski prostor nad K konaqne dimenzije i neka je n = dimK L.
Neka je [e1, . . . , en] baza tog prostora. Prema ranijoj diskusiji, ako je
π ∈ G(L/K), onda je za sve i: π(ei) nula polinoma µei . Kako je π
potpuno odre�eno vrednostima na ovoj bazi i za svaki element baze
postoji samo konaqno mnogo mogu�nosti, to je grupa G(L/K) konaqna
i (2) je ispuǌeno – za Π mo�emo uzeti bax G(L/K).

(2) =⇒ (3). Dakle, K = LΠ pri qemu je Π = {π1, . . . , πk} (π1 = idL).
Treba pokazati da se za svako α ∈ L ǌegov minimalni polinom µα
faktorixe na linearne faktore u L[X]. Neka su α = α1, . . . , αm sve
razliqite nule polinoma µα koje se nalaze u L. Tada za svako i, j:
πi(αj) ∈ {α1, . . . , αm}. Kako je πi bijekcija, to πi permutuje elemente
skupa {α1, . . . , αm}.

Posmatramo polinom

p = (X−α1)(X−α2) · · · (X−αm) = Xn+an−1X
n−1 + · · ·+a1X+a0 ∈ L[X].

Poka�imo da je p = µα. Neka je π ∈ Π i π̃ : L[X] → L[X] produ�eǌe
definisano sa π̃(X) = X. Tada imamo

Xn+π(an−1)Xn−1+· · ·+π(a1)X+π(a0) = π̃(Xn+an−1X
n−1+· · ·+a1X+a0)

= π̃(p) = π̃((X − α1)(X − α2) · · · (X − αm))
= (π̃(X)− π̃(α1))(π̃(X)− π̃(α2)) · · · (π̃(X)− π̃(αm))

= (X−π(α1))(X−π(α2)) · · · (X−π(αm)) = Xn+an−1X
n−1+· · ·+a1X+a0,

poxto je {π(α1), π(α2), . . . , π(αm)} = {α1, α2, . . . , αm}. Dakle, za sve π ∈ Π
i sve i = 0, n− 1 je π(ai) = ai, xto znaqi da svi koeficijenti polinoma
p pripadaju LΠ = K. Prema tome, p ∈ K[X]. No, kako su jedine nule
polinoma µα u L bax α1, . . . , αm, to p | µα. Iz qiǌenice da je µα neras-
tavǉiv u K[X], zakǉuqujemo da je p = µα i vidimo da je α separabi-
lan nad K. Kako je α bio proizvoǉan element iz L, to je raxireǌe
L/K zaista separabilno. No, ovaj dokaz nam ujedno pokazuje da je to
raxireǌe i normalno. Naime, ako je q ∈ K[X] nerastavǉiv polinom i
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β ∈ L neka nula tog polinoma, onda je q zapravo minimalan polinom
tog elementa, a minimalan polinom svakog elementa se rastavǉa na
linearne faktore u L[X], te su mu sve nule u L.

(3) =⇒ (1). Neka je L normalno i separabilno raxireǌe poǉa K.
Znamo da je tada L = K(α) za neko α. Posmatrajmo minimalni poli-
nom µα tog elementa. On ima taqno n = [L : K] nula u L (raxireǌe je
normalno, pa su mu sve nule u L): α = α1, . . . , αn. Ako je π ∈ G(L/K),
onda π(α) ∈ {α1, . . . , αn} i kako je π potpuno odre�eno sa π(α), to u
G(L/K) ima taqno n automorfizama. Sa πr �emo oznaqavati onaj au-
tomorfizam iz G(L/K) za koji je πr(α) = αr.

Imamo da je |G(L/K)| = n = [L : K] . Treba pokazati da je K =

LG(L/K). Jasno je da je K ⊆ LG(L/K).

Neka a ∈ LG(L/K). To znaqi da je za svako r ∈ {1, . . . , n}: πr(a) = a.
No, kako a ∈ L = K(α), to je a = p(α), za neki polinom p = c0 + c1X +
· · ·+ cn−1X

n−1 ∈ K[X]: a = c0 + c1α+ · · ·+ cn−1α
n−1. Stoga je

πr(a) = πr(c0) + πr(c1)πr(α) + · · ·+ πr(cn−1)πr(α)n−1

= c0 + c1αr + · · ·+ cn−1α
n−1
r

= p(αr).

Dakle, p(αr) = πr(a) = a. Posmatrajmo sada polinom q(X) = p(X)− a ∈
L[X]. To je polinom stepena n−1, a q(αr) = 0 za sve r ∈ {1, . . . , n}. Kako
nenula polinom stepena n − 1 ima najvixe n − 1 nula u ma kom poǉu,
zakǉuqujemo da je q(X) nula polinom. To znaqi da je c1 = c2 = · · · =
cn−1 = 0 i c0 − a = 0, te je a = c0 ∈ K. 2

5 Galoaova raxireǌa poǉa
Definicija 33 Za konaqno raxireǌe L poǉa K ka�emo da je Galoaovo
ukoliko je K = LG(L/K).

Dakle, dokazali smo slede�u teoremu.

Teorema 34 Konaqno raxireǌe L poǉa K je Galoaovo ako i samo ako je ono
normalno i separabilno i tada je [L : K] = |G(L/K)|.

Grupa G(L/K) zove se Galoaova grupa raxireǌa L nad K. Koristi
se i oznaka Gal(L/K).

5.1 Galoaova korespondencija
Neka je L/K Galoaovo raxireǌe i G = G(L/K). Posmatramo dva
poseta (u oba sluqaja parcijalno ure�eǌe je zadato inkluzijom).
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• F = skup svih potpoǉa od L koja sadr�e K.

• P = skup svih podgrupa od G.

Postoji prirodna veza izme�u ova dva poseta. Naime, ako je F ∈ F ,
onda je F ] ∈ P, gde je F ] definisano sa:

F ] := {π ∈ G : (∀a ∈ F )π(a) = a} = G(L/F ).

Dakle, F ] qine automorfizmi koji fiksiraju sve elemente potpoǉa F .
Tako�e, ako je Π ≤ G, onda je Π[ ∈ F , gde je Π[ definisano sa:

Π[ = {a ∈ L : (∀π ∈ Π)π(a) = a}(= LΠ).

Ovo nije texko proveriti. Osim toga

F1 ⊆ F2 =⇒ F ]1 ⊇ F
]
2 i Π1 ⊆ Π2 =⇒ Π[

1 ⊇ Π[
2.

Ovo su tautoloxke qiǌenice, kao i slede�e dve:

Π ⊆ Π[], F ⊆ F ][.

Naravno, Π[] =
(
Π[
)]

i F ][ =
(
F ]
)[
. Uverimo se da ove inkluzije va�e.

Neka π ∈ Π. Da bismo se uverili da π ∈ Π[], treba proveriti da li je
π(a) = a za sve a ∈ Π[. No, a ∈ Π[ akko σ(a) = a za sve σ ∈ Π. Naravno
da je onda i π(a) = a, jer π ∈ Π! Na sliqan naqin se dokazuje i druga
inkluzija.

Teorema 35 (Osnovna teorema konaqne Galoaove teorije) Neka su oz-
nake kao u prethodnom, pri qemu je L Galoaovo raxireǌe poǉa K. Tada
va�i.

(1) L je Galoaovo raxireǌe svakog poǉa F ∈ F .

(2) Preslikavaǌa Π 7→ Π[ i F 7→ F ] su inverzna jedno drugom.

(3) F ∈ F je Galoaovo raxireǌe poǉa K akko je F ] / G i tada je

G(F/K) ∼= G/F ].

Dokaz. (1) Neka je α ∈ L i µα ∈ K[X] ǌegov minimalni polinom.
Poxto je raxireǌe L/K normalno i separabilno, to se µα u L ,,cepa”
na proizvod razliqitih linearnih faktora. Neka je sada Mα ∈ F [X]
minimalni polinom za α nad F . Naravno da i µα ∈ F [X]. Iz qiǌenice
da je µα(α) = 0 i da je Mα minimalni polinom za α nad F , dobija se da
Mα | µα u F [X]. No, kako se µα ,,cepa” na razliqite linearne faktore
u L, to se i ǌegov faktor Mα tako�e ,,cepa” na razliqite linearne
faktore u L, te mo�emo zakǉuqiti da je L normalno i separabilno
raxireǌe poǉa F .
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(2) Treba pokazati da je Π = Π[] za sve Π ∈ P i da je F = F ][ za sve
F ∈ F . Doka�imo najpre [

L : F
]

=
∣∣F ]∣∣ (16)[

L : Π[
]

=
∣∣Π∣∣. (17)

Primetimo da je F ] = G(L/F ). No, kako na osnovu (1) znamo da je L/F
Galoaovo raxireǌe, to je [L : F ] = |G(L/F )| i time je (16) dokazano.

Neka L = K(α) i Mα ∈ Π[[X] minimalni polinom za ovaj element,
ali nad poǉem Π[(= LΠ). Naravno da je L = Π[(α) i degMα = [L : Π[].
Doka�imo da je degMα = |Π|.

Ako π ∈ Π, onda je Mα(π(α)) = 0. Naime, ako je

Mα = d0 + d1X + · · ·+ dk−1X
k−1 +Xk,

gde di ∈ Π[, onda je π(di) = di i stoga iz Mα(α) = 0, sledi

0 = π(Mα(α)) = π(d0 + d1α+ · · ·+ dk−1α
k−1 + αk)

= π(d0) + π(d1)π(α) + · · ·+ π(dk−1)π(α)k−1 + π(α)k

= d0 + d1π(α) + · · ·+ dk−1π(α)k−1 + π(α)k

= Mα(π(α)).

Dakle, π(α) je nula polinoma Mα, a ǌih nema vixe od degMα. Osim
toga, jasno je da za π1 6= π2 mora biti π1(α) 6= π2(α) (automorfizam od
L je potpuno odre�en vrednox�u u α), pa dobijamo da broj automor-
fizama u Π ne mo�e biti ve�i od stepena polinoma Mα:

|Π| ≤ degMα. (18)

Posmatrajmo sad polinom

q(X) =
∏
π∈Π

(X − π(α)). (19)

Ako σ ∈ Π, mi ga, kao i pre, mo�emo produ�iti do izomorfizma
σ̃ : L[X]→ L[X]. Tada je

σ̃(q(X)) = σ̃

(∏
π∈Π

(X − π(α))

)
=
∏
π∈Π

(σ̃(X)− σ̃(π(α))) =
∏
π∈Π

(X − (σ ◦π)︸ ︷︷ ︸
π′

(α))

=
∏

σ−1 ◦π′∈Π

(X − π′(α)) =
∏

π′∈σ ◦Π

(X − π′(α)) =
∏
π′∈Π

(X − π′(α)) = q(X).

Stoga su svi koeficijenti polinoma q(X) fiksirani pri svakom σ ∈ Π
i dobijamo da je q(X) ∈ Π[[X]. No, jasno je da je q(α) = 0. Stoga je
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on deǉiv minimalnim polinomom tog elementa, tj. Mα | q(X). Tako da
dobijamo da je

degMα ≤ deg q(X) = |Π|. (20)

Iz (18) i (20) dobijamo da je degMα = |Π|, a kako je degMα = [L : Π[]
dokazali smo (17).

Korix�eǌem (16) i (17) nije texko dokazati da je Π = Π[] i F =
F ][. Naime: ∣∣Π∣∣ (17)

==
[
L : Π[

] (16)
==

∣∣Π[]
∣∣.

Kako su ovo konaqne grupe i Π ⊆ Π[] zakǉuqujemo da va�i jednakost:
Π = Π[]. Sliqno: [

L : F
] (16)

==
∣∣F ]∣∣ (17)

==
[
L : F ][

]
.

No, F ⊆ F ][ i kako su sve ovo konaqna raxireǌa, mora biti F = F ][.

(3) Neka su F1, F2 ∈ F . Doka�imo da su ova poǉa konjugovana akko su
podgrupe F ]1 i F ]2 konjugovane kao podgrupe od G(L/K).

=⇒ . Pretpostavimo da su poǉa F1 i F2 konjugovana, tj. da postoji
K-izomorfizam σ : F1 → F2. Kako je, na osnovu ranijih rezultata,
L = F1(α) i L = F2(β) za neke α, β ∈ L to mo�emo σ produ�iti do
automorfizma σ̃ poǉa L tako xto dodefinixemo σ̃(α) = β (naravno da
je [L : F1] = [L : F2] poxto su F1 i F2 K-izomorfna i sva raxireǌa su
konaqna). Radi jednostavnosti, umesto σ̃ pisa�emo samo σ. Tada za
svaki τ ∈ G(L/K) imamo:

τ ∈ F ]2 ⇐⇒ (∀b ∈ F2)τ(b) = b

⇐⇒ (∀a ∈ F1)τ(σ(a)) = σ(a)

⇐⇒ (∀a ∈ F1)σ−1(τ(σ(a)) = a

⇐⇒ (∀a ∈ F1)(σ−1 ◦ τ ◦σ)(a) = a

⇐⇒ σ−1 ◦ τ ◦σ ∈ F ]1
⇐⇒ τ ∈ σF ]1σ−1.

Dakle, F ]2 = σF ]1σ
−1, te su ove podgrupe konjugovane.

⇐= . Pretpostavimo da su podgrupe F ]1 i F ]2 konjugovane, tj. da postoji
σ ∈ G(L/K) tako da je F ]2 = σF ]1σ

−1. Kako znamo da je F2 = F ][2 , to je
F2 = (σF ]1σ

−1)[. Pokaza�emo da je (σF ]1σ
−1)[ = σ[F1] xto �e nam dati

dokaz da su F1 i F2 konjugovana poǉa (automorfizam σ indukuje pomo�u
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su�eǌa domena i kodomena K-izomorfizam ovih poǉa).

a ∈ (σF ]1σ
−1)[ ⇐⇒ (∀τ ∈ F ]1)(σ ◦ τ ◦σ−1)(a) = a

⇐⇒ (∀τ ∈ F ]1)(τ ◦σ−1)(a) = σ−1(a)

⇐⇒ (∀τ ∈ F ]1)τ(σ−1(a)) = σ−1(a)

⇐⇒ σ−1(a) ∈ F ][1

⇐⇒ σ−1(a) ∈ F1

⇐⇒ a ∈ σ[F1].

Dakle, zaista je (σF ]1σ
−1)[ = σ[F1]. 1 Posebno:

F ] / G(L/K)⇐⇒ (∀σ ∈ G(L/K))σF ]σ−1 = F ]

⇐⇒ (∀σ ∈ G(L/K))(σF ]σ−1)[ = (F ])[

⇐⇒ (∀σ ∈ G(L/K))σ[F ] = F.

Mi treba da doka�emo da je u tom sluqaju F/K Galoaovo, tj. da je
K = FG(F/K). Dovoǉno je dokazati da je FG(F/K) ⊆ K poxto obratna
inkluzija trivijalno va�i. Pretpostavimo da a ∈ FG(F/K). To znaqi
da je π(a) = a za sve π ∈ G(F/K). Doka�imo da a ∈ LG(L/K). Znamo da
L/K jeste Galoaovo, pa je K = LG(L/K) i to �e nam zavrxiti dokaz.
Neka je σ ∈ G(L/K). Iz gorǌe analize znamo da σ svaki element
iz F slika u F , pa stoga indukuje automorfizam σ ∈ G(F/K). No,
a ∈ FG(F/K), pa je σ(a) = a. No, to zapravo pokazuje da je σ(a) = a.
Kako je ovo taqno za svako σ ∈ G(L/K), to a ∈ LG(L/K) = K i pokazali
smo da je raxireǌe F/K Galoaovo.

Doka�imo da va�i i obratna implikacija, tj. da iz qiǌenice da je
raxireǌe F/K Galoaovo sledi da je podgrupa F ] normalna. Videli
smo da se to svodi na dokaz qiǌenice da je za svako σ ∈ G ispuǌeno
σ[F ] = F . Zapravo je dovoǉno dokazati da je za svako σ ∈ G: σ[F ] ⊆ F .
Naime, onda va�i i σ−1[F ] ⊆ F , pa primenom σ na ovu inkluziju dobi-
jamo da je F ⊆ σ[F ]. Neka je α ∈ F proizvoǉno i µα ∈ K[X] minimalni
polinom ovog elementa. Tada je µα(σ(α)) = σ(µα(α)) = σ(0) = 0. No,
kako je raxireǌe F/K normalno, µα ∈ K[X] nerastavǉiv polinom, a
F sadr�i ǌegov koren α, onda F sadr�i i sve ostale ǌegove korene,
te σ(α) ∈ F .

Odredimo sada grupu G(F/K). Posmatrajmo homomorfizam

φ : G(L/K)→ G(F/K)

zadat sa φ(σ) = σ (koristimo gorǌu oznaku). Imamo da je

Kerφ = {σ ∈ G(L/K) : σ = idF } = {σ ∈ G(L/K) : (∀a ∈ F )σ(a) = a} = F ].

1Korisno je ovde primetiti da za svaku podgrupu Π va�i slede�a jednakost:`
σΠσ−1

´[
= σ

ˆ
Π[

˜
. Naime, Π = F ]

1 akko Π[ = F1.
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Na osnovu prve teoreme o izomorfizmu za grupe dobijamo da je

G(L/K)/F ] ∼= Imφ ≤ G(F/K).

No,

|G(L/K)/F ]| = |G(L/K|)
|F ]|

=
[L : K]
[L : F ]

=
[L : F ] · [F : K]

[L : F ]
= [F : K] = G(F/K),

pa je φ zapravo ,,na” i dobijamo tra�eni izomorfizam. 2

Prikaza�emo sada nexto drugaqije dokaze delova (2) i (posebno)
(3) prethodne teoreme, koji mogu koristiti qitaocima da boǉe sagledaju
ove va�ne rezultate.

Dokaz za (2). Pre svega, F ][ = LF
]

= LG(L/F ) = F , jer je raxireǌe
L/F Galoaovo kao xto smo pokazali u (1).

Imamo da je Π[] = G(L/Π[) = G(L/LΠ) ⊇ Π, te je |G(L/LΠ)| ≥ |Π|.
Znamo da je L = K(α) za neko α ∈ L i neka je Mα ∈ LΠ[X] minimalni
polinom za taj element, ali nad LΠ (naravno da je i LΠ(α) = L). Pos-
matrajmo kao i u prethodnom dokazu polinom q zadat za (19). Kao i
pre, poka�e se da je q ∈ LΠ[X] i da Mα | q te imamo da je

|G(L/LΠ)| L/L
Π je Galoaovo

============= [L : LΠ] = [LΠ(α) : LΠ] = degMα ≤ deg q = |Π|.

Dakle, dobili smo da je |Π[]| = |G(L/LΠ)| = |Π|, te je i Π[] = Π. 2

Vidimo da se ovaj dokaz neznatno razlikuje od prethodnog.

Dokaz za (3). Primetimo da grupa G dejstvuje na F : σ ·F := σ[F ]. Pri
ovom dejstvu skup F se ’raspada’ na disjunktnu uniju orbita. Podse-
timo se da su stabilizatori elemenata iz iste orbite konjugovane pod-
grupe. Zapravo, va�i jednakost: Σσ[F ] = σΣFσ−1, gde je sa ΣF oznaqen
stabilizator elementa (u naxem sluqaju poǉa) F . Primetimo da je
ΣF = {σ ∈ G : σ[F ] = F}, dok je G(L/F ) = {σ ∈ G : (∀x ∈ F )σ(x) = x}.
Dakle, jasno je da ovo nisu iste podgrupe, ali va�i da je G(L/F ) ⊆ ΣF ,
te je, za svako σ ∈ G: σG(L/F )σ−1 ⊆ σΣFσ−1 = Σσ[F ]. Poka�imo da je
zapravo za svako σ ∈ G:

σG(L/F )σ−1 = G(L/σ[F ]).

Dovoǉno je pokazati da je σG(L/F )σ−1 ⊆ G(L/σ[F ]) poxto onda druga
inkluzija sledi iz odgovaraju�e inkluzije za σ−1.

Neka je τ ∈ G(L/F ) i α ∈ F , a σ ∈ G proizvoǉno. Tada je

(στσ−1)(σ(α)) = σ(τ(σ−1(σ(α)))) = σ(τ(α))
τ∈G(L/F ),α∈F
========= σ(α).

Dakle, στσ−1 ∈ G(L/σ[F ]).
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Posmatrajmo sada poǉa qije su orbite jednoqlane. To su F ∈ F za
koje va�i da je za svako σ ∈ G: σ[F ] = F . No, na osnovu dokazanog tada
za svako σ ∈ G imamo da je σG(L/F )σ−1 = G(L/σ[F ]) = G(L/F ), dakle za
svako takvo poǉe F podgrupa G(L/F ) jeste normalna. Zapravo, lako je
videti da iz qiǌenice da je G(L/F ) normalna sledi da je i σ[F ] = F
za svako σ ∈ G. Naime, kako je G(L/F ) normalna, prema prethodnom je
G(L/F ) = G(L/σ[F ]) za svako σ ∈ G. No, tada je i

F
L/F je normalno
============= FG(L/F ) = FG(L/σ[F ]) L/σ[F ] je normalno

=============== σ[F ].

No, poka�imo da uslov da je σ[F ] = F za svako σ ∈ G zapravo znaqi
da je raxireǌe F/K Galoaovo. Naime, ako α ∈ FG(F/K), posmatrajmo
σ ∈ G. Kako je σ[F ] = F , to σ indukuje automorfizam σ ∈ G(F/K),
redukovaǌem i domena i kodomena od σ na F . Kako je tada σ(α) = σ(α) =
α, zakǉuqujemo da α ∈ LG(L/K) = K. Tako�e, ako je F/K Galoaovo,
posmatrajmo σ ∈ G(L/K). Ako je α ∈ F i µα ∈ K[X] ǌegov minimalan
polinom, onda je σ(α) neka nula tog polinoma, ali, poxto je raxireǌe
F/K normalno, znamo da su sve nule nerastavǉivog µα tako�e u F , pa
i σ(α) ∈ F , te je σ[F ] ⊆ F .

Dakle, pokazali smo da va�i: G(L/F ) je normalna akko za sve σ ∈
G je σ[F ] = F akko je F/K Galoaovo raxireǌe. Odre�ivaǌe grupe
G(F/K) je ura�eno u prethodnom dokazu za (3). 2

Pridru�ivaǌe me�upoǉa i podgrupa o kojoj govori prethodna teo-
rema zove se Galoaovo pridru�ivaǌe (korespondencija).

5.2 Jedna primena
Tvr�eǌe koje ka�e da je poǉe C algebarski zatvoreno, tj. da svaki
polinom iz C[X] ima nulu u C poznato je kao Osnovna teorema alge-
bre. No, ono nije u potpunosti algebarska teorema poxto konstruk-
cija poǉa R nije algebarska. Stoga i bilo koji dokaz ove teoreme
mora ukǉuqiti neku neprekidnost. Trebalo bi da nam je dobro poz-
nata qiǌenica, koja se svakako mo�e dokazati u okviru kursa Analize
1, da svaki polinom iz R[X] neparnog stepena ima realnu nulu. Osim
ove qiǌenice, znaǌe iz sredǌe xkole nam pokazuje da svaki polinom
drugog stepena iz C[X] ima nulu u C.2

Teorema 36 (Osnovna teorema algebre) Poǉe C je algebarski zatvoreno.

Dokaz. Neka je f ∈ C[X] i Kf ǌegovo korensko poǉe. Neka je L nor-
malno zatvoreǌe raxireǌa Kf/R. Tada je raxireǌe L/R Galoaovo
raxireǌe kao normalno raxireǌe nad poǉem karakteristike 0. Na-
ravno, znamo da je i raxireǌe L/C Galoaovo.

2Ovo posebno znaqi da C nema raxireǌe stepena 2 — ne postoji nerastavǉiv
polinom nad C stepena 2.
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�elimo da doka�emo da je Kf = C, a dokaza�emo da je zapravo
L = C. Pretpostavimo da je [L : C] = 2r(2m + 1), gde je r ≥ 0 i m ≥ 0.
Kako je [C : R] = 2, to je [L : R] = 2r+1(2m+ 1) i |G(L/R)| = 2r+1(2m+ 1).

Pretpostavimo da je m > 0. Neka je Π Silovǉeva 2-podgrupa
ove grupe. Na osnovu (17), imamo da je [L : Π[] = |Π| = 2r+1, te je
[Π[ : R] = 2m + 1. Kako je raxireǌe Π[/R separabilno kao konaqno
raxireǌe poǉa karakteristike 0, to je Π[ = R(α). Ako je µα ∈ R[X]
minimalni polinom ovog elementa, onda je to nerastavǉiv polinom iz
R[X] stepena 2m + 1, xto nije mogu�e, jer znamo da svaki polinom iz
R[X] neparnog stepena ima nulu u R. Stoga zakǉuqujemo da je m = 0 i
[L : R] = 2r+1, tj. [L : C] = 2r.

Doka�imo sada da mora biti r = 0. Ukoliko je r = 1, raxireǌe
[L : C] bi bilo stepena 2, a zakǉuqili smo da C nema raxireǌe stepena
2. Ukoliko je, pak, r > 1, onda G(L/C) sadr�i podgrupu Π1 reda 2r−1 i,
kao i gore, dobijamo da je [Π[

1 : C] = 2 i opet dobijamo kontradikciju.
Zakǉuqujemo da mora biti r = 0, te je zaista L = C. 2

6 Neki primeri
Primer 37 Neka je f = X4 − 2 ∈ Q[X] i Kf ǌegovo korensko poǉe.
Odrediti Galoaovu korespondenciju za raxireǌe Kf/Q.

Pre svega, jasno je da je raxireǌe Kf/Q Galoaovo poxto je Kf koren-
sko poǉe polinoma nad poǉem karakteristike 0. S obzirom da su svi
qetvrti koreni iz 2:

x1 = 4
√

2, x2 = i
4
√

2(= ix1), x3 = − 4
√

2(= −x1), x4 = −i 4
√

2(= −x2),

to je Kf = Q(x1, x2, x3, x4) = Q( 4
√

2, i). Poxto i 6∈ Q( 4
√

2) i poxto je
polinom X4−2 nerastavǉiv nad Q po Ajzenxtajnovom kriterijumu, to
je

[Kf : Q] = [Kf : Q( 4
√

2)] · [Q( 4
√

2) : Q] = 2 · 4 = 8.

Potrebno je da odredimo grupu G = G(Kf/Q) reda 8. Znamo da je ona
izomorfna nekoj od slede�ih grupa:

Z8, Z2 × Z4, Z2 × Z2 × Z2, D4, Q8.

Prirodno je posmatrati automorfizme σ, π ∈ G(Kf/Q) zadate sa:

σ(i) = −i, σ( 4
√

2) = 4
√

2 i π(i) = i, π( 4
√

2) = i
4
√

2.

Jasno je da je σ2 = idKf . S druge strane,

π2( 4
√

2) = π(i 4
√

2) = π(i)π( 4
√

2) = i · i 4
√

2 = − 4
√

2,

π3( 4
√

2) = π(− 4
√

2) = −π 4
√

2 = −i 4
√

2,
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π4( 4
√

2) = π(−i 4
√

2) = −π(i)π( 4
√

2) = −i · i 4
√

2 = 4
√

2.

Dakle, π je reda 4. Uporedimo σπ i π3σ:

i
π7−→ i

σ7−→ −i, 4
√

2 π7−→ i
4
√

2 σ7−→ −i 4
√

2,

i
σ7−→ −i π3

7−→ −i, 4
√

2 σ7−→ 4
√

2 π3

7−→ −i 4
√

2.

Dakle, σπ = π3σ i mo�emo da zakǉuqimo da je u pitaǌu dijedarska
grupa sa generatorima σ i π. Mre�a podgrupa grupe G:

G

〈σ, σπ2〉 〈π〉 〈σπ, σπ3〉

〈σ〉 〈σπ2〉 〈π2〉 〈σπ〉 〈σπ3〉

{idKf }
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Odgovaraju�a mre�a potpoǉa je data sa:

G[ = Q

〈σ, σπ2〉[ 〈π〉[ 〈σπ, σπ3〉[

〈σ〉[ 〈σπ2〉[ 〈π2〉[ 〈σπ〉[ 〈σπ3〉[

{idKf }[ = Kf
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Potrebno je samo jox identifikovati ova potpoǉa. Na osnovu (17)
imamo da je [Π[ : Q] = [G : Π]. Dakle, imamo tri raxireǌa od Q
stepena 2. Na primer,

a ∈ 〈π〉[ ⇐⇒ π(a) = a.

No, fiksan element za π je i, a kako je ovo raxireǌe stepena 2, dobi-
jamo da je

〈π〉[ = Q(i).

Jasno je i da
√

2 =
(

4
√

2
)2 ∈ Kf . Kako je σ( 4

√
2) = 4

√
2, to je i σ(

√
2) =

√
2.

Kako je π2( 4
√

2) = − 4
√

2, to je π2(
√

2) =
√

2, te
√

2 ∈ 〈σ, σπ2〉[, a kako je
ovo raxireǌe stepena 2 nad Q imamo da je

〈σ, σπ2〉[ = Q(
√

2).

Nije texko na�i ni 〈σ〉[. To je raxireǌe od Q stepena 4, a znamo
da je σ( 4

√
2) = 4

√
2. Stoga je

〈σ〉[ = Q( 4
√

2).

Slo�eniji je problem na�i fiksne taqke za, na primer, σπ. Prove-
rimo gde se slikaju koreni naxeg polinoma f .

σ π σπ π2 σπ2 π3 σπ3

x1 x1 x2 x4 x3 x3 x4 x2

x2 x4 x3 x3 x4 x2 x1 x1

x3 x3 x4 x2 x1 x1 x2 x4

x4 x2 x1 x1 x2 x4 x3 x3

Vidimo da σπ permutuje x1 i x4, te je (σπ)(x1 + x4) = x1 + x4. No
x1 + x4 = (1 − i) 4

√
2 ∈ 〈σπ〉[, te je Q((1 − i) 4

√
2) ⊆ 〈σπ〉[. Jasno je da ovaj

element ne zadovoǉava nijednu kvadratnu jednaqinu nad Q (uverite se
u to), te je [Q((1− i) 4

√
2)) : Q] = 4, te je

〈σπ〉[ = Q((1− i) 4
√

2)).

Iz tablice se vidi da σπ3 permutuje x1 i x2 te je x1 + x2 ∈ 〈σπ3〉[.
Kako je x1 + x2 = (1 + i)( 4

√
2), to kao u prethodnom dobijamo da je

〈σπ3〉[ = Q((1 + i) 4
√

2).

Drugi naqin da do�emo do ovog rezultata je da primetimo da je

π〈σπ〉π−1 = 〈πσ〉 = 〈σπ3〉,

pa je na osnovu 1 〈σπ3〉[ = π
[
Q((1− i) 4

√
2)
]

= Q((1− i)i 4
√

2) = Q((1+ i) 4
√

2).
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Kako je π2( 4
√

2) = − 4
√

2, to je π2(
√

2) =
√

2. Uzimaju�i u obzir da je
π(i) = i, dobijamo da je i,

√
2 ∈ 〈π2〉[. Kao i ranije, uzimaju�i u obzir

stepen raxireǌa, dobijamo da je

〈π2〉[ = Q(i,
√

2)(= Q(i+
√

2)).

Iz gorǌe tablice vidimo da x2 ∈ 〈σπ2〉[, te je Q(x2) ⊆ 〈σπ2〉[, a kako
je [Q(x2) : Q] = 4, vidimo da ovde va�i jednakost:

〈σπ2〉[ = Q(x2) = Q(i 4
√

2).

I ovde se rezultat mogao dobiti primenom qiǌenice da je π〈σ〉π−1 =
〈σπ2〉 iz koje sledi da je 〈σπ2〉[ = π

[
Q( 4
√

2)
]

= Q(i 4
√

2).

Ostalo je jox da odredimo 〈σπ, σπ3〉[. No, to je poǉe raxireǌe
stepena 2 poǉa Q i sadr�ano je u poǉu Q

(
(1 + i) 4

√
2
)
. U tom poǉu se

nalazi i element ((1 + i) 4
√

2)2 = 2i
√

2. No, nije texko proveriti da je
i
√

2 ∈ 〈σπ, σπ3〉[ te dobijamo da je

〈σπ, σπ3〉[ = Q(i
√

2).

Primetimo da ovaj element pripada i raxireǌu Q
(
(1− i) 4

√
2
)
. Konaqno

imamo mre�u potpoǉa.

Q

Q(
√

2) Q(i) Q(i
√

2)

Q( 4
√

2) Q(i 4
√

2) Q(i+
√

2) Q((1− i) 4
√

2) Q((1 + i) 4
√

2)

Q(i, 4
√

2)
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Primer 38 Neka je f = X7 − 1 ∈ Q[X] i Kf ǌegovo korensko poǉe.
Odrediti Galoaovu korespondenciju za raxireǌe Kf/Q.

Jasno je da su koreni ovog polinoma svi sedmi koreni iz jedinice i
da su svi generisani korenom ζ = cos 2π

7 + i sin 2π
7 . Dakle, Kf = Q(ζ).
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Kao xto znamo od pre, minimalni polinom za ζ nad Q je polinom µζ =
X6 + · · ·+X + 1, te je [Kf : Q] = 6. Za odre�ivaǌe grupe G = G(Kf/Q),
reda 6, primetimo da je svaki element iz G potpuno odre�en vrednox-
�u u ζ. Neka je σs ∈ G zadato sa σs(ζ) = ζs, za 1 ≤ s ≤ 6. Proverimo
kompoziciju ova dva automorfizma:

(σr ◦σs)(ζ) = σr(σs(ζ)) = σr(ζs) = (σr(ζ))s = (ζr)s = ζrs = ζr·7s = σr·7s(ζ).

Pretposledǌa jednakost va�i zato xto je ζ7 = 1. Dakle, mo�emo da
konstatujemo da je sa φ(r) = σr zadat jedan izomorfizam φ : U(Z7)→ G.
Stoga je grupa G cikliqna. Kako je U(Z7) = 〈3〉, to je G = 〈σ3〉. ǋene
jedine prave podgrupe su 〈σ3

3〉, koja je reda 2 i 〈σ2
3〉, koja je reda 3.

Imamo da je σ3
3 = σ3·73·73 = σ6 i σ2

3 = σ3·73 = σ2.

Odredimo najpre 〈σ2〉[. Kako je ova grupa reda 3, znamo da je
raxireǌe 〈σ2〉[/Q stepena 2. Element α = a+ bζ + cζ2 + dζ3 + eζ4 + fζ5

pripada ovom potpoǉu akko je σ2(α) = α. No,

σ2(α) = a+ bζ2 + cζ4 + dζ8 + eζ + fζ10

= a+ bζ2 + cζ4 + d(−1− ζ − ζ2 − ζ3 − ζ4 − ζ5) + eζ + fζ3

= a− d+ (e− d)ζ + (b− d)ζ2 + (f − d)ζ3 + (c− d)ζ4 − dζ5.

Stoga nam jednakost σ2(α) = α daje:

a = a− d, b = e− d, c = b− d, d = f − d, e = c− d, f = −d.

Dakle, d = f = 0, b = c = e, pa proizvoǉni element iz 〈σ2〉[ oblika
a + b(ζ + ζ2 + ζ4), tj. 〈σ2〉[ = Q(ζ + ζ2 + ζ4). Element γ = ζ + ζ2 + ζ4

zadovoǉava neku jednaqinu stepena 2. Odredimo koja je to jednaqina.

γ2 = (ζ + ζ2 + ζ4)2 = ζ2 + ζ4 + ζ8 + 2ζ3 + 2ζ5 + 2ζ6

= ζ2+ζ4+ζ+2ζ3+2ζ5+2(−1−ζ−ζ2−ζ3−ζ4−ζ5) = −2−ζ−ζ2−ζ4 = −2−γ.

Dakle, γ2 + γ + 2 = 0. Stoga je γ ∈
{
−1±

√
−7

2

}
. U svakom sluqaju

dobijamo da je Q(γ) = Q(
√
−7).

Xto se tiqe poǉa 〈σ6〉[, to mo�emo lakxe odrediti. Naime, σ6(ζ) =
ζ6 = ζ−1 = ζ̄. Stoga je σ6(ζ + ζ̄ = ζ + ζ̄, te Q(ζ + ζ̄) ⊆ 〈σ6〉[. No, pri raz-
matraǌu problema konstruktibilnosti pravilnog sedmougla, videli
smo da je ovaj element koren jednog nerastavǉivog polinoma stepena
3, te je zapravo 〈σ6〉[ = Q(ζ + ζ̄). Primetimo da je ζ + ζ̄ = 2 cos 2π

7 , te je
〈σ6〉[ = Q(cos 2π

7 ). Mre�a potpoǉa je predstavǉena slede�om slikom.
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Primer 39 Neka je f = X5 − 2 ∈ Q[X] i Kf ǌegovo korensko poǉe.
Odrediti Galoaovu korespondenciju za raxireǌe Kf/Q.

Jasno je da je ovaj primer slo�eniji od prethodna dva. Zapravo je neka
vrsta kombinacije prethodna dva primera. Polinom f je nerastavǉiv
nad Q i ǌegovi koreni su svi peti koreni iz 2, a oni su oblika ζk 5

√
2,

za 0 ≤ k ≤ 4, gde je ζ = cos 2π
5 + i sin 2π

5 . Stoga je Kf = Q(ζ, 5
√

2). No,
kako je X5−2 nerastavǉiv polinom, to je [Q( 5

√
2) : Q] = 5, a tako�e je i

µζ = X4 +X3 +X2 +X+1 nerastavǉiv nad Q, te je [Q(ζ) : Q] = 4. Dakle,
5 | [Kf : Q], kao i 4 | [Kf : Q, a [Kf : Q] ≤ 5 · 4 = 20. Stoga je [Kf : Q] = 20
i G = G(Kf/Q) je grupa reda 20. Ako sa s5, odnosno s2 oznaqimo broj
Silovǉevih 5-podgrupa, odnosno Silovǉevih 2-podgrupa, onda imamo
da s5 | 4 i s5 ≡ 1(mod 5), te mora biti s5 = 1, te je podgrupa reda
5 normalna. U grupi G prirodno se istiqu elementi σ i τ qije je
dejstvo na generatorima zadato kratkom tablicom:

σ τ
ζ ζ ζ2

5
√

2 ζ 5
√

2 5
√

2

Lako je proveriti da je σk( 5
√

2) = ζk 5
√

2 te zakǉuqujemo da je N = 〈σ〉 ta
normalna podgrupa reda 5. S druge strane je τk(ζ) = ζ2k i dobijamo da
je τ element reda 4 u grupi G, te je i Silovǉeva 2-podgrupa cikliqna.
Neka je H = 〈τ〉 tu cikliqnu podgrupu. Kako je N ∩ H trivijalna
podgrupa, to je G = NH.

Znamo da je N normalna. Da bismo kompletirali razumevaǌe grupe
G odredimo koliko je τστ−1. Primetimo da je τ−1 = τ3.

ζ
τ−1

7−→ ζ23
= ζ3 σ7−→ ζ3 τ7−→ (ζ2)3 = ζ,

5
√

2 τ−1

7−→ 5
√

2 σ7−→ ζ
5
√

2 τ7−→ ζ2 5
√

2.
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No, kako je σ2(ζ) = ζ i σ2( 5
√

2) = ζ2 5
√

2 zakǉuqujemo da je τστ−1 = σ2.
Dakle, grupa G svakako nije komutativna, a odatle odmah zakǉuqujemo
da podgrupa H nije normalna. No, sve Silovǉeve 2-podgrupe su med-
jusobno koǌugovane, te zakǉuqujemo da su sve podgrupe reda 4 oblika
σkHσ−k za 0 ≤ k ≤ 4. Naime, sve su ove podgrupe razliqite – u suprot-
nom bi neki netrivijalan stepen od σ bio u normalizatoru podgrupe
H, a kako je red od σ prost broj, dobili bismo da je H normalna, xto
nije. Odredimo zapravo ove grupe tako xto �emo na�i σkτσ−k.

Primetimo da je σ−1 = σ4. Iz τστ−1 = σ2, dobijamo da je

τσ = σ2τ. (21)

Iz (21) indukcijom se lako pokazuje da je

τσk = σ2kτ. (22)

Stoga je στσ−1 = στσ4 = σσ8τ = σ4τ . Tada je

σ2τσ−2 = σ(στσ−1)σ−1 = σ(σ4τ)σ−1 = σ5τσ4 = σ5σ8τ = σ3τ ;

σ3τσ−3 = σ(σ2τσ−2)σ−1 = σ(σ3τ)σ4 = σ4σ8τ = σ2τ ;

σ4τσ−4 = σ(σ3τσ−3)σ−1 = σ(σ2τ)σ4 = σ3σ8τ = στ.

Dakle, podgrupe reda 5 su: 〈σkτ〉 za 0 ≤ k ≤ 4.

Znamo da je svaka grupa reda 2 sadr�ana u nekoj Silovǉevoj 2-
podgrupi. No, kako su one sve cikliqne, i imaju taqno po jednu pod-
grupu reda 2, to imamo najvixe 5 podgrupa reda 2. Pitaǌe je da li
se podgrupe reda 4 netrivijalno seku. U grupi H podgrupa reda 2
generisana je elementom τ2. Odredimo koliko je σkτ2σ−k.

στ2σ−1 = (στσ−1)2 = (σ4τ)2 = σ4τσ4τ = σ4σ8ττ = σ2τ2;

σ2τ2σ−2 = (σ2τσ−2)2 = (σ3τ)2 = σ3τσ3τ = σ3σ6ττ = σ4τ2;

σ3τ2σ−3 = (σ3τσ−3)2 = (σ2τ)2 = σ2τσ2τ = σ2σ4ττ = στ2;

σ4τ2σ−4 = (σ4τσ−4)2 = (στ)2 = στστ = σσ2ττ = σ3τ2;

Dakle, elementi σkτ2, za 0 ≤ k ≤ 4 su generatori grupa reda 2.

Ostaje da proverimo ima li grupa reda 10. S obzirom da je N nor-
malna podgrupa, onda je N = N ·〈τ2〉 ≤ G reda 10 i ona je normalna, jer
je indeksa 2. No, to je ujedno i jedina podgrupa reda 10. Naime, ova
podgrupa sadr�e sve elemente reda 2: svi elementi reda 2 su oblika
σkτ2σ−k i kako je ta podgrupa normalna i sadr�i τ2, ona sadr�i i sve
ove elemente.

Dakle, imamo jednu podgrupu reda 5 koja je normalna, 5 podgrupa
reda 4 koje su sve me�usobno konjugovane, 5 podgrupa reda 2, koje su
tako�e sve me�usobno konjugovane i jednu podgrupu reda 10.
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Odredimo sada odgovaraju�a poǉa. Pre svega, jasno je da je N [ =
〈σ〉[ = Q(ζ), poxto je [〈σ〉[ : Q] = [G : N ] = 4, a σ(ζ) = ζ. Kako je[
N
[

: Q
]

=
[
G : N

]
= 2, potrebno nam je kvadratno raxireǌe od Q. No,

N = 〈σ, τ2〉, pa je ovo raxireǌe sadr�ano u 〈σ〉[ = Q(ζ). Sada mo�emo
da se prisetimo xta smo radili ranije u sluqaju sedmog korena iz
jedinice. Ovo ζ zadovoǉava jednaqinu

ζ4 + ζ3 + ζ2 + ζ + 1 = 0,

xto posle deǉeǌa sa ζ2 daje:

ζ2 + ζ + 1 +
1
ζ

+
1
ζ2

= 0. (23)

Neka je ξ = ζ + 1
ζ = ζ + ζ4. Primetimo da je

τ2(ξ) = τ2(ζ + ζ4) = τ(τ(ζ)) + (τ(τ(ζ)))4 = τ(ζ2) + (τ(ζ2))4 = ζ4 + ζ16 = ξ.

Dakle, ξ ∈ N [
. No, iz (23) dobijamo da je

ξ2 + ξ − 1 = 0.

Odavde je ξ ∈ {−1±
√

5
2 }. Dakle, N

[
= Q(ξ) = Q(

√
5).
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Kako je τ( 5
√

2) = 5
√

2 i [〈τ〉[ : Q] = [G : 〈τ〉] = 5, to je 〈τ〉[ = Q( 5
√

2).
Sada mo�emo da odredimo i ostala poǉa oblika 〈σkτ〉[, koriste�i 1:

〈στ〉[ = (σ4〈τ〉σ−4)[ = σ4[Q( 5
√

2)] = Q(ζ4 5
√

2);

〈σ2τ〉[ = (σ3〈τ〉σ−3)[ = σ3[Q( 5
√

2)] = Q(ζ3 5
√

2);

〈σ3τ〉[ = (σ2〈τ〉σ−1)[ = σ2[Q( 5
√

2)] = Q(ζ2 5
√

2);

〈σ4τ〉[ = (σ〈τ〉σ−1)[ = σ[Q( 5
√

2)] = Q(ζ 5
√

2).

Ve� smo videli da
√

5 ∈ 〈τ2〉[. Kako je i τ( 5
√

2) = 5
√

2, uzimaju�i u
obzir i stepen raxireǌa, dobijamo da je 〈τ2〉[ = Q( 5

√
2,
√

5). Tada je

〈σ2τ2〉[ = σ[Q( 5
√

2,
√

5)] = Q(ζ 5
√

2,
√

5);

〈σ4τ2〉[ = σ2[Q( 5
√

2,
√

5)] = Q(ζ2 5
√

2,
√

5);

〈στ2〉[ = σ3[Q( 5
√

2,
√

5)] = Q(ζ3 5
√

2,
√

5);

〈σ3τ2〉[ = σ4[Q( 5
√

2,
√

5)] = Q(ζ4 5
√

2,
√

5).
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♣
Qitaoci bi za ve�bu mogli da provere koja su od ovih raxireǌa

normalna.

7 Korensko poǉe separabilnog polinoma
Slede�u lemu navodimo bez dokaza.
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Lema 40 (Artinova lema) Neka je G konaqna grupa automorfizama poǉa
L. Tada je [L : LG] ≤ |G|.

Stav 41 Neka je K poǉe, f ∈ K[X] separabilan polinom i L ǌegovo koren-
sko poǉe. Tada je raxireǌe L/K Galoaovo.

Dokaz. Naravno, raxireǌe L/K je konaqno. Neka je G = G(L/K).
Treba dokazati da je LG = K. Neka je K ′ = LG. Poǉe L je korensko
poǉe za f i kada se f posmatra kao polinom iz K ′[X]. Kako je f
separabilan polinom, sve ǌegove nule u L su razliqite i on tu ima
n = deg f nula: L = K(α1, . . . , αn). Poka�imo najpre da je [L : K] =
|G(L/K)|. Na potpuno analogan naqin se dokazuje da je [L : K ′] =
|G(L/K ′)|.

Neka je µα1 ∈ K[X] minimalni polinom elementa α1. Kako je f(α1) =
0, to µα1 | f , te je i polinom µα1 separabilan. K-homomorfizama iz
K(α1) u L ima koliko i nula ǌegovog minimalnog polinoma µα1 u L.
No, s obzirom da se i µα1 cepa na linearne faktore u L[X], tih ho-
momorfizama ima degµα1 = [K(α1) : K]. Posmatrajmo sada element
α2 i ǌegov minimalan polinom µα2 ∈ K(α1)[X]. I µα2 | f . Stoga
dobijamo da je broj proxireǌa K-homomorfizma iz K(α1) u L do K-
homomorfizama iz K(α1, α2) u L jednak degµα2 = [K(α1, α2) : K(α1)].
Kao posledicu dobijamo da je broj K-homomorfizama iz K(α1, α2) u L
jednak [K(α1) : K]·[K(α1, α2) : K(α1)] = [K(α1, α2) : K]. Ponavǉaǌem pos-
tupka konaqno dobijamo da je broj K-homomorfizama L = K(α1, . . . , αn)
u L jednak [L : K]. No, kako je raxireǌe L/K konaqno, ovi K-homomor-
fizmi nisu samo ,,1–1”, nego su i ,,na”, te je |G(L/K)| = [L : K].

Primetimo da je G ≤ G(L/K ′). Ovo je tautoloxka qiǌenica: K ′

zapravo qine oni elementi u L koji su fiksirani elementima iz G, te
je svakako svaki K-automorfizam od L (dakle, element iz G) tako�e i
K ′-automorfizam od L.

Imamo slede�i niz nejednakosti:

[L : K ′] = [L : LG] ≤ |G| ≤ |G(L/K ′)| = [L : K ′].

Prva nejednakost sledi iz Artinove leme. Dakle, [L : K ′] = |G| = [L :
K], a kako je K ⊆ K ′ ⊆ L i sve su ovo konaqna raxireǌa, dobijamo da
je K ′ = K, xto je i tra�eno. 2

7.1 Diskriminanta
Neka je f ∈ K[X] moniqan separabilan polinom i Kf ǌegovo korensko
poǉe. Sada znamo da je Kf/K Galoaovo raxireǌe. Ako je deg f = n,
poxto je to separabilan polinom, on ima n razliqitih nula (korena) u
Kf . Neka su to α1, . . . , αn. Ako je G = G(Kf/K) odgovaraju�a Galoava
grupa, zva�emo je i Galoaovom grupom tog polinoma. Kao i ranije,
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mo�emo da konstatujemo da za sve σ ∈ G i sve αi: σ(αi) ∈ {α1, . . . , αn}.
Zapravo σ permutuje ove korene i imamo definisan prirodan monomor-
fizam iz Φ: G→ Sn (svaki σ je potpuno odre�en vrednostima koje uzi-
ma u tim korenima). Neka je σ̃ = Φ(σ), a Im Φ = Gf ≤ Sn. Prirodno je
zapitati se kada je, na primer, Gf ⊆ An. U tu svrhu, definiximo dva
elementa iz Kf :

∆(f) :=
∏

1≤i<j≤n

(αi − αj), D(f) := ∆(f)2 =
∏

1≤i<j≤n

(αi − αj)2.

D(f) je diskriminanta polinoma f i mo�e se definisati i kada nisu
svi koreni razliqiti. U svakom sluqaju je D(f) 6= 0 akko je polinom
f separabilan.

Stav 42 Neka je f ∈ K[X] separabilan polinom. Koristimo uvedene oznake.
Tada je

a) σ(∆(f)) = sgn(σ̃)∆(f);

b) σ(D(f)) = D(f). Posebno, D(f) ∈ K.

Dokaz. Zapravo, dokaz za a) je izvo�en pri definisaǌu determi-
nante, ili pri izvo�eǌu prvih posledica. A dokaz za b) je jednostavna
posledica rezultata pod a). 2

Posledica 43 Ako je charK 6= 2, onda je

{σ ∈ G(Kf/K) : σ̃ ∈ An}[ = K(∆(f)).

Posebno: Gf ⊆ An akko ∆(f) ∈ K akko D(f) je kvadrat u K.

Dokaz. Primetimo da je {σ ∈ G(Kf/K) : σ̃ ∈ An} = Φ−1[An]. Kako
je [Sn : An] = 2, to je [G : Φ−1[An]] ≤ 2. Na osnovu prethodnog stava
σ(∆(f)) = ∆(f) akko σ̃ ∈ An. Dakle,

∆(f) ∈ {σ ∈ G(Kf/K) : σ̃ ∈ An}[ =
(
Φ−1[An]

)[
,

te je K(∆(f)) ⊆ {σ ∈ G(Kf/K) : σ̃ ∈ An}[. No,

[{σ ∈ G(Kf/K) : σ̃ ∈ An}[ : K] = [G : Φ−1[An]] ≤ 2.

No, kako je [K(∆(f)) : K] ≤ 2, mo�emo da zakǉuqimo da je {σ ∈ G(Kf/K) :
σ̃ ∈ An}[ = K[∆(f)]. Naime, ∆(f) ∈ K akko Gf ⊆ An akko Φ−1[An] = G.
Ostalo je da se podsetimo da je D(f) = ∆(f)2. 2

Primer 44 Ako je f = X2 + bX + c odrediti D(f).

Ako je f = (X − α1)(X − α2), onda je c = α1α2, a b = −(α1 + α2). Tada
D(f) = (α1 − α2)2 = α2

1 − 2α1α2 + α2
2 = (α1 + α2)2 − 4α1α2 = b2 − 4ac. ♣
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Primer 45 Ako je f = X3 + bX + c, odrediti D(f).

Ako je f = (X − α1)(X − α2)(X − α3), onda je

α1 + α2 + α3 = 0, α1α2 + α1α3 + α2α3 = b, α1α2α3 = −c.

Dakle, α3 = −α1 − α2. Stoga je

b = α1α2 − α1(α1 + α2)− α2(α1 + α2) = −(α2
1 + α1α2 + α2

2).

Analogno dobijamo da je i

α2
1 + α1α3 + α2

3 = −b, α2
2 + α2α3 + α2

3 = −b.

Sada raqunamo:

D(f) = (α1 − α2)2(α1 − α3)2(α2 − α3)2

= (α2
1 − 2α1α2 + α2

2)(α2
1 − 2α1α3 + α2

3)(α2
2 − 2α2α3 + α2

3)
= (−b− 3α1α2)(−b− 3α2α3)(−b− 3α1α2)

= −b3 − 3b2(α1α2 + α1α3 + α2α3︸ ︷︷ ︸
=b

)− 3bα1α2α3(α1 + α2 + α3︸ ︷︷ ︸
=0

)− 27(α1α2α3︸ ︷︷ ︸
=−c

)2

= −4b3 − 27c2. ♣

8 Galoava grupa polinoma kao
grupa permutacija korena

Ako grupa G dejstvuje na skupu X i ako je x ∈ X, onda postoji bijekcija
izme�u levog koset prostora G/Σx i orbite Ω(x). Za dejstvo ka�emo
da je tranzitivno ako postoji samo jedna orbita pri ovom dejstvu,
tj. ako je za svaki x ∈ X: Ω(x) = X. Tada za svako x ∈ X postoji
bijekcija izme�u G/Σx i X.

U sluqaju da imamo polinom f ∈ K[X], grupa G(Kf/K) dejstvuje na
skupu svih korena {α1, . . . , αn}, a grupa Gf na skupu {1, . . . , n} (koris-
timo oznake od pre).

Stav 46 Neka je f ∈ K[X] separabilan polinom. Tada je on nerastavǉiv
akko G(Kf/K) tranzitivno dejstvuje na skupu korena {α1, . . . , αn}.

Dokaz. =⇒ . Neka je deg(f) = n i α, β ∈ {α1, . . . , αn}. Kako je f neras-
tavǉiv, to je on minimalni polinom i za α i za β, pa postoji K-
izomorfizam σ : K(α) ∼= K(β), takav da je σ(α) = β. Naravno da σ
mo�emo da proxirimo do σ̃ ∈ G(Kf/K) kao i ranije (svakako nije
jedinstveno proxireǌe!). Dakle, dejstvo G(Kf/K) jeste tranzitivno:
za svaka dva α, β postoji σ̃ tako da je σ̃(α) = β.
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⇐= . Neka je g nerastavǉiv faktor od f u K[X], α, β ∈ Kf takvi da je
g(α) = 0, f(β) = 0. Kako je f = g · h za neko h, svakako je i f(α) = 0. Po
pretpostavci o tranzitivnosti dejstva, postoji σ ∈ G(Kf/K) tako da
je σ(α) = β. Poxto je g ∈ K[X], to je

g(β) = g(σ(α)) = σ(g(α)) = σ(0) = 0.

Dakle, β je i koren od g. Tako dobijamo da je svaki koren od f ujedno
i koren od g. Kako je f separabilan polinom i g ǌegov nerastavǉiv
faktor, ovo je mogu�e samo ako je f = g, pa zakǉuqujemo da je f neras-
tavǉiv. 2

Dakle, ako je f separabilan i nerastavǉiv polinom stepena n i α
neki koren polinoma f u Kf , va�i slede�e:

[K(α) : K)]︸ ︷︷ ︸
=n

| [Kf : K]︸ ︷︷ ︸
=|G(Kf/K)|=|Gf |

.

Dobijamo da je Gf tranzitivna grupa permutacija skupa {1, . . . , n} qiji
je red deǉiv sa n.

Pitaǌe. Da li red svake tranzitivne grupe permutacija skupa {1, . . . , n}
mora biti deǉiv sa n?

8.1 Polinomi stepena 3
Neka je f ∈ K[X] nerastavǉiv polinom stepena 3. Ovaj polinom nije
separabilan akko je charK = 3 i f = X3 − a za neko a ∈ K koje nije
tre�i stepen nekog elementa iz K. U sluqaju da polinom jeste sepa-
rabilan, grupa Gf ≤ S3 tranzitivno dejstvuje na {1, 2, 3} (kratko: Gf
je tranzitivna podgrupa od S3) i 3 | |Gf |. Dakle, jedine mogu�nosti
za Gf su A3 i S3, pri qemu znamo da je Gf = A3 akko je D(f) potpun
kvadrat u K.

Primer 47 Neka je f = X3 − 3X + 1 ∈ Q[X]. Odrediti Gf .

Jasno je da je f nerastavǉiv poxto je f(1) = f(−1) = 1 6= 0. Izraqu-
najmo diskriminantu: D(f) = −4(−3)3 − 27(1)2 = 81 = 92. Sledi da je
Gf = A3

∼= C3. ♣

Primer 48 Neka je f = X3 + 3X + 1 ∈ Q[X]. Odrediti Gf .

I ovaj polinom je nerastavǉiv, a D(f) = −135. Kako D(f) nije potpun
kvadrat u Q zakǉuqujemo da je Gf = S3. ♣
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