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1 KoucTpyknuje jieH-UPOM U IIIECTAPOM

1.1 <Popmynanuja mpodJsieMa M KJIACUYHA NUTAHA

Y mMKOJIM CMO MMaJiu IPUJIWKE 18 M3ydaBaMO KOHCTPYKIMje KOje ce MOry
U3BPIIATH JEHUPOM U mecTtapoM. HapaBHO, Ty ce moapasyMeBa Oa JEemUp
Huje ‘Oaskmapen’, Tj. Ja He MOKEMO OAMepaBaTy Iy:KWHE MoMohy nemupa
(6e3 003upa Ha YMHEHUIYY Oa JCHUPHU KOJU Ce NPOJajy KAO WUIKOJICKU NpPU-
Gop JECY Gasknapenn). Jlemupu caMo CiIy:Ke 3a MOBJIAYEHE NPABUX KPO3
IoBe mare Tadyke. Y BeE3W Ca TUM Cy HOOpPO MO3HATA TPU KOHCTPYKTUBHA
npobiema AuTrKe (3a KOjU Cy BEPOBATHO HEKU O YUTAJALUA U UYJIH).

1. Y mBocTpyuaBame KOIKe. 3a IaTy KOIKY, Hahin KoKy aBocTpyko Behe
sampemure. C 063MpoM 1a je 3ampeMuHa KOIKe CTPAHWIE ¢ jeJHAKa a°
3a HaJaxkeme cTpamuie b 3a kojy je b® = 2a® moTpebHO je M MOBOJLHO
KOHCTpyncaTu 6poj v/2.

2. Tpucernuja yraa. Ilatu yrao momenuTu Ha TPpU jegHara mena. lobpo
HaM je IIO3HATO KAKO Ia MPENOJOBUMO yrao, & W KakKO Oa IaTy My#K MOmIe-
VMO HA TPU jeTHAKA Iesa, ajdu KaKO MOIEeJIUTUA yrao Ha TPU jeTHAKA Iema’?
ITorazaliemo ma ce u TO CBOAM HA UTaWE KOHCTPYKIUje 6poja Koju je pem-
eme Heke jemnaumne Tpeher cremena (kao mTo je u V/2 pememe jeqHadnHe
3 =2).

3. KBanparypa kpyra. 3a gmatu kpyr Hahwu kBaapar umja je MOBpIIMHA
jemHaka nmoppmwuEN gaTor kpyra. C 063upoM na je mOBPIIMHA KPYTa MOJIY-
IpevyHuKa r maTa GopMysoM 772, a ma je TMOBPIIMHA KBAAPATa CTPAHUIE a4
jemmaka a? pemasame TpoGIeMa ce CBOIM Ha KOHCTPYKIM]Y 6poja /7.

Y oBOM OIebKY, YKpaTKO heMo onmucaTu ryiaBHe ajredbapcke maeje Koje
ce Hajasze y OKBUDPY NpobiaeMa KOHCTPYKIUje JEHUPOM U IMECTAPOM U



IOKa3aTyu Ja Cce IpBa ABa HaBeleHa IpobieMa He MOTY PENIMTH Ha Taj
HAUUH.

CBe KOHCTDYKIMj€ HAPDABHO BPIIMMO y paBHU. Y ®B0j hemo m3abparu
jemmy Tauky O u ABe HOpMAaJIHe IMpaBe Koje Kpo3 By mpoJsaze. Samucauhe-
MO, paay JaKIIer Olrca Aa je jemHa ‘XOpPMU30HTaJHA , a APYTa ‘BepTUKAIHA
(oHe mpexncraBmbajy KoopmuHaTHe oce). Ha XopusoHTasnHOj ocu, mzabpa-
hemo ‘ca mecue crpame’ on Tauke O jemuy Taury P u cmarpahiemo ma my:x
OP upencrasma jenuauuny ay:x. lakmae, tauka P he mmaru roopauuare

(1,0).

OcHOBHaA KOHCTDYKIMja JIEHUPOM je HOBJaveme mpaBe Kpo3 naBe Beh
KOHCTDYUWCAHE TAadJKe, MNOK je OCHOBHA KOHCTPYKIMja MIECTAPOM I[PTAME
KpyTa ca MEeHTPOM Yy jeTHO] KOHCTPYUCAHO] TAUKU KOja IPOJia3u KPo3 APYTry
KOHCTPYHCAHY TAdKy. Y HOPECEKy TaKO KOHCTPYWCAHUX IPABUX U KPYTrOBa,
nobujaMo HOBe Tayke. Tadyka y PABHU je KOHCTPYKTUONIHA YKOJIMKO Ce MOKe
IOOUTU MOHABJ/HLAHEM OCHOBHMX KOHCTPYKINja KOHAYHO MHOTO IIyTA.

[MpumeTnMo ma MOkeMO MOCEOHO pa3MaTpaTy U KOHCTPYKIUje Tadaka
HA KOODAWMHATHUM ocaMa. Tako mobuwjamMo U mojaM KOHCTPYKTUOUIHUX pe-
anaux G6pojeBa. Huje Temko yBeputu ce na Basku caenehwu cras.

CraB 1 Tauka y paBHu ca koopAunHaTama (a,b) je KOHCTPYKTUBMIHA aKo U CaMo
aKo cy a U b KOHCTPYKTUBUNHW peanHn Bpojesun.

Tauke y paBHI MO:KEMO Ia BUAXMO U KaO KOMILIEKCHe 6pojeBe Ha CTaH-
IapaaH HAUMH.
Cunenehu craB je 3aHUMJILUB.

CraB 2 KoHCTpykTubunHmn 6pojesun UmHe nosbe.

Ioka3s. Ilajemo moka3 3a peasine 6pojese. C 063UpOM HA TO KAKO Ce U3BOIE
omepanuje ca KOMIUIEKCHIM OpojeBUMa, JAKO Ce IOTOM Jo0uja pe3yaraT u
3a KOMILIeKCHe OpojeBe. Mu hiemo mokaszarTu na peajiHu KOHCTPYKTUOWIHU
OpojeBu umue notnosme on R. Y Ty cBpxy Tpeba moka3aTu ma, ako Cy a U
b KoHCTpYKTUOMIHN peajHu OpojeBr, OHAa cy TO u OpojeBu a+b, a-b, Kao

u 1a je % KOHCTPYKTUOUIAaH 6POj 3a CBAKU KOHCTPYKTUOMIAH Opoj a # 0.

Huje Temko yBeputu ce ma je ZOBOJLHO OBO ITOKA3aTH KaJa UMaMO MO3U-
TUBHE peaJiHe OpojeBe (HeraTUBHU OPOjEBUM CaMO YBOJE BHUIIE CJydajeBa).
Koucrpykmnuja 6poja a + b mara je caemehum nprerom.

R/




Hauwme, ako je 6poj a ompeben taukom (), a 6poj b taukom R, omma
Hajupe Kpo3 Heky Taury T (rakBy ma je myskmHa nysku OT Heku KOH-
CTPYKTUOMIaH GPOj) HA BEPTUKAIHO] OCA KOHCTPYUIIEMO IIPABY MaPAJIEIHy
XOPU30HTAJIHO] ocu (TO 3HAMO Oa KOHCTPYUIIEMO MOMONy Jsemupa u mec-
rapa). I[Torom kpo3 Tauky R KOHCTpyUIIEMO IpaBy IapaJeIHy BEPTUKAIHO]
ocu u y mpecery mobujamo Ttaurky R’. IloBaaumMo u mpaBy Kpo3 Tauke T u
(). Ha kpajy mosmaunMo npaBy kKpo3 R’ mapasnenny npaBoj kpo3 Tauke T u
Q. Y mpeceky ca XOPU30OHTAJIHOM OCOM HoOMjaMo Tauky S Koja u oAroBapa
6pojy a +b.

Yuraonmma ocraB/haMO Ja IPOBEPE KAKO Ce MOMKe KOHCTPpyucaTu Opoj

a—b.

3a roHCTpPYKUUjy Opoja a b kopuctumo ciaenehy mponoprwujy: ab: b =
a: 1. Eso upresxka (tauka P o3mauasa nosunujy Gpoja 1).

PR Q Q

ITocrasmwamo kpyrose ca nearpoM y O kKoju nposase kpo3 rauke P (koja
oarosapa 6pojy 1) m Trauky R (koja omroapa Gpojy b). Y mpecery mno-
oujamo tauke P’ m R’ ma Bepruramnoj ocu. Ilpasa kpo3z R’ mapaJenna
npaBoj Kpo3 Tauke P’ u () cede XOpU3OHTAJHY OCy y Tauku Q' u Ta Tauka
omrosapa tauku a - b. Haume, mpasoyram tpoyriosu AQOP u AQ'OR'
cy camunm, na je OQ : OP' = OQ' : OR/, omaocuo a : 1 = OQ' : b. Crora
Tauka @ 3amCTa OArOBapa TAYKH q - b.

OcraBmamMo ymTaonyMa 3a Be:kOy ma MOKaKy KAKO Ce MOKEe KOHCTDY-

ncaTu % akxo je a Beh koHCTpyHCaH. |

Huje Ttauno camo 10 ma KOHCTPYKTUOMIHM OpojeBu umHe mOTHOJbE on R.

Cras 3 Ako je no3uTurBaH peanaH 6poj a KOHCTPYKTUBMNAH, KOHCTPYKTMOUNAH je

n \/a.

Iloka3. IlpemopyuyjemMo untaonuMa na ce yBepe Ia IPTEX



O/

naje pememe. OBne Tauka P omrosapa, kao u panuje 6pojy 1, tauka
6pojy —a, a S je nenrap roucrpyucanor kpyra. lysuma OO’ oarosapa
6pojy va. O

CraB 4 Heka cy gate tauke A, B, C, D uunje cy KoopAunHaTe y HeKOM noTnosy F
nosba R. Taga cy koopAmHaTe Tauaka Koje ce fobujajy y npeceky ABe npase, ABa
Kpyra, Uin npaBe W Kpyra, Koju nponase Kpo3 [Be Off OBMX Tayaka uau y nomwe F
nan y nomy F(y/r), rae jer € F.

Ioxka3. Ilakne, nare cy taure A(x1,y1), B(x2,y2), C(xs,ys) u D(x4,ys).
Jenmnauuna npase kpo3 Tauke A u B mara je ca:

r — To — I

Y-y Y2—y1

IIOK je jemHauumHa Kpyra Koju uma renrap y C u mposaasu kpo3 D mara ca:
(x —23)° + (y —ys3)® = (w2 — 23)” + (g2 — y3)*.

Crora ce HajlasKeme MPEeCceKa Te MpaBe W TOT KPyra CBOIU HA PellaBaibe
cucTeMa O] jelHe JUHeapHe U jeqHe KBanparHe jemqHaumHe. [locmarpamem
NpPBO JIMHEAPHE jeqHAYWHE, MOYKEMO jeOHY KOODIAWHATY WU3Pa3UTU IIPEKO
npyre (niau ce yak nobuja na je jeqHa koopauHATa (GUKCADAHA, MITO OINET
3HAUM A je M3pasKeHa MPEKO Apyre, CaMoO MPEKO KOHCTAHTHE (yHKIU]je)
M TAKO 3aMEHOM Y jemHAUYMHY Kpyra AoOMjaMO KBAIAPATHY jeIHAYUUHY, a
3HAMO nOa HEHO pelaBame YKbydyje HaJaKeme KBAIPATHOT KOpPEHa U3
HEKOI' eJIEMEHTA KOjU je M3paskeH y ODJIMKY KOJUYHUKA MOJUHOMA IO KO-
edpunujerTuma, na crora npunana mosy F. Ilakiae, HOBe KOOpAWHATE CY
wiu u3 F unu cy y momy F(+/r), Tme je r taj 6poj uuju ce KOPEH TPAKU y
MOCTYIKY peliaBaimha jeJHauuHe, a CUTCYPHO Ipunana mnomy F.

Y craydajy ma mocMaTpaMO IPECeK ABe IpaBe, CUTyaluja je jom jen-
HOCTaBHUja, jep pelrema Mopajy OTpulanaTtu nosmsy F, mok ce cayuaj mpe-
CeKa OBa KPyra CBOIU, OLYy3UMAIEM, HA CIIyUaj TPAKEHha Pellemha CUCTEMA
jemHe IMHeapHE W jeqHe KBaApaTHe jenHaunHe (KBAAPATHU YIAHOBU he ce
OIy3UMAaH€M CKPATUTH). m]



IlonceTrumo ce Hekux pe3yiTara O pamupemuMa mossa. Hajope, ako
cy F u F noma, npu uemy je F' C F, onga kakeMo ma je mome F jemuo
PAIIMPEKE noma F u o31avaBamo ca: pamupeme E/F. Exemente noma E
HAPAaBHO [Ia MOYKEMO [a cabupaMo, ajiu MOYKEMO U A UX MHOMKUMO €JI€eMEH-
TuMa mosba F' u pesynrar je y momy E. ¥Y3umajyhu y 063up cBa cBOjCcTBA
ocobmHa cabupama U MHOKEHA y MOBUMa MOKEMO O3 3aKBYUYMMO I je
nome E jemaH BEKTOPCKM MPOCTOP HAJ mosbe F. YKOIMKO je TO mpOCTOP
KOHAYHE NUMEH3Uje, KaskeMo Ha je pamupeme F/F KOHAUHO U IMMEH3Ujy
noma E manm momem F, 1j. dimp E o3mauasamo ca [F : F| u mazusamo
CTEIEH PAUIVPEILA mossa F Hanm F.

Yrosnuko je Fy KOHAUHO pammpeme mopa F', a Fy KOHAUHO palmpemne
nosma Fi, orma je HapaBuO Fy u jemro pammpeme mosma F.

Cras 5 Akocy F, F1 n E5 nosba Kao y NpeTxofHoj peveHnum, oHa je Ey koHauHo
pawmnpetbe nomwa F' n Baxun

[E2 : F] = [Eg : El][El F]

Hoxa3. Heka je [Ey : F] = n u [Es : E1] = m. Kako je mumenswmja E;
KAa0 BEKTOPCKOT MPOCTOpa Hal mosseM F' jemHaka n, TO mocroju Heka Gasa
[a1,...,ap]. Cawuno, mera je [B,...,0n] 6a3a BekTOopcror mpoctopa Es
Han mosbeM Fp. Ilokasumo ga npomssBoma «;f3j, ¢ = 1,n, j = 1,m uune
6a3y mpocrtopa Fs Hanm momem F.

Jluneapua meszaBucuocT. IIpernocraBumo na je

m n

> cijeif3 =0,
=1 =1

3a Heke ¢;; € F. Hera je d; = Y., ¢ijo, 7 = 1,m. Enemenrtu d; cy u3
noma Fi 1 3a BUX BaxKuU:

m

E djﬁj =0.

j=1

Kaxko je [01,...,0m] 6a3a 3a E; man Ei, 1o Mopa 6butu d; = 0 3a cBe
je{l,...,m}. Ho, kako je |a1,...,q,] 6a3a 3a F; Han nomwem F, To u3s
Yo cija; =0,3a j=1,m cremn mna je ¢;; =03ai=1n, j=1,m.

Tleneparpuca. Heka je v € Ey. Kaxo je [51,...,0m] 6a3a 3a Es nan Fy,
TO mocToje r; € Fy TakBu ma je

m
7= 16
j=1

Ho, rako je [ay,...,0,] Gaza 3a E; max F To 3a cBako j € {1,...,m}

IOCTOje S;; 3a Koje je
n
Tj = E sijai.
i=1



Konauno mobujamo ma je

m n
v = Z Z sijaiB;.

j=1i=1

HaBemumo cana HajBasKHU]y TE€OPEMY Y OBOM OJIEJLKY.

Teopema 6 Heka je o KoHCTpykTUBUNaH peanaH 6poj, koju Huje uz Q. Tapa
nocToju HM3 notnoma o4 R

Q=FCcF CcFCc---CF,=F,

Tako fla o € F, F; = F;_1(\/r7), tRe je r; > 0, r; € Fi_1, \/1; # Fi_1. Hakne,

3a Heko s > 1.

IToka3. Kao mrTo 3HaAMO, HEKA TayKa je KOHCTDYKTUOWIHA aKO Ce MOKe
HOOUTU OJ KOHCTPYKTUOMIIHUX TavyaKa y KOHAYHO MHOTO KODaKa OJ KOJUX
Ce CBaKM CaCTOjU OJ HAJIaKeHa IIpeceka IBe IMpaBe, Wiu IpaBe u Kpyra. A
peanaH 6poOj je KOHCTPYKTUOMUIAH YKOJIUKO je KOOPAUMHATA HEKE KOHCTPYK-
Tubunue tauke. Jlaksie, a je kKoopauHATa Heke Tauke A, Koja je mobujeHa
Ka0 MOCJemha Tavyka y Hu3y. Kao mTo 3HAMO, CBU PAIUOHAJHU OpOjeBU
ce Mory koHcTpyucatu modeB on 0 m 1. 3aTum, eBeHTyaJHO, I0HAjeMO
KODEH HEKOT NIO3UTUBHOT PalMOHAJIHOT 6poja r; u mobujamo mome Q(/71),
npu uemy /71 ¢ Q Ha ocroBy crasa, y cieneheM kopaky, HajBuIme HITO
je morpebHO momaTwm je omer KOpeH HEKOr Opoja m3 Q(/T1), Koju ce Ty He
Hasa3u. Jlakie, 3aucra no6ujaMo HU3 IOJba KAO IITO je HABEAEHO U « € F|
rae je F' To nocremme nosme. Ho, ¢ obsupom na je F; = Fj_1(\/r;), npu
ueMy je r; € Fy_y m /1y # F;_1, jacHo je ma je

[Fz N Fi—l] = 2,

jep je mommuEOoM X2 — r; MUHMMAJAH IOJUHOM €JEMEHTA +/T; HaJ IOJLEM
F;_1. Crora je

[F : Q] = [Fn : anl] . [anl : Fn72] e [Fl : Fo] =27,
Ho, kako o € F, nobujamo ma je
2" =[F:Q =[F:Q(a)][Q(a): Q],
re je 3aucra [Q(«a) : Q] = 2° 3a mero s > 1. O
Hamomena 7 Opgrosapajyfin pesynTaT Baxu 1 32 KOHCTPYKTUBMITHE KOMMIEKCHE

Bpojese: ako je a € C\ Q koHcTpykTnbMnaH, oHAa je [Q(a) : Q] = 2° 3a Heko
s> 1. N



Canma MO:keMO na pemuMo OHa maBa npobiema. I[lozabaBumo ce Hajupe
YABOCTPYYaBAHEM KOIKE.

CraB 8 YgeocTpyuaBatse kouke Huje Moryhie nsspwmnti kopuwhieem UCKIbYUMBO
newMpa v LWwecrapa.

Iloxka3. Bumenu cMo ma ce TO CBOOW HA KOHCTPYKTUOMIHOCT Opoja 2.
Ho, nmonumom X3 — 2 je mepacrasmus max Q. To mam je 1axo mokasarn
KopumliemeM 3HaWa U3 NPEeTXONHUX KypceBa. Ha mpumep, MOKEMO KO-
pucTuTU Aj3E€HIITAJHOB KPUTEPU)YM, WA KOHCTATOBATU M8 MOJUHOM HEMA
pAIIMOHAJIHY HYJy. Y BEpUTE C€ Y OBO.

Taxre, nomaoM a(X) = X3—2 je mepacrasmus man Q u kaxo je a(V/2) =
0, To je a(X) Mumumammun mosmHOM exementa /2, Te je [Q(V/2) : Q] =
dega(X) = 3, mTo mMpoTMBpPEYM NMPETXOAHO] TEOPEMU, jep 3 HUje CTEeleH
IBOjKE. O

ITa 6ucMo mokasaiu aa Huje MOry e M3BPIIUTUA TPUCEKIN]Y TPOU3BOJLHOT
yria KopumhemeM Jemupa U Mecrapa, JOBOJLHO je MOKa3aTW 1a Ce He
Moske KoHcTpyucaTtu yrao ox 20°. Hawmme, moGpo Ham je mo3HaTo ma ce
yrao on 60° MOske KOHCTPYUCATHU JCHUPOM U MECTAPOM, & aKO je MOKA3aHO
na ce yrao on 20° He MOKe KOHCTPYUCATU JEHUPOM HU IMECTAPOM, TO Ce
HU yrao on 60° He MOKe MOMEJUTU Ha TPU jeTHAKA TeJIa.

PasmarpameM je IMHUYHOT KPyTra, BUIUMO Ia Ce HEMOrYy NHOCT KOHCTPYK-
nuje yraa on 20° cBoau Ha HeMOryhHOCT KOHCTPYEKIUje 6poja cos 20°. Iloka-
SKUMO TO.

CraB 9 Bpoj cos20° Hnje KOHCTPYKTUBUNAH.
Iloxkas. Kopuctuhemo cnenehu mpenturer
cos 3¢ = 4 cos® p — 3cos .

Yuraomu O6u Tpebaso ma mpoBepe KaKo ce mAoduja OBaj MACHTUTET.
CBAKOM CJy4ajy, ako y3MeMo na je ¢ = 20° mobujamo

) 1
4 cos® 20° — 3 cos 20° = cos 60° = 3

Iakie,

3 1
cos® 20° — 1 cos 20° — 3= 0.

IocmaTpajmo momuroM a(X) = X3 — 32X — 1 € Q[X]. Hokaxumo na je on
mepacrasmus Han Q. C ob63upoMm ga je y nuramy moauHOM Tpeher crenena,
IOKa3 ce CBOAM HA MPOBepy ma ju nojuHoMm uma Hyiry y Q. To 6w Ouna u
myna momuroMa 8a(X) = 8X3 —6X — 1. Ho, ako je g € Q jemna mysa Tor
noJuHOMA, npu deMy je ¢ > 0 1 oBaj pasioMak HeCKpaTus, oHna p | —1, a



q | 8 mo noGpo HaM MO3HATOM KpUTEpPUjyMy OX panuje. Jlako je mposepuTu
Ia TaKBU P U ¢ He IOCTOje.

Iobunu cmo ma momuuoMm a(X) muje pacrasimus Han Q, Kako je uc-
nymeno: a(cos20°) = 0, 3akmyuyjemo ma je a(X) MUHAMAJIHU DOJIUHOM 34
cos 20° man Q, Te je [Q(cos20°) : Q] = 3, mro nokasyje na 6poj cos20° Huje
KOHCTPYKTUOUIIAH. O

OsBaj pesyarar HaM MOKa3yje Oa JIEHBUPOM U IIeCTapoM Huje Morylie
KOHCTpyucaTu npaBuinu 18-oyrao. Hawmme, jacHOo je ma ce KOHCTPYKIHja
MPAaBWJIHOL N-TOYTJIa MOKE CBECTU HA KOHCTPYKIU]Y IEHTPAJHOD yIJia HaI
BErOBOM CTPAHUIIOM, a TO je yrao O %, OJHOCHO y HallleM CJIy4Yajy, TO
je yrao ox 20°.

1.2 Hampennuja nurama

Crnenehu pesyaTar je HEIITO TEXRU 3a TOKA3.

Cras 10 [llomohy nerupa 1 wectapa Huje Moryhe KOHCTpyMCaTW NpaBUIIHU cef-
MOyrao.

Iloxa3. Kao mto je Beh peueno, mora3 ce cBOAM HA HEMOTYNHOCT KOH-

cTpyknuje 6poja cos 27“ (cama hiemo, 36or kpaher 3anuca, KopucTuT panu-
jame). Hera je ¢ = (:03277T + 4 sin 27” [Ipumernmo na je ¢ 3ampaBo cemMu

roper u3 jemumune: (¢ = 1. Kako je ¢ # 1, nobujamo na je
CHC+HE+CHCFL=0.
Iomenumo oBy jemmaxocT ca (3. Ilo6ujamo

1 1 1
CHCH I st gt =0 (1)

IIpumerumo na je

z:C+2(=2cos277T>.

HoBomHO je, makie, ma MOKa:KeMO Oa z Huje KoHCTpykrubummaax. Ho,

z3—c3+1+3(c+1),

& ¢
Te je
G+ 1 2 -3z
IE
Ha cinuan mauun
22 _ C2 + 2 + i
= @
Te je
CQ + i — 22 )
2



Crora u3 jenHauuHe nobujamo

3 2 _

27 —=32+2"=-2424+1=0,
Tj.

2422 -22-1=0.

[Mokaskumo ma je momuaoMm a(X ) = X3+ X2-2X 1 € Q[X] mepacTasmus HaT
Q. Kao u mpe, noBoMmHO je moka3aru na oH HeMa Hyaa y Q. Yromnuko je %7 €
Q meka HyJia OBOT MOIMHOMA, IPU YeMy je ¢ > 0 1 0BO HECKPATUB Pa3IOMaK,
OHIA OHAa Mopa Outm mcmymeno: p | —1, ¢ | 1, Tj. § € {-1,1}. Ho, naxro
ce IpoBepu Ja OBO HUCY Hyse mojmHOMa a(X), Ia OH HUje PACTABILUB
wan Q. Crora je oH MUHUMAJIHM IOJMHOM 3a €JIEeMEeHT z. Kako je Taj
TMOJIMHOM CTEIeHa 3, Taj €JEeMEHT HUje KOHCTPYKTUOWJIAH, mTO je Tpebaso
" OJOKa3aTu. ]

Iora:kmMO cana jauyd pe3yaTaT O OBOT.

Cras 11 Axo je p HenapaH npocT 6poj n ako je moryhie KOHCTpyucaTu npasuaH
p-yrao, oHfa je p ®epmaos npoct 6poj, Tj. npocT 6poj obavka p = 22" + 1 3a Heko
n > 0.

Ioxka3s. ITocmaTpamo mOJIUHOM

a(X)=XP L4 XP 2 4 X 41
[To mpermocrasmu je 6poj ¢ = e rouctpyktubmtan (1,(,...,(P~! uune
TeMeHa mpaBuaHOr p-Toyria). Baxu na je (P =1 u, xaro je ¢ # 1, 10 je
a(¢) = 0. Ilomuuom a(X) € Q[X] je HepacTaB/bUB AKKO je HEPACTABJHUB
nonuuoM a(X + 1). Kaxko je

(X - Da(X) = XP 1,

TO je
Xa(X+1):(X+1)P—1:Zp:< P )Xp’f—1:p§< P )ka.
VAl o Pk
Crora je

a(X +1) = XP~1 4 pXxP~2 4 (§>XP—3 + - +p.

Kako 3a cee 1 < k < p— 1 Basku na p | (i), p>fpuptl, To je mommEOM
a(X + 1) mepacrasmus no AjsenmrajuoBoMm kpurepujymy. Crora je a(X)
muaEMasHEE monurHoM erneMenTa ¢ 1 [Q(() : Q] = dega(X) = p — 1. Kaxo je
¢ roHCcTpyKTUOUMIAH O6pOoj, mobujamo ma je p — 1 = 2™ 3a HEKM NPUPOIAH
6poj m. Hera je m =2"(21+ 1) 3ameke n >0 u l > 0. Axo | # 0, ouzna je

p — 2m + 1 — 22”(2l+1) _|_ 1 — (22” + 1)(22”2[ _ 22n(2l—1) + . + 1),

Te p me 6u 6mo mpoct Gpoj. Crora mopa Gurm p = 22 + 1 3a Heko n > 0,
Tj. p je PepmaoB nmpoct OPOj. O



Hanomena 12 Ako je F,,: = 22" +1, oHpa 3Hamo fa Cy oBo npocTy 6pojesu 3a
n = 0,4. Hucy nosHatu apyru ®epmaosu npoctu 6pojesn. [locebHo, 3a n = 2
umamo fa je Fy, = 17. Tayc je gokasao, kaga je umao 19 roguHa, ga je moryhe
KOHCTpymucaTu npasuiHn 17-oyrao (jow je oa Eyknuga nosvaTo aa je moryhe koH-
CTPyMCaTW MPaBUJIHX TPOYrao W MPaBUIIHW METOYrao) U TO My je, MO HEroBUM
peunMa, ykasano Ha To Aa je maTtemaTuka obefiaBajyfia npodecnja 3a era... @

Iakne, 3HaMO na, ako je 6poj «a KOHCTpykTUOMIaH Mopa outn [Q(«) :
Q] = 2° 3a meko s > 0. Iokakumo npuMepoM aa o6paT He BaKU.

IIpumep 13 He mory ceu kopeun monunoma X4 + 4X + 2 € Q[X] pa 6yay
KOHCTPYKTUBUIHN.

[IpumeTyMo Hajupe na je maTy MOJMHOM HEPACTABMBUB IO Aj3eHmrajHy
(212,24, 211, 2242) Te je cremen cpakor kopena Han Q jemnak 4 mTo
je cTemeH IBOjKe.

Pemmwvo jemnaunny x4 +42+2 = 0. Axo je p(z) = 2*+4x+2, Moxemo na
npuMeTuMo Aa, nomto je p(z) >03a x>0, p'(z) <03a z < -1, p'(x) >0
3az>—1,p(-1) =—-1<0wup(z)>03ax<<0, oBaj IONIUHOM UM TAUHO
JIBE€ peaJiHe HyJle U TO Cy HeraTUBHU OPOjeBHU.

Kopuctuhemo OjnepoB meron, rae pememe TPaKUMO y OOJIUKYy T =
u+v+w. Taga je

22 = u? + 0% + w? + 2(w + vw + vw),

Te je
(2?2 — (u® + v + w?)? = 4(ww + vw + vw)>.

Ilakmne
ot —2(u?+v? +w?) 2+ (v Ho?+w?)? = 4w Futw? Fotw? 2 (uPvwtuv® Fuvw?)).
I[Ipumernmo ma je

u2vw + uv2 + uvw2

= wvw(u + v + w) = vwwz.
AkO 0BO MCKODHCTHMO M CPEIMMO IPETXOIHY jeIHAKOCT, HOOUjaMO:
zt —2(u? + v +w?)2? — Suvwz + (u? + v +w?)? — 4(uv? + vPw? +v*w?) = 0.

Kaxo je z* + 42 +2 = 0, nobujamo zma je

4P +uw? = 0 (2)
—8uvw = (3)
(u? + 0%+ w?)? — 4(u®0? + Pw® +v*w?) = 2. (4)

W3 npse u tpehe jemnaumue mobujamo ma je

1
u?v? + vPw? + v*w? = 3

10



a u3 Ipyre na je

uwow = — =,
Te je
w2olw? = 1
1
IloBbuam cMO HOBU CHCTEM jeIHAUMHA:
w4+ fuw? = 0 (5)
1
w?v? +utw? +otu? = —3 (6)
u?w? = 1 (7)
1

2

Bumuvo ma cy u?,v?, w? Hysze momurOMA

(X)) = (X —u?)(X —0?)(X —w?) = X? — %X - i € Q[X].
[Ipumerumo ma je
8q(X) =8X% —4X —2=(2X)*-2-(2X) =2.

Bamenom Y = 2X nobujamo nmonunom 7(Y) = Y3 —2Y —2 € Q[Y] u om je
HepacTaBbuB no Ajsenmrajuy (3a npoct p = 2 mapasuo). Crora je u g(X)
HepacTaspus Hag Q Te merose mymre u?, v?, w? HUCY KOHCTPYKTUOMIHE GpO-
jesu. Ho, Ta ce jeqnaumua MOe PEMUTH 1 Tako Kobutu 6pojesm u?, v?, w?.
Mu moskemo ma nzabepeMo HekKe KOpeHe M3 OBUX OpOojeBa U MPOracuMO UX
3a u,v,w. Ho, ako je £1 = u+ v+ w jenHo on periema MOYETHE jeTHAYNHE,
OHJZIA Cy OCTAJa pelemna:

To=Uu—vV—w (8)

Tz3=—u+v—w (9)

T4 =—u—v+w. (10)

Bakno je mpumetuTu na je uvw = —% 3a cBaku u300p u, v, w, Te HEMaMO 16

MoryhHOCTU Kako ce, MOXKIa, HA OPBU MOrJen ynHU. Ram uzabepemMo HeEke
u, v, w, OCTajy camo jom Tpu MoryhaocTu koje cy naBemene. Ho, axko ou
CBU X1, %2,T3, T4 OUIU KOHCTPYKTUOUIHU, OHIZA OM OMO KOHCTPYKTUOUIAH
u 6poj 2u = x1 + X9, Ha OHZA U U, Te HYKHO U u2, a 3HAMO Oa OH HuUje
KOHCTpyKTUOUMaH. /lakjge, He MOTy CBU KOPEHU OUTU KOHCTPYKTUOUIHU U
TO IOKa3yje na oOpaT y HaBENEHOM CTABY HE BAKU. &

2 HopwmagHa pammupema modba

2.1 Hexu OCHOBHM MOjMOBU U PE3YyJITATU

[Moncerumo ce majupe ciaenehe uumenure.
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CtaB 14 Axo je p: K — L xomomop¢usam mnosba, OHAA je ¢ HYXHO MOHOMOp-
Pusam.

Joxka3. 3uamo na je Ker ¢ unean y K. Tarkobe 3uamo na je o(lx) =1y, Te
1x & Kerp. Kako cy y momy K jemunu nneanu {0} u K, to je Ker ¢ = {0},
Te je ¢ MOHOMOpdU3aM. |

Ha npumep, vHe mocroju mHuraka xomomop¢usam ¢: C — R, jep 6u To
3Haumio na R canpsu y cebu nornosse n3omopduo ca C.

Hepurumuja 15 IIpocTo nosme je mosbe Koje HeMa IPABUX IOTIOJbA.

Cras 16 1. [losbe je KapaKTEPUCTMKE HyNla akO M CaMO aKO CafApXu Kao CBOje
notnosse nosbe nsomopeHo ca Q.

2. [Mome je KapaKTepUCTMKE P aKO M CaMO aKO CafipXXM Kao CBOje MOTMNOJbE MOJbE
n3oMopdHo ca Zj,.

Ioxa3. [Ipumerumo HAjOpe Oa je KAPAKTEPUCTUEKA MoJba K jemHaka Kapak-
TEPUCTUNU Ma KOT HErOBOT HOTIOJ/MA, HMOMTO CBA MOTIOMA MMAjy 3ajel-
HUYKY jemuHuiy lx m camgpske cBe eseMenTe obsmika nlg 3a n > 1. Tako
na je moTpebHO MOKA3aT! caMoO jedaH CMep y MOKa3y €KBUBAJIECHIUjE.

1. Heka je K nome raparrepucture 0. Tama je nlg # Ox 3a cse
n € Z\ {0}. Hepuammmmo ¢: Q — K ca:

0 (T) = (mlg)(nlg)~L.

n

[Torasxkumo na je ¢ moOpo meduHKCAHO:

(sm)lg = (nr)lg
(SlK)(le) = (an)(T‘lK)
(mlk)(an)fl = (7’1[()(51]()71

FEed

Hapasno, ¢ je xomoMop¢pusam:

m r sm +nr
o(Z+ ) =g (e
n S ns

= (sm +nr)lg((ns)lg) "

((s1x)(mlg) + (nlg)(rle))(nlx)  (s1k) ™"
(SlK)(le)(an)71 (81]{)71 —+ (TL].K)(T‘].K)(TL].K)il(S].K)il
= (

mlg (an) 1 (SIK)71

)
=) +e (D)
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IIposepa 3a mpomssox je jom jemnocrasauja. Hapasmo, (1) = 1. Kako
jé ¢ HYsKHO MOHOMOP(U3aM IO IPETXOJHOM CTaBy, TO je Im ¢ mormosme on
K m3omop¢uo ca Q.

2. Hera je K mome rapakrepuctuke p. Tana je plg = Ox. Ilepunumemo
p: Ly, = K ca: o(r) :=rlg, 3ar € Zy(={0,1,...,p—1}). OBrme mapaBHO
HE MOpaMoO Ja IpoBepaBaMo mO0py medmHUCaHOCT. IIpoBepumo caMo ma
je ¢ xomomop¢uzam. Heka cy r,s € Z,. Ilogcerumo ce ma cy omepanuje y
Z, cabupame ¥ MHOMNKEHE II0 MOLYILY p: T -5 s = p(r - s,p), rae je ca p(m,p)
O3HAYeH OCTATAK NPU Hebemy m ca p. Iakte, rs = gp+ -, S, 38 HeKN
g € N. Crora je

e(r)-p(s) = (rlk)-(slk) = (rs)lx = q(plk)+(rps)lx = (rps)lk = @(rps).
=0k

Cuarame y omgHOCY Ha cabupame ce jomr jakmie mposepasa. Jlakmae, Kako

je ¢ xoMoMop@du3aM IoJba, ¢ je Hy:KHO MOHOMOpdu3aM, na K canpxu moT-

moJbe M30MOP(HO ca Zy. o

Hamomena 17 Y pamem hemo nore Z, osHauaBaTu Hajuewhe ca F,. 36or
npeTxoAHor pesynTaTa, noma Q v F), Hasueajy ce ¥ OCHOBHUM MOJLVIMA U YeCTo
hemo cmaTpaTtu ga je 6aw Q C K ykonuko je K kapaktepuctuke 0, ofHOCHO fAa
je F, € K ako je K kapakTepuctuke p. To kopuctumo Beh y cnefefiem ctasy. é#

CraB 18 Heka je K nose kapaktepuctuke 0 n ¢ € Aut(K). Taga je p(q) = ¢
3a cee g € Q.

Hoxra3z. Karo je Q C K, 1o je 1x = 1(= 1g). C oG3upom Ha TO ma je
»(1) = 1, maayrnmjom ce nako mokaxke ma je ¢(n) =n 3a cee n € N, a u3

unmenune na je o(—a) = —p(a) 3a cee a, nobujamo na je u p(m) =m 3a
cee m € Z. Crora je p(m/n) = p(m)/p(n) = m/n 3a cee m € Z, n € N\ {0},
Te je 3amcra ¢(q) = ¢ 3a cse q € Q. ]

2.2 TIlojaMm HOpMAJIHOT palIVpemHa
3amoYHIMO jeTHUM TPUMEPOM.
IMpumep 19 Hexa je K = Q(3/2). Ompemuru rpymy Aut(K).

Heka je ¢ € Aut(K). 3mamo ma no crasy (18| Basku: ¢(q) = ¢ 3a ce q € Q.
Cpaxknu eqement u3 o € K je obmuka a = a+bv/2+c¢(V/2)? 3a mexe a,b, ¢ € Q.
Iakie,

ola) = ¢ (a +bV/2 + c(\e/i)2>
= p(a) + p(0)p(V2) + p(c)p(V2)?
=a+bp(V2) + cp(V2)>.
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3

[pewma Tome, Bpearoct p(a) je normyno oapebena spemnomhy (¥/2). Ho,
(V2)% =2, ma je p(v/2)® = 2. C o63upom Ha T0 ma p(¥/2) € Q(¥/2) CR u
A U3 Cpelme IIKOJE 3HAMO Ja je jenuHo pememe y R jemmaumme 22 = 2
Gamr v/2 To je p(V/2) = V2 u ¢ = idg. Crora je rpyna Aut(K) Tpusnjasmna;
Aut(K) = {idk }. &

Crora, na 6ucMo mOOUIIM 3aHUMJIBUBU]Y IPYILy, Mopamo y K momatu jour
Tpehux kopena u3 2. 3uamo na cy cBu Tpehu Kopenu us 2: \3/5, ev/2,e? \3/5,
rme je € = cos 2?” + ¢ sin %’T Herpusyjasau Tpehn kopen u3 jemuuune. Onpe-
busame rpyme Aut(L) 3a L = Q(3/2,¢) je cBakako 3aHUMJGUBHUjE OJ TPET-

XOJHOT IIpuMepa.

MoTuBucanu oBuM HpuMepOM, najeMo cienehy mepwmHunmjy.

Hepuuaumnuja 20 Anrebapcko pamupewme F moma K je HOPMAJIHO yKO-
muko Basku cienehie. Ako je mosmsoMm p € K[X] mepacrasmus y K[X| u
arko F' canpsku HeKy HyJIy TOT HOJHMHOMA, OHIa cy y F cBe Hyme Tor mosu-
HOMA.

Ha npumep, pamupeme K mosma Q u3 mperxomHor mpuMepa HUje HOP-
MasHO, jep mosmHoM X° — 2 € Q[X] jecre mepacrasmus y Q[X], a K me
canp:ku cBe HyjJe oBor moawmuoMma. ok pammpeme L canp:xku cBe He-
rose Hyse. HapaBHo, Mu He 3HaMO Oam caMO Ha OCHOBY TOTa na je TO
pamupeme HOPMAJIHO, jep MOKIa MOCTOJU HEKU APYTU MOJUHOM KOjU HaAM
To ,,mokBapu”’ . Ho, caemehu cTraB HaMm y ToMe momazke.

IIpe popmymanuje Tor craBa, MOACETUMO Ce HEKUX UMmbeHMIA. AKO je
p € K[X] oHIA je KOPEHCKO MOJbe OBOT MOJIMHOMA MUHUMAJIHO DAIIUPEHe
noma K y KoMme ce moamHOM p pactasiba (,uena’) Ha JuHEapHE (QaKTOPE,
AK€ MUHUMAJIHO PAIIUpPEHmEe KOje CAINPKUA CBE KOPEHE OBOT IOJUHOMA.
Baxu crenehe. Axo je mome K usomopduo momy K, ¢: K — K m3omop-
dusam, p=ag+ a1 X + -+ + a, X" € K[X] u nomuom p € K[X| nepunncan
ca: p = p(ag) + ¢(a)X + -+ + ¢(a,)X™, onma aro je F ropeHcko mome
HOMUHOMA P, a F KOpeHCKo mosbe moaumHOMa P, Baskn: F = F. IlocebHo,
CBaKa MBa KOPEHCKA [I0Jba jeTHOT MOJUHOMA CY M30MOpP(HA.

Cras 21 KonauHo pawwupewse F' noma K je HOpManHO ako M CaMO aKO je OHO
KOPEHCKO MoJbe Hekor mnosnmHoma p us K[X].

Iloxka3 craBa <= . Heka je F kopeHcko mose monmHoMa p € K[X],
q € K[X] mepacrasmus nonmuaom u « € F takso na je g(a) = 0. Tpeba
IOKa3aT! ma cBe Hyse mojuHoma g jexke v F. Heka je E KOpeHCKO mosme
nosmaoma p-q € K[X] u 8 € E rakxso ma je q(8) = 0. Tpeba nokasatu na
B € F. N3 xkypca Aarebpe 2 3mamo na je

K(o) = K[X]/1g) = K(B),

momTo je q HepactaBmuB. llome F' je KOPEHCKO MOJbe 3a TMOJUHOM p, OUIO
na ra raemamMo kao monmuoM m3 K[X], 6uno kao mommmoM w3 K(a)[X]
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(cakako a € F). Ocum tora je F(() KOPEHCKO IOMbE 3a NOJUHOM P €
K(B)[X]. Ho, rako je K(f) = K(a), mpema IPeTXOIHOM CJIeAX Oa Cy U Ta
kopencka noswa F(3) u F nonunoma p uzomopdua. To moceGHO 3HaUM 1a Cy
OHa U30MOpP(HA U KAO BEKTOPCKU npocropu Han nosbeM K. Crora cy F(f)
n F' KOHAYHO NUMEH3MOHAJHU BEKTOPCKM NpocTOopu Hax K ucre nuMmenswuje,
npu yemy je F C F(f). 3akmydyjeMo ma ce OHM MODAajy NOKJIANATH, U3
yera caemu ga 3 € F.

—> . Heka je F roHauyHo m HOpMaJHO pamupeme Hanm K. Ilakme, F =
K(ai,...,ay) 3a Heke «; € F, koju cy mapasuo anrebapcku Han K jep je
F ronauno pamwupeme. Hera cy fia,,-- -, € K[X]| Murnmansn nonu-
HOMU OBUX ejeMenata. IlomTo je F' HOpMmanHO pamupeme mossa K, [q,,
HepacraBipue noauHoM u3 K[X] 3a koju je pq,(a;) = 0, y F ce nHanaze u
CBe OCTaJle HyJle MOJMHOMA [i,,. OBO je HApaBHO TAuHO 3a cBe i, Te je F
3aIPaBO KOPEHCKO MOJbE MOJUHOMA D = [lg, * * * fha,, - O

Hepunumnuja 22 Axo je L pamupeme noma K, orga je HOPMAJIHO 3ATBO-
PEWE nmosma L Hajmame pamupeme L mosma L Tako ma je pamupeme L/K
HOPMAJTHO.

Ha npuwmep, ako je L = K(ai,...,ap), vae cy «; anrebapcku man K, onnga
je L 3ampaBO KODEHCKO NOJbe MONUHOMA fla, - fla,, THAE je ja, € K[X]
MUHIMAJTHU TIOJMHOM eJleMenTa ;. Ykommko je L = K(¥/2), L = K(V/2,¢).

3 CenapabujsiHa pamupemna IIoJba

Bupmenu cMmo nma cy HOpMajHA palmpema HEKOT IMO0Jha OHA PAIIUPEHmA Y
KOjUMa ce HaJla3e CBe HyJle HepaCTaBJbUBUX IIOJMHOMA Ca KOe(PUIIUjeHTUMA
y HMOYETHOM TOJbY, uuM je Ty jemua Hyna. Cana he mac 3anumaru na i
cy Te Hyne ,pasasojene’ (,cemapupane”).

Heka cy F u F ropencka noma nomusoma p € K[X] u p: F — F uzomop-
¢usam ,man’ K, rj. takas uzomopdusam ma je p(c) = ¢ 3a cse ¢ € K. Kaxko
cy F u F me camo BekTOpCKHM mpocTopu Han K, mero u aarebpe manm K,
OB MMaMO 3anpaBo mzoMopdusam aarebpu nang K (K-aarebpu).

Wszomopduzam p: F'— F MO&eMO TpOIy:KuTH 10 uzoMopdusma p: F[X]| —
F[X] rako wro hemo , momedpunucaru” na je p(X) = X. Axro je @ = p(a),
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3a o € F| ouna je

p(a) =0 axko je ¢(p(a)) =0 arko je p(a) = 0.
He camo To, mero 3a cse k > 1 Basku:

(X —a)¥ [py FIX] arxo (X —@)" | p y F[X].
Hanwme:

(X —a)*|p axko p= (X —a)q 3amexu q € F[X]
a0 G(p) = 3 (X — a)lq) (3 je ,1-17)
a0 3(p) = (X —@)"G(a)
axko  p = (X —a)"3(q)
akko p = (X —a)"q, 3a mexn g € F[X]
akko (X —a)* | p.

[Ipernocaenma eKBUBaJEHNNja HAPABHO Basku 300T Tora mTo je ¢ ,Ha'.

Iakie, cBaka HyJa MOJUHOMA P Y HEKOM KOPEHCKOM II0JbY TOT HOJUHOMA
OJIrOBapa HEKOj HyJU y APYIOM KOPEHCKOM IMOJbY W TO CA WUCTUM MYJITU-
miunureroM. Cuenehwu craB HaMm nmaje morpebaH U JOBOJBAH YCIOB O CY
CBe HyJle OaTor IOJMHOMa MPOCTE y HEKOM KOPEHCKOM II0JLY TOI IIOJIU-
HOMa. IIpema IpeTXOMHOM je OHIa TO TAYHO U 33 CBAKO KOPEHCKO IOJbe
TOTr IMOJUHOMA.

CraB 23 Ako je f € K[X]\ K, oHla Cy CBe +beroBe Hyse y HEKOM HEroBOM
KopeHckoM nosby npocte akko je NZD(f, f/) = 1. MocebHo, ako je f HepacTaebus
MONVHOM, CBE HeroBe Hyfe Cy npocTe akko je f’ # 0.

JHoxka3. Hexra je d = NZD(f, f'). Tana nocroje nonuaomu a,b € K[X] taksu
na je

af +bf =d. (11)
<= . Axo je F kopencko mome nojuunoma f u « € F Bumecrpyka HyIa
nosuHOMa [ OHJA je OHA, KAo MTO MOOPO 3HAMO, W HyJa HErOBOT U3BOIA
f!, ma je Ha ocHOBY OHa U HyJa nojuHoMma d, Te je d # 1.

— . Hera je d # 1. Kaxo d | f, To mocroju ¢ € K[X], Tarko na je f = dq.
Axo je F KOpeHCKO nose nonuHoMa d u « € F Heka Hy1a ToJIuHOMA d, OHIA
je f(a) = d(a)g(a) = 0, na o npunamga HEKOM KOPEHCKOM N0y F momamHOMa
f, xoje je pamupeme moma E. Ho, xako d | f' 10 je @ u Hyna nmomuaOMA
f', ma f uma BUmECTPYKy HYJIy y TOM KOPEHCKOM HOJbY.

IIpernocrasumo cana na je f mepacrasmus. Kako d | f, To mopa Guru
nm d=1wmd=f. Hakxe,

d+#1 akko d = f arko f | f' axxo f' =0

16



IMocnenma eKBUBAJCHIU]a CJIEIN U3 YME-CHUIE M j€ CTEIeH moJuHOMa [’
Mamu on cremnena moauHoma f. Bymnyhu ma cmo ycramoBuiau ma cy cse
Hyse moiauHOoMa [ mpocTe akko je d = 1, 3arkbydyjeMoO na Cy CBe HyJe
HEPACTABJBMBOTI' mosuEOMa [ mpocte akko [’ # 0. ]

Iedwuuumnuja 24 lNonnHom je CEITAPABUJIAH aKo Cy CBE HEroBe Hymne y HeKOM
HErOBOM KOPEHCKOM MOJbY MPOCTe.

HapaBHo, omma cy OHe mpocTe M y CBAKOM APYTOM KOPEHCKOM IOJbY
OBOT IOJIMHOMA.

ITocnemuua 25 Heka je f € K[X]\ K HepacTaBbue nonvmHoM 1 nosbe K kapak-
Tepuctuke 0. Taga je f cenapabunan.

Iloxka3. Ha ocuoBy craBa nonuHOM f je cemapabunanm akko je [/ #£ 0.
Hera je f = a, X" 4+ -+ +a1X + agp, rme jen > 1 u a, # 0. Tana je
f' =na, X" ' +... +a;. Karo je K xapaxrepucruke nymaa, 1o je nlyg # 0,
Te je u na, = (nlg)-a, #0, na je f' #0. Tume je mokas 3aBpuieH. O

Iedbunumnuja 26 Heka je L anrebapcko pawwuperse noma K. Enement a € L
je CENAPABUJIAH (Hah K) yKONWKO je HeroB MUHMMAaNHU NONUHOM L, € K[X]
cenapabunaH. Pawwuperwe L je cenapabunHo pawmperse noma K, ako je cBaku
enemeHT u3 L cenapabunaH Hag K.

ITocnemuma 27 Heka je K nome kapaktepuctuke 0 u L anrebapcko pawumperse
nosba K. Tapa je L/K cenapabunto pawmpetbe.

Iloka3. Y mperxomHOj mocienunuu CMO BUAEIN Na je CBAKU HEPaCTaBJbUB
nosuHOM cenapabuiad. Crora je MMHMMAJIHA ITOJWHOM CBAKOT €JIEMEHTA
u3 L cemapabunan, na je u pamupeme L/K cenapabuiHo. O

Hamomena 28 Hapasuo, u camo nosse L je kapakrepuctuke 0, jep je 11, =
1, ma je 3a cBako n > 1: nly =nlg # 0. ®

IMoncerumo ce ma 3a pamupeme E/F raxemo na je IPOCTO YKOJIUKO
mocToju eseMeHT « TakaB na je B = F(a). 3a Taj ereMeHT KaskeMo Ia je
MIPUMUTUBAH enemenT Tor pammpema. Ciaemeha Teopema mam rosopu o
€r3UCTEHIN]Y TPUMUTUBHOT €JIEMEHTA.

Teopema 29 Heka je K nome kapaktepuctuke 0 u L = K(ayq,. .., Q) KOHAUHO
pawwupetse nossa K. Tafa noctoju A € L takas fa je L = K ().

JToka3. 3uamo na je K GeckoHauHOo mospe. JloKa3 M3BOAMMO WHIYKINjOM
IO n U JACHO je ma je MOBOJHHO moka3aTu TBpheme 3a n = 2. Jlakie, Heka
je L=K(a,8) na# 6.

3HaMO nma cy a u [ cemapabunHu Han K U HEKa CY [iq U [i3 HUXOBU
MHUHAMAJIHE HOJAuHOMH. O3HAUMMO ca F' KOPEHCKO IOJbE MOJIUHOMA [lq - [3.
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Kako cy enementu a u [ cemapadbuiaHu, CBe HyJle HUXOBUX MUHUMAIHUX
moJIuHOMa Cy pasauuurte. Heka cy

o= 01,02,...,0L

HyJIe IIOJIMHOMA [ly, &

/6:/817[327"'3ﬂl

Hyise noauHoMa pg. Hapasro cse ce one namase y F. Heka je ¢ € K \ {0}.
IMocmaTpajmo mormoma E. moma L 3anara ca: E. = K(a+ ¢f). Keanmo
na norakeMo na je E. = L 3a Heko c. IlocmaTpamo moamnaOM

fe(X) = pala+c(f— X)) = pa(a+cf —cX) € E[X].
IIpumerunmo na je f. popmupan tako na je f.(8) =0:
fe(B) = pala+c(B = B)) = pa(a) = 0.

Ha nu je f.(8,) =0 3a mexo r > 27 Buaumo na je

fc(ﬁr) = 0 akko :uoz(a + C(B - Br)) =0 (12)
arko o + ¢(f — fB,) = as 3a HEKO § > 2 (13)
AKKO ¢ = ﬁs—iﬁr 3a HEKO § > 2. (14)

I[Tocmarpajmo crym

g —
R= r>22,s>22,.
{/Bﬂr }

Ckyn R je xkonauan, a mosme K Geckonauno. Crora cuUrypHoO MOCTOjU eje-
MeHT ¢g € K\ (RU{0}). Ha ocHoBy m3bopa eneMeHTa ¢y UMaMO O je
feo(B) =0 m fe,(Br) # 0 3a cBe r > 2. Kako je § Hyna u monmHOMa [ig
noroznHo je paszmorputu NZD(fe,, pug). Homusom f., npunana E.,[X], nok
je pg € K[X] n MmoskeMo ra nocMarparu u kao noauaoM u3 E. [X]. Csakako
Tana u

NZD(fcouuﬁ) S ECO[X]' (15)

Ho, xaxo je f15(X) = (X—B)(X— ) -+ (X—B) y K[X], a fun (Br) £ 0327 >
2, 1o je NZD(fe,, ) = X —f. Ha ocuoBy nmobujamo na X —f € E. [ X],
Te f € E., = K(a+cof). Ho, Tana mmamo u a = (a+cof)—cof € K(a+cof),
re je K(a,f) C K(a+ ¢yf). Obparna unKIy3nja je ouurienta n nobuau
cvo ma je K(a,f) = K(a+ ¢of3), Te ce 3a TpaskeHU NPUMUTUBAH €JIEMEHT
MOKE Yy3€T! eJIeMEHT A = a + ¢of3. m|

AKo ce moriiema mrTa HaM Iaje OOKa3 KOju OMCMO U3BEJU UHIYKIW]OM,
BAIUMO Za 3aIpaBo IMOCTOje Ca,...,C, € K Taksu ma je K(aj,ag,...,q,) =
K(og + caag + -+ cpau).
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4 Ayrtomop¢usMmu u KOHjyramuje

IMocmaTpajmo mBa pamwmpema moma L/K u F/K. Moske nocrojatu xo-
MoMop¢u3zam m: L — F 3a koju He Baxku ma je mw(c) = ¢ 3a cBe ¢ € K.
Ho, ykosuko je jemmaroct m(c) = ¢ ucnymeHna 3a cse ¢ € K, oHma 7 Huje
camMo xoMmomopdu3zam mossa Hero u K-anrebpu. Kaxkemo m ma je m jeman
K-xomomopduzam.

Iedwmuumnuja 30 Pawupewa L v F noma K cy KOHJYTOBAHA yKONMKO NOCTOjU
6ap jegaH K-usomopgusam m: L — F. Enementn a« € L n @ € F cy KOH-
JYTOBAHMU ako noctoju K-nsomopdusam 7 nomsa K (a) v K (@) Takas ga je m(a) =
Q.

CraB 31 Heka cy L n F pawuvpewa noma K n«a € L, @ € F. Osu enemenTn cy
KOHjyroBaHu aKKo cy nnu oba TpaHcueHAeHTHW Hag K nnv umajy nctv MUHUManHu
nonuHom y K[X].

IToka3. <. Ako cy u « u @ TpancuengenTHu Han K, onma je
K(o) 2 K(X) = K(a).
YKOIUKO je [io = [, OHOA MMAaMO:

K(a) = K[X]/(4,) = K[X]/(4g) = K@)

,U/oz ,U/E
Hapasno, y oba ciayuaja je y nurtamy K-m3oMopdusaMm y KOMe ce & CIUKa
y a.

=. Arojem: K(a) - K
OHIA 38 CBAKU IIOJIUHOM P

—~

@) jenan K-uzomopodusam, Takas na je w(a) = @,
X)=a+u X+ +a,X" € K[X] Bamu:

—~

m(p(a)) = w(ag) +7(ar)m(a)+- -+ 7(ap)m()” = ap+ara+---+aa” = p(@).

Kako je m ,,1-1", 10 je p(a)) = 0 arko p(@) = 0. Ilomro oBO Basku 3a cBaKU
IOJIMHOM, OHJa Cy uiu 00a ejeMeHTa TpaHcleHmeHTHa Hanx K (makie He
AaHyJIUpajy HUjeJaH moJuHOM Han K) wiau je CKyn MOJIMHOMA KOjU aHy-
Jupajy Hempa3aH M UCTU 32 00a eJeMeHTa, Ia Tala UMajy U 3ajeTHUUKU
MUHVMAJJIHI ITOJITHOM. O

Csaku K-xomopduzam o: K(a) — L, rae je L pamwupeme noma K mor-
nyuo je oapeben Bpemmomhy y «. Crora, ako je a anrebapckum mHam K
n ako je fio € K[X]| Hmerop MUHUMAJHU TMOJIMHOM, OHIA PA3IUYIUTUX K-
xomoMmoppuzama u3 K(«) y L uMa OHONMKO KOJIUKO UMA PA3IUYATUX HYJIA
nonmHOMA [y, v L. Ha mpumep, ne mocroju mujeman Q-xomomopduszam u3
Qi) vy R.

Hapasuo, ca Aut L o3HauaBaMO CKyI CBUX ayTOMOp¢uzama mosba L,
mok ca G(L/K), rne je L pamwupeme noma K, o3Hauasamo Ckym cBux K-
ayromop¢usama moma L. Jacuo je ma je G(L/K) < AutL. Axo je mak
IT < Aut L, ouna je

":={aecL:(Vrecl)(n(a)=a)}
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nornome on L. Haumme, ako a,b € L' u 7 € II, ouna je n(a+b) = n(a) £
7(b) = a+b, e atb € L. Tarobe je 7(a-b) = n(a)-7(b) = a-b, Te a-b € L.
Yronuko je u b # 0, ouga je w(a/b) = n(a)/n(b) = a/b, Te n a/b c L'

Teopema 32 3a cBako KOHauHO pawwupere L nowa K cnepehiv ycnoeu cy eksu-
BaJIEHTHN.

(1) K = LEW/K),
(2) K = L' 3a neky koHauny nogrpyny IT < Aut L.
(3) L je HopmanHo v cenapabuiHo pawmperse noma K.

Y tom cnyvajy je |G(L/K)| = [L : K].

Hoxa3z. (1) = (2). Ilorkaszahemo na je G(L/K) konauna rpyna. 3HaMO Ia
je L je Bekropcku npoctop Han K koHauHe nuMeH3uje u Heka je n = dimg L.
Heka je [e1,...,e,] 6aza Tor npocropa. IIpema panujoj muckycuju, ako je
m € G(L/K), ounma je 3a cBe i: 7(e;) Hysia HOIMHOMA [l,. Kako je T
noTtnyHo oapebeHo BpemHocTuMa Ha OBOj 6a3u M 3a CBaKU eJIeMeHT Dasze
[OCTOjU caMO KOHAYHO MHOro Moryhuocrm, To je rpyma G(L/K) ronauna
n (2) je nucnymeno — 3a II moxxemo y3zeru 6am G(L/K).

(2) = (3). Hawne, K = L' nmpu uemy je Il = {my,...,mx} (m = idy).
Tpeba mokazaru ma ce 3a CBaKO « € L HEroB MUHUMAJHU TOJUHOM [ly

¢paxropume Ha guHeapHe ¢axrope y L[X]. Heka cy o = ai,...,a, cBe
pa3nImuuTe HyJe NOJUHOMA (i, KOje ce Hamaze y L. Tama 3a cBako i,J:
mi(a;) € {a1,...,am}. Karo je m; Oujermuja, 10 7; mEPMyTyje eleMeHTe
cryma {aq,...,am}.

Ilocmarpamo mosuHOM
p=X-)(X —ag) (X —ap)=X"+a, 1 X" '+ +a1 X +ap € L[X].

ITokaskumo na je p = p,. Heka je m € Il u 7: L[X] — L[X] nponyxeme
nepunucano ca 7(X) = X. Tana umamo

X" 47 (an 1) X" 4 Fm(ar) X 47(ag) = 7(X a1 X" 4 4ay X +ap)
=7(p) =7((X —a1)(X —az) - - (X — am))
= (7(X) = W) (T(X) = 7(a2)) -+ (F(X) — 7(um))
= (X —7(a1))(X —7( (X =7m(am) = X" +a, 1 X" a1 X +a,

7
az)) -

momto je {m(ay), m(ag),...,m(am)} = {a1,a9,...,an}. Hakae, 3a cee 7 € 11
ucBe i =0,n—1 je m(a;) = a;, WTO 3HAYM AA CBU KOEYULU]EHTU HOJIUHOMA
p mpunanajy L' = K. Tlpema Tome, p € K[X]. Ho, kako cy jemume myie
OJIMHOMA [ ¥ L 6am aq, ..., am, TO p | pio. VI3 yumenune na je [, HEpAC-
raBipuB y K[X], 3akmpydyjeMo na je p = [i, U BUAUMO Ha je o cemapadu-
aan Han K. Kako je a 6uo mpomsBosman exeMeHT u3 L, TO je pamwmpeme
L/K 3aucra cenapabunno. Ho, oBaj moka3 HaM yjeIHO IOKa3yje Ioa je To
pamwmpemne u Hopmaauo. Hamme, ako je ¢ € K[X] HepacTaB/buB NOIUHOM U
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0 € L Heka HyIa TOT IOJIMHOMA, OHZA j€ ¢ 3alpaBO MUHHMAJAH MIOJINHOM
TOT eJIEMEHTa, & MUHMMAJIaH IIOJIMHOM CBAKOI €JeMEHTa Ce PAcCTaBsba Ha
muHeapHe ¢akxrope y L[X], Te cy My cse myne y L.

(3) = (1). Heka je L mopmanno u cenapabuiHo pamupeme noiba K.
3uamo na je tama L = K(«) 3a meko a. IlocMaTpajMo MUHMMAJIHU TOIU-
HOM i TOT esneMenTa. OH mma Tauno n = [L: K| ayna y L (pamupeme je
HOPMAJIHO, T1a Cy My cBe Hyse y L): a = aq,...,a,. Aro je m € G(L/K),
ouna 7(a) € {ay,...,an} u rKaro je m mormyno oxpebeno ca w(a), To y
G(L/K) numa Tauno n ayromop¢usama. Ca m, hemo o3mauaBaTu onaj ay-
romoppuzam u3z G(L/K) 3a koju je m.(a) = a.

Nmamo ma je ’\G(L/K)| =n=I[L:K] ‘ Tpeba nokazaru na je K =
LEXL/E) - Jacuo je ma je K C LEW/K),

Heka a € LEUL/K) | To smaun ma je 3a csaxo r € {1,...,n}: m,.(a) = a.
Ho, kako a € L = K(a), 10 je a = p(«), 3a HeK: mOauHOM p = ¢o + 1 X +
ot e X" Ye K[X): a=co+cia+ -+ 1™t Crora je

m(a) = mr(co) + mr(c)mr (@) + - - 4w (Cn1) 7y (@)

=cot e+t o)
= p(ay).

Haxkiae, p(a,) = mr(a) = a. Hocmarpajmo cana nomuaom ¢(X) =p(X) —a €

L[X]. To je nomuuom crenena n—1, a g(a,) =03a cee r € {1,...,n}. Kako

HEHYJIa IOJIMHOM cTelleHa 1 — 1 mMma HajBume n — 1 HyJga y Ma KOM IOJbY,

3akmydyjemo na je ¢(X) myna mommaoMm. To 3HAYM na je ¢p = ¢y = -+ =

cn—1=0mcy—a=0,Tejea=cy€ K. O

5 T'amoaoBa pammupena modba

Hepunumnuja 33 3a koHauHo pawmperbe L noma K kaxemo Aa je [AJTOAOBO
ykonuko je K = LG(E/K),

Haxrme, nokazanu cMo ciaenehy teopewmy.

Teopema 34 KoHauHo pawmperse L noma K je [anoaoso ako 1 camo ako je oHo
HOpManHo 1 cenapabunHo v Tafa je [L: K| = |G(L/K)].

I'pyna G(L/K) 30Be ce T'AJIOAOBA TPYIIA PAIIUPEWHA L HAJ K. Kopuctu
ce u o3Hara Gal(L/K).

5.1 T'amoaoBa KOpecIOHOEHIUja

Hera je L/K Tamoaoso pamwmpewme u G = G(L/K). Ilocmarpamo nsa
nocera (y oba ciydaja napnujanso ypebeme je 3anaTo MHKIY3MjOM).

21



e F = cryn cBux morunosra on L xoja campxe K.
e P = ckyn cBux nmoarpymna oxn G.

ITocroju mpuponua Beza uzmebhy oBa aBa mocera. Hawmme, axo je F € F,
ouma je F* € P, rue je F* nepunucano ca:

F':={r€G:(Va€ F)r(a) =a} = G(L/F).

Hakre, F* unue ayToMOp(QU3MU KOju GUECUPA]y CBE eJeMeHTe OTHompa F.
Tarobe, ako je I1 < G, onna je I € F, rue je II’ mepunucano ca:

I’ ={aeL:(Vren(a)=a}(=L").
Oso uuje temko nposeputu. Ocum Tora
FCFR=—F2OF u I, C I, = 11 D 115,
OBoO cy TayToJIOIIKe YuH-eHUIle, Kao u cienehe npe:

I C I, F C F®,

Hapasno, I’ = (Hb)ﬁ u F¥ = (Fﬁ)b. YBepuMo ce a OBe MHKIy3Wje BaKe.
Hera 7 € II. Jla Gucmo ce yBepuu na 7 € I, TpeGa mposeputu xa i je
m(a) = a 3a ce a € I[I’. Ho, a € TI" akxo o(a) = a 3a cse o € II. Hapasuo
na je ouna u w(a) = a, jep w € II! Ha canuan Hauywn ce noka3syje u aApyra
UHKIIY3H]a.

Teopema 35 (OcuoBua Teopema komaune ['amoaose teopuje) Heka cy o3-
Hake Kao y npeTxogHoMm, npu uemy je L [anoaoso pawwuperse noma K. Taga
BaXMU.

(1) L je Nanoaoso pawwupetse ceakor nomwa F € F.
(2) Mpecnukasara II — I’ u F — F* cy uHsep3Ha jeaHo ApyroMm.
(3) F € F je Manoaoeo pawwiperse noma K akko je F* <G v Tapa je

G(F/K)=~G/F*".

Hoxra3z. (1) Heka je &« € L u p, € K[X] meros MUHUMAIHE IOJIUHOM.
ITomro je pamwupeme L/K HOpMAaIHO U cenapabuiiHo, TO Ce (o y L ,mena”
Ha [IPOM3BOM PA3INUNATUX JUHeapHux (arxropa. Heka je cama M, € F[X]
MUHUMAJIHU TOoarHOM 3a « Han F. Hapasuo na u p, € F[X]. V3 yumenune
na je po(a) =0 u na je M, MmuauManau moauHoM 3a « Han F', noGuja ce na
M, | po y F[X]. Ho, rako ce p, ,mena’ Ha pasauuuTe JUHEAPHE PAKTOPE
y L, To ce u meroB daxrop M, Takobe ,menma”’ Ha pasauuuTe JUHEAPHE
darxrope y L, Te MOXeMO 3aKLYyUYUTU Oa je L HOpMaJHO W cemapadbuIHo
pamupeme mosba F.
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(2) Tpeba mokasatu ma je IT = I 3a cee I1 € P u na je F' = F% 3a ce
F € F. Iloraxumo Hajupe
[L:F] = |FY (16)
[L:1°] = O] (17)
Hpumeruvo na je F¥ = G(L/F). Ho, xako ua ocuoBy (1) 3mamo na je L/F
Ianoaoso pamupeme, 1o je [L: F] =|G(L/F)| n tume je (16]) norazano.

Heka L = K(a) u M, € II°[X] MUHUMAJIHMA TIONMHOM 32 OBAj EJEMEHT,
aJIi HaJl IOJbeM Hb(: LYM). Hapasuo ma je L = Hb(a) n degM, = [L: H"].
Ioxrasxumo na je deg M, = |II|.

Axo m €11, ouna je M,(m(c)) = 0. Hanme, ako je
My =do+di X + - +dp_1 X1+ XF,
rae d; € II°, onza je 7(d;) = d; u crora uz M, (a) = 0, crenn
0=n(Ma(a)) =n(do + dia+ -+ dp_10" 7" + a¥)
= w(do) + w(dr)m(a) + - + w(dp—1)7()* " + 7(a)

= do + dl’]T(Oé) + -+ dk,lﬂ(a)k_l + ’/T(O[)k
= My (m(a)).

k

Haxkae, m(a) je Hyna momumroMa M, a wmux Hema Buime oxn deg M,. Ocum
Tora, jacHo je ma 3a Ty # Mo Mopa outu 71 () # mo(a) (ayromopduzam ox
L je nornyuo ompeben Bpemmomliy y «), ma mobujamo ma 6poj ayToMop-
¢uzama y II mHe mosxe 6urty Behwm on cremena monmuaOMa M, :

ITT] < deg M,,. (18)
ITocmaTpajmo cam moauHOM

o(X) = [ (X = n()). (19)

mell

Aro o € II, Mu ra, Kao u mpe, MO¥KEMO TPOILY:KUTU A0 MU30MODPHU3MA

o: L[X] — L|X]. Tana je

a(¢(X)) =a (H (X — 77(04))> = [[ @) —a(n(a) = [T (X = (0om)(e)

mell

=[] &@-7)= ][] X-7()=]]&-7()=auX)

o lon/ell 7' €ooll 7/ eIl

Crora cy cBu koepunujentu nonuaoma ¢(X) ¢uxkcupanu npu cakoMm o € 11
u mobujamo ma je ¢(X) € TI’[X]. Ho, jacmo je ma je g(a) = 0. Crora je
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OH IeJbUB MUHUMAJHUM MOJUHOMOM TOT eneMmenta, Tj. M, | ¢(X). Tako ma
nobujamo nma je
deg M, < degg(X) = |II|. (20)

13 (18) u (20) moGujamo ma je deg M, = [II|, a rako je deg M, = [L : II]
nokazamu cmo ((L7)).
Kopumhemem 1} u ) HUje Temko mokasary na je II =11 u F =

F%. Hauwme:
] &2 1) B2 s

Kako cy oBo konause rpyme u 1I C I’ 3akmydyjemMo oa Basky jeqHAKOCT:
II = I, Cimuso:
7]
(L F] &2 E g e,

Ho, F C F* u kako cy cBe 0BO KOHAUYHA pammpema, Mopa ourtn F = F%,

(3) Hera cy Fi, Fp € F. HoramkuMo ma Cy OBa MOJba KOHjYTOBAHA AKKO CY
MO ArpyIIe Flrj u F2ti KOHjyrosane kao noarpymne ox G(L/K).

— . lIpernocraBumo ma cy mosa F)} m Fy KOHjyroBmaHa, Tj. ha IOCTOjU
K-m3omopduzam o: F; — F,. Kako je, Ha OCHOBY paHUjUX pe3yiTara,
L = Fi(a) u L = Fy(f) 3a Heke o, € L TO MO¥KEMO 0 NPOLYRUTHU IO
ayToMop¢usMa o mossa L Tako mro monedunumenmo o(w) = [ (HapaBHO na
je [L: Fy] = [L : Fy] momro cy F} m F» K-u3omopdHa U cBa pammpema Cy
koHauHa). Pamu jemmocraBroctm, ymecto ¢ nucahemo camo o. Tazna 3a
ceaku 7T € G(L/f) nmamo:

Haxrne, F2ﬁ = aFfa_l, Te Cy OBe MOATrpyIle KOHjyrOBaHeE.

< . IlpetnocTasumo na cy noarpyne F¥ u FY konjyrosase, Tj. na nocroju
o € G(L/K) rako ma je Fi = cFfo~!. Kako smamo na je Fy = FY’, 1o je
Fy = (cFio™1)’. Mokazaliemo ma je (cFfo!)" = ¢[F)] mro he mam matu
nmoka3 ma cy Fy n Fy korjyrosana nosba (ayroMopduzaM o MHAYKYje moMohy
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Cy’Kema MOMEeHa M KoJoMeHa K-m3oMopduszaM OBUX MOJA).

a € (oFjo™"y < (vr € Ff)(ooToo )(a) = a
)

— (Vr € F)(ro0 1) (a) = 0~ (a)
— (Vr € FH7(67 Y (a)) = 0 '(a)
o0 '(a) € Flﬁb

— o a) e Fy

<= a € o[F].

Hakune, saucta je (0Ffo=1)" = o[Fy]. |'| Ioce6mo:

F*<aG(L)g) <= (VYo € G(L/k))oF*o™! = F*
= (Vo € G(L/g))(oFfo™")" = (F*)
< (Vo € G(L/k))o[F] = F.

Mu tpeba na mokaskeMmo na je y tom caydajy F/K Tamoaoso, Tj. na je
K = FGF/K) " Topomno je mnokaszaru ma je FEUF/K) C K momro obparua
MHKJIy3Wja TpUBUjaiHo Basku. llpermocrasumo na a € FEFE/K) To zmaun
na je m(a) = a 3a cee T € G(F/K). Ilokazumo na a € LEE/K) . 3uamo na
L/K jecte Tamoaoso, na je K = LEW/K) y ro he mam 3aBpmuTH HOKA3.
Heka je 0 € G(L/K). W3 ropme aHagn3e 3HAMO & O CBAKUA €JIEMEHT
n3 F cnuka y F, ma crora uaaykyje ayromopousam o € G(F/K). Ho,
a € FCUF/K) ma je g(a) = a. Ho, 1o 3ampaBo mokasyje ma je o(a) = a.
Kaxo je oBo Tauno 3a cako o € G(L/K), to a € L°F/K) = K u noxazamm
cMo ma je pammpeme F/K Tamoaoso.

JokaskmMoO ma Ba:kKu U OOpaTHA UMIIUKAIMja, Tj. Oa U3 YAHEHUIE A4 je
pamupeme F/K Tamoaoso caemu ma je moarpyma F! mopmamsa. Bumemn
CMO [a ce TO CBOAU Ha MOKA3 UUELEHUIE A je 3a CBakO o € (G UCIYHEHO
o[F] = F. 3anpaBo je HOBOJBHO HOKa3aTW Ha je 3a cBako 0 € G: o[F] C F.
Hawwme, onna Baxku u 0~ [F] C F, na IpUMEHOM 0 Ha OBY WHKIY3Ujy MOGH-
jamo ma je F C o[F]. Hera je a € F npousBoOBHO U i, € K[X] MuanMmanau
mOJIMHOM OBOT ejeMeHTa. Tama je g (o(a)) = o(pa(a)) = o(0) = 0. Ho,
Kako je pamupeme F/K mopmanno, u, € K[X]| mepacraBimus moiaunom, a
F canpsu meroB KopeH «, ouma F camgp:ku u cBe ocTajie HeroBe Kopewe,
Te o(a) € F.

Ompemnmo cana rpymy G(F/K). TlocmaTpajMo XoMOMODppu3am
¢: G(L/K) — G(F/K)
3amar ca ¢(0) = ¢ (kopucTuMo ropmy o3Hary). Vimamo ma je

Ker¢ = {0 € G(L/K) : 0 =idr} = {0 € G(L/K) : (Va € F)o(a) = a} = F*.

'Kopucso je oBoe mpuMeTuTH na 3a cBaxy moarpymy Il Bamwu cmemelia jemmaxoct:
(crl'[o‘l)b =0 [Hb]. Hawnwme, I1 = F1ﬁ akxko II° = F}.

25



Ha ocuoBy npBe Teopeme o m3oMopdum3My 3a rpyne nobmjamo na je

G(L/K)/F*=1Im¢ < G(F/K).

Ho,
G(L/K]|) [L:K] |[L:F]-[F:K]
LK)/ F - | = = =[F:K]=G(F/K
ma je ¢ 3ampaBo ,Ha” u qo0MjaMoO TPaKeHU M30MOP(U3aM. O

ITpurazahemo cama HemrTo npyraunje mokase menosa (2) m (moceGHO)
(3) mperxomHe TeOpEME, KOjU MOTY KOPUCTUTHU YATAONMMA I8 BOJLEe carienajy
OBe BajKHE Pe3yJITaTe.

Ilokas 3a (2). Ilpe csera, F® = LF' = [GUW/F) = F, jep je pammpeme
L/F T'anoaoBo ka0 mwTo cMO mnokaszaaur y (1).

Nmamo ma je 1% = G(L/I1°) = G(L/L™) D 11, re je |G(L/L™)| > |1].
3mamo ma je L = K(a) 3a mexo a € L n mera je M, € LY[X] vumummvammm
MOJIMHOM 32 Taj edement, anu Han L (mapasmo ma je m L'(a) = L). Tloc-

MaTpajMo Kao M y OPEeTXOJHOM Hoka3y mosuuHoM ¢ 3azxaT 3a (19)). Kao u
npe, mokake ce aa je g € L[ X] u na M, | ¢ Te umamo ma je

L/L" je I'amoaoso

|G(L/L™)| [L: LY = [L™() : L") = deg M,, < degq = |TI|.

Taksne, nobumm cvmo ma je || = |G(L/LY)| = ], Te je u II°f =TI. |
Bumumo na ce oBaj IOKa3 HE3HATHO PA3JIUKYje Of IPETXOMHOT.

Joka3 3a (3). IIpumerumo na rpyna G mejcrByje Ha F: o F := o[F]. Ilpu
OBOM HejCcTBY Ckym JF ce 'pacmana’ Ha AucC]jyHKTHY yHUjy opbura. Ilomce-
TUMO C€ 71a Cy CTabUIN3ATOPHU eJIEMEHATa U3 UCTE OPOUTE KOHjyrOBaHe IO M-
rpymne. 3amnpaBo, BaEKU jeIHAKOCT: Y,[p] = oY ro~ !, rme je ca Yy o3Hauen
crabunusarop enemenrta (y HameMm ciaydajy moma) F. Ilpumernmo ma je
Yp={0€G:0[F] =F}, nok je G(L/F) = {0 € G: (Vx € F)o(z) = z}.
Ilakine, jacHOo je ma 0BO HUCY UCTe moArpyue, aau Basku xa je G(L/F) C Xp,
Te je, 3a cBako 0 € G: 0G(L/F)o~! C 0Xpo~! = S, (p. Iorammmo ma je
3ammpaBo 3a CBako o € G:

oG(L/F)o~! = G(L/o[F)).

IloBomuo je mokazatu ma je oG(L/F)o~! C G(L/o[F)) nomTo onma mpyra
MHEIy3uja caemu u3 oxrosapajylie mukmysuje 3a o L.

Hera je € G(L/F) m a € F, a 0 € G npoussosuo. Tana je

T7€G(L/F),a€F

(oroe™) (o (@) = o(r(e™ (o(@)))) = o(r(a)) a(a).

Hakne, oto~t € G(L/o[F)).
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ITocmarpajmo cana moma ynje cy opbure jemnounane. To cy F € F 3a
KOje Ba:KM 1a je 3a cBako o € G: o[F| = F. Ho, Ha OCHOBY mOKa3aHOT Tana
3a cBako 0 € G umamo na je oG(L/F)o~! = G(L/o[F]) = G(L/F), nakne 3a
cBako Takso nose F noarpyna G(L/F) jecte HopManHa. 3ampaso, JaKoO je
BuzeTu na u3 uumbenune na je G(L/F) mopmansa cienu na je u o[F] = F
3a cBako o € G. Haunwme, rako je G(L/F) nopmanna, npeMa OIpPeTXOJHOM je
G(L/F)=G(L/o[F]) 3a cBaro 0 € G. Ho, Tana je u

I L/F je HOPpMAJHO FG(L/F) _ pG(L/olF)) L/o[F] je HOpMAJHO

ol[F].

Ho, mokaskumo na ycios ma je o[F] = F 3a cBako o € G 3anpaBo 3Haun
na je pamwupewme F/K Tanoaoso. Haume, ako o € FGWF/E)  pocmarpajmo
o € G. Kaxo je o[F] = F, To 0 unnykyje ayromoppusam o € G(F/K),
penyKOBameM U NoMeHa u KogoMmena ox o Ha F. Kaxko je rana o(a) = o(a) =
@, sakmyayjemo ga a € LEW/K) = K. Takobe, ako je F/K Tasoaoso,
nocmarpajmo o € G(L/K). Axo je a € F u i, € K[X| meros MunuMaian
OJMHOM, OHAA je () HEeKa HyJIa TOT IOJIUHOMA, AJIU, HOUITO je PAIIUPEHhE
F/K vopMmaJiHO, 3HAMO Ha Cy CBe HyJle HeDACTABJLUBOL i, TakoDhe y F, ma
no(a)€F, te jeo[F]CF.

Iakne, nokasanu cMo na Basxku: G(L/F) je HOpMasHa aKKO 3a CBe 0 €
G je o[F] = F agko je F/K Tanoaoso pamupeme. Onpebusame rpyme
G(F/K) je ypabeno y nperxonnoM noka3sy 3a (3). O

[Ipunpy:xuBame Mehymosma 1 noarpymna o K0joj rOBOPU MPETXOIHA TEO-
pema 30Be ce I'AJIOAOBO NPUJAPYKUBAE (KOPECIIOHEHIIMIA).

5.2 Jemma mpumeHa

Tepbeme koje raxke nma je mosse C anrebapcku 3aTBOPEHO, Tj. Oa CBAKU
noauroM u3 C[X] uma uyny y C nmozuaro je kao OCHOBHA TEOPEMA AJITE-
BPE. Ho, oHO Huje y mormyHOCTEH ajrebapCka TeopeMa MOIITO KOHCTPYK-
nrja nmosa R Huje amrebapcka. Crora m OMIO KOjU MOKA3 OBE TeOpeMe
MOpa YKJBYUYUTH HEKY HEIpPeKUTHOCT. Tpebanmo Ou ma HaM je moOpo mos-
HaTa YMKEHUIA, KOja Cé CBAKAKO MOMKE NOKAa3aTU Y OKBUPY Kypca AHaause
1, ma csaku monunrom u3 R[X] menapuor crenena nMa peanny ayiy. Ocum
OBe UMHCHUIE, 3HAKE U3 CPeIhe IIKOJIe HaM IMOKa3yje na CBAKU HOJUHOM
npyror crenena n3 C[X] nma myny y (CE|

Teopema 36 (Ocuosra Teopema anrebpe) Mome C je anreBapcku 3aTBOpeHO.

Ioxkas. Heka je f € C[X] n Ky meroBo kopencko nojse. Hera je L mop-
MaJHO 3aTBOpeme pammpema Ky/R. Tana je pamupeme L/R Tamoaoso
pammupeme Ka0 HOPMAJHO palupeme Hal mosbeMm kaparkrepucturke 0. Ha-
paBHO, 3HaMO na je u pamupewmne L/C Tamoaoso.

2080 mocebuo 3maun ma C memMa pamupeme cremeHa 2 — He MOCTOJU HEPACTABJLHUB
nonuuoMm Hanm C cremena 2.
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Kemumo ma noxaxremo na je Ky = C, a norxasahiemo na je 3ampaso
L = C. IIpernocrasumo zxa je [L:C] =2"(2m+ 1), rme je r >0 u m > 0.
Kako je [C:R] =2, to je [L:R] =2""12m +1) u |G(L/R)| = 2" (2m + 1).

I[IpernocraBumo nma je m > 0. Heka je II Cunosmesa 2-moarpymna
oBe rpyme. Ha ocHOBY , mvamo ma je [L : II°] = |II| = 2"t ze je
[II” : R] = 2m + 1. Kaxo je pammpeme II’/R cemapaGuiHO Kao KOHAYHO
pamupeme moma kapakrepucture 0, To je II° = R(a). Axo je uo € R[X]
MUHUAMAJHA TOJUHOM OBOT €JIEMEHTa, OHMIA j€ TO HEPACTABJILUB TOJIUMHOM U3
R[X] crenena 2m + 1, mro Huje moryhie, jep 3HAMO Ha CBAKU MOJUHOM U3
R[X] memapuor crenena uma myiay y R. Crora 3akmydyjemo na je m =0 u
[L:R] =2t 1j. [L:C]=2".

Horasknmo canga na mopa butu r = 0. Yroauko je r = 1, pamwupemne
[L : C] 6u 6uno cremena 2, a 3akmyunau cmo qa C Hema pamupeme crenena
2. Ykomauko je, maxk, r > 1, ouna G(L/C) caapxu noarpymy I1; pena 271 u,
Kao u rope, mobujamo ma je [H? : C] =2 u omer nobujaMo KOHTDAIUKLINA]Y.
3akmyuayjemo ma mopa outu r = 0, te je 3aucra L = C. O

6 Hexku npumepu

IIpumep 37 Heka je f = X* —2 € Q[X]| u Kf meroBo KOpeHCKO MOJLE.
Onpenntn IamoaoBy kopecnonneHnujy 3a pamupeme K;/Q.

IIpe cBera, jacHo je ma je pamwupeme Ky/Q Iamoaoso momro je Ky KOpeH-
CKO TI0Jbe TOJIMHOMA Hax mosbeM kapakrepuctuke 0. C 063upom ma cy cBu
YETBPTU KOPEHU U3 2:

xr1 = \4/5, To = i\‘7§(: ia)‘l),l‘g = —\4/5(: —1‘1),1‘4 = —Z'\AL/E(: —3?2),

10 je K; = Q(z1,29,23,24) = Q(v/2,4). Tlomro i ¢ Q(+v/2) u nomro je
nonueoM X4 — 2 HepacraBmus Hax Q mo Aj3CHIITAjHOBOM KPUTEPUjyMy, TO
je

[K;:Q]=[K;:Q(V2)]-[Q(V2): Q] =2-4=38.

ITorpe6uo je ma oapemumo rpymy G = G(Ky/Q) pena 8. 3mamo na je ona
uzoMopdHa HEKOj on cienehwnx rpyna:

Zg, Zo XLy, ZoXZoXZo, Dy, Qs.
IIpuponro je mocmarparu ayromopousme o, € G(K;/Q) 3anmare ca:
o(i)=—i,0(V2)=V2 u 7(i)=i,7m(V2) =iV2.
Jacuo je ma je 02 = idg,. C mpyre crpane,
72(V2) = w(iV2) = n(i)w(V2) = i - iv2 = —V/2,
m(V2) = w(=V2) = -7 V2 = iV,
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7 (Y2) = w(~iV2) = —n(i)n(V2) = ~i-i¥2 = V2.

Haxxe, 7 je pena 4. YHmopeauMmo om u oo

P T i VR iR i,
PR LA S NN LN 0}

Hakne, on = T30 ¥ MOXEMO [a 3aK/bY4YMMO [a je y NATamy OujeaapcKa

rpyma ca remeparopuma o u m. Mpexka noarpyna rpymne G-

/\

(o,0m2) () (om,om3

\/

{ldKf

Oarosapajyha mpesxka mormosma je mara ca:

W

(o,0m2)" () (om,on®




ITorpebro je camo jom mueHTU(UKOBATU OBa IOTHOMa. Ha ocuoBy ([17))
umamo ma je [II° : Q] = [G : 1]. Ilakme, umamo Tpu pammpema ox Q
crenena 2. Ha npumep,

ac (n) < n(a) = a.

Ho, ¢urcan esemeHT 3a 7 je ¢, a KAKO je OBO pallUpeme CTeleHa 2, noou-
jamMo ma je

(m)” = Q).

Jacuo je u ma V2 = ({‘@)2 € K;. Kaxo je 0(v/2) = v/2, 10 je m 0(v/2) = V2.
Kaxo je 72(v/2) = —v/2, 1o je m2(v/2) = V2, Te V2 € (0,0m%)", a kako je

0BO pammpeme creneHa 2 Hag Q mvmamo na je

(0,0m%)" = Q(V/2).

Huje temko mahu mu (0)’. To je pamupeme ox Q cremena 4, a 3HaMO
na je 0(v/2) = v/2. Crora je

(0)" = Q(V2).

Cuoxenuju je mpobiem Hahu ¢ukcHe Tauke 3a, Ha npumep, om. IIpose-
pUMO TAe Ce CIWKajy KOPEH! Hamler MoJuHOMa f.

o 7| o || 72| on? || 73 | on®
1 | 1 | T2 Ty Z3 Zs3 Ty T2
T | T4 | T3 x3 Ty T2 T X1
I3 | T3 | Ty | X2 || X1 T T2 Ty
Ty | T2 | X1 Z T2 Ty 3 Zs3

Bumumo ma om mepmyTyje T1 u x4, Te je (om)(z1 + x4) = 71 + 4. Ho
z1 + x4 = (1 —i)v2 € {on)’, Te je Q((1 —i)v2) C (om)’. Jacno je ma osaj
€JIEMEHT He 3aI0BOJbaBa HUjeNHY KBaapaTHy jexHauuny Hazx Q (ysepure ce
y o), Te je [Q((1 —)V2)): Q] = 4, e je

(o) = Q((1 - i)V/2)).

W3 Tabauie ce BUIM Oa o> MEPMyTyje T U T Te je T1 + Ty € <O'7T3>b.

Kaxko je 21 + x2 = (1 +1)(Vv/2), To ka0 y mperxomHoM mob6ujamo aa je
(om%) = Q((1 +14)V2).
Hpyru saums ga mobhemo mo oBOr pesyiTara je Ja OPUMETHMO 13 je
1

mlom)nr! = (no) = (on3),

na je Ha OCHOByH (om3) =7 [Q((1 — ) Vv2)] = Q((1—14)iv2) = Q((1+1)V2).

30



Kaxo je 72(v/2) = —v/2, 0 je 72(v/2) = V2. ¥Y3umajyhu y o63up ma je
7(i) = i, mobujamo ma je i,v/2 € (7?)’. Kao u pamuje, ysumajyhu y o63up
CTeleH pammpemna, nobujamo na je

(%) = Q(, V2)(= Qi + v2)).

W3 ropme tabiuie BumaMo aa o € (om2)’, Te je Q(x3) C (on?)?, a raro
je [Q(z2) : Q] = 4, BuaMMO ma OBIE BAKUA j€THAKOCT:

(07%)" = Q(z2) = Qi V/2).

U oBme ce pe3yaTaT MOrao HOOUTU MPUMEHOM uMmeHute aa je m(o)m ! =

(om?) u3 xoje cremn na je (om?)’ = 7 [Q(V2)] = Q(iV/2).

Ocramo je jom ma oapemamo (om,om3)?. Ho, To je mome pammpeme
crenena 2 moma Q m canp:kano je y momy Q ((1 +1) \ﬁ) Y tom momy ce
wanasu u exement ((1414)v/2)? = 2iv/2. Ho, Huje Temxo mposeput aa je
ivV2 € (om,0m®)’ e mobBujamo ma je

(om,0m3)’ = Q(iV2).

[IpuMeTnMO na 0Baj eJIeMeHT npunana 1 pamupeny Q ((1 —1) \4/5) Konauno
“MaMO MpeKy HOTIOJbA.

&

ITpumep 38 Hera je f = X' —1 € Q[X]| u K; meroso KOPEHCKO MOJbe.
Onpenntu IamoaoBy ropecmonmennujy 3a pamupeme Kr/Q.

JacHo je ma cy KOpeHM OBOT IOJMHOMA CBU CEAMMN KODEHU U3 jeqUHUIE U

na cy cBu remepucanu xopesom ¢ = cos 2 + isin 2F. Iakrne, Ky = Q(().
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Kao mTo 3namo ox npe, MuHMMaIHYA IOIMHOM 32 ¢ HaN Q je momummOM pe =
X6+.-.4+ X +1, re je [Kf: Q] =6. 3a onpebusame rpyne G = G(K;/Q),
pena 6, npumeTuMO ma je cBaku eneMmenT u3 G mormyHo onpeben BpenHom-
hy y ¢. Hera je o, € G 3anmato ca 04(¢) = (%, 3a 1 < s < 6. IIpoBepumo
KOMIIO3WIU]y OBa JBa ayTOMOp(du3Ma:

(0r004)(C) = 0r(04(C)) = 0r(¢7) = (04(€))* = (¢")* = (" = ("7 = 7714(C)-

IIpermocnenma jemuakocT Baxku 3aTo mTo je (7 = 1. Jlakie, MOxkeMO Oa
KOHCTaTyjeMo na je ca ¢(r) = o, 3amat jenan uzomopousam ¢: U(Z;) — G.
Crora je rpyna G mukauuna. Kaxo je U(Z7) = (3), To je G = {03). Hbene
jemume mpase momrpyme cy (o3), ¥Koja je pema 2 u (03), Koja je pema 3.
Nmamo ma je ag’ =03.,3,3 =06 U 0§ = 03.,3 = O2.

Onpenumo Hajupe (02>b. Kako je oBa rpyma pena 3, 3Hamo na je
pammpeme (05)°/Q cremena 2. Exement a = a4 bl + ¢ + d¢® + e¢* + f¢°
npunana OBOM IOTIOMY akko je oo(a) = a. Ho,

o2(a) = a+b¢? + ¢t +dC® + eC + fC
=a+bC+ ¢t +d(-1-¢-C == =) e+ £
=a—d+(e—d)(+ (b—d)+ (f —d)¢ + (c — d)¢* — d¢®.

Crora Ham jemmaroct os(a) = . maje:
a=a—d, b=e—d, c=b—-d, d=f—-d, e=c—d, [f=-d

Iaxne, d = f =0, b = ¢ = e, na TPOU3BOLHUA E€JIEMEHT U3 (02>b obuka
a+b(C+ ¢+ ¢*), 1. (02)" = QC+ ¢+ ¢*). Eaement v = ¢+ %+ ¢*
3a0BOJbABA HEKy jemHaumHy cremeHa 2. OapenuMo kKoja je TO jenHadvuHa.

Y=+ =20 207 +2¢°
= 2020+ 2(-1-( == 07) = =20 = -2,

Haxne, ¥2 +~v+4+2 = 0. Crora je v € {%} Y cBakoM cayuajy
mobujamo na je Q(v) = Q(v/-7).

llTo ce Tuye mosma (06)°, TO MOxeMO sakme onpemutu. Hamme, 06(() =
(¢ =(¢' =¢. Croraje 05(¢+ ¢ =+, me Q¢ +() C (06)’. Ho, npu pas-
MaTpamy IpobiemMa KOHCTPYKTUOMIHOCTY MPABUIIHOT CEAMOYTJIA, BUIEIIN
CMO [ia je OBaj €JeMEHT KOPeH jeJHOT HEePACTaBJLUBOL MOJIMHOMA CTEIeHa
3, Te je 3ampaso (06)” = Q(¢ + (). Hpumerumo na je ¢ + ¢ = 2cos &

7
(06)” = Q(cos 27). Mpeska IOTHO/MbA je TPeACTaBIBEHA CaeaelloM CmKoM.

Te je
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ITpumep 39 Hexka je f = X° —2 € Q[X]| u K; meroBo KOPEHCKO IHOJbE.
Onpenntn IamoaoBy ropecmonmennujy 3a pamupeme K;/Q.

JacHo je ma je oBaj mpuMep CIOKEHUjU O MPETXOMHA ABA. 3alPaBo je HeKa
BpCcTa KOMOMHANMje nperxonua asa npumepa. [loauaom f je mepacraBibuB
#an Q 1 BEroBr KOPEHM Cy CBU II€TH KODEHHU U3 2, a oHu cy obauka (F /2,
3a 0 < k <4, roe je ( = cos%’r —&—isin%’r. Crora je Ky = Q(¢,v/2). Ho,
kako je X° —2 mepacrasmus monuHOM, TO je [Q(V/2) : Q] = 5, a Takobe je u
pe = X'+ X34+ X?+ X +1 nepacrasmus van Q, te je [Q(¢) : Q] = 4. Haxue,
5[[Kf:Q],ka0oum4 | [Ky:Q, a[Kf:Q] <5-4=20. Crora je [Ky:Q] =20
n G =G(K;/Q) je rpyna pena 20. Axro ca S5, OLHOCHO S O3HAUUMO OPO]
CunoBibeBux S-moarpyna, oqHocHO CUIIOB/EEBUX 2-MIOATPYIA, OHIA UMAaMO
na s; | 4 u s5 = 1(mod 5), Te Mmopa Gutu s5 = 1, Te je moarpymna pezna
5 mopmasua. Y rpynu G OpUPOOHO C€ UCTUYY €JEMEHTU 0 W T uuje je
€jCTBO Ha TEHEPATOPUMA 3aTATO KPATKOM TabINIIOM:

¢l ¢ ¢
SRR

Jlaxo je mposeputu na je o*(3/2) = (¥ v/2 Te 3armyuyjemo ma je N = (o) Ta
HOpMaJHa moarpymna peaa 5. C apyre crpame je 7F(¢) = C2k u nmobujamo na
je T enement pena 4 y rpynu G, te je u CuioBimeBa 2-NOArpyNa NUKIAIHA.
Herka je H = (7) Ty nmeaununy noarpymy. Kakxo je N N H tpusujamna
noarpyna, to je G= NH.

3uamo ga je N mopmasra. Jla 6uCcMO KOMIUIETUPAJIN pAa3yMeBambe Ipyne

G ompemumMo Koamko je Tor 1. Ilpumerumo na je 771 = 73,

L =L 3 (P =
T R S &)
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Ho, xaxo je 02(¢) = ¢ u 02(v/2) = ¢%V/2 sarxmyuyjemo ma je Tor~ ! = o2,
Ilakne, rpyna G cBakako HUje KOMYTATUBHA, & OZATIIE OAMAX 3aKJbYUyjeMO
na nonrpyna H uuje mopmasua. Ho, cee CunoBibeBe 2-moarpyne cy mMen-
jyCcOOHO KOIBYrOBaHe, Te€ 3aKJbYUyjeMO Oa Cy CcBe moarpymne pena 4 obaumka
o*Ho= % 3a 0 < k < 4. Hamme, cBe Cy OBe MOArPYIIE PA3IAYATE — y CYIPOT-
HOM OU HEKW HETPUBUjaJIaH CTENEH O ¢ OMO y HOPMAJIMU3ATOPY MIOATrPYIE
H, a kako je pen ox o mpocT 6poj, mobunu ducmo na je H mopmaaHa, mTO
muje. Ompemumo 3ampaBo oBe Tpyle Tako mTo hemo mahwm oFro=F,
[Ipumernmo ma je o' = o*. U3z o7~ ! = 02, nobujamo ma je
T0 = 0°T. (21)

N3 (21) nanyximmjom ce nako mokasyje na je

rok = o, (22)
Crora je oto™! = o70* = 0087 = o*r. Tana je
o?ro 2 =o(oro Vot =o(o*1)o7! = P10t = 0008 = 7,
o310 = o(0?r07 )0 = 0(0%7)0* = otodr = o7,
olre™ = o(0*r0 )07 = o(0?1)0* = PoBT = o7

Iake, moarpyme pena 5 cy: (o%7) 3a 0 <k < 4.

3HaMoO na je cBaka rpymna pexa 2 canpskaHa y Hekoj CuioBmeBOj 2-
moarpynu. Ho, Kako Cy OHe CBe IUMKJIWYHE, M UMajy TAYHO 10 jenHy MOI-
rpyny pemxa 2, To uMaMmo Hajume 5 moarpymna pemna 2. Iurame je ma sin
ce monrpyne pena 4 HeTpuBHjasHO ceky. ¥ rpynum H moarpyma pema 2
resepucana je ejemenTtoM 72. Oapemumo komuko je ofriok.
o’ = (o107 1)? = (6*7)? = o'rolr = oo = 0?1,

e 2 = (027'072)2 = (037)2 =010 = 036577 = 0?7,

31207 = (0%107%)? = (0%7)? = 0?10 = oPotTT = 07
olr?07 = (o*10™4? = (07)? = o10T = 00%TT = 037,

k

Hakne, exementu 072, 3a 0 < k < 4 cy remepaTopu rpymna pena 2.

Ocraje ma mpoBepumo uma jqu rpyna pega 10. C o63upom ga je N HOp-
MaJHa ToArpyma, ouzaa je N = N-(72) < G pena 10 u oHa je HOpMaJHA, jep
je unnekca 2. Ho, To je yjenno u jenuna monrpyna pena 10. Hawmme, oBa
IOArpyNa caIp:kKe CBe eJeMEHTEe pela 2: CBU eJIEeMEHTU pena 2 Ccy obiuka
o*7207F u kako je Ta mOArpyIa HOpPMAJHA U CAIPKU T2, OHA CAIPAKU U CBE

OBE€ €JIEMEHTE.

Haxrme, mmMaMo jenHy HOArPYIy pena b Koja je HOpMaJjHa, D MOArPyIa
pena 4 koje cy ce mehycobGHO KOHjyroBame, 5 moarpymna pezna 2, Koje cy
takobe cBe mehycobOHO KoHjyroBane u jenuy moarpymy pena 10.
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Onpemumo cana oxrosapajyha moma. Ilpe csera, jacuo je ma je N? =
(0)* = Q(¢), momrro je [(0)’ : Q] = [G : N] = 4, a o(¢) = ¢. Kaxo je
—b .

[N : Q] = [G : m = 2, moTpebHO HaM je kBaapaTHO pamwupeme on Q. Ho,
N = (0,7%), ma je oBo pammpeme caapxano y (o)’ = Q(¢). Cazma momemo
a ce TMPUCETUMO MTA CMO PAIWIU PaHUje y CiIydajy CEeAMOT KOPEHa U3
jemuuune. OBo ( 3a70BOJbABA jeqHAYUNHY

CHEHE+H+H1I=0,
mTo mocie mesema ca (2 maje:

<2+<+1+%+C—12:0. (23)

Hexa je £ = (+ ¢ = ¢+ ¢*. Tpuvernvo na je
() = 72(C+ (1) = 7(7(Q)) + (r(r(O)* = 7(¢*) + (r(¢*) =+ 0 =€
Takze, € € N'. Ho, u3 (23) mo6ujamo xa je
E24+¢—-1=0.

Onasne je € € {%‘/g} Iaxie, N = Q(¢) = Q(V5).
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Karo je 7(¥/2) = V2 u [(1)* : Q] = [G : (7)] = 5, To je (1)" = Q(V/2).

Cana MOKeMO 1a oIpeamMo 1 ocrana mosa obmuka (oF7)", xopucrehn [

o)’ = (o*(r)a ™)’ = ! [Q(V2)] = Q(¢*V2);
(0*1)" = (0*()o ) = S’ [Q(V2)] = Q(¢*V2);
(0°7)" = (0*(r)o™")" = *[Q(V2)] = Q(C*V2);
(0'7)" = (o(r)o ™)’ = 0[Q(V2)] = Q¢ V2).

Behi cmo Bumemu ma /5 € (72)’. Kako je u 7(V/2) = v/2, ysumajyhu y
0063up u cTemeH pammupema, mobujamo ma je (r2)” = Q(v/2,v5). Tana je

2>I>
(0?7%)" = o[Q(V2, V5)] = Q(¢V2,V5);

)
(0172 = o?[Q(V2,v5)] = Q(¢2V/2,V5);
(07%) = *[Q(V2,V5)] = Q(¢* V2, V5);
(0°r2)" = o*[Q(V2,v5)] = Q(¢*V/2,V5).
Ky

Q(V2,V5) Q¢V2,v5)  Q(FV2VE) | Q¢PV2VE) Q¢ V2,V5)

Q¢ ¥2)

&
Yuraonu Ou 3a Be:xkOy MO na IPOBEPE KOja Cy Ol OBUX DaIlUpEmHa
HOpMaJIHA.

7 KopeHCcko moJbe cenmapadMITHOT IIOJIMTHOMA

Cnenehy nemy HaBOoguMoO 6e3 mokasa.
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Jlema 40 (Aprunosa nema) Heka je G koHauHa rpyna aytomopdusama mosba
L. Tapa je [L: LY] < |G].

Cras 41 Heka je K nome, f € K[X] cenapabunan nonvHom v L weroso KopeH-
cko nose. Tapa je pawwuperse L/K anoaoso.

Joka3. Hapasuo, pamupeme L/K je komauno. Hera je G = G(L/K).
Tpeba nokazaru ma je L¢ = K. Hera je K’ = L¢. Tlome L je KopeHCKO
nome 3a f m kama ce f mocmarpa kao mosmuoM m3 K'[X]. Kako je f
cenapabuilaH MOJIUHOM, CBE HEroBe Hyse y L Cy pa3iuuumTe U OH Ty UMa
n = deg f myna: L = K(ay,...,a,). Iokaxkumo majupe na je [L : K] =
|G(L/K)|. Ha mormyHo anasoran HauwmH ce mokasyje ma je [L : K'| =

|G(L/K)].

Hexa je po, € K[X] MunuMansu noausoM exeMerTa «1. Kaxko je f(aq) =
0, TO pha, | f, Te je m mommHOM p,, cemapabuian. K-xomomopduszama u3
K(a1) y L nMa KOIUKO U HyJla HEroBOr MUHUMAJHOL HOJUHOMA [ie, Y L.
Ho, ¢ 063upom ma ce u ., Uena Ha juHeapHe ¢paxrope y L[X], tux xo-
momoppuzama mma deg ., = [K(ay) : K]. TlocmarpajMo cama emseMeHT
(5 W EEroB MUHUMAJAH TOJNUHOM [, € K(a1)[X]. W pa, | f. Crora
mobujamo nma je 6poj mpoummpema K-xomomoppusma u3z K(ay) y L mo K-
xomoMmoppuzama u3 K(aj,az) y L jennak degpa, = [K(ai,az) @ K(aq)].
Kao mocaenuuny nobujamo ma je 6poj K-xomomopduzama u3 K(aj,az) v L
jemnak [K(aq) : K|-[K (a1, a2) : K(a1)] = [K (a1, a2) : K]. Ilonasmamem moc-
TyIKa KOHAUYHO nobujamo na je 6poj K-xomomopduzama L = K(aq,...,ay)
y L jemnax [L : K]. Ho, rako je pamupeme L/K ronauno, ou K-XOMOMOD-
¢usmu HUCY camo ,,1-17, mero cy u ,Ha”, te je |G(L/K)|=[L: K].

Mpumerumo na je G < G(L/K’). Oso je tayronomka uumenuna: K’
3aIpaBo YMHE OHU ejeMeHTH y L Koju cy purcupanu enementuma u3 G, te
je cBarako cBaku K-ayromopusam ox L (makme, exement u3 G) takobe u
K'-ayrtomop¢usam oxn L.

Nmamo crnenehu vu3 HejennakocTu:

[L:K'|=[L:L% < |G| <|G(L/K")| =[L: K]

IIpsa mejemmaroct caenu u3 Aprunose neme. Haxne, [L: K'| = |G| =L :
K], a karko je K C K/ C L u cBe cy OBO KOHAYHA palupena, I00ujaMo ma
je K/ = K, mTo je u TpaskeHo. O

7.1 JlucKkpuMUHaAHTA

Heka je f € K[X] monnyan cenapabuias moauHoM u Ky HeroBo KOPEHCKO
nomwe. Cagma 3mamo nma je Ky/K Tamoaoo pammpeme. Axo je deg f = n,
IOWTO je TO cenapabuilaH MOJUHOM, OH UMa 7 PA3JIUIUTUX HyJa (KOpeHa) y
Ky. Hexka cy 10 ov,...,0n. Axo je G = G(Ky/K) omrosapajyha I'amoasa
rpymna, 3sahemo je m [NamoaoBoMm rpymom Tor moamHOMa. Kao u panwuje,
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MOJKEMO Ja KOHCTaTyjeMo ma 3a cse 0 € G u ce a;: o(ay) € {aq,...,an}.
3ampaBo 0 IEepMyTyje OBE KOPEHE U MMaMO Te(UHUCAH IPUPOJAH MOHOMOD-
¢usam uz ¢: G — S, (cBaku o je noruyno onpeben BpenHocTuMAa KoOje y3u-
Ma y TuM kopernMa). Heka je ¢ = ®(0), a In® = Gy < S,,. IIpupoxno je
3aIMTaTU ce Kazua je, Ha npumep, Gy C A,. ¥Y Ty cBpXYy, AePUHUIIMIMO ABA
enemenTa u3 Ky:

A= II (@=ap, D =a0?= ]I (ai-ay)?

D(f) je IMCKPUMUHAHTA mOJWHOMA [ U MOKE Ce Ne(YUHUCATU U Kaa HUCY
CBU KOpeHU paziamuutu. Y cBakoM cayuajy je D(f) # 0 akko je moauaoM
f cemapabuian.

CraB 42 Heka je f € K[X] cenapabunan nonvHom. KoprcTimo yeefieHe O3HaKe.
Tapa je

a) a(A(f)) = sgu(a)A(f);
6) o(D(f)) = D(f). NocebHo, D(f) € K.

Ioka3. 3ampaBo, mOKa3 3a a) je u3BoheH mpu IAeGUHUCARY XETEPMU-
HaHTe, UK npu u3Bohemy npsBux nocaenuuna. A nokas 3a 6) je jenHocTaBHa
IOCJIeUIA Pe3yJiTara Mol a). O

ITocnemuma 43 Ako je char K # 2, oHpfa je
{0 € G(K;/K): 5 €AY = K(A(S)).
MocebHo: Gy C A, akko A(f) € K akko D(f) je kagpaTy K.

Ilokas. Ilpumernmo na je {c € G(K;/K) : o € A,} = ®7'[A,]. Kaxo
je [Sn : Ayl = 2, o je [G: @71[A,]] £ 2. Ha ocHOBy mpeTXomHOT CTaBa
o(A(f)) = A(f) axko 7 € A,,. Haxie,

A(f) € {0 € G(K;/K) : 5 € Ay} = (71 [A,)),

te je K(A(f)) C {0 € G(K;/K):5 € A,}". Ho,

{o e G(K;/K):5 €A, K| =[G:d7 1A, <2
Ho, kaxo je [K(A(f)) : K] < 2, mosxkeMmo na 3akmyunmo ga je {0 € G(K;/K) :
o€ A} = K[A(f)]. Hamme, A(f) € K axwo Gy C A, akro ®71[A,] = G.
Ocrago je ma ce momcerumo ma je D(f) = A(f)?. O

ITpumep 44 Axo je f = X2+ bX + c ogpeautn D(f).

Axo je f = (X —a1)(X —ag), ouzma je ¢ = ajag, a b = —(ag + a2). Tana
D(f) = (a1 — a2)? = o — 2a1a2 + a4 = (a1 + a2)? —4ojag = b? —dac. &
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ITpumep 45 Ako je f = X3 +bX + ¢, oapeantn D(f).

Axo je f=(X —a1)(X — a2)(X — a3), onma je

ay+as+a3 =0, ajas+ajaz+ asaz =>b, ajasaz = —c.
Iakne, a3 = —a; — ag. Crora je
2 2
b=ajas — (a1 + ag) — as(ag + az) = —(af + ayas + a3).

Amnamnoruo nobujamo na je u
a2+ ajaz+ai = —b, a3+ azaz+ai = —b.
Cana pauyHamo:
D(f) = (o1 — a2)?*(a1 — a3)?(as — as)?
= (a% — 219 + a%)(a% — 2013 + ag)(ag — 20003 + ag)
= (7() — 30410[2)(71) - 30[20[3)(71) - 30[10[2)

= b — 3b2(a1a2 + ajas + 042043) — 3b0410[20(3(0¢1 “+ ao + 043) — 27(0&10[20&3)2
—_——— —_——

=b =0 =—c
= —4p> —27c%. &

8 T'asmoaBa rpyna moJimHOMAa Kao
rpyna nepmyTanuja KopeHa

Axo rpyna G mejctByje Ha ckymy X u ako je x € X, OHIa TOCTOju OUjeKIm]ja
n3meby mesor rocer mpoctopa G/%, m opbute (z). 3a mejcTBO KakeMo
na je TPAH3UTKHBHO ako IOCTOjU caMO jeqHa opbura mpu OBOM IEjCTBY,
Tj. ako je 3a cBakm x € X: Q(z) = X. Tazma 3a CBAKO x € X mocroju
bujernuja uameby G/, u X.

Y cayuajy ma umamo mouuaoM f € K[X], rpyna G(K;/K) nejcrByje Ha
CKyIly CBUX KOpeHa {ai,...,an}, a rpyna Gy ma ckymy {1,...,n} (kopuc-
THMO O3HAKE OJ TIpe).

CraB 46 Heka je f € K|[X] cenapabunan nonuHom. Tapda je oH HepacTaB/bvB
akko G(Ky/K) TpaH3UTUBHO AejCTBYje Ha cKyny KopeHa {asq, ..., }.

JHoka3. —> . Hexra je deg(f) =nu o,0 € {a1,...,a,}. Karo je f mepac-
TaBJLUB, TO jé OH MUHUMAJHMU HOJUHOM W 3a « ¥ 3a (3, ma moctoju K-
uzomopousam o : K(a) = K(f), rakaB na je o(a) = 5. Hapasuo ma o
MoskeMo na npommpumo m0 ¢ € G(Ky/K) xao u panuje (CBakako Huje
jemuucrseno npomupeme!). Iakie, nejcrBo G(K;/K) jecre TpaH3UTUBHO:
3a CBaka IBa «, [ mocToju ¢ Tako ma je o(a) = (.
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<= . Hexa je g mepacrasmus ¢paxrop oxn f y K[X], a,3 € Ky raksu na je
g(la) =0, f(B8) =0. Karo je f = g-h 3a mero h, cakako je n f(a) =0. Ilo
IPETIOCTABIY O TPAH3UTUBHOCTU AejcTBa, mocroju o € G(Ky/K) Tako na
je o(a) = (. Homro je g € K[X], TO je

Ilakne, § je u kopen on g. Tako nobujamo na je cBaku KOpeH ox f yjemHo
u KopeH on g. Kako je f cemapabuisian mOJUHOM U ¢ H-€MOB HEpacTaBJLUB
¢dakTop, oBO je moryhe camo ako je f = g, ma 3akmyuyjemo na je f mepac-
TaBJLUB. O

Ilakise, ako je f cenapabuian U HEPACTABJLUB MOJUHOM CTEIEHA N U
Heku KopeH nouuHoMa f y Ky, Baxku cnenehe:

K(o):K)] | [Kr: K]
— N——
=n =|G(Ky/K)|=|Gyl
Io6ujamo na je Gy TpaH3UTHMBHA IPyla mepMyTamuja ckyna {1,...,n} dnjn
je pen memuB ca n.
ITurame. [la 1u peq cBake TPAH3UTUBHE I'PyIe mepMyTanuja ckyna {1,...,n}

Mopa OuTu messuB ca n?

8.1 Ilosmumommu cremena 3

Hexka je f € K[X] wepacraBmus noauaoM creneda 3. OBaj MOIMHOM HUje
cenapabunan akko je char K = 3 u f = X® — a 3a merko a € K koje mHuje
Tpehu crenen mekor exementa u3 K. Y ciay4dajy ma TOJUHOM jecTe cema-
pabunan, rpyna Gy < S3 tpansurusHO nejcrByje Ha {1,2,3} (xkparxo: Gy
je TpamsuTuBHa moarpymna oxn S3) u 3 | |Gy|. Haxme, jemuue moryhrocTu
3a Gy cy Az u S3, npu uemy 3HaMo ma je Gy = Az akko je D(f) mormyn
kBagpar y K.

ITpumep 47 Heka je f = X3 —3X + 1 € Q[X]. Oppeantu Gy.
Jacuo je ma je f mepacrasmus momto je f(1) = f(—1) =1 # 0. Uspauy-
mHajmo muckpumuHanty: D(f) = —4(-3)3 — 27(1)? = 81 = 92. Cnemm na je
Gf = Ag = Cg. *
IIpumep 48 Heka je f = X3 +3X + 1 € Q[X]. Oapepntn Gy.

1 oBaj nonusoM je mepacrasmus, a D(f) = —135. Kako D(f) Huje nornyn
kBagpar y Q saxmyuyjemo ma je Gy = Ss.
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