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1 IIpcresn

Y oBOM omesbKy, MaTepujas he HaM yrJIAaBHOM OUTH MO3HAT M3 IPETXOTHUX
anrebapCKUX KypceBa, aju buhe u TOHEmTO HOBO, MK APYTadrje OMUCAHO.

3a mouverak MMaMO Oe(DUHUNU]Y OPCTEHA Ca jeAUMHUIIOM, KOja HaM je
IO3HATA.

Heduaumnuja 1. MpcTeH ca jeAnHuuom je ypebera uetsopka (R, +, -, 1) 3a Kojy
Baxun cnefehe.

1. (R,+) je ABenosa rpyna.
2. (R,-,1R) je moHoMA.
3. 3aceea,b,c,de R: (a+b)-(c+d)=a-c+a-d+b-c+b-d.

Ako ca Og osmaummMo HeyTpas y Ab6enosoj rpymu (R,+), onma, cras-
majyhu a =b=c=d =0 y ropmeM yCI0OBYy, ZOOMUjaMO jeTHAKOCT:

(0gr +0g) - (Or +0r) =0r - 0r +0r - 0r + 0r - Or 4+ Og - Og.
Kako je Ogr + 0r = Or, OHIOA UMaMO jeTHAKOCT
Or-0rp=0r-0r+0r-0gr +0r-0r +0g - Og, (1)

n3 4yera ciaean
Or-0r+0r-0g+0gr-0g =0g. (2)

YKOINKO y3MEMO HPOM3BOBHO a € R, a craBumo na je b = ¢ = d = Op,
UMaMO 12 je

(a+0gr) - (0r+0r)=a-0gr+a-0r+0r-0r+0g-Og,



Te je
a-0gp=a-0p4+a-0g+0g-0gr +0gr-0g.
IonaBamem Ha 06e crpane Og - Op, ¥ KOpUIMNemEM jeTHAKOCTU no6u-
jamo
OR . OR =a- OR,

3a cBako a € R. Ho, rako je (R,-, 1g) MoHOMI, mMaMoO ma je
ORle'ORZOR'ORZ(I-OR,

3a cBako a € R. HapaBuo, unraomu Mory nma morpaske u kpahu mokas ose
no3HaTe UM unmeHune. Ykoauko je lp = Op, mobuja ce ma je R = {Ogr}.
TakaB IpCTEH ce HA3UBA HyJa IPCTEH u Mu Ta Heliemo cmaTparu 3a mpcTen
ca jemuuunoMm. Crora yBek mpermnocTaBibaMo ma je 1g # Og.

3a BeskOy msBemure u jemaaroctu a- (—b) = —(a-b) n (—a)-b= —(a-b).
ITamwe iemo mucaty camo 1, omqHocHO 0 aKO Cce 3HA O KOM IIPCTEHY je ped.
I[Ipcren je koMyTaTuBaH YKOJUMKO je TAaKBa OIepaluja MHOXKEHA. Y MECTO
a - b mucahiemo camo ab. T'enepausino, 3a cBaku npcrer (R, +,-, 1r) MokeMO
IOCMATPATHA U HeroB ONO3WUTHU npcren (ROP,+°P -°P 1pop), rme je RP =
R, +°P =+, 1go» = 1R, HOK je, 3a cBe a,b € R: a-°°b=>5b-a. YKoauKO je
R xomyTaTuUBaH IPCTEH, OHAA j€é TO UCTU IPCTEH.

HaBenumo Heke mpumepe IPCTEHA.
IIpumep 2. Axo je A AGenosa rpyna, ca End(A4) o3nauaBaMo cKyn cBUX
eHmoMopduzamMa OBe Tpyle, Tj. CKyo CBUX XoMoMopduzama f: A — A.
Tana je (End(A),+,0,id4) npcTen ca jennHUIOM, IpU YeMy je€ MHOMKEHE
omepanuja KOMIO3WUIUje eHmoMopdusama, a 36up emmomopdusama f u g

neduaucaH je ca: 3a a € A je (f+g)(a) := f(a) +g(a). Aro cy f,g,h,k €
End(A) u a € A, numamo na je

(f+9)o(h+k))(a) = (f+9)((h+k)(a)) = (f + g)(h(a) + k(a))
= f(h(a) + k(a)) + g(h(a) + k(a)) = f(h(a)) + f(k(a)) + g(h(a)) + g(k(a))
= (foh)(a)+(fok)(a)+(goh)(a)+(gok)(a) = (foh+ fok+goh+gok)(a),

(
re je saucta (f+g)o(h+k)=foh+ fok+goh+gok. Ocrana cBojcTBa
cy jacHa. &

IIpumep 3. Heka je R npcren ca jemuuunom, a G rpymna. ['PYIIHU IIPCTEH
(RG,+, -, 1gg) medpuaumenmo Ha ciaenehn mayus.

RG :={r: G — R:r(g9) # 0 camo 3a korauso Muoro g € G}.

Axo cy r,s € RG u g € G, ouna je:

(r+3)(9) :=r(9) +5(9), (r-5)(9):= D r(h)s(k).



IToronuuje je, y oBoM ciyd4ajy, ymecto r(g) mucaru ry. Tamxa mmamo:

(T + S)g =Ty + Sg, (7" . S)g = Z ThSk-
hk=g

Jenununa npcrena RG je ¢pyurnmja 1pg 3amara ca:

1Ra g=e

Lralg) = Or, g#e

rae je e meyrpas rpyne G. YobuuajeHo je mucaru esiemeHT 1 u3 RG y
obmuKy (popManme cyme r = > oTqg, TOe Tq € R, npu uemy je ry # 0,
caMo 3a KOHAYHO MHOTO g € G (yrouumko je G xKOoHAuHA Tpyla, OBaj YCIOB
je HapaBHO HenmoTpebaH). Y OBOM 3aIUCy CabUpame U MHOKCHE U3TJIEna

OBAKO:
Z Tgg + Z S99 = Z(Tg +54)9,
9€G geG geG
(Xroa) (X s9) = (X ruh) - (X suk)
geG geG heG keG
= Z rpsphk = Z ( Z rhsk)g.
h,keG geG | h.keG

hk=g

&

IIpumep 4. Yronuko je R npcreH ca je AMHUIOM, MOKEMO IIOCMATPATU U
ckyn M, (R), cBux kBagpaTHux Marpuna Halx R pena n > 1 ca yobuuajenum
omepanujama cabupama U MHOKema (HUje HUKAKaB IpObGJeM IITO HPCTEH
R Huje HYKHO KOMYTATHUBAH). &

[Momcerumo ce na je IPABU menutess Hyje y npcrerny R emxement a # ()
3a xoju moctoju b # 0 Takas ma je a-b = 0. Komyrarusan mpcrel ca je-
OUHALIOM je NOMEH, ako y HmeMy HeMa IPaBUX geauTesba Hyjae. HiaeMeHT
a € R je nuaBepTubuiaH, ako nmocroju b € R takas na je a-b=1. Cryn un-
BepTUOMIHUX ejeMeHaTa npcrera R oszmadasamo ca U(R); oBO je HApaBHO
rpyna. Ilpcren ca jequuunoM je IPCTEH CA NEJBEHEM (mau TEJIO), ako je
y EMY CBAKU €JIEMEHT DA3JIMYWT O HyJje MHBepTuOmian. KomyraruBax
NPCTEH ca AeJLeHmeM je TOJbe.

Ieduaummja 5. Heka cy (R, +%,- B 15) u (S, +°,-%, 15) npcTenn ca jeamHuuom
Taken Aa je S C R, 1z = 1g v 3a cBe $1, 82 € S Baxu:

S1 +S S9 = 851 +R So, S1 S S9 = S1 R S9.
Tapa 3a npcTeH S KaxeMo fa je jeAaH NOTMPCTEH ca jeAMHMLOM npcTeHa R.

Hu mojam xoMoMop@du3Ma HaM HUje CTPAaH.



Ieduaummja 6. Heka cy (R, +%,-F 1z) u (S, +°,-5, 15) npcTenn ca jeamnuuom
ne: R — §. Tapa je ¢ xomomopdusam npcTeHa ca jeAVHULIOM YKONMKO BaXu
cnepehe.

1. (Va,b € R)¢(a +7b) = ¢(a) +5 ¢(b)
2. (Va,b € R)p(a -Bb) = pla) -5 ¢(b)
3. ¢(1r) = 1s.
Ykonuko je ¢ bujekumja, kaxxemo fa je ¢ nsomopdusam.

Hapasuo, decto hemo 360r jemnocraBHocTu cabupawme u'y Ruy S
03HAYABATHU CAMO Ca +; CIWYHO M 3a MHOMKEHmE. Je3rpo xoMoMopdusma ¢,
y oszuanu Ker ¢ je ckym cBux enemenara m3 R xoju ce ca ¢ ciaurajy y 0y
S. Ilpumerumo na tana 3a cBaku x € Ker ¢ u cBaku r € R uMaMo 1a BajKu:

o(r-x) =¢(r) - ¢(x) = ¢(r) - 0=0, ¢(x-7)=d(x) ¢(r)=0-¢(r) =0.

Tarobe, 3a cBe z,y € Kerg: ¢z +y) = ¢(z) + ¢(y) = 04+ 0 = 0, ma
x4y € Ker ¢.

Hedpununumja 7. Heka je (R,+,-,1) npcren ca jeaunuuom v (I,+) < (R,+),
Tapa je

e [ nesu npean y npcreHy R ykonuko 3aceer € Rucseze€l: r-z € l;
e [ pecHu upean y npcteHy R ykonnko 3aceer € Rucsezxz € l: z-r e l;
e [ pBocTpaHu npaean y npcreHy R ykonvko je u n nesu n pgecHn npean y R.

Iakne, Ker ¢ je jeman nBocTpanu maeas 3a CBaKU XOMOMOD(U3aM ¢.

Kana umamo nocrpanu nnean I MmokeMo GOPMUPATA KOTUUHUYKA TPCTEH
no ToMm mueany. llpmvmermmo Hajupe na, ako cy r,s € R u xz,y € I, onna
uMaMOo

(a+2)-(b+y)—a-b=a-b+a-y+z-b+z-y—a-b=a-y+z-b+z-y€<l,
jep je I mBocTpanu mmeaJ.

JHepunuumnuja 8. Heka je (R,+,-, 1) npcren ca jeauHuyom u I jefan ABocTpaHu
ngean y R. Ako je R/I = {a+ I : a € R} nesn kocet npoctop ABenose rpyne
(R,+) no noarpynu I, oHAa MOXeMO JepuHuUCaTV 1 MHOoXewe y R/ ca:

(a+1)-(b+I)=a-b+1.

[optba aHanMsa Ham nokasyje fa je 0BO MHOXetbe [0bOpo AedpuHucano. Tako fo-
Bujamo npcreH ca jefunuuom (R/I,+,-, 1+ I).

Yronuko je I camo JeBU wiam caMO OECHU UIeatl, OHIa Ha OBaj HAYUH
He MOokeMO nobutu npcred. Jlobujamo camo omrosapajyhu momyn, amu o
ToMme hemo mpuyaru KacHUje.



CraB 9. Heka je R npcreH ca jeavnunuyom. Ckyn I C R je ABOCTpaHu ufean
aKKO MOCTOjU MPCTeH ca jeAuHuuoMm S 1 xomomopgusam ¢: R — S, Takas Aa je
I = Ker¢. Y oom cnyuajy, ¢[R] je noTnpcreH ca jeAnHnLom npcTeHa S, koju je
nsomopdaH konuuHmnukom npcreny R/Ker ¢.

IToka3. Yronuko je I mBocTpaHu mueas, 3a TPaKEHU HPCTEH S MOXKEMO
y3etu S = R/I, a 3a xomomopousam ¢, pyukuujy ¢: R — R/I nedpunucany
ca ¢(a) ;= a+1. U3 came nedununuje ciaenu na je ¢ xomomoppuzam. Ocum
rora, ¢(a) =0+ 1 akko a+ I =1 akko a € I, na je I = Ker ¢.

3HaMO 11a je jearpo XoMOMOp(U3Ma NBOCTPAHU UIEAJ U OCTAJO je CaMO
oa JOKaKeMO TBPDeme cagp:KaHO y HOocienmoj pedeHunu. Vmamo na je
ls = ¢(1r) € ¢[R]. Tarobe, 3a cBe 11,72 € R: ¢(r1) ¢(r2) = d(r1-12) € [R]
u ¢(r1) + ¢(re) = ¢(r1 + r2) € ¢[R], e je ¢[R] 3ancra norupcren ox S.

Hedunmmenmo ¢: R/Ker ¢ — ¢[R] ca: (a+ Ker ¢) := ¢(a). Hajupe, ako
je a+Ker¢ =b+ Ker ¢ umamo na je a —b € Ker ¢, na je ¢(a —b) =0, e je
o(a) = ¢(b) u pyuruuja ¥ je nobpo medpuHUCAHA.

Ako cy a,b € R, oHna ©Mamo:

P((a+ Kero) + (b+ Ker o)) = v(a+ b+ Ker ¢) = ¢(a + b)
— 6(a) + 6(b) = (a + Ker ¢) + (b + Ker ),
$((0+Kerg) - (b+Ker)) = p(a- b+ Ker d) = p(a-b)
— §(a) - 9(b) = h(a + Ker @) - (b + Ker ),

kao u Y(1g + Ker¢) = ¢(1g) = 1g, Te je 1) xoMOMOppU3aM.

N3 came nepumunnuje ¢ Bumumo ga je ona ,Ha' . Ocraje camo ma ce
npoBepu na je um ,,1-1”. IlpermocraBumo crora ma je, 3a Heke a,b € R,
Y(a + Ker¢) = (b + Ker ¢). To 3uauu na je ¢(a) = ¢(b), e a — b € Ker ¢
u3 vera cienn na je a + Ker ¢ = b+ Ker ¢, mro je u Tpakeno. O

Cuenehu craB ce mako moka3yje.

Cras 10. [lNpecek mMa koje pamunuje nieana (nesux, AECHWX, UK ABOCTPaHUX)
je Takobe npean.

Hedpuuunuja 11. 3a ngean M (nesw, AecHn, ABOCTpaHW) npcteHa R kaxemo
Ja je MAKCUMAJIAH, ako je M # R n ako He noctoju npean I Takae ja je
M cCICR.

CraB 12. Caku npcTeH cafpXxu MakCUManaH ufean.

Ioka3. [lorkas ce m3oau momohy Ilopuose neme. Penumo ma pamumo ca
nBocTpannMm muaeanuma. llomcerumo ce ma llopHoBa smema kake ma, ako
rMaMo Heku napimjaiHo ypebenu ckyn (P, <) (y mamem IIOCET) U ako y
BEMy CBaku JaHal (HOACKYI y KOME CYy CBaka IBA €JIEMEHTa YIODEIUBA)
“Ma TOpH€ Orpannyeme (MajopaHTy), OHIA y CKYIy IOCTOJU MAKCUMAJHU
€JIEMEHT.



Iakne, Heka je R npcrten m 7 CKyI CBUX NpaBux uueasna (pasimduTix
O IeJIOT TPCTEHA) Y OBOM IPCTEHy. JacHo je ma je Z moceT y OmHOCY Ha
penamujy C. Hexka je £ manarn y Z. Iloraxumo na je

L=|JI

IeL

unean y R.

Hajmpe, ako cy x,y € L umamo na x € I' u y € I"” 3a mere I', 1" € L.
Ho, kako je £ nanau, Basku ma je I' C I"” wnu I” C I'. Y upsom cayuajy
z,y € I”, maux+y el jep je I" umean, a y apyrom z,y € I', na un
x +y € I', momro je I' mnean. ITobujamo na x +y € L.

Yromuko jex € L,ar € R,ounax €l 3anmeko [ e L,maur-xux-r
npunanajy I, jep je I aBocTpanu nmeas, te cy oba emrementa y L mTo HAM
3aBpIIaBa MoKa3 na je L mpeadt.

Kaxko je jacmo ma je I C L 3a cBako I € £, To je L ropme orpaHuyemne
3a L, te mo llopuoBoj nmemu 7 vMa MaKCUMAJHU €JEJIEMEHT, a TO je Oamr
MaKCUMAJIHI 1 OeaJ. |

Ako je R KOMyTaTVWBAH NPCTEH, OHJA 3a nneas | (OBI[e Ce HapaBHO JICBU,
JECHU U ABOCTPAHU UIOCAIN nomnanajy) KayKeMO na je MPOCT yKOJUKO 33
cBe a,b € R Baxxu: ako ab€ ] ounma ael, mmu b e 1.

Caeneha Teopema Ou Tpebaso na Oyme mo3HATA U3 TPETXOTHUX aJire-
OapcKUx Kypcesa.

Teopema 13. Heka je R KoMyTaTUBHU MPCTEH.
a) Mpean I je makcumanan akko R/T je noswe.
6) Npean I je npoct akko R/I je AomeH.

B) CBakn MakcuMmanaH naean je npocr.

HaBenumo Here mpuMepe uupeasa.
IIpumep 14. Y mpcreny ca nesbemeM HeMa IPaBUX UIEaJa.

IIpumep 15. Heka je R npcren ca jemqununom, n > 2 u S = M,(R). Os-
HAUMMO THONYAH exeMeHT u3 S ca A = (a;5).

a) Axo je 1 <k < n, ouna je ckyn cBux A € S TtaxkBux na je a;; =0 3a cBe
1 # k jemam mecuu umeas'y S.

6) Axo je 1 < k < n, onma je ckyn ceux A € S taksux na je a;; = 0 3a cBe
j # k jenan neBu umean y S. &

3a Kpaj OBOI' ONeJbKa, YKAKUMO HA jJEeNHY 3aHUMJBUBY BeE3y U3ME
)
IPYIHOr IPCTEHA HAL Z U WHBEPTUOUIHUX €JIE€MEHATa Yy HPCTEHY.

Teopema 16. 3a ceaky rpyny G v npcTeH ca jeauHuuom R nocToju npupofHa
Bujekunja ¢ r nsmehy Hom(ZG, R), ckyna ceux xomomopguzama npcrerHa ZG y
npctedn R v Hom(G,U(R)), ckyna ceux xomomopduzama rpyna Gy rpyny U(R).



Ioka3. Heka je f: ZG — R xomomopo¢uzam npcreHa. Jlepurumemo xo-
momopduzam rpyna ®g r(f): G — U(R) ca: ®q r(f)(9) := f(g). Hamue,
CBakKM eyieMeHT rpyne G mocMaTpaH Kao €JIeMEeHT IpymHor mpcreHa ZG je

VHBEPTUOMIAH y TOM IIPCTEHY — MHBEP3 My je ¢ ', BeroB MHBEpP3 y T'PYIU

G E| Oq r(f) jecte xomomopdusam rpyna: Pa r(f)(g192) = f(g192) =
f(91)f(g2)(jep je f xomomopgusam nperena) = ¢ r(f)(91)Pa,r(f)(g2)-

Ila ©ucmo nmokazanu ga je ®g g Oujexnuja, Hajmoromauje je Hahu mH-
Bep3 Ug r. Y Ty cBpxy, Heka je h: G — U(R) xomoMmop¢uszaMm rpyma.
Hepurnmemo xomomopusam nperesa Ve p(h): ZG — R ca:

Von(h) (D 149) == 3 ryhlo):
geG geG

IToncerumo ce na cy opme 1y € Z. 1IpoBepuMo Ja je OBO 3aMCTa XOMOMOP-
(¢u3aM IPCTEHA.

ZNOIONTEDS sgg) = W) (D (ry +50)9) = 3 (1 + 54)h(9)

geG geG geG geaq
= ng )+ ng =Vq R(h)(ngg) —l—\Ilg)R(h)(ngg).
geG geqG geG geG

Vo) (o rag) - (3 549)) = om0 (32 resu)9)

geaqG geG geG  tueG

tu=g

= (Zﬁ%)h Z(Zrtsu )—Z(Znsu tu)

geG t,ueG t uEG t,ueG
tu=g tu=g

- Z( 3 rtsuh(t)h(u)) = 3" risuh(t)h(u) = (Zrth(t))(z suh(u)>

geG  tueG tueG teG ued
= ( > Tgh(g)) ( > Sgh(g)) = \I/G,R(h)( > ng) W r(h) ( > 5g9>'
9eG geq@ geG geG
Hapasuo, ¥g g(h)(le) = 1h(e) = 1g.

IIposepumo jom u ma cy ®g r u Vg g ueBep3m jeman apyrom. Hexa je
h € Hom(G,U(R)) xoMoMOppu3aM rpyma.

6 r(Ya,r(h))(9) = f(9) = Ve r(h)(9) = h(g).
f

ﬂaﬁne, (I)G,R(\IIG,R(}L)) = h, IIa je (I)G,R o \IJGA,R = idHom(G,U(R))'

lg € G BumuMO Kao GopMainy ,cymy’ lg y ZG (kao QyHrmujy u3 Gy Z
KOja g camKa y 1, a ocTaJje eneMeHTe y 0 — BUOETU NePUHUNU]Y TPYIHOT
IPCTEHA) U HEroB UHBep3 je ,cyma’ 1g~!



Ha cawuan maunn, ako je f € Hom(ZG, R) umawmo:

Ve, r(Pa,r(f)) ( > 7‘g9> = rehlg)

h geG geqG
=3 1 ®an(Ne) = D rofl9) = 1( Y ra9),
geG geG geG

Te je g, 0 Pg r = idHomza,R) -

O kakBOj ce ,,ipupogHOCTH’ paaun y Gopmynanuju ose reopeme? EBo o
ueMmy je ped. Ako mmamo u rpyny G’ u npceren R’ orma uMamo u 6ujernmjy
@ . Ho, rpyne G u G', kao u npcrere R u R’ MoskeMo ,,moBe3at” XOMO-
Mopdusmuma ¢: G — G u §: R — R'. Xomomopdusam rpyna ¢ UHIYKYje
xoMmoMmop¢uszam upcrena Zy: LG — ZG:

Zsﬁ( > Tgfg’) =Y ree(d),

g'eG’ g'eG’

a xomoMop¢usam 0 cysremeM nnayKyje xomomopduzam U(0): U(R) — U(R'):
U@)(r) :=6(r).

I[Mpumernmo na, ako je G” jom jemma rpyma um v: G — G’ xomomop-
¢uzam rpymna, Baku jemHakocT Z(p oY) = Zyp o Zip, kao u Zig, = idzg.
Ilakne, npunpyxuBame G +— Z(G 3anaje jeman ®YHKTOP U3 KATEropuje
rpyma y KaTeropujy mpcTeHa ca jeamHurioM. Ha cawmyaH HAYWH, aKO je
p: R — R” xomomop¢usam npcrena, Baxu jeanaroct U(pof) = U(p)oU(6),
kao u U(idr) = idyr). Hakne, mpunpyxusame ¢ — U() 3amaje jenam
(OYHKTOp U3 KAaTEeropuje IPCTEeHA Ca jeIWHWIIOM Yy KaTEerOpujy rpyla.

I[Momohy xomomopdusama ¢ um 6 m oBa ngBa (GYHKTOpaA, MOKEMO 3a-
matu npecankaBama ckynoa Hom(Zeg, 6): Hom(ZG, R) — Hom(ZG',R') u
Hom(¢,U(#)): Hom(G,U(R)) — Hom(G',U(R')) ca:

Hom(Zp,0)(f) :=0 o0 foZyp, Hom(p,U(#))(h):=U(f)ohoep.

I[IpupomuOoCT 0 KOjO] je peu ce omHOCU Ha TO ma omroBapajyhwm mujarpam
(mampraTy ra) KOMyTHUpa, Tj. Aa je

HOHl((p, U(G)) o (bG,R = CI)G’,R/ o Hom(ng, 9)

YBepuMmo ce na je To TauHo. Y Ty CBpXY, Heka je f € Hom(ZG,R)u g € G'.
Tana je

(Hom(e,U(0)) 0 @¢.r)(f)(g") = Hom(p, U(0))(®c,r(f))(9")
= (U0) o ®a.r(f)op)(g') = UO)(Pa,r(
=U(0)(f(e(g) =0(f(e(g)) = (B fop)d),



re je (Hom(p,U(0)) 0 ®a.r)(f) =00 fo .

C mpyre crpase, uMaMO na je

(®cr,rr 0 Hom(Zyp, 0))(f)(g") = ®ar r (Hom(Ze, 0)(f))(g")
=®a p(fofop)g)= (0o fop)d),

re je (Pgr rroHom(Zep,0))(f) = 0o fop. Iarne, TpaxkeHa jeHAKOCT 3aUCTa
BayKU M THUME j€ IIeO JOKa3 3aBPIIEH. O

Yumennia na nocToju npupoasa (y HaBeI€HOM CMUCILY ) OujeKnnja n3me-
by cxymosa Hom(ZG, R) u Hom(G,U(R)) ce KpaTko m3paskaBa peunMa na
je ®YHKTOP G +— ZG JIEBO AIJYHTOBAH ®YHKTOPY R +— U(R), HO Ty Tep-
MuHOJIOrUjy hemo objacHuTy y HapenauMm Jernujama. CaMo HAIOMEHHMO
OBIEe Ma TEPMUHOJIOTUja MOJIa3U O MOjMa aljyHTOBAHOT OlepaTopa: akKo
je A omeparop Ha omroBapajyheM BEKTOPCKOM IPOCTOPY U U, W BEKTOPU
73 TOT TMPOCTOPa, OHZa mMmaMmo jemHarocT: (Av,w) = (v, A*w) cramapHMx
IpOU3BOA.

2 Momymu

[Mounurmo meduHUILjOM MOIYJIA HAL IPCTEHOM Ca j€IUHUIIOM.

Hedbunumnuja 17. Heka je R npcreH ca jeavHuuom. JIEBU R-MOIYJI je ype-
Benun nap (A, p),roe je A Abenosa rpyna, a p: R — End(A). JECHU R-MOIyJ
je neen R°P-mopmyn.
HapaBno, ako je mpcrer R KOMyTaTuUBaH, HE PA3JIMKY]jE€MO J€BE U NECHE
R-monyne n MokeMO uxX KpaTko 3BaTtu R-momgymuma.

Kaxko je, 3a csakm r € R, camka p(r) jemam emmomop¢usam AbGesnose
rpyme A, To 3a cBe a,b € A Bayku:

p(r)(a+b) = pa) + p(b) (3)

Tarobe, rkako je p xomMoMop(r3aM IPCTEHA ca jeAMHUIOM R y mpcTeH ca
jemuaunom End(A), To je 3a cse 1, s € R ncnymeno: p(r+s) = p(r) + p(s).
Nmajyhiu y Buny rako je 3amarta onepaunuja cabupama y npcreny End(A)
nMaMmo ma 3a cBe a € A Baku:

p(r +s)(a) = p(r)(a) + p(s)(a). (4)

Kana mocmarpamo omepanujy MHOKEHmA, MMaMO A& je 3a cse r,s € R uc-
nymeno p(r-s) = p(r) o p(s), Te 3a cBe a € A Baxu:

p(r-s)(a) = p(r)(p(s)(a)). (5)
Ocum Tora je p(lg) =ida, Tj. 3a cBe a € A:
p(1gr)(a) = a. (6)

Axo ymecro p(r)(a) mumenmo 7.a, onna jemnarxoctu ([3))—(6]) moxemo nanmcarn
Ha crenehn HauwH.



M1. Bacsere R, a,b€ A: re(a+b)=rea+reb.
M2. Baceer,s€ R, ac€ A: (r+s)sa=rea+sea.
M3. Baceer,s€E R, a€ A: (r-s)ea=re(sea).
M4. 3a cBe a € A: 1grea =a.

Y cayuajy necuor R-monyna (y mamem hemMo KpaTKO rOBOPUTH O JIEBOM
u gecaoMm R-monyny mompasymeBajyhu na mmamo ,,MHOKEHmE’ eJleMeHTHMa
n3 R), mmamo ga je p(r -°P s)(a) = (p(r) o p(s))(a), omrocro p(s-r)(a) =
p(r)(p(s)(a)). Crora je oBme mpupomuo ymecto p(r)(a) mucatu aer, Te
nmamo oxrosapajyhy jemnakoct: (ae(s-r)) = (aes)er. Buanmo u 3amro
npuyamMo 0 JIJEBOM u JECHOM Moayiay. Ako ce A cacroju camo u3 jemHor
eseMenTa, nakie ako je A = {04}, onna ce A MOke BUIETU KAO MOIYJI HA,I
OMJIO KOjUM MPCTEHOM W Ka:KeMO Ha je TO TPUBUJAJIHU MOJYJI.

HaBenumo Hexonuko (HETPUBUjAJIHUX) IPUMEpA.

ITpumep 18. Hajupe, cBaka AGenosa rpyna A je jenan Z-monyn: 3am € Z
ua€Ajemea:=ma. &

IIpumep 19. Axko je K mosme, omma K-MooyJs HUje HUINTA APYTO OO BEK-
TOPCKU TPOCTOP HAJ mobeM K. &

IIpumep 20. Ako je R mpcTeH ca jeUHUNOM OHAA j€ CBAKU JIeBU (IeCcHU)
unean I jeman nesu (mecuu) R-monysn: rea:=71-a (aer =a-r). Ilocebuo
je m R n neBu u mecuu R-momyJt. &

IIpumep 21. Axko R npcren ca jemuuunom, a G rpyma, omma R mocrtaje
nesu RG-momyn ca: (3, 1g9)es =) rgs. Ha ananorau nauun je R jenan
necau R-momyir. &

IIpumep 22. Hera je R npcren. Tanma je M, (R) neBu R-Momym: 1e(a;;) =
(r-a;;). Taxobe je R" jeman mesu M,(R)— monym: (ai;)e(ry) = (3j_; aij-

a1 Q12 - Qip T1 a1 -r1+ a2 T2+ ain Ty

a1 Q22 - G2y T2 Q21 -T1+ Q2 -T2+ -+ Q2" Th
. =

anl an2 Ann T'n anl *T1 +an2 'T2+"'+ann'rn

&

Ila Gucmo mMas KaTeropujy, norpebHu cy HaM M oaroBapajyhm Mop-
¢usmu.

Heduauruja 23. Heka cy A n B nesn R-mopynu. Tapa je dyHkunja ¢: A — B
jedaH XOMOMOP®U3AM JIEBUX R-MOIYJIA YKONUKO Baxu cnepehe:

1. 3acee ai,az € A: ¢p(ar + az) = ¢(a1) + ¢(az);
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2.3acBer € Ruac A ¢(rea) =reg(a).

Axo cy A u B nesu R-monymu, osmaummo ca Homp(A, B) ckyn cBux
xoMoMop¢u3ama sesux Monyia. OBo je AGesoBa rpyma y OAHOCY Ha, OIe-
pauujy + 3aznaty ca: (¢p+v)(a) := ¢(a)+1(a). IIpoBeprmo ropma CBOjCTBA.

(¢ +9)(a1 + az) = ¢(a1 + az) + P(a1 + az2) = ¢(a1) + ¢(az) + ¥(a1) + P (az)
= (¢(a1) +(a1)) + (¢(az) +(az)) = (¢ + ¥)(a1) + (¢ + ¥)(az2).

(@ +9)(rea) =d(rea) +9(rea) =red(a) +rei(a)
=re(p(a) +(a)) =7+ (¢ +¢)(a)).

Axko ca Hom(A, B) o3maummo CKyn cBuX xoMoMmop¢uszama AGemsoBux
rpyna (a oBaj ckyn jecte caMm no cebu AGenoBa rpyna y OmHOCY Ha ropesa-
maTy omepamujy cabupama), DOLWITO je CBAKM XOMOMOD(U3aM JEBUX MO-
nyna yjenao m xomomopdusam oxrosapajyhux AGenoBux rpyma, MOKEMO
na koHcraryjemo na je Homp(A,B) C Hom(A,B). Ho, Basku u Bume,
Hompg(A, B) < Hom(A4, B). Ila 6ucMo mokasaiau ma je MOArpyNa, IpUMe-
trmo Hajupe na je Hompg(A, B) # (), jep myna xomomopduzam 0 (0(a) = 0p
3a cBe a € A) jecre xomomopouszam R-monmyna. Axko ¢,1 € Hompg(A, B),
oHIA je

(¢ —9)(rea) = ¢(rea) —¢(rea)
=red(a) —repla) =re(¢(a) = Y(a)) = e (¢ —¥)(a).

Crora u ¢ — ¢ € Hompg(A, B), na je Homg(A, B) 3aucra noarpyna rpyie
Hom(A, B). IIpumerumo na je Homy(A, B) = Hom(A, B).

3a mBa Momyna A u B KakeMO Ia Cy M30MOP(YHU aKO MOCTOJjU XOMO-
Mopduzam ¢: A — B koju je bujernuja.

Kareropujy nesux R-Monyna n xomoMopo¢usama geBux R-momxyna hemo
o3HaYMTHU ca pIN, a KaTeropujy mnecHux R-Momgyna um XOMOMOpdu3ama mec-
Hux R-monmyna ca 9Mpr. Ako je A jeman meBu R-monyn, to hemo rparko
nucatu oBako: A €r M, a aro je ¢: A — B, xomomopduszam jeBux R-
Momyiaa, kpatko hemo pehu na je ¢ y .

Ieduanmnuja 24. Ykonuko je R npcteH ca jeauHuuom, A €g M, A’ C A, Taga
je A moagMonyJi og A ykonuko je A’ noarpyna og A v saceakma € A, re R
jeread € A.

Axo je A" mommonmyn om A to hemo oszmauasatu ca A" < A. Ilomto
je A’ u noarpyna AGenose rpyme A, MOxKeMO DeQUHUCATU KOIUYHUUKY
noarpyny A/A’ HO Ha B0 MOKEMO 3alaTW W CTPYKTYDY JIeBOT R-Momyma
ca: re(a+ A') :=rea+ A’. Yuraomuma ocraB/baMo na OPOBEpPE Ha je OBa
omeparnuja JooOpo nepuHUCAHA U & 3aUCTa NOOUjaMo jenaH jgeBu R-Momyst.
Own ce HaszuBa KOJIMYHUYKU MOJYJI. Baxu caeneha Tteopema.
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Teopema 25. Heka je ¢p: A — By gIN. Tapa saxu cnepefie.
1. Ker¢g:={a€ A:¢(a) =0} < A4;
2. Im¢ = $[A] < B;
3. A/Ker ¢ = Im ¢.

Ioka3. 1. 3namo na je Ker ¢ moarpyma om A. Axo je a € Ker¢p u r € R,
ouga je ¢(rea) =rep(a) =re0p = 0p, na je Ker ¢ 3aucra mommonyn oxn A.

2. 3umamo ma je Im ¢ moarpyma om B. Yromuko je ¢(a) € Im¢p ur € R
nmamo n1a je rep(a) = ¢(rea) € Im .

3. He¢unumeno ¢: A/Ker¢p — Im¢ ca: ¢(a + Ker¢) := ¢(a). U3
Teopuje rpymna 3HAMO Oa je OBO n00po mepumHmcaHa (QYHKIMja W Oa je
uzoMopouzam rpyma. Ocraje camMo ma TPOBEPUMO A4 je MOMIYJICKU XO-
MOMOD du3zam:

Y(re(a+Kerg)) =v(rea+Kerg) =¢(rea) =rep(a) =retp(a+ Ker ¢).

Iakme, v je m3oMmop¢du3aMm u AOKA3 je 3aBPIIEH. O

Hapasgno, 3a Ker ¢ rasxemo na je JE3I'PO xomoMmopdusma ¢, a 3a Im ¢ na
je CIMKA Tor xomomopdusma. Kopucuo je yountn ma je Ker ¢ = ¢~ 1[{0}].
IIpumeTnMO ma MOKEMO (OPMUPATU U KOIUIHUYKA MOoAyd B/Im ¢ u mera
oznauasamo ca Coker ¢ m To je KOJE3IPO xomomopdusma ¢. W3 Teopuje
rpymna 3HaMo Ia je maTy xomoMopdusaMm ,,1-1" ako m caMo ako My je je3arpo
TPUBUjaJIaH MOOYJ, OOK je TayTOJONKa UYMIeHUIA Oa jeé XOMOMOp(U3aM
,Ha” aKo M caMO aKO MYy je KOje3rpOo TPUBHUjaJIaH MOIYJI.

Yroauko je Aj, As < A, omma MmoxkeMo ¢opMuparu cymy momyiaa A; um
Ag: A1+ Ay :={a1+ag:a1 € Aj,az € Ay} u TO je Takobe mommonyn ox A.
Hapasro, u npecex mommonyna je mommonysn. Caemeha Teopema ce maxo
M3BOAU U3 MPETXOMHO IHOKA3AHE TEOPEME.

Teopema 26. 1. 3a Ay, Ay < A Baxu: (A1 + Az)/A; =2 Ag/A1 N As.
2. Ako je A” < A’ < A, onpa: (AJA")/(A'JA") = AJA'.

Hoxa3z. 1. Hepurumemo ¢: As — (A1 +A2)/A; ca: ¢(z) = x+A;. Yronuxo
je a1 +as € A1+ Ay nponsBosmaH eneMenT, oHga je (a1 +az)+A; = as+A; =
¢(az), ma je ¢ ,uma”. 3a x € Ay umamo na je x € Ker ¢ axko je x + Ay = A
mTo je ekBuBaJieHTHO ca & € Ay. Ilakne, Ker ¢ = A; N Ay u pesynrar cienu
n3 reopeme 25]

2. Ileduammeno ¢: A — (AJA”)/(A'JA") ca: ¢(a) := (a+ A”) + A'JA".
Hapasno, oBne 6u unak tpebaso nposepurn na au je A'/JA” < AJ/A”. Ho,
To mako caemu n3 A’ < A (ysepure ce y oBo). Jacuo je ma je ¢ ,mHa’.
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I[Tpumerumo ma

a € Ker ¢ arko (a+ A”)+ A'JA" = A'JA”
axko a + A" € A'/A"
akxo a + A" =a; + A” 3a mero a1 € A’
akxo @ —a; € A” 3a mexo a; € A’
AKKO @ — a1 = ag 3a HeKo a; € A’ u Heko as € A”

AKKO @ = a1 + a9 3a Hexo a; € A’ 1 Hero ag € A”.

Ho, rako je A” C A’, mobujamMo ma je MOCHemmU yCJIOB €KBUBAJEHTAH Ca
a € A" (yBepure ce y 0Bo), na je Ker¢p = A’ O

HapaBno, moka3 mom 2. ¢cMO MOTJIM M3BECTU U HA CTAHZADIAH HAUUH,
KaKO CMO paujd y PaHUjUM KypPCEeBUMA, ajIu HUje JIOIIE HENITO U ApyTraduje
ypamutu. ©

Camna hemo ce Ha KPaTKO TOCBETUTU HEKUM TIOjMOBUMA U3 TEOPUje KaTe-
ropuja. Morau 6ucmo u 6e3 Tora, aju UIAK jé KOPUCHUje TO YPAIUTU Ha
oBaj HaumH. Kao mro 3naMo (permMo u3 jemHOT O KypceBa TONOJIOTHje),
cBaka kareropuja C cactoju ce oxn KIACE oGjekata O(C) u kiace cTpeauna
(nnm mop¢puzama) A(C).

( OBne uctryeMo na KOPUCTUMO TOjaM KjIace U TO He CAMO PaJau JIEIIer
u3pakaBama. [Rao mTo MareMaTWKy MOKEMO 3aCHOBATU HA aKCHOMAaMa
ZFC (Llepmeno—®Pperkes y3 akcuoMmy u3bopa), Tako HOCTOJU U AKCHOMAa-
tuzamuja NBG (pon Hojman—Beprajec—Tenen) y K0joj ce mojaBmyjy, ocum
CKymoBa U Kjace. Kiaca mMoske OUTU MOACKYI OpPyTre KJIace, & ako je Kiaca
EJIJEMEHT HeKe Ipyre KJjace, OHAA je oHa CKYI. Jlakje, CKymoBuU Cy eJjie-
MEHTU HEKMX Kjaca. Mwu 3HaMO Oa He IOCTOjU CKYI CBUX CKYIOBa, aJyil
nocrojahie YHUBEP3AJIHA KJaca KOja Ce CacCTOju OX CBUX CKYyIOBa. Kako
MU KeIUMO [ Pa3MaTpaMoO U KATEropujy CKymoBa, y KOjuMa Cy O00jeKTu
CBU CKYIOBU, a CTPeJUIle CBa TMpecamkaBama Mehy muma, morpeban HaM
je mumpu mojaMm on CKyma. Y KOJUKO Y HEKOj KATErOPUju 00jeKTU UMHE CKYII
3a Ty KATErOpHUjy KaKeMO na je MAJIA KATETOPUJA. J

3a cBaka mBa ofjexkra A, B mMmamo CKYI crtpenuna u3z A y B, koju

ce osmauaBa ca C(A,B). Ilpermocrasmamo nma je C(A,B)NC(A,B') =

yronuko je (A,B) # (A’,B’). 3a csakm o6Gjerkar A mocToju m cTpemuma
14 € C(A,A). lmamo 1 oneparnujy KOMIO3ULU]a CTPEJIUIA
C(A,B) xC(B,C) = C(A,C), (f.9)—=gelf

3a KOJy BasKWU:

(hog)of=ho(gof), 3a (f,g,h) € C(A,B) xC(B,C) xC(C, D)

lBof:f:folA, 3af€C(A,B).
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OGjerTu CBAKaAKO jeCy CKyIOBU, A CTPEJUIE HUCY HYKHO (QYHKIH]E.
Ha mpumep, cBaku mocer P ce mpupomHO MO:Ke BULETH Kao (MaJa) KaTe-
ropuja P. Nmamo na je O(P) = P, nok je 3a csaka mnsa A, B € P:

C(A,B) = {(4,B)}, axo je A<p B,
0, nHAYE .

IToenra je ma 6yme Tauno jeman enement y C(A, B) akko je A <p B, He
Mopa TO OuTu Ham oBaj Koju cMO HaBesu. Dbe3 o03upa Ha UMHEHUNY Ia
crpesnune He Mopajy butu ¢pyuruuje, ako je f € C(A, B) mumeMo TO KPATKO:
f: A— B. TlpocTo je TO mMOroqHO TAKO MUCATH.

Kareropujy koja uMa TayHO jeJaH eJeMEHT HazuBaMoO MOHOUJ (a ako
je To MaJia KaTeropuja, oOHIa Ce 3a1CTa MOKJalla Ca IIOjMOM MOHOUIA KOju
3HAMO), KaTeropujy y Kojoj je cBaka crTpeauna m3oMopduszam (cTpemauna
f € C(A, B) je uzomopdusam, yroauko nocroju crpenuna g € C(B, A) Taksa
na je gof =14 u fog=1p), HasuBamo I'PYIIOU/, a KATEropujy Koja je u
MOHOUJ M IPYHOUZ Ha3uBaMo IPYIIA (aKO je Maja KaTeropuja y IUTADY,
TO je 3amMcTa rpyna y nobpo HaM IO3HATOM CMUCILY).

OBo mTO HaM je cala BajKHO je ma yBeneMo mojaM [TPOU3BOJA u KO-
[IPOM3BOJIA y KATETOPUjHU.

Jedunuunruja 27. Heka je C Heka kateropuja u A;, 3a i € I damunuja objekara
y C.

1. TIrou3BOJ oBux objekaTa, ako noctoju, umHe objekaT P u cTpenuue
pi: P — A; Tako pa je ncnywero cnepehfie. 3a ceaku objekaT X 13 C u cTpenuvue
fi: X = A; noctoju TauHo jefHa ctpenuua f: X — P Tako ga je p;o f = f; 3a
cee i € 1.

2. Konpom3BO/ oBux objekaTa, ako MoCToju, uumHe objekaT S n cTpenuue
q;: A; — S Tako pa je ucnyweHo cnegehe. 3a ceaku oBjekat X us C un cTpenuue
fi: A; = X noctoju TauHo jegHa ctpenuua f: S — X Tako gda je fogq; = f; 3a
cee i € 1.

IMucahemo (P;(p;)icr) 3a npomsson u (S;(g;:)icr) 3a ronpoussoxn. Hu
MPOM3BOM HU KOMPOM3BOI HEKUX O0jeKaTa He MOPa MOCTOJATH ¥ IATO] KaTe-
ropuju, ajii ako HEKU O] BbUX IIOCTOjU, OH je je IMHCTBEeHO onpelheH mo Ha
n3omopduszam. Hawmme, mpernmocrasumo na u P’ 3ajemno ca pi: P’ — A;
3a/10BOJbABA YCJIOBE U3 AepuHUNN]jEe IPOM3BOaa. Tamna IOCTOju TAYHO jeqHa
crpemuua f: P/ — P Taksa ma je p;o f = p} 3a cBe i € I, Kao 1 TayHO jenHa
crpennna g: P — P’ Taksa na je p,og = p; 3a cse i € I. Tana nobujamo
na je pio(go f)=p, 3acsei€ . Ho, raj yciaos ucnywmasa u idpr. 360r
jemmHCTBEHOCTH mobujaMo ma mopa outm g o f = idp/. Ha cauuan mauwmn
nobujamo na je u fog=idp, ma cy f u g uzomoppusmu.

ITpumep 28. Hera je C = Set, Tj. kareropuja CBUX CKynoBa W (YHKIM]a
mameby wux. Huje temko mposepuTy nma mpouwsson objekara A;, i € I, y
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oBoj kareropuju, unau Iekapros mpousson ckynoBa P = Il;c;A; 3ajento
ca npojernnjama p;: P — A; (pi(as)ser = a;).

Kompousson unau IMCIJYHKTHA yHuja oBuX ckynosa, Tj. S = [J;c;(Aix{i}),
y3 ¢yurumje ¢q;: A; — S 3amare ca: ¢;(a) = (a,i) 3a a € A;. YBepure ce na
je OBO 3amcTa KONPOU3BOM y KATETOPUjU CKYIOBA.

Bparumo ce cana ma rareropujy M.

Teopema 29. 3a cBaku koMyTaTMBaH npcteH R 1 damunnjy nesnx R-moayna A;
y KaTeropmju g9 NocToju 1 NpomnsBoS U KOMPOU3BOL.

Ioka3. IlpousBon HUje TEMKO KOHCTPYWCATH. 3ampaBo, TO je OUPEKTaH
npousson monyna A;: P = Il;c;A;, ca omepamujama 3amaTuM IO KOOP-
AUHATaMa: (ai)ie] + (bi)ieI = (ai + bi)ie], ’I“o(ai)ie] = (’/‘oai)ie[, IIOK CYy
pi: P — A; npojekunuje. YBepuMmo ce ma je oBo mpousBoa. Y Ty CBPXY,
verka je X jeman seBu R-momynm m f;: X — A; xomomMopduaMu MOmya.
Hepmummemo f: X — IlerA; ca: f(x) := (fi(x))ier, 32 z € X. Oso jecre
xomosopusa mepix R-vonyma: f(a—+y) = (fi(a+y))ier = (fi(x)+Fi(y))ier
(jep cy fi xomomopdun) = (fi(2))ier + (fi(y))ier = F(@) + f(y). Taxobe,
frex) = (fi(rex))icr = (refi(z))icr = re(fi(x))icr = ref(z). Umamo un
ma je (pj o f)(x) = pi(f(x)) = p;(fi(x))icr = fj(x) 3a cBe j € I. U3 osor
nocaenmer qobujamo u na je f jemuHcTBeHO OnpebheHo.

Iloka3 ersucTeHIje KOmpou3Boaa je HemTo ciaokenuju. Heka je
S:={(a;) € ILc1A; : a; # 0, camo 3a KOHAUHO MHOTO i € [}.

Jacuno je ma je oo smeBu R-momyn (koju je 3ampaso moamonys ox P).
Hepuummeno ¢;: A; — S ca:

a, Aako je j =1

(gi(a)); = {

0, wuHaue,

3a a € A;. Ilakme, HA i-Ty KOOPAWHATY CMO MOCTABWIU eJeMeHTe u3 A;
a cBe ocraJsie koopauHare cy jemHake 0. Axo je X jemam smeBu R-momyn
u fi: A; — X, omna moxemo medumucatu f: S — X ca: f((a;)ier) =
> icr filai). Oma cyma je 3ampaBo komauna, jep je, 3a cBakm (a;)ic; € S
caMO KOHAYHO MHOTO KOOPAMHATA PA3JIUYATO O HyJe. JacHO je ma je
sa cparo i € I (f o g)(a) = f(a(@) = X, fi(aila)); = fila) (womo
Cy OCTajle KOOpIuHATe jelHakKe HyJau). [lojaCHUMO 3aMTO MMaMO jeIuH-
crBenoct Tor f. Heka je F': S — X ma koju xoMoMOpdU3aM 3a KOjU BasKU
Fog;=fi3acBeicl. Yronuro je s € S, ouna je s; # 0 caMo 3a KOHAYHO

MHOTO mMHAekca ¢. Heka cy To uHAmekcu ii,...,%4,. llocMarpajMo ereMeHTe
a[l],...,a[n] € S 3anate ca:
Sin, 381 =1,
alkli =
0, nHaYeE ,
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3a k € {1,...,n}. Bumaumo mse crBapu. Hajupe, alk] = ¢;,(s;,) 3a k €
{1,...,n}. A Tarobe je s =a[l] +---+ a[n]. Crora nmamo na je
F(s) = F(a[l]) +--- + Fla[n]) = F(gi, (si,)) + -+ + F(gi, (si,))
= (Fogi,)(si,)+ -+ (Fogi,)(si,) = fi(si)) 4+ fi, (s:,) = f(s). O

3a wompomssox S momysna A; xopuctumo osmary (P,.; A; m HazmBamo
ra u JUPEKTHOM CYMOM monyia A;. Y ciaydajy OBa MOIyJIa KOPUCTUMO
ozuaky A® B. Anasorso 3a n monyia KOopucTuMo 3amuc A1 P AsH---BA,.
IIpumernMo ma y ciydajy KOHAYHOT CKyIla MHIEKca 3a objexkaT Koju ce
nojaBiyje y AepUHUIM]U KOIPOM3BOAA NOOMjaMO MCTH Ka0 U y CIydYajy
NPOM3BOaa, HO MOPYU3MU KOjU YMHE CTPYKTYPY Cy, HAPABHO, OPYTAUUjuU.

ITocmarpajmo HE3 neBux R-Momoyna m xoMOMOp@duU3aMma:
A% A8 4

3a oBaj Hu3 KakeMmo na je tauaH y A yrosuko je Ima = Ker 8. [Tpumerumo
na, ako je a = 0, Tj. xoMoMopdusam koju cse exemente u3 A’ caura y 04,
oHna je ropwmu Hu3 Tavan y A akko je 5 ,,1-17. Cuauuno, ako je § = 0,
oHna je Hu3 TavaH y A akko je a ,ua”. Crora je Hu3

0= A 23 A% 47 o,

rae cmo ca 0 O3HAUYABUIM TPUBUjaJIaH R-MOIyJ, TaYyaH y CBUM HETPUBU-
jasHuM Moy nauMa yroauko je « ,1-17, Ima =Ker S u 8 je ,ua”. OBaras
HU3 30BeMO U KPATAK TAUAH HU3.

Cneneha omnceppamnuja je monekan kopucHa. lIpermocraBumo na je Hu3
AS Al
tauan y A u meka je : A — B uzomopusam. Tana je uHus
A Doy p B0,

tauaH y B. Hanwme,
Ker(Bo0™) = (B0~ )" [{0}] = 0[3[{0}]] = 0[Ker ] = [Im o] = Im(f o a).
[Mpumernmo na cBakm xomomopduzam ¢: A — B , npousBomu” Tadan

HU3

0—>Ker¢—L>A£>Bl>Cokerq’>—>O,

rae je ¢ YKIbYUEBE (unknysuja) Ker¢ v A: ((a) = a, a 7 je 3amaro ca
7(b) = b+ Im¢. [lpumerumo jom ga mBa TAUYHA HUA3A

ABAB A 50w 0sA” A S,
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MOKEMO CIIOJUTU y LY+KU TadaH HU3:

A% A yop A i} A
Hawuwme, xako je v ,,1-1” 1o je Ker(yo8) = Ker 8 (y(5(a)) = 0 akko S(a) = 0),
a xako je 8 ,ma”, To je Im(yo B) = (vo B)[A] = v[B[A]] = v[A"] = Im~.

W3 nBa TpumBHMjasHO TavHA HU3A

054 450 u 0-BY3 B0 (7)

MOXeMO (pOpMUpATU KpaTak TadaH HU3

0sA5A40BB B0, (8)

rae je i(a) = (a,0), a p(a,b) = b. 3ampaso, ako HPUMETUMO Ia je, HA
npumep, A® 0= A, u nomamo 0 MomyJe HA KpajeBe OBUX HU30BA:

05A A 5050 u 050-BYSp o,

BUIMMO [a HABEIHM KPAaTaK TAdyaH HU3 MO0MjaMO HaJIAKEHmeM IUPEKTHE
cyMe OBa IBa HU3A, Tj. HA CBAKOj MO3UNUJU y3UMAaMO TUPEKTHY CYMY HaBe-
IEHUX MOIYJa, & XOMOMOP(U3MU Cy OHO mTo Mopajy Outu. Crora ce Moxke
npuponHo pehm na nBa HuU3A y HacTajy LEMNAILEM TayHOT HU3A Y .

OsBo je Ouna kparka MoTUBanuja 3a cienehy Teopemy.

Teopema 30. Heka je 0 — A’ % A 5 A” — 0 «kparak Tauan Hu3. Cnegehin
YC/IOBU CY €KBUBANEHTHU.

1. NMoctoju n: A — A’ Tako ga je nop =ida.

2. Mocroju n: A — A’ Tako ga je (A,n,€) nponssol mogyna A’ n A”.

3. Noctoju v: A” — A tako ga je cov = idy».

4. Moctoju v: A” — A Tako fa je (A, u,v) konpoussog mogyna A’ n A”.
5. MNoctojen: A— A" nv: A" - Atako paje pon+voe=1idy4.

JHoka3. 1. — 2. JlokakuMo Hajupe ga je orpaHudeme (PeCTPUKIN]A)
€|kern: Kern — A” msomop¢usam. Y 1y cBpxy, Hera je a” € A”. Kako
je € ,Ha”, To moctoju a € A Takas na je €(a) = a”. Hapasmo, TO a He
MoOpa OuTu y je3rpy Of 7], ajid MaJio ra , KOPUryjMo”, Tj. yOUNMO eJIeMEHT
ap = a — pu(n(a)). Karo je eopu = 0, 10 je u €(ag) = a”, Ocum Tora
nao) = n(a) — n(u(n(a))) = n(a) —n(a) = 0, na ag € Kern, re je napeneno
orpaHndeme 3ancra ,Ha . Yroauro ce a € Kern npu e caura y 0, Tj. ako
a € Kere N Kern = Imp N Kern mvamo na je a = p(a’) 3a mero o/ € A,
a takobe je mu 0 = n(a) = n(u(a)) = @/, ma je a = pu(0) = 0 u moGusn cmo
TPaKeHN M30MOpPQU3aM.
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Hera cy ¢: X — A’ u ¢p: X — A” xomomopdusmu R-momymna. Tpeba
MOKa3aTu Aa MOCTOjU TAYHO jemaH xomomopduzam f: X — A rakaB ma je
nof=¢mueceof=n1). Tpakern xomoMoppuszam [ 3amajemo ca:

f(@) = n(9(x)) + (elicern) ™ (W (@)

Kaxo (€lkery) " ($(2) € Kern miano na je n(f(x)) = n(u(d(x))) + 0 =
¢(z). Taxobe je e(f(x)) = e(u(é(x))) + ¥(x) = ¥(x). Hda bucmo moxazann
jeIMHCTBEHOCT, mpeTmocTaBuMo na je F: X — A xomomop¢uzam 3a KoOju
Basxkn NoF = g m eoF = 1. Tana 3a cBaru € X nobujamo na F(z)—f(x) €
Kere N Kern, a rope cmo moka3anu na je Taj mpecek TpUBHjasaH. 1o
3aBpIlIaBa IOKA3 jeAUHCTBEHOCTH.

2. = 1. Iakme, umamo mpomsson A’ +- A 5 A", a tarkobe u mpousson
A& A A7 B A7, Crora noctoju mzomopdusam 0: A — A’ x A” 3za
KOju Bask; p1 o0 =n u pa o = €. Iarue, 0(a) = (n(a),e(a)) u, 3a o’ € A"
0(u(a’)) = (n(pu(a’)), e(u(a’)) = ((nop)(a’),0). Ho, 6 je mzomoppuzam u
meroBo cyxkeme 0: Kere — Kerpy je rakobe m3omoppuzam. Hamme, aro je
a € Kere, onna je pa(0(a)) = e(a) = 0, na HABEIEHO CYKEHE 3aUCTA IOCTOJU.
Hapasno, u cyxeme je ,1-17. Komauno, ako je (a’,a”) € Kerps mocroju
Hero a € A (0 je ,ma”) takso ma je H(a) = (a’,a”). Ho, 0 = pa(a’,d”) =
p2(0(a)) = €(a), Te a € Kere, Te je cysweme u ,,ma”. Jacuo je na je Kerpy =
A’ x {0}, Te 8 ocrBapyje nzomopduszam usmehy Kere = Impu u A’ x {0},
Te omma KoMmmo3aunuja 6 o ;1 octBapyje mzomopusam msmeby A’ m A’ x {0}
obnwmka a' — ((nop)(a’),0) u komauno mobujamo ma je w = nopu: A" — A’
nzomopousam. Ako 3a ' o3HAUMMO Kommosumumjy w™lon: A — A’ mobujamo
majenopu=(wlonop=wlomou) =wlow=idy Te cMo mOGUII
TpasKeHN XOMOMOD(U3aM.

Yuraonmma ocTaBbaMO Oa 3a BEKOy IO aHAJOTUJU OOKAXKY & BAKU
€KBUBAJIEHIINja 3. <= 4.

5. = 1. llarne, nocroje n: A — A’ mv: A” — A raro na je pon+voe=
id4. KommnonosameM ca u ca mecHe cTpane (NMpeTKOMMNOHOBareM) noGujamMo
ponopu+voeou=pu Karo je eopu =0, nobujamo ponou=pu. Ho, u je
»,1-1” ma cmemu ma je nopu =idy (yBepure ce y 0BO).

5. = 3. JennakrocT u3 5. KOMIOHYjEMO caza ca € ca jJeBe cTpaHe (MOCTKOM-
noHyjemo) 1 mobujamo eopon+eovoe = €. Kako je eop = 0, nmamo eovoe = ¢,
Ia U3 YnmeHune na je € ,Ha’ nobujamo € ov =idgs (yBepure ce 3amro je
OBO 3aMCTa TaKoO).

3. = 5. Tlocmarpajmo xomomopduszam £ =idg —voe: A — A. TlocTtroM-
MOHOBameM ca € nobujamo eof = e—eovoe =c—¢e = 0. OBO HaM roBOpPHU 1a
jeIm¢& C Kere = Im pu. Kaxo je p ,1-17, moctoju ¢yurmja p~t: Imp — A’,
ma MoxkeMo mepurucaTH GyHEmUjy = p ' of. Kako je (nou~!)(a) =a 3a
cBe a € Imp, umamo na je pon=popu o& =¢=1idy — voe, ma nobujamo
pon+voe=idy.

OcraBpamMo ynTaonuMa 3a BekOy na moraxky ma 1. = b. m|
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ITocaemuma 31. Heka je m: A — A TIPOJEKTOP, Tj. Heka 3afj0OBOJbaBa YC/IOB

72 =m. Tapaje A= Imn @ Kerr.

Ioxa3. IlocmaTrpamo kpaTak Tavyan HU3
0= Kerm 2 AS Imm — 0.

Hapasno, i je yrmbyunBame, a € je Cyeme oI M TOOUjeHO CMambUBAHKHEM
komoMeHa. MoskeMo nepurucaTy yribydewme v: Imm — A, 1j. v(a) = a. Ako
jebelImm, je b= m(a)3amero a € Au e(v(b)) = n(r(a)) = 72(a) = w(a) = b,
na je eov =idig,. Crora je, mo mperxonuoj reopemu A = Kerm @ Im7w. O

Ho, mocsermmo ce jomr masmo osom mpumepy. Hammve, m Kerm u Im 7 cy
nmonMonysu on A u MoskeMo GOpMUpATH CYMY TUX HOAMOIYJIa. [lokaskmMo
na Basku caenehwm cras.

Cras 32. Heka je m: A — A npojekTop Kao y npeTxofHoj mocneavuwn. Taga
Baxu cnefehe.

(1) Kerm 4+ Im7 = A4;
(2) KermrNImm = {0};

(3) Ceaku enemeHT a € A Ce Ha jeAVHCTBEH HAUMH MOXE M3PasnTn y 0BNUKY
a=z+y rlerz€KermrnyecImm.

Ilokas. Heka je a € A. Tana a—m(a) € Kern. Hanmve, 7(z) = m(a)—7%(a) =
m(a) — w(a) = 0. Harne, umamo nma je a = (a — w(a)) + 7(a), npu yemy
a—m(a) € Kerm, a m(a) € Inm u nokazanu cmo na Baxu (1).

Yromuro a € Kerm N Im7 nmamo na je a = w(z) 3a mexkn z € A, jep
je a € Imm, kao u ma je w(a) = 0, jep je a y jesrpy. Ho, tama mmamo
0= m(a) = 7(n(z)) = 72(x) = n(z) = a u norazamm cmo (2).

Komauno, ako je a = x+y =2’ + 9, rme z,2’ € Kerm, a 3,9 € Imm,
ouna ¢ — ' =y —y € KerrNIm7 = {0} u norkazann cmo n (3). O

Kopucruhenmo ad hoc o3uaxy + 3a oBaxBy cymy u 38ahemo je YHYTPAIII-
IbA IMPEKTHA CYMA. Ilakne, A = Ker 7+Im 7. Ommruje, ako je A; dpamu-
nmja mommomysa om A, omma +icrA; o3HAUABA CyMy TOAMOIYJA 32 KOjY
BayKU [1a CE€ CBAKU EJIEMEHT T€ CyMe Ha jeIUHCTBEH HAUWH MOKE MPUKA3ATU
y ODJIMKY cyMme ejieMeHaTa U3 THUX Moayiaa. Basxku ciemeha teopema.

Teopema 33. Heka je A;, i € I pamunnja nogmonyna of A, ¢;: A; — A mwuxosa
ykmbyderwa y A. Tapa cy cnefefin ycnoem eksMBaneHTHU.

(1) (A;(gi)ier) je xonpouseoh (AvpekTHa cyma) nogmogyna A;;
(2) A=+,crA; nzaceakoie I A;N(+;24;) ={0};
(3) A= +ierd:
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Hoxka3. (1) = (2). Ipernocrasumo nma je A’ = +,c74; # A. Kaxro je A
Kompomu3so nmoaMonyia A;, To nocroju tauno jemuo : A — A/A’ Takso na
je fog =03acse i€ I. Ho, To Huje Tauno. U myma mopduszam Koju
CJIMKa CBe ejeMeHTe u3 A y Hydy U cTanmapmau mopduszam p: a — a + A’
UCIyHaBajy oBa mBa ycioBa, a p # 0, jep A/A’ uuje TpuBujaman momy.

IIpernocraBumo na je 3a Heko ¢ € I: A; N (+;2:4;) # {0} u mera je b # 0
HETPUBHUjaJaH eJeMeHT u3 Tor npeceka. Crora je b= aj, +---+a;, 38 Heke
J1s- -+ Jn pazauuure on i. Hepunummmo fi: Ap — A ca:

¢, axro je k=1,
fe=9"

0, UHaJe.

[Mo mepuuUIUMju KOmpowsBoma ciemu na moctoju jemuHcTBen f: A — A
TakaB ma je foqr = fr 3a cBe k € I. To 3uaum na je f(b) = f(g: (b)) =
fi() = b u f(a;,) = f(g5.(a;,)) = fj.(a;,) = 0 3a cBe s = L,n, na je
flaj, +---+a;,) = 0. Hobumm cmo ma je b = 0 u Ta KOHTpaAUKLIUja
3aBpIIaBa JOKa3 OBE UMILINKAIL]jE.

(2) = (3). 3mamo ma je A = +,c7A4;. IIpernocraBuMo na OpuKa3 eaeMe-
Hata u3 A y oOJIMKY CyMe ejleMeHaTa M3 TUX IOAMOLYJa HUje jeINHCTBEH.
To 3mauM ma UMaMo jeTHAKOCT a4, +- - -+a;, = b;; +---+b; 3a Heke i1,...,0p,
opu 4eMy a;,,b;, € A;,, a MeDy muma Moxe OUTH U OHUX KOJHU Cy jeTHAKU
Hyu, aau 3a 0ap jemHo s je a;, # b;,. Tana mmamo jemuaroct:

Ai,Da;, — b, = Z(bzk — (Lik) S +j;£iAi«
k+#s

akne, nMaMO eJIeMEeHT Pa3JUYUT OJ HyJie KOju Ce HAJA3U Y TPUBUjATHOM
npecery. Ta KOHTpaAWKIUja 3aBpIIaBa MOKA3 OBE MMILJIIUKAI]E.

(3) = (1). Heka je Y mpomssosman monyn u f;: A; — Y mpowusBosmsHU
xomomop¢uamu. Tpeba nmorazaru ma mocroju Tavao jeman f: A — Y rako
na je foq; = f; 3a cBe i € I. Tpaxkeno [ mepunumenmo wa ciaenehu mauv.
Hera je a € A. Karo je A = +icrA;, 10 je a = a;, + -+ + a;, 3a Heke
i1, --yin U a;, € A;,. Tana craBmamo na je f(a) = fi,(ai,) + -+ fi, (an).
OBo jecTe xoMoMop@dusam monyiaa. Hajupe, ako je r € R, ouna je rea =
rea; + -+ rea; , Ipu uemy rea; € A;, , jep cy oBo mommonynu oxn A.
Crora je

flrea) = fi,(reai) + -+ fi,(rea;,) =ref(ay)+---+refla,)
=re(flai,) +--+ flai,)) =71 f(a).
Ilokas na je f(a+b) = f(a)+ f(b) ocraBmamo unraounma 3a BexOy. Ilakie,
f jecre xomomopduzam momyna m jacuo je ma je fogq; = f; 3a cBe i €

IOmMTO CMO Ta YyOpPaBO TAaKO M Ae(rHHCAIA. 3a NOKA3 jeTUHCTBEHOCTH,
npernocTaBuMO na je g: A — Y Heku xoMOMOp(M3aM 38 KOjU BAKU: §O¢; =
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fi. Yronuxro je a € A, ouzna je, ka0 u rope, a = a;, + --- + a;, , 38 HEKe a;,
na je

gla) =g(ay, + - +a;,)=gla,) + -+ gla;,) jep je a xomoMopPpu3am
= 9(qi, (aiy)) + -+ 94, (ai,) = (90 ¢, )(ai,) + -+ (g°¢,)(ai,)
= fi(ai,) + -+ fi(ai,) = f(a).
OBuM je 3aBpIIEH U AOKA3 IOCJEIbe NMILIUKAI]E. O

Y mameMm panxy hemo u yHyTpamsy AUPEKTHY CyMy mommonynia A; o3-
HauaBatu ca P, . ; 4;, a cBakako e HAM U3 KOHTEKCTa OUTH JACHO YKOJIMKO
ce paul O HOj.

icl

Hepunumuja 34. Heka je A nesu R-mopyn n S C A. lMoamoayn TEHEPVICAH
cKynom S je HajmMarbM MOAMOAYN Koju cagpxu S kao cBoj noackyn. Ako je S
KOHauaH, OHJa 3a TakaB MOAY/ KaXeMo [a je KOHau4HO reHepucaH, a ako je jef-
HOUNaH, OHJA KaXeMO [a je UMKNnYaH.

CraB 35. Heka cy A n S kao y npetxoAHoj AepunHuumjn. Tapa je noamoayn B
reHepucaH ckyrnom S:

B = {Z reea: S’ je koHauaH noackyn o S,r, € R} .
a€eS’

IToka3. OBo je jeqHOCTaBHO, OCTABJ/HAMO YUTAOIMMA 33 JAKy BEXOY. m|

IIpumerumo ma ce 3a TpuUBHjaJaH MOAYJI MO:KE Y3€TU OA MY je€ CKYII
reHepaTopa Mpa3aH, ajd U jeTHOWJaH — cacToju ce camo ox 0.
Baxu cnemeha Beoma KOpuUCHA KapaKTepPU3AINNja MUKIAYHUX MOIYJIA.

CraB 36. Jlesu R-mofyn A je uMknumuaH ako n camo nocrtoju nesu ugean Iy R
Tako fa je A R/I.

Iokas. Hapasro, u3 npumepa [20] 3HaM0 na je CBakM JI€BU UAeas MOX-
MOIyJI IPCTeHa y KoMe ce Haxaszu. Ho, R/I jecTe muknuuan, TreHEPUCAH je
enemenTtoM 1+ 1: 3aceer € Rjer+I=re(1+1).

Heka je A nmknanuan neBu R-MOIyJ U HEKa je OH M€HEPUCAH €JIEeMEHTOM
ag. To 3uaum na je A= {reag:r € R}. llocmarpajmo ¢pyuruujy ¢: R — A
3azaty ca ¢(r) :=reag. Mmamo ma je

dr+r)Y=(r+1)eag=reag+1r" eag = d(r) + &(r').
Taxrobe, ¢(s:1) = (s:1)eag = se(reag) = sep(r). Crora je ¢ xomoMoppusam

neBux R-momymna. Jacuo je ma je ¢ ,uma”. Tana je Ker ¢ umean y npcreny
R, a Ha OCHOBY TeopeMe nobujamo uzomopduszam R/Ker ¢ = A. O
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3 ®yuxrop Hom
Hajuope yBoanmo mojam bGumomyia.

Hepuuumuja 37. Heka cy R 1 S npcrenu ca jearHunuyom. Ako je A jedaH nesu
R-mopyn v fechn S-modyn, oHfa kaxemo fa je A jepan (R, .S)-6umopyne ako 3a
ceer €R,s€S5, a€ Apaxu: (rxa)xs=rx*(axs).

Kareropujy cBux (R, S)-6umonyna osmaumhemo ca gMg. Ilpumernmo
na je csaku jesu R-monmyn 3amnpaso jeman (R,Z)-6umomyn. Cuauuno ce
U JEeCHU MOZAYJIU MOry Bumetu kao oOwmmonyau. Csaru (R, S)-Gumomyn
MoskeMo upeHTupuroBatu ca (S°P, R°P)-6umonysisom. Morao Ou ce yak u
(R, S)-6umonyn muentupuroary ca gesuM (R x S°P)-momysoMm, anu umak
to mehemo pamuru. IlpuMerumo camo ga ce, y CaIydajy KOMYTATUBHOT
npcrena R cBaku seBu R MOIyJ MOKe BUIETHM HE CaMO M Kao mecHu R-
MomyJd, Hero u kao (R, R)-Oumonmyn. Pamu jenqHocTtaBHOCTH O3HAKa, KO-
puctrhiemMo O3HaKy - W 3a JEBO W 3a NECHO NEjCTBO, NOK NEeMO O3HAKY 3a
MHOMKEH-€ y IMPCTEeHY MU30CTABILATHA KA IOJ MOKEMO.

Heka je A €gMg, B egMr. Tanma ma AGenosoj rpymu Homp(A, B)
MoskeMo 3anatu cTpykTypy (S, T)-monyna na ciaenehu mauun. Axko je s €
S,teT, $ € Homp(A, B), ouna s-¢ u ¢ -t neduHUIEMO CAa:

(s-¢)(a) :==o(a-s), (¢-1)(a) := ¢(a) - t.
Tpeba nposeputu na s- ¢, ¢ -t € Hompg(A, B).

(s-9)(a1 +az) = ¢((a1 +az)-s) = d(ar-s+az-s)
=d(a1 - s) + ¢(az - s) = (s~ @)(a1) + (s ¢)(az);

(s-0)(r-a)=¢((r-a)-s)=¢(r-(a-s)=r-¢la-s)=r-(s-¢)(a);
(¢-t)(a1 4 az) = dlar + a2) - t = (¢(ar) + ¢(az)) - t
=¢(a1) -t + ¢(az) -t = (¢ - t)(ar) + (¢ - t)(az);
(p-t)(r-a)=9¢((r-a)-t)=¢(r-(a-t))=r-dla-t)=7r-(¢-t)(a).

ITposepasamo na au je Hompg(A, B) nesu S-momy.

M1. (s-(¢1+ ¢2))(a) = (¢1 + d2)(a-s) = ¢1(a-s) + ¢2(a- s)
= (s ¢1)(a) + (s-g2)(a) = (s~ ¢1 + 5 ¢2)(a);
M2. ((s1+s2) - d)(a) = d(a- (s1+s2)) = da-s1+a-s2)
=¢(a-s1)+ ¢(a-s2) = (s1-d)(a) + (s2-¢)(a) = (s1- ¢+ 52 ¢)(a);
M3. ((s152)¢)(a1) = ¢(a(s152)) = d((a-s1)-s2) = (s2:¢)(as1) = (s1-(52:9))(a);
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M4. (1s - ¢)(a) = ¢(a- 1s) = ¢(a).
ITposepy na je Hompg(A, B) necau T-Moxyn ocTaB/baMo 3a BexOY.

Taxobe Tpeba mpoBepuTu ciarame OBUX HejCcTaBa:
((s-9)-t)(a) =(s-d)(a) t=o(a-s) t
(s-(¢-1))a) =(¢-t)(a-s)=da-s)-t.
Saucra je (s-¢)-t=s-(¢-1).

Heka cy matu momymnu A, A1, As, A3 €gMs; B, Bi,Bs, B3 €My u xo-
MOMOP (pU3MU ¢ € HOIDR(Al,AQ), ’(/) S HOHIR(AQ,A3); K € HOHIR(Bl,Bg),
A € Hompg(Bs, B3). epunumemo

¢*: Homp(As, B) — Hompg(A;, B)
ca ¢*(a) == oo ¢ 3a a € Homp(A1,A2). Amasorno ce mepunumy * u
(oo)".

Heka € Hompg(As, B). Tana je
(ho@)"(B)=Bo(Yog)=(Bov)od=0a¢"(Bor))=¢"(¥"(B)) = (¢" o ¥™)(B),
na je

(Yog) =g o™
Yromuko je A1 = Ay = B= A u ¢ =ids, umamo na je id%(a) = aoidy = a,
na je

ldj‘ = idHomR(A,A)~

Ilepmanmemo
k«: Homp (A, B1) — Hompg(A, Bs)

ca: ky(0) := ko0, 3a 6 € Homp(A, By). Aranorso ce ne¢pusunry A, u (k).
Hera 6 € Hom(A, By). Tana je

(Aow) % (6) = (Ao r) 08 = Ao (k0 6) = Ao (k.(6)) = A (ra(6)) = (Aur)(0),
na je
(Ao K)yx = Ax O Ky
Yrouuko je A=A = By = By u k =1id 4, umamo na je (ida)«(0) =idaob =
0, ma je
(ida)« = idHom 4,4)-

Hexka je C ma roja kareropuja. Moskemo nepuaucaTy OIMO3UTHY KaTe-

ropujy C°P ca: O(C°P) = O(C), Homeor (A, B) := Home(B, A), fo°Pg:=gof.

KpaTtro peueno, omosuTHa kKareropuja ce mobuja ol IMOYETHE KATETOPUje
,0bprameMm” cBux crpeauna. Axo cy C u D mMa kKoje Kareropuje, oHma
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je ¢ymrrop F u3 rareropuje C y rareropujy D, y ozmamum F:C — D,
npunpyxusame O(C 3 A — F(A) € D upn yemy Basku na je F(go f) =
F(g) o F(f) xanx ron moctoju go f, kao n F'(14) = 1p(a) 3a cee A€ C. 3a
¢yurTOp F': C°P — D raskeMo u na je jenan KOHTPABAPUJAHTAH (yHKTOD
u3 C y D (3a obuuan GpyHKTOD ce Kaxke U Ha je KOBAPUJAHTAH).

Cana moskemo ¢popmynucatu cienehy teopewmy.

Teopema 38. Heka A egMig, B €xMr. Taja je npuipyxusatse
X s Homp(4,X), (X 2 7)) (Homp(A, X) 2% Homp(A,Y)

JjenaH koBapujaHTHU dyHKTOp U3 KaTeropuje RN y kaTeropujy sMr, a npuapyx1Bate

X s Homp(X,B), (X V) (Homg(Y, B) 2> Homp(X, B)
jedaH KoHTpaBapujaHTHU yHKTOp M3 KaTeropuje rMs y kaTeropujy sMr.

IToka3. 3ampaBo CMO CKOPO CBe IOKa3aju y OperxonHoj muckycuju. Oc-
TAJIO je caMo [Oa Cce HOKaKe 1a CY ¢, 1 ¢F xoMoMopdusmu oarosapajyhux
Momyaa. JIOKaKUMO TO 3a (.

Iakne, Tpeba NOKa3aTu na je ¢.(s-a) =s-d«(a), 3a s €S u ¢ (a-t) =
o«(a) - t, 3a t € T. Hera je a € A.

Pu(a-t)(a) = (¢ o (a-1))(a) = d((a-t)(a)) = ¢(afa) - 1)
p(afa)) -t = (du(a))(a) - t = (px(a) -)(a), ma je gu(cr-t) = Pu(a)-t.

Ilokas 3a ¢* ocraB/paMO YUTAONUMA 33 BEXOY. O

CBe OBO mMTO CMO paauiayd MOTJIO je Ja Ce NPUMEHM U Kajaa UMaMO
cutyanujy y K0joj cy A u B necau R-monynu, Tj. y ciaydajy ma pasMaTpamo
Hompg (A, B), roe A €s9Mp, a B €rMp, HO TO Cce MOKE CBECTU HA MIPETXOTHO
TaKO IMTO UAeHTUPUKYjeMO sIMp ca popMger U 7IMp ca popMypop. OcTani-
jamMo uymTaonuma (opMmynanuje u nposepe Tux TBphema (AupexkTHO, Ge3
ose muentudurammje). To je mobpa, Mama MO¥IA MAJO NOCANHA BEKOA.
ITobpo je ma To Hap jemuom ,,npobe Kpo3 pyky” .

Teopema 39. Mocmatpajmo npcteH R kao jepad (R, R) moayn (kopuwhiersem
MHOXeHa y camMoM npcTeHy). Ykonuko je B €gMg, onpa je Hompg(R, B) €gMis
1 noctoju npupodaH usomopgusam Homp(R, B) = B.

Hoxra3. Hepunnmemo pyurmujy Fp: Hompg(R, B) — B ca Fp(¢) := ¢(1).

Fp je xomoMop¢uzam Monyna.

Fp(o+¢) = (0 +¢)(1) = (1) + (1) = F(¢) + Fp(v);
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Fp(r-¢)=(r-¢(1)) =¢(l-1)=¢(r) =7-¢(1) =7 Fp(9);
Fp(¢-s)=(¢-s)(1) =¢(1) s = Fp(¢) -s.

Fg je ,ua”. Heka je b € B npoussoman. lepunumenmo ¢ € Homg(R, B) ca:
o(r) == r-b. OBako meduHUCAHO ¢ jecTe XOMOMODP(PU3AM JIEBUX MOLYJIA.
Hamve, ¢(r1 +r2) = (r1+172) - b=11-b+7r2-b = ¢(r1) + ¢(r2); Tarxobe je
¢(rr1) = (rr1)-b=r-(r1-b) =r-¢(r1). Karo je Fp(¢) =¢(1)=1-b=0b, To
je Fp ,ua”.

Fp je ,1-17. Heka je Fp(¢) = Fp(v). Tana je ¢(1) = ¢(1). Aro jer € R
npousBosman, uMaMo ma je ¢(r) = r - ¢(1) = r - (1) = ¢¥(r), na je 3aucra
¢ =1

IMpupomuoct. Hera je a: B — B’ xomomop¢uszam monyna. Tpeba mokazatu
na BaskU jemHakocT: aoFp = Fproa,. Y Ty cBpxy, Heka je ¢ € Hompg(R, B).

(a0 Fp)(¢) = a(Fp(9)) = a(¢(1)) = (a e ¢)(1) = au(d)(1) = Fp(a.(¢)) = (Fpr 0 a.)(¢). O

Teopema 40. Heka A, A,egMg, B, B;egMr, 3ai € 1. Taga nocToje npupoaHu
nsomoppusmn (S, T)-6umoayna:

Hompg (A, ILier B;) = e fHompg(A, B;), Hompg(®icrAi, B) = IlietHomp (A;, B).

IToka3. OBo nako cieau u3 CBOjCTaBa IPOM3BOIA WM KOMPOU3BOAA: XOMO-
Mop(@u3aM y TPOM3BOJ je MOTIHYyHO onpeheH KOMIOOHEHTaMa U CIUYHO 34
KOOPOU3BOM. O

Heduraumuja 41. lpernoctasumo Aa je F': C — D koeapujaHTaH dyHKTOp 13
Heke KaTeropmje Modyna y Heky KaTeropujy Modyna. Taja Kaxemo Aa je oH JIEBO
TAYAH aKo KpaTak TauaH Hus y C

0-A B AS5A" 50 (9)
npeBoAn y TayaH Hus y D

F(e)

0— F(A) 28, p(a) F(A").

Y cnyvajy pa je I’ koHTpaBapujaHTaH (YHKTOP, KaXemo Aa je NIeBO TayaH ako
kpaTak TauaH Hu3 (20) npesoan y TauaH HKU3

F(e) F(p)

0— F(A") F(A) F(A").
Teopema 42. O6a dyHkTopa pasmaTpaHa y Teopemu [38| cy neso Taunn.

Iloxa3s. IlorpebHO je camo mokasatu ma cy ciaenehu HU30BU TAYHU:

0 — Homp(B, A’) £ Homp(B, A) < Homg(B, A”) (10)
0 — Homp(A”, B) < Homp(A, B) “~ Homp(A', B) (11)
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Ho, Mm cMO MMIOIMIUTHO HPAKTUYHO CBE OBO MOKa3aju MOKa3yjyhu Teo-
pemy [B0] Ausm, ypamumo To umak cala U eKCIUIUITHO.

Yromuko je uy(¢) = 0, To 3maum na je po ¢ = 0, te je, 3a cee b € B:
w(p(b)) =0, Te u3 unmennne na je p ,,1-17 caemu na je ¢(b) = 0. Crora je
¢=0wu u, je ,1-17. Yronuro je €.(¢) = 0, To 3naun na je eop =0, Te je
Imvy C Kere =Impu. Crora 3a cBaku b € B nocroju (1 TO TayHo jenas, jep
je u ,1-1") o’ € A’ raras ma je u(a’) = ¢(b). Crora mmamo mepuHECAHY
¢ymrmmjy 6: B — A’ ca: 6(b) =d’ PLLIN p(a’) = (b). Tposepure 3a BexOy
na je § € Homg(B, A’). Tama nmamo na je p.(0) = po 6 = 1.

Yromuro je €*(y) = 0, 3a v € Homg(A”,B), Tto je yoe = 0. Aro
je o € A", rako je € ,ma”, To mocroju a € A rako ma je a’ = e(a),
na je v(a) = y(e(a”)) = (yoe€)(a') = 0, nma je zanpaso v = 0. YKOIMKO
je p*(¥) = 0, 3a ¥ € Hompg(A,B), o je Y ou = 0. To 3maum na je
orpanndene ¢ Ha Im pu = Kere jeqnarko mynu. Crora MoxeMoO nepuHUCATHI

xomomopduzam ¢: A/Kere — B ca: 1(a + Kere) := ¢(a). Hammve, aro je
a+ Kere = a1 + Kere, ouna je a —a; € Kere, na je (a —ay) = 0, e je
¥(a) = (a1). Iposepure ma je ) xomoMop¢u3am Monysta. Kako je € ,ua”,
T0 mocroju uzomoppuzam € : A/Kere = A” koju a+Kere cnura y €(a). Hera
je 8 =1 oe ! € Homp(A”, B). Heka je a € A. Tana je

0(e(a)) = (& (e(a)) = P(a+ Kere) = ¥(a).
Haxie, €*(0) =0 oe=1. a

4 ®Pyunrrop

Buno 6u xopucHO ma Cy YMTAOIM YIO3HATU Ca TEH30PCKUM IIPOU3BOAOM
AGenoBux rpyma, HO TO HUje HEONXOIHO Yy OHOME IITO CJEIU MOUITO hemo
cBe m3BecTu ab ovo.

Heduanmnuja 43. Heka A egMg, B €sMr. HepmHuwemo A ®g B, TeHsopckn
npoussof o A u B wap S Ha cnepefin Hauun. Heka je F(A X B) cnobogHa
AGenosa rpyna ca ckyrnom renepatopa A x B. [Mocmatpamo noarpyny R(A x B)
OBE rpyrne reHepucaHy efieMeHTUMa:

e (a1 +az,b) — (a1,b) — (ag,b), a1,a2 € A, b € B;
e (a,by +b2) — (a,b1) — (a,b2), a € A, by, by € B;
o (as,b)—(a,sb), ac A, beB,se§.
A®gs B:=F(Ax B)/R(A x B).
Cras 44. Ha AGenosoj rpynn A ®¢ B 3apajemo ctpyktypy (R, T)-6umopfyna ca:
r-(a®b):=(ra)®b, 3aa,€ A,be B,r€R
(a®b)-t:=a®(bt), 3aac A,be B,teT.

Ca a ® b o3HauaBamo knacy enemenTa (a,b) € F.
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Joka3. Kako je ckyn remeparopa 3a F(A x B) ckyn A X B, 10 je cBakru
enement u3 F(A x B)/R(A x B) runaca enemerra (aq,b1) + -+ + (ag, by) —
(ak+1,bp+1) — - — (an, by) 38 Heke a; € A, b; € B, 1j. nobuja ce cabupameM
U omy3uMameM Kiaca ejgeMmeHarta (a;,b;), Tj. cabupameM U OLy3UMAHEM
a; ® b;. Iarne, enementu obnuka a ® b, 3a a € A u b € B cy reneparopu
oBe rpyme. Ho, HE MOCTOjU jeIUHCTBEHOCT NMPUKA3a €JIEMEHATA U3 T'PyIe
F(AxB)/R(AXB) y 0BOM 06IUKY, Tj. MOXkKE C€ NECUTH AA UMAMO jeIHAKOCT

a1 @br+- +ap @by —apt1 @by — - —an @by
=ad) @b+ +a@b—a Qb —--—a, @b, (12)
npu yeMy ce HU Opoj cabupaka ca JeBe M AEeCHE CTPaHe He MOpa MOKJIa-
maTy, HUTU 3HAI caMUX cabupaka, HUTU HojenuHu cabupiu. Ako 6ucmo

KOPUCTUJIN CYMy Ca JieBe CTpaHe, OHAa OMCMO MHOKEHEM Ca T CJIeBa M0-
oMM eJIeMEeHT

(ra1) @ by + -+ + (rag) ® by, — (rag+1) b1 — -+ — (ray) by, (13)

a axKo OMCMO KOPUCTHJIU CYMy ca IOECHe CTpaHe, NOOMIM OMCMO eJeMEeHT

(ray) @ by + -+ 4 (ra)) @ by — (rajy) @ by — -+ = (ray,) @ b, (14)

U MOPAMO Ce YBEPUTH Ja Ce PAau O UCTOM ejeMeHTy. Ho, mra 3Haun TO
na umamo jemnaroct (12)? To sampaso 3maum na

(a'lvbl) +- (ak;bk) - (ak+17bk+1) -t (anvbn)
— (a1, by) =+ = (ag, b)) + (aj41, bigy) + -+ (agy, b)) € R (15)

Jemnakoct enemenara (|13|) u (14)) exsuBanenTna je ca

(rai,br) + -+ (raw, by) — (rags1,bp+1) — -+ — (ran, by)
- (ra/lv b/l) - (Ta;7 b;) + (ra';Jrl’ b2+1) +o 4+ (Ta/mﬂ b;n) eR. (16)

Osae tpeba obparuTy naxkmy Ha yumenully na je R(AXx B) C F(Ax B) u
na cy y F(A x B) enementu (a,b) CJIOBOJHU reneparopu, na Mehy muma
HEMa HUKAKBUX Be3al

IMokaxumo na ako » . +i(z1,y;) € R(A x B), ouma u ), +,(rz;, y;) npu-
nana R(A x B), 3a cee x; € A, y; € B, r € R, +; € {+,—}. U3 Tora cnemn
na ([L5)) = (16]). Josomuo je moraszaru ma cy remeparopu y R(A x B). A

TO HUj€ TEIUIKO.

e 13 (a1 +asz,b)—(a1,b) — (az,b) € R(A X B) umamo na je (r(a;+az),b) —
(ray,b)—(ras,b) = (raj+rag)—(ray,b)—(ras,b) € R(Ax B) (kopuctunu
cvmo ma je r(ap +az) =rap +rag y A).

e M3 (a,by + b2) — (a,b1) — (a,b2) € R(A x B) memocpenuo cienn na
(ra,by + b)) — (ra,by) — (ra,by) € R(A x B).
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3 (as,b) — (a,sb) € R(A x B) mmamo na je (r(as),b) — (ra,sb) =
%) a)s,b) — (ra, sb) € R(A x B) (kopuctunu cmo nxa je r(as) = (ra)s y

OBuM cMO TOKa3aiu na je MHOKEHe ejieMeHTuMa n3 R cieBa qo6po medu-
Hucano. Ha aHAJOrHM HAUMH ce HOKa3yje Na je U MHOKEHE eJIeMEHTUMA U3
T 3necua mo6po medpunucano. OcTaBbaMO YUTAONKMMA I8 TO ypale, Kao U
Ia IOBpLIe OKa3 Aa ce oBako 3aucrta pobuja (R,T)-Gumomyd. O

Yrkoauko je S = 7Z, ymecto A ®z B kparko hemo nucaru camo A ® B.
Ha ocuoBy nmepuuunuje, y monyiny A ®g B Baske cienehe penamnuje:

(a14+a2)@b=a1@b+a;®b a® (b +b) =a®b; +a® by, (17)
3a cBe a,a1,a3 € A u b,by,bs € B, kao u
as®@b=a® sb, (18)

saceeac A, beBuses.
IToka3 caeneher craBa 0CTaBHLAMO UATAONMMA Y3 HATIOMEHY 14 j€ MOMKIA
ounrienaH, aju Ia UIak MOKYIAajy Ja CBE TO JIETO MNPOTyMade.

Crasn 45. (Z) Al ®g Ag = Ay Qgov A7
(ii) Ako A €gMg, B €sMry, C € My, oHpa je

(A®s B) @7 C =2 A®g (B®7 C).

CraB 46. Ako A €rMg u ako ce R nocmatpa kao (R, R)-6umogyn, oHpa je
R®r A=A

Hoxa3. Hepuurmemo ¢: A - RRp A ca: ¢(a) =1®a.

¢ je xomoMoOp(¢u3aM dUMOIyIIa.
Plar +a2) =1® (a1 +az) =1®@a; +1®az = ¢(a1) + d(az);

dp(ra)=1®(ra) =lr®a=rl®a=r-(1®a) =7 ¢(a).
¢as) =1 (as) = (1®a)-s=¢(a)-s

¢ je ,ma”. TeH30pPCKU MPOU3BOL je T€HEPUCAH eJIeMEHTUMA I @ a, 3a T € R
na€A Ho,r®a=1®ra=¢(ra). Kako cy cBu remeparopu y Im¢, to
je ¢ vaa” .

¢ je ,1-17. TIpernocrasumo na je ¢(a) = 0. To 3naun na (1,a) € R (Bumetn
MePUHUIM]Y TEH30PCKOT Ipou3Boaa). MoxkeMmo ma neduHuUmemMo §yHKIA)y
f: RxA— Aca: f(r,a) =ra. Aro je F(R x A) crobonaa AGesosa rpymna
ca CKymoM resHeparopa R X A, OHIa MOCTOjU jeIUHCTBEH XOMOMODQU3aM
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AGenosux rpyna f: F(R x A) — A 3a xoju je f(r,a) = f(r,a) = ra 3a cse
r € R, a € A. Ilpumerumo na je

F((r1 +72,0) = (r1,0) = (r2,a)) = f(r1+72,a) — f(r1,a) — f(ra,a)

= (r1 +r2)a —ria —rea = 0.

Canuno,

?((rval +ag) — (r,a1) — (r, 02)) = f(r,a1 +az) — f(r,a1) — f(r,a2)

=r(a; + az) —ra; —raz = 0.

Hapasro, muamo u na je f((rs,a) — (r,sa)) = f(rs,a) — f(r,sa) = (rs)a —
r(sa) = 0. Ilakne, f ciuka cBaku remepaTop ox R(R x A) y Hyxy, TIa cToTa
cavka neay ty noarpymy vy 0. Camum tum jema=1-a = f(1,a) =0.

Tume cMo 3aBpmINIM OOKA3 A& je ¢ M30MOp(U3aM MOIYJIA. O

Kopuctuau cmo na ce cBaku ejleMeHT y TEH30PCKOM npousBony A®pr B
MOKE IPUKA3ATA Y O0MURY a1 @ b1 + -+ -+ ap @ by — ak41 @ b1 — -+ - ap @by,
3a Hexke k u n u Heke a; € A, b; € B. 3amnpaBo ce CBaKM €JIEMEHT MOKE
npuka3aTu y o0JauKy 30upa egemenaTa obimka a®b, 6e3 kopumhema 3HaKa
3a OIy3UMAhe.

Hajope: 04 ® b = 0agrB, 32 cBe b € B; Ttakobe je: a ® 0p = 0ag,B 32
cee a € A. Hanwme,

0A4®b=(044+04)0b=04®b+04 ®b (ma ocuosy (|17))

u ckpahiuBamem y AGenosoj rpynu AQgr B nobujamo na je 04 @b = 0agpB-
Omasne nako ciuemu na je —(a®b) = (—a) @ b:

a®b+ (—a)@b=(a+(—a)) ®b=04®b=04g,B-

HapaBHo, Ha ucTy HAYMH MOKEMO PAIUTU CA APYIUM (PAKTOPOM y TEH-
30pckoM npousBony. Cama BUAMMO 3aIITO CE€ CBAKU €JIIEMEHT y TEH30PCKOM
MIPOM3BOLY MOKE NMpUKaszaTu y oOJuKy 30upa ememeHara obiuka a ® b.

Heka je a: A - A’y gfs u : B — By sMr. Kenmumvo na neduru-
memo a®f: AQr B — A’ ®@p B’ Taro na Oyzne (a® f)(a®b) = a(a)® 5(b) 3a
cee a € AN be B. To hemo ypamuru ua caenehu mauun. Jlepunumemo
oymrnmjy f: Ax B — A'®g B’ ca f(a,b) := a(a) ® B(b). Axo je F(A X B)
cinobonua AGesoBa rpyma ca CKymnoMm rereparopa A X B, omma moctoju
jemaucTBen xoMoMOpdusaM AbGenosux rpyna f: F(AxB) — A'®rB’, Trakas
na je f(a,b) = a(a)®B(b). Hda 6GucMo MMaIT XOMOMOP(YU3AM U3 TEH30PCKOT
IPOU3BOAA MOPAMO MPOBEPUTH Ha ce CBU ejeMeHTH u3 R(A X B) ciurajy
y HYyIy.

f((a1 + az,b) — (a1,b) — (az,b)) = f(a1 + a2,b) — f(a1,b) — f(az,b)

(1+a2®5() a(a) @ B(b) = a() B(b)
= (a(a1)+a(az)) @B(b) —aa1)@B(b) = a(az)®B(b) = 0 (ma ocrosy (17)).
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Anaznorso ce no6uja na je f((a, by + b2) — (a,b1) — (a,b2)) = 0.

f((as,b) — (a,sb)) = f(as,b) — f(a, sb) = a(as) @ B(b) — a(a) ® B(sb)
=aa)s® p — ala) ® sB(b) (o u B cy xomoMopduamMu GuMO Ly Ia)

=0 (ma ocsoBy penanuje ((18])).

Iakse, 3aucta f ciaumka cBaku edemenT u3 R(A x B) y Hy&Iy, na uHIyKy]je
xomoMmop¢uzam Abenosux rpyna (koju hemMo O3HAUUTH OHAKO KAKO CMO
wenemn) a®f: AQr B — A'®g B’. Kakro je a®b 3anpaso kraca enxemenTa
(a,b), Buommo ma je zaucra (o ® f)(a®b) = aa) ® f(b). Camo jom Tpeba
IPOBEPUTH 4 jé OBO XOMOMODP(U3aM OGUMOILyJa.

(@@ B)(r-(a®b)) = (a® f)(ra®b) = a(ra) @ 5(b)
=rofa) ® B(b) =r- (afa) ® (b)) (a je xoMoMOpPU3aM GuMoOLyIA)
=7 (a®f)(a®b).

Cnnuno ce nokasyje na je (a® 8)((a®b)-t) = (a® B)(a®Db) -t.
Yrouuko o' : A’ - A" u f': B’ — B”, ouna je
(o' ® 8) 0 (0@ )@ ) = (o ® ) ((a ® B)(a @ b))
= (o/ @ B')(afa) ® B(b)) = &/ (a(a) ® B'(B(b)) = (& 0 ) (a) @ (8" 0 B)(D),

na je (o/ ® f') o (a®f) = (a/ ca) @ (B 0 B).

Oso mam omoryhasa ma Temsopcku mpomsBon, kao 1 Hom, mocmarpamo
Kao (YHKTOD Ha ABa HAUYMHA.

1. AQs —: Y » AQY, (8: Y =2 Y )= (ilda®B: ARsY - A®sY').
2. - ®@B: A= X®B, (a: X - X))~ (a®idp: X ®s B = X' ®g B).
Jlako ce MOKeMO yBEPUTH Ja OBO jecy (KOBAPUjAHTHM) (YHKTODU.

Teopema 47. Osako 3afatv dyHKTOpK cy JECHO TAYHU, Tj.

a) 3a cBakM KpaTak TauaH Hu3 y pMg
0-A5A5A" =0
n B gy Hnz
A @ BLEE, Aoy B 2B 4 ge B 0

je TayaHy pgMr n

6) 3a cBaku KpaTak TauaH Hu3 y sMip
0B 4LBL B 0

30



nAerMg Hus
Awg B %% A 9e B9 Age B" -0

je Tavan y M.

Iokas. Ilorazahemo meo mox a). Ileo mon 6) Hokasyje ce Ha aHAJIOTaH
Hauna. Kako je eop =0, o je u (e®idp)o(u®idp) = (eop)® (idpoidg) =
0 ®idg = 0. TlomTo je € ,,ma”, To 3a cBaku a’ € A” nmocroju a € A Tako
na je e(a) = a”, ma, crora, 3a cBaku aguTuBHU reHepaTop o’ ® b 3a A” @ B
nocroju a € Aub € B rako na je (e®idp)(a®b) = e(a)®idp(b) = a”’ @b, Te je
e®idp Tarobe ,uHa”. Octaje na ce morasxke na je Ker(e®idp) C Im(p®idp).

Hera je P = A®s B/Im(np®idg). Ako je z € A®g B, ca [z] o3nauasamo
weroBy knacy y P. IHepunumemo ¢pymruujy f: A” x B — P ca:
1" def, "
f(@”,b) :=[a®b] < e(a) =a".
[Torkaskumo na je ¢pymruumja nodbpo nmedpmuuucana. Hawmme, npermocraBumo
na je €(a) = €(ay) = a”. To 3maum na je a — a; € Kere = Imp, Te mocroju
a' € A’ raxo ma je a —ay; = p(d’). Ho, To 3maum na je

a®b—a1®@b=(a—a1)®b=puld)®b=(p®idg)(d @),

naa®b—a; ®beIm(p®idg) Te je [a ®b] = [a1 ® b].

Crora f medpunwme Ha TavHO jemaH HaUMH XOoMOMOp@m3am AGeroBux
rpyna f: F(A"” x B) — P, tako na je f(a”,b) = f(a”,b), rae je, mapasuo,
F(A” x B), cnobomua AGenosa rpyna ca ckymom remepatopa A” x B. O3-
HAUMMO, Kao u paruje, ca R(A” x B) moarpymny oBe rpyme u3 nehuHANMjE
43| Tama je A” @ B=F(A” x B)/R(A” x B).

Herka ), a; ® b; € Ker(e ® idg). To 3maunm ma je ). €(a;) ® b; = 04rgp,
OJHOCHO, TO 3Haun Ha y_.(€(a;),b;) € R(A” x B). Ilokaxkumo na f civka cse
enemente u3 R(A” x B) y 0p. Hapasno, mpoBepaBaMo Ha F€HEPATOPUMA.
Hera cy af,ay € A”, b € B. Yronuro je e(a;) = af u €(az) = af, onna
je €(a1 + az) = €(ay) + €(az) = af + af, ma nmamo ma je f(ay,b) = [a1 ® b],
f(ay,b) =laz ®@b] mu f(af + a¥,b) = [(a1 + a2) ® b]. Crora

?((alllea/Q/ab) - (a/llab) - (a/Q/vb)) = f(alll+a/217b) 7f(a/1/vb) 7f((1/2/,b)
=[(a1 +a2) @b] — [a1 @b] — [as @b] = [a; @b+ as @ b] — [a; @ b] — [az @ b]
= la1 @b] + [as ® b] — [a1 ® b] — [a2 ® b] = Op.

F((a”, b1 +bg) — (a”,b1) — (a”,b2)) = f(a”, by 4 ba) — f(a”,b1) — f(a”, b2)
=[a® (b1 +b2)] — [a ® b1] — [a ® ba] = Op.



Yrouuro je €(a) =a” u s € S, ouna je e(as) = e(a)s = a”’s, na umamo na je
f(@”,b) =[a®b] u f(a’s,b) = [as ® b).

f((as,b)—(a,sb)) = f(as,b)—f(a, sb) = [as®b]—[a®sb] = [a®sb]—[a®sb] = 0p.

Haxkie, Z cauka cBaku esgement u3 R(A” x B) y Op, mro 3uauu na nobujamo
ma je m f(zi(e(ai),bi)) =0p. Ho,

?(Z(e(ai), b)) = Z f(e(ay),b;) = Z[ai ®b;] = [Z(ai ® b;)

i %

)

3

mro 3Haun na y . (a; ® b;) € Im(p ®idp). O

Teopema 48. Heka A, A; €gMg, 3ai € [, B,B; €sMp,3ai €. Taga

(P4 s B=EP (4i®s B)n Avs (D Bi) = P(A s B)).

i€l iel el icl

Ioka3. JIoka:KuMO CaMO IPBU U30MOP(PU3aM, IPYTHU Ce NOKA3yje aHAJIOTHO.
Mokaszahemo ma ((@D;c; Ai) ®s B;(qr)ker) ucnymasa yciose neguHAImje
rkonpousBoga (R, T)-6umonyna A; ®g B, 3a moroauo uszabpane XOMOMOD-
¢uzme qx: A; ®s B — (@iel Ai) ®s B, 3a k € I. Hajupe medpunummmo
Te xomomop¢uszme. [Mobumo on ¢pymrmmaja gp: Ax X B — (@iel Ai) ®s B)
neduruCaHUX ca gk(ak,b) := (ag)icr ® b, rae je

__ ag, 1=k
(ak)i = .
OAi, 2 75 k.

HanomernMo ma oOBIEe KOPHCTMMO PEAJM3any]y KONpOM3BOma Momyna A;
y 0bauky moackyma npoussona Il;crA; y KojuMa je caMO KOHAYHO MHOT'O
KOMITIOHEHATA PA3JIUIUTO O HyJe, a Olepalnuje cy Mo Koopauaarama. Tana
MMaMo jeMHCTBeHe XoMoMopduaMe Gy, : F (A x B) = (@, A;) ®s B, raxse
na je gp(ag,b) = gr(ax,b) 3a ce (ag,b) € A x B. Kao u panuje, 1ako ce
nposepu na g, ciauka cse eneMmente u3z R(Ap X B) y myny, te mobujamo
WHIYKOBaHE XOMOMOpdu3Me qi: Ar ®g B — (®i€] Ai) ®s B.

Heka je C €My, ¢i: Ai®sB — C y M. Tpeba nokasatu ma mocToju
jeIMHCTBEH XOMOMOp(U3aM ¢: (692‘61 Ai) ®s B — C TakaB na je ¢poq; = ¢;
3a cBe ¢ € [.

Hajupe nepurmmenmo pynrmmjy f: (@iel Ai) xB — C ca: f((a;)ier,b) :=
Y icr ®i(a;®b). OBa cyma je xomauna, jep je a; # 0 caMo 3a KOHAYHO MHOTO
i € I. IlomaBmamo mobpo HaMm mo3Haru nmoctymak. Ca F 03HAUMMO CJO-
Oomuy AGenoBy rpymy ca IpyIoOM I'eHepaTropa (@iel Ai) x B, a ca R non-
IPyIy T€HEPUCAHY €JEeMEHTUMa U3 Ae(DUHUIN]E FE] 3anara ¢pyurnuja f ce
Ha jeIMHCTBEH HAYWH NpOAy:kaBa M0 xomomopouszma f: F — C' AGenoBux
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rpyma. ['emeparopu m3 R caukajy ce y O¢.

Dier,b) — ((ai)ier, b) — ((@)icr, b))

(ai)ier + (@i)ier,b) — f((as)ier,b) — f((ai)ier,b)
= f((ai + @i)ier.b) — f((as)ier,b) — f((@)ic1, b)
= ¢illai+a;)®b) = > ¢i(a; ®b) — > ¢i(a; @)

~
—
—
=
S
S
<
=
m
~
+
—
Ql
&
<

el iel el

= (¢ilai ®b+a; @) — pi(a; ®b) — ¢i(a; @ b)) =

el
Z (¢(a; ®b) + ¢i(a; @ b) — ¢ia; ®b) — ¢(a; ® b)) =
iel

IMposepy 3a mpyra asa Tuma rereparTopa ocrasibaMo umrtaouuma. Crora
f munyryje xomomopdusam AGenosux rpyma ¢: F/R — C. Kaxo je F/R
sanpaso (@D;c; Ai) ®s B, o cmo nobumn ¢: (P, Ai) ®s B — C, 3a xoju
je #((ai)ier ®b) = > _,c; ¢ila; ®b). Ipumermvo na je

(poqr)(ar@b) = ¢(qr(ar®b)) = ¢((@)icr @) = > ¢i((@r)i @b) = ¢ (ar @),
i€l

ma je ¢oqr = ¢ 3a cBe k € I. JacHo je ma je ¢ OBaKO jeQUHCTBEHO 3a1aTO.
Hawnwme, ako je ¢ apyru xoMoMOp@u3aM KOju 3a00BOJBABA YCIOB ¢ oqr = ¢,
3a cee k € I, onna, 3a amurusBHU reHepatop (a;);c; ® b HAjUpe nmpuMeTUMO
na je a; # 0 caMo 3a KOHAYHO MHOrO wmHIAEkca i. Heka cy To i1,...,is. Ho,
Tazna je (a;)ier 30Up OX $ eleMeHATa KOJ KOJUX j€ KOMIOHEHTa DAa3JIMInATa
on 0 TaYHO HA jeJHO] MO3UIMjY; NPenusHo: (a;)ier = Y, a;,. JloBujamo
na je

S

¢/((ai)i€f ® b) = ZQSl i @ b Z(b qs; au & b)
=1

S

= (¢ ogi)(a; @b) = Zasu ai, @b) = ¢((ai)icr @),

1=1
. . ;. : ;o
ma ce nqobuja na je ¢’ = ¢ Ha aAUTUBHUM reHepaTopuMa, Te je crora ¢ = ¢.

Ocraje ma ce npoBepu zna je ¢ xomomopduzam (R, T)-6umonyia.

(b(?“ . ((ai)iEI ®b)) = (25((7‘@1 i€l & b Z(bz ra; &® b

iel
=Y Gilr-(@®b) = réa;@b) =r-> di(a; @b) =7-d((ar)ier ®).
iel i€l i€l

IIpoBepuTe 3a Be:kOy ciarame ca MHOKEHEM 37eCHa ejeMeHTHMMa u3 1. O
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ITpumep 49. Ilocmarpajmo kaTeropujy Set ¢BUX CKymoBa U (QYHKIMja Me
by mmma. Tama mmamo mpuponny Oujerumjy usmeby Set(X x Y,Z) u
Set(X, Set(Y,Z)). Haume, cBakoj pyuarmmju f: X XY — Z Mmoskemo npuapy-
wutn pyssnujy P2 X — Set(Y,Z) ca f4(x)(y) := z. Huje remko ysepuru
ce ma je oo Oujermuja. Ilpupommoct ce cacroju y ciaemehem. Axko cy
X', Y' 7' wexn npyru ckynosu u a: X' — X, 8:Y' =Y, ~v: Z - Z', 6u-
jexmmje 3a tpojre (X,Y,Z) u (X',Y’',Z') neno ce cnaxky ca oBuM (yHKIM-
jama y cnemehem cmucay. Axo je f € Set(X x Y,Z), onma joj moxkeMo
npuapysxutu QyHKImjy yo fo (a x B) € Set(X' x Y', Z'), rme cmo ca a X 8
osnaunnu koja X XY caura y X' x Y’ tako wro (z,y) cauka y (a(z), B(y)).
Canyuno, pyurmuju g uz Set(X, Set(Y,Z)) MokeMO OPUAPYRUTU PYHKIA]Y
n3 Set(X', Set(Y', Z")) mepunucany ca: z’' — yo g(a(a’)) o . Osmaunmo ca

(I)(X,Y,Z): S’et(X X Y, Z) — Set(X, Set(K Z))
ropenaseneny Oujernujy. Tana je, 3a cse f € Set(X xY,Z) n 2’ € X":

(I)(X’,Y’,Z’) (’Y o fo(ax 5))@/) =7° ‘I’(X,Y,Z)(f) (a(x’)) of. (19)

OBo m3riiena 3HATHO KOMIIMKOBAHWj€ HEro mTO y cymTuru jecte. IToenta
je ma je ropma Oujernuja meUHUCAHA HE3ABUCHO OX OWJIO KAKBUX m3060pa
Y CKYIOBUMAa O KOjUMA je PeY U 3aTO Ce CJAsKe Ca PA3HUM KOMIIO3UIIMjaMa.

ITposepumo jemuaroct (19)). ITo mepunnnmju nmamo na je, 3a y' € Y':

Dxryrzy(vofolaxp)(@)(y) = (vofolaxp))(a,y) =v(fla@),5(y))
C mpyre crpame, 3a 3’ € Y:

(70l(x,v.2)(f) () 0 B) () = V(P ,v.z(F)(a(a)(B(Y)) = v(f(elz), BY)))-

Ilakie, je IHAKOCT 3a1CTa BasKU.

Paznor 3amro c¢MoO y3umaJsu, Ha mpumep, mna o camka X'y X, a vy Z
y Z' neum y TOME IITO TAKBO (v, 3& CBAKO Z, MHAYKYj€ NPECIUKABAIE
n3 Set(X,Z) y Set(X',Z), nok v 3a cBako X MHIYKyje NPECINKABAKE U3
Set(X,Z) y Set(X,Z’). Kparko, Set(—,—) je KOHTPABAPUJAHTHO (0o6phie
cTpenune) 1o IPBOj, a KOBAPUJAHTHO 1O APYroj KOMIOHEHTH.

W3 oBux pasnora, ako ¢urcmpaMo Y U IOCMaTpaMoO nBa (GYHKTOPa
X = XxYuZw— Set(Y,Z)) (y3 jacHo mepuHMCAHA U IPUAPYKABAHA
dyHKIM]ja), OHIA HaBelJeHa NPUPOAHA OUjeKIurja TOBODPU A je UPBU (QyHK-
TOp JIEBO AIJYHI'OBAH npyrom (yHKTOPY, OOHOCHO, Ia je OAPYTU (PYHKTOD
NECHO AIJYHIOBAH IpBOM (hYHKTODY. &

CBOjCTBO ma HEKM (YHKTOD UMa HeMy IHeCHO (Wi JIeBO) aljyHIOBAH
¢GyHKTOD MY nOaje m3BecHe ocobuHe, anu ce Mu TuMe Hehiemo merassHO Oa-
BUTHU 300T OorpanndeHocTu BpeMena. CamMo HABOIMMO BasKHY Be3y uaMmeDy
¢pyurTopa —®gB 1 Homp (B, —): npBu je 1eBO aajyHIOBaH APYTOM, OJHOCHO
Basku cieneha Teopema.

34



Teopema 50. Heka B €s0Mtp. Tapa noctoju npupoaaH nsomoppusam Abenosnx

rpyna
Hom(g 1y (A ®s B,C) = Homg,g) (A, Homp (B, C)),

roe A €egMs n C egMr.
ITokas. Hexa je § € Hom (g 7)(A ®s B,C). Hedpumenmo
(I)(A,B,C) (9) € Hom(Rﬁ) (A, HOIHT(B, C))

ca: (®(a,p,c)(0)(a))(b) :=0(a®b). Tpeba nOKazaTH HEKOIMKO CTBADPHU.

Hajmope,

®a.B,c)(0) je xomomopduzam (R, S)-6umonyna. Hera a € A, b€ B.
(®(a,5.0)(0)(ra))(b) = 0((ra) @ b)

=0(r(a®b)) no nedpuanmmju crpykrype R-monyna ma A ®g B
=rf(a®Db), jep je 8 xomomopouzam (S, T)-monyna

=7(®a,,0)(0)(a)(b) = (- Pa,B.cy(0)(a))(b),

na je @4 p.cy(0)(r-a) =71 P pc)(0)(a). OBme Tpeba HamOMEHYTH Ha Ce
CprRTypa (R, S)-6umonyna va Homp (B, C) 3anaje ca:

(r-9)(0) :==r(0(b)), (¢-5)(b) := H(s).

ITposepure ma je oBako 3aumcra 3amgara crpykrypa (R,S)-Oumonyna Ha
Homy(B,C) n ynopenure ca THMe KaKO 3aAajeMO DUMOIYJICKY CTPYKTYDY
y ciydajy xoMoMop(du3aMa JeBUX MOmyja (modeTak omesbKa O QYHKTOPY
Hom).

(®(a,B,0)(0)(as))(b) = O(as @ b) = O(a @ sb) = (P(a,8,0)(0)(a))(sD)
= (®(a,5,c)(0)(a) - 5)(b) (m0 cTpyrTYypPM GuMomyna Ha Homy(B,C)),

na je ®a,p,0)(0)(as) = ®(a,5,c)(0)(a) - s.

(®(a,B,0)(0) (a1 + az)) (b) = 0((ar + az) @ b) = 0(a1 @ b+ a2 @ b)
=0(a1 ®b) +0(az ®b) = (P(a,5,0)(0)(a1)) (b) + (P(a,5,c)(0)(az2))(b)
= (®(a,5,0)(0)(a1) + P(a,5,0)(0)(az))(b),

na je @4 p.0y(0)(a1 + a2) = @4 5,0y (0)(a1) + a,B.c)(0)(az).

®a.B,c)(0)(a) je xomomopdu3zam necaux T-mosmysa.

(®a,8,0)(0)(a)) (b1 +b2) = 0(a® (by + b)) = O(a® by +a® by)
=0(a®b)+0(a@by) = (P(a,p,c)(0)(a))(b1) + (Pa,B,c)(0)(a))(b2).
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(®a,,c)(0)(a))(a)(bt) = 0(a @ bt) = 0((a @ b))
=0(a@b)t = (P(a,5,0)(0)(a)) (D).

® A B,c) je xomomopduzam AbenoBux rpyna.

(®(a,8,0)(01 + 02)(a)) (b) = (61 + 02)(a © b)
=01(a®b)+02(a®b) = (®a,5,c)(01)()(b) + (4, 5,0)(02)(a)) (b),

na je @4 5,0y(01 +02) = ®a,,c)(01) + Pa,B,o)(02).

®(aB.c) Je »1-17. Hexra je (4 5,0)(0) = OHom(p s, (A Homr(B,C))- TO 3HAUM
na je 3a cBako a € A: @4 p oy(0)(a) = Oxom, (B,c)- Te je 3a caxo a € A
u cBako b € B: (P4 5,0)(0)(a))(b) = 0c, Tj. 3a 6(a x b) =0 3a cBe a € A,
b € B. Kako cy oBo amuTuBHU reseparopu on A ®g B, 1o 3akmpyuyjemo na
je 0= OHom(RYT)(A®5B7C)-

® A B,C) je yHA”. Hera ¢ € Homgg) (A, Homy(B,C)). Hepurummmo
f: Ax B — C ca: f(a,b) == £(a)(h). Axo je f: F(Ax B) — C jenun-
cTBeH XoMoMopduzam AbGenoBux rpymna Koju npommpyje f, IpoBepuMo 1aa
cauka cBe enemente u3 R(A x B) y mymry.

f((al + a2, b) (al, 0,2, ) f aj + ao, ) f(al, b) (CLQ, b)
= ¢(a1 + az)(b) — &(ar)(b ) €(a2)(b) = (§(a1) + &(az))(b) — £(ar)(b) — £(az)(b)
= &(a1)(b) + &(az)(b) — &(a1)(b) — &(az)(b) = Oc.

Jlako ce nobuja u na je f((a,by +b2) — (a,b1) — (a,b2)) = Oc.

f((as,b) = (a,sb)) = f(as,b) = f(a,sb) = &(as)(b) — &(a)(sd)
= (&(a) - 8)(b) — &(a)(sb), jep je & xomoMOpU3aM necHUX S-MOIyIIa

= &(a)(sb) — &(a)(sb)

(mo mepununuju crpyrrype mecuor S-monyna Ha Homyp(B,C)) = 0¢.

Hakne, f uanykyje xomoMmop¢uszam AGenosux rpyna 0: A® B — C u Moxe
ce npoBeputu ga je to xomoMmopouzam (R,T)-monyna. Kako je, no camoj

negummmin 6(a ©b) = f(a,b) = £(a)(b), T0 jo D(az.0)(6) = ¢&.

IIpenusno pa3jammemne TPUPOTHOCTU U MPOBEPY OCTABILAMO UMTAOIMA
3a Be:kOy, jep je HOTILyHO AHAJOIHO NMPUMEPY 3a CKYIOBE. O

3amarak 3a BeKOY.
Ilokazatu na Tavnoct Hu3a R-momyna

ALASA S0 (20)
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clleou U3 TAYHOCTY HU3A
0 — Homp(B, A’) X% Homp(B, A) < Homg(B, A”) (21)
3a cBaku R-monyn B, a cinenu takobe m u3 rauHocTtu
0 — Homp(A”, B) <5 Homp(A, B) *~ Homp(4', B) (22)

3a cBaku R-monyn B. ®

PasmuciuTe Kako 61CTe MOTJIH 18 MCKOPUCTHUTE 0Baj 3a1aTak U MPETX0IHY
TeopeMy na mokaxere teopeme [A7] u [48]
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