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1 Prsteni
U ovom odeǉku, materijal �e nam uglavnom biti poznat iz prethodnih
algebarskih kurseva, ali bi�e i ponexto novo, ili drugaqije opisano.

Za poqetak imamo definiciju prstena sa jedinicom, koja nam je
poznata.

Definicija 1. Prsten sa jedinicom je ure�ena qetvorka (R,+, ·, 1R) za koju
va�i slede�e.

1. (R,+) je Abelova grupa.

2. (R, ·, 1R) je monoid.

3. Za sve a, b, c, d ∈ R: (a+ b) · (c+ d) = a · c+ a · d+ b · c+ b · d.

Ako sa 0R oznaqimo neutral u Abelovoj grupi (R,+), onda, stav-
ǉaju�i a = b = c = d = 0R u gorǌem uslovu, dobijamo jednakost:

(0R + 0R) · (0R + 0R) = 0R · 0R + 0R · 0R + 0R · 0R + 0R · 0R.

Kako je 0R + 0R = 0R, onda imamo jednakost

0R · 0R = 0R · 0R + 0R · 0R + 0R · 0R + 0R · 0R, (1)

iz qega sledi
0R · 0R + 0R · 0R + 0R · 0R = 0R. (2)

Ukoliko uzmemo proizvoǉno a ∈ R, a stavimo da je b = c = d = 0R,
imamo da je

(a+ 0R) · (0R + 0R) = a · 0R + a · 0R + 0R · 0R + 0R · 0R,
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te je
a · 0R = a · 0R + a · 0R + 0R · 0R + 0R · 0R.

Dodavaǌem na obe strane 0R · 0R, i korix�eǌem jednakosti (2) dobi-
jamo

0R · 0R = a · 0R,

za svako a ∈ R. No, kako je (R, ·, 1R) monoid, imamo da je

0R = 1R · 0R = 0R · 0R = a · 0R,

za svako a ∈ R. Naravno, qitaoci mogu da potra�e i kra�i dokaz ove
poznate im qiǌenice. Ukoliko je 1R = 0R, dobija se da je R = {0R}.
Takav prsten se naziva nula prsten i mi ga ne�emo smatrati za prsten
sa jedinicom. Stoga uvek pretpostavǉamo da je 1R 6= 0R.

Za ve�bu izvedite i jednakosti a · (−b) = −(a · b) i (−a) · b = −(a · b).
Daǉe �emo pisati samo 1, odnosno 0 ako se zna o kom prstenu je req.
Prsten je komutativan ukoliko je takva operacija mno�eǌa. Umesto
a · b pisa�emo samo ab. Generalno, za svaki prsten (R,+, ·, 1R) mo�emo
posmatrati i ǌegov opozitni prsten (Rop,+op, ·op, 1Rop), gde je Rop =
R, +op = +, 1Rop = 1R, dok je, za sve a, b ∈ R: a ·op b = b · a. Ukoliko je
R komutativan prsten, onda je to isti prsten.

Navedimo neke primere prstena.

Primer 2. Ako je A Abelova grupa, sa End(A) oznaqavamo skup svih
endomorfizama ove grupe, tj. skup svih homomorfizama f : A → A.
Tada je (End(A),+, ◦, idA) prsten sa jedinicom, pri qemu je mno�eǌe
operacija kompozicije endomorfizama, a zbir endomorfizama f i g
definisan je sa: za a ∈ A je (f + g)(a) := f(a) + g(a). Ako su f, g, h, k ∈
End(A) i a ∈ A, imamo da je

((f + g) ◦ (h+ k))(a) = (f + g)((h+ k)(a)) = (f + g)(h(a) + k(a))

= f(h(a) + k(a)) + g(h(a) + k(a)) = f(h(a)) + f(k(a)) + g(h(a)) + g(k(a))

= (f ◦h)(a)+(f ◦k)(a)+(g◦h)(a)+(g◦k)(a) = (f ◦h+f ◦k+g◦h+g◦k)(a),

te je zaista (f + g) ◦ (h+ k) = f ◦ h+ f ◦ k+ g ◦ h+ g ◦ k. Ostala svojstva
su jasna. ♣

Primer 3. Neka je R prsten sa jedinicom, a G grupa. Grupni prsten
(RG,+, ·, 1RG) definixemo na slede�i naqin.

RG := {r : G→ R : r(g) 6= 0 samo za konaqno mnogo g ∈ G}.

Ako su r, s ∈ RG i g ∈ G, onda je:

(r + s)(g) := r(g) + s(g), (r · s)(g) :=
∑
hk=g

r(h)s(k).
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Pogodnije je, u ovom sluqaju, umesto r(g) pisati rg. Tada imamo:

(r + s)g := rg + sg, (r · s)g :=
∑
hk=g

rhsk.

Jedinica prstena RG je funkcija 1RG zadata sa:

1RG(g) =

{
1R, g = e

0R, g 6= e,

gde je e neutral grupe G. Uobiqajeno je pisati element r iz RG u
obliku formalne sume r =

∑
g∈G rgg, gde rg ∈ R, pri qemu je rg 6= 0,

samo za konaqno mnogo g ∈ G (ukoliko je G konaqna grupa, ovaj uslov
je naravno nepotreban). U ovom zapisu sabiraǌe i mno�eǌe izgleda
ovako: ∑

g∈G
rgg +

∑
g∈G

sgg =
∑
g∈G

(rg + sg)g,

(∑
g∈G

rgg
)
·
(∑
g∈G

sgg
)

=
(∑
h∈G

rhh
)
·
(∑
k∈G

skk
)

=
∑
h,k∈G

rhskhk =
∑
g∈G

( ∑
h,k∈G
hk=g

rhsk

)
g.

♣

Primer 4. Ukoliko je R prsten sa jedinicom, mo�emo posmatrati i
skup Mn(R), svih kvadratnih matrica nad R reda n > 1 sa uobiqajenim
operacijama sabiraǌa i mno�eǌa (nije nikakav problem xto prsten
R nije nu�no komutativan). ♣

Podsetimo se da je pravi deliteǉ nule u prstenu R element a 6= 0
za koji postoji b 6= 0 takav da je a · b = 0. Komutativan prsten sa je-
dinicom je domen, ako u ǌemu nema pravih deliteǉa nule. Element
a ∈ R je invertibilan, ako postoji b ∈ R takav da je a · b = 1. Skup in-
vertibilnih elemenata prstena R oznaqavamo sa U(R); ovo je naravno
grupa. Prsten sa jedinicom je prsten sa deǉeǌem (ili telo), ako je
u ǌemu svaki element razliqit od nule invertibilan. Komutativan
prsten sa deǉeǌem je poǉe.

Definicija 5. Neka su (R,+R, ·R, 1R) i (S,+S , ·S , 1S) prsteni sa jedinicom
takvi da je S ⊆ R, 1R = 1S i za sve s1, s2 ∈ S va�i:

s1 +S s2 = s1 +R s2, s1 ·S s2 = s1 ·R s2.

Tada za prsten S ka�emo da je jedan potprsten sa jedinicom prstena R.

Ni pojam homomorfizma nam nije stran.
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Definicija 6. Neka su (R,+R, ·R, 1R) i (S,+S , ·S , 1S) prsteni sa jedinicom
i φ : R → S. Tada je φ homomorfizam prstena sa jedinicom ukoliko va�i
slede�e.

1. (∀a, b ∈ R)φ(a+R b) = φ(a) +S φ(b)

2. (∀a, b ∈ R)φ(a ·R b) = φ(a) ·S φ(b)

3. φ(1R) = 1S .

Ukoliko je φ bijekcija, ka�emo da je φ izomorfizam.

Naravno, qesto �emo zbog jednostavnosti sabiraǌe i u R i u S
oznaqavati samo sa +; sliqno i za mno�eǌe. Jezgro homomorfizma φ,
u oznaci Kerφ je skup svih elemenata iz R koji se sa φ slikaju u 0 u
S. Primetimo da tada za svaki x ∈ Kerφ i svaki r ∈ R imamo da va�i:

φ(r · x) = φ(r) · φ(x) = φ(r) · 0 = 0, φ(x · r) = φ(x) · φ(r) = 0 · φ(r) = 0.

Tako�e, za sve x, y ∈ Kerφ: φ(x + y) = φ(x) + φ(y) = 0 + 0 = 0, pa
x+ y ∈ Kerφ.

Definicija 7. Neka je (R,+, ·, 1) prsten sa jedinicom i (I,+) 6 (R,+),
Tada je

• I levi ideal u prstenu R ukoliko za sve r ∈ R i sve x ∈ I: r · x ∈ I;

• I desni ideal u prstenu R ukoliko za sve r ∈ R i sve x ∈ I: x · r ∈ I;

• I dvostrani ideal u prstenu R ukoliko je i i levi i desni ideal u R.

Dakle, Kerφ je jedan dvostrani ideal za svaki homomorfizam φ.

Kada imamo dvostrani ideal I mo�emo formirati koliqniqki prsten
po tom idealu. Primetimo najpre da, ako su r, s ∈ R i x, y ∈ I, onda
imamo

(a+ x) · (b+ y)− a · b = a · b+ a · y+ x · b+ x · y− a · b = a · y+ x · b+ x · y ∈ I,

jer je I dvostrani ideal.

Definicija 8. Neka je (R,+, ·, 1) prsten sa jedinicom i I jedan dvostrani
ideal u R. Ako je R/I = {a + I : a ∈ R} levi koset prostor Abelove grupe
(R,+) po podgrupi I, onda mo�emo definisati i mno�eǌe u R/I sa:

(a+ I) · (b+ I) = a · b+ I.

Gorǌa analiza nam pokazuje da je ovo mno�eǌe dobro definisano. Tako do-
bijamo prsten sa jedinicom (R/I,+, ·, 1 + I).

Ukoliko je I samo levi ili samo desni ideal, onda na ovaj naqin
ne mo�emo dobiti prsten. Dobijamo samo odgovaraju�i modul, ali o
tome �emo priqati kasnije.
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Stav 9. Neka je R prsten sa jedinicom. Skup I ⊂ R je dvostrani ideal
akko postoji prsten sa jedinicom S i homomorfizam φ : R → S, takav da je
I = Kerφ. U ovom sluqaju, φ[R] je potprsten sa jedinicom prstena S, koji je
izomorfan koliqniqkom prstenu R/Kerφ.

Dokaz. Ukoliko je I dvostrani ideal, za tra�eni prsten S mo�emo
uzeti S = R/I, a za homomorfizam φ, funkciju φ : R→ R/I definisanu
sa φ(a) := a+I. Iz same definicije sledi da je φ homomorfizam. Osim
toga, φ(a) = 0 + I akko a+ I = I akko a ∈ I, pa je I = Kerφ.

Znamo da je jezgro homomorfizma dvostrani ideal i ostalo je samo
da doka�emo tvr�eǌe sadr�ano u posledǌoj reqenici. Imamo da je
1S = φ(1R) ∈ φ[R]. Tako�e, za sve r1, r2 ∈ R: φ(r1) ·φ(r2) = φ(r1 ·r2) ∈ φ[R]
i φ(r1) + φ(r2) = φ(r1 + r2) ∈ φ[R], te je φ[R] zaista potprsten od S.

Definixemo ψ : R/Kerφ→ φ[R] sa: ψ(a+ Kerφ) := φ(a). Najpre, ako
je a+ Kerφ = b+ Kerφ imamo da je a− b ∈ Kerφ, pa je φ(a− b) = 0, te je
φ(a) = φ(b) i funkcija ψ je dobro definisana.

Ako su a, b ∈ R, onda imamo:

ψ((a+ Kerφ) + (b+ Kerφ)) = ψ(a+ b+ Kerφ) = φ(a+ b)

= φ(a) + φ(b) = ψ(a+ Kerφ) + ψ(b+ Kerφ),

ψ((a+ Kerφ) · (b+ Kerφ)) = ψ(a · b+ Kerφ) = φ(a · b)
= φ(a) · φ(b) = ψ(a+ Kerφ) · ψ(b+ Kerφ),

kao i ψ(1R + Kerφ) = φ(1R) = 1S, te je ψ homomorfizam.

Iz same definicije ψ vidimo da je ona ,,na”. Ostaje samo da se
proveri da je i ,,1–1”. Pretpostavimo stoga da je, za neke a, b ∈ R,
ψ(a + Kerφ) = ψ(b + Kerφ). To znaqi da je φ(a) = φ(b), te a − b ∈ Kerφ
iz qega sledi da je a+ Kerφ = b+ Kerφ, xto je i tra�eno. 2

Slede�i stav se lako dokazuje.

Stav 10. Presek ma koje familije ideala (levih, desnih, ili dvostranih)
je tako�e ideal.

Definicija 11. Za ideal M (levi, desni, dvostrani) prstena R ka�emo
da je maksimalan, ako je M 6= R i ako ne postoji ideal I takav da je
M ⊂ I ⊂ R.

Stav 12. Svaki prsten sadr�i maksimalan ideal.

Dokaz. Dokaz se izvodi pomo�u Cornove leme. Recimo da radimo sa
dvostranim idealima. Podsetimo se da Cornova lema ka�e da, ako
imamo neki parcijalno ure�eni skup (P,6) (u daǉem poset) i ako u
ǌemu svaki lanac (podskup u kome su svaka dva elementa uporediva)
ima gorǌe ograniqeǌe (majorantu), onda u skupu postoji maksimalni
element.
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Dakle, neka je R prsten i I skup svih pravih ideala (razliqitih
od celog prstena) u ovom prstenu. Jasno je da je I poset u odnosu na
relaciju ⊆. Neka je L lanac u I. Poka�imo da je

L =
⋃
I∈L

I

ideal u R.
Najpre, ako su x, y ∈ L imamo da x ∈ I ′ i y ∈ I ′′ za neke I ′, I ′′ ∈ L.

No, kako je L lanac, va�i da je I ′ ⊆ I ′′ ili I ′′ ⊆ I ′. U prvom sluqaju
x, y ∈ I ′′, pa i x + y ∈ I ′′, jer je I ′′ ideal, a u drugom x, y ∈ I ′, pa i
x+ y ∈ I ′, poxto je I ′ ideal. Dobijamo da x+ y ∈ L.

Ukoliko je x ∈ L, a r ∈ R, onda x ∈ I za neko I ∈ L, pa i r · x i x · r
pripadaju I, jer je I dvostrani ideal, te su oba elementa u L xto nam
zavrxava dokaz da je L ideal.

Kako je jasno da je I ⊆ L za svako I ∈ L, to je L gorǌe ograniqeǌe
za L, te po Cornovoj lemi I ima maksimalni elelement, a to je bax
maksimalni ideal. 2

Ako je R komutativan prsten, onda za ideal I (ovde se naravno levi,
desni i dvostrani ideali poklapaju) ka�emo da je prost ukoliko za
sve a, b ∈ R va�i: ako ab ∈ I onda a ∈ I, ili b ∈ I.

Slede�a teorema bi trebalo da bude poznata iz prethodnih alge-
barskih kurseva.

Teorema 13. Neka je R komutativni prsten.
a) Ideal I je maksimalan akko R/I je poǉe.
b) Ideal I je prost akko R/I je domen.
v) Svaki maksimalan ideal je prost.

Navedimo neke primere ideala.

Primer 14. U prstenu sa deǉeǌem nema pravih ideala.

Primer 15. Neka je R prsten sa jedinicom, n > 2 i S = Mn(R). Oz-
naqimo tipiqan element iz S sa A = (aij).
a) Ako je 1 6 k 6 n, onda je skup svih A ∈ S takvih da je aij = 0 za sve
i 6= k jedan desni ideal u S.
b) Ako je 1 6 k 6 n, onda je skup svih A ∈ S takvih da je aij = 0 za sve
j 6= k jedan levi ideal u S. ♣

Za kraj ovog odeǉka, uka�imo na jednu zanimǉivu vezu izme�u
grupnog prstena nad Z i invertibilnih elemenata u prstenu.

Teorema 16. Za svaku grupu G i prsten sa jedinicom R postoji prirodna
bijekcija ΦG,R izme�u Hom(ZG,R), skupa svih homomorfizama prstena ZG u
prsten R i Hom(G,U(R)), skupa svih homomorfizama grupa G u grupu U(R).
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Dokaz. Neka je f : ZG → R homomorfizam prstena. Definixemo ho-
momorfizam grupa ΦG,R(f) : G → U(R) sa: ΦG,R(f)(g) := f(g). Naime,
svaki element grupe G posmatran kao element grupnog prstena ZG je
invertibilan u tom prstenu – inverz mu je g−1, ǌegov inverz u grupi
G 1. ΦG,R(f) jeste homomorfizam grupa: ΦG,R(f)(g1g2) = f(g1g2) =
f(g1)f(g2)(jer je f homomorfizam prstena) = ΦG,R(f)(g1)ΦG,R(f)(g2).

Da bismo dokazali da je ΦG,R bijekcija, najpogodnije je na�i in-
verz ΨG,R. U tu svrhu, neka je h : G → U(R) homomorfizam grupa.
Definixemo homomorfizam prstena ΨG,R(h) : ZG→ R sa:

ΨG,R(h)
(∑
g∈G

rgg
)

:=
∑
g∈G

rgh(g).

Podsetimo se da su ovde rg ∈ Z. Proverimo da je ovo zaista homomor-
fizam prstena.

ΨG,R(h)
(∑
g∈G

rgg +
∑
g∈G

sgg
)

= ΨG,R(h)
(∑
g∈G

(rg + sg)g
)

=
∑
g∈G

(rg + sg)h(g)

=
∑
g∈G

rgh(g) +
∑
g∈G

sgh(g) = ΨG,R(h)
(∑
g∈G

rgg
)

+ ΨG,R(h)
(∑
g∈G

sgg
)
.

ΨG,R(h)
((∑

g∈G
rgg
)
·
(∑
g∈G

sgg
))

= ΨG,R(h)
(∑
g∈G

( ∑
t,u∈G
tu=g

rtsu

)
g
)

=
∑
g∈G

( ∑
t,u∈G
tu=g

rtsu

)
h(g) =

∑
g∈G

( ∑
t,u∈G
tu=g

rtsuh(g)
)

=
∑
g∈G

( ∑
t,u∈G
tu=g

rtsuh(tu)
)

=
∑
g∈G

( ∑
t,u∈G
tu=g

rtsuh(t)h(u)
)

=
∑
t,u∈G

rtsuh(t)h(u) =
(∑
t∈G

rth(t)
)(∑

u∈G
suh(u)

)
=
(∑
g∈G

rgh(g)
)(∑

g∈G
sgh(g)

)
= ΨG,R(h)

(∑
g∈G

rgg
)
·ΨG,R(h)

(∑
g∈G

sgg
)
.

Naravno, ΨG,R(h)(1e) = 1h(e) = 1R.

Proverimo jox i da su ΦG,R i ΨG,R inverzi jedan drugom. Neka je
h ∈ Hom(G,U(R)) homomorfizam grupa.

ΦG,R(ΨG,R(h)︸ ︷︷ ︸
f

)(g) = f(g) = ΨG,R(h)(g) = h(g).

Dakle, ΦG,R(ΨG,R(h)) = h, pa je ΦG,R ◦ΨG,R = idHom(G,U(R)).

1g ∈ G vidimo kao formalnu ,,sumu” 1g u ZG (kao funkciju iz G u Z
koja g slika u 1, a ostale elemente u 0 – videti definiciju grupnog
prstena) i ǌegov inverz je ,,suma” 1g−1
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Na sliqan naqin, ako je f ∈ Hom(ZG,R) imamo:

ΨG,R(ΦG,R(f)︸ ︷︷ ︸
h

)
(∑
g∈G

rgg
)

=
∑
g∈G

rgh(g)

=
∑
g∈G

rgΦG,R(f)(g) =
∑
g∈G

rgf(g) = f
(∑
g∈G

rgg
)
,

te je ΨGR
◦ ΦG,R = idHom(ZG,R).

O kakvoj se ,,prirodnosti” radi u formulaciji ove teoreme? Evo o
qemu je req. Ako imamo i grupu G′ i prsten R′, onda imamo i bijekciju
ΦG′,R′ . No, grupe G i G′, kao i prstene R i R′ mo�emo ,,povezati” homo-
morfizmima ϕ : G′ → G i θ : R → R′. Homomorfizam grupa ϕ indukuje
homomorfizam prstena Zϕ : ZG′ → ZG:

Zϕ
( ∑
g′∈G′

rg′g
′
)

:=
∑
g′∈G′

rg′ϕ(g′),

a homomorfizam θ su�eǌem indukuje homomorfizam U(θ) : U(R)→ U(R′):
U(θ)(r) := θ(r).

Primetimo da, ako je G′′ jox jedna grupa i ψ : G′′ → G′ homomor-
fizam grupa, va�i jednakost Z(ϕ ◦ ψ) = Zϕ ◦ Zψ, kao i ZidG

= idZG.
Dakle, pridru�ivaǌe G 7→ ZG zadaje jedan funktor iz kategorije
grupa u kategoriju prstena sa jedinicom. Na sliqan naqin, ako je
ρ : R′ → R′′ homomorfizam prstena, va�i jednakost U(ρ◦θ) = U(ρ)◦U(θ),
kao i U(idR) = idU(R). Dakle, pridru�ivaǌe θ 7→ U(θ) zadaje jedan
funktor iz kategorije prstena sa jedinicom u kategoriju grupa.

Pomo�u homomorfizama ϕ i θ i ova dva funktora, mo�emo za-
dati preslikavaǌa skupova Hom(Zϕ, θ) : Hom(ZG,R) → Hom(ZG′, R′) i
Hom(ϕ,U(θ)) : Hom(G,U(R))→ Hom(G′, U(R′)) sa:

Hom(Zϕ, θ)(f) := θ ◦ f ◦ Zϕ, Hom(ϕ,U(θ))(h) := U(θ) ◦ h ◦ ϕ.

Prirodnost o kojoj je req se odnosi na to da odgovaraju�i dijagram
(nacrtati ga) komutira, tj. da je

Hom(ϕ,U(θ)) ◦ ΦG,R = ΦG′,R′ ◦Hom(Zϕ, θ).

Uverimo se da je to taqno. U tu svrhu, neka je f ∈ Hom(ZG,R) i g′ ∈ G′.
Tada je

(Hom(ϕ,U(θ)) ◦ ΦG,R)(f)(g′) = Hom(ϕ,U(θ))(ΦG,R(f))(g′)

= (U(θ) ◦ ΦG,R(f) ◦ ϕ)(g′) = U(θ)(ΦG,R(f)(ϕ(g′)))

= U(θ)(f(ϕ(g′))) = θ(f(ϕ(g′))) = (θ ◦ f ◦ ϕ)(g′),
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te je (Hom(ϕ,U(θ)) ◦ ΦG,R)(f) = θ ◦ f ◦ ϕ.
S druge strane, imamo da je

(ΦG′,R′ ◦Hom(Zϕ, θ))(f)(g′) = ΦG′,R′(Hom(Zϕ, θ)(f))(g′)

= ΦG′,R′(θ ◦ f ◦ ϕ)(g′) = (θ ◦ f ◦ ϕ)(g′),

te je (ΦG′,R′ ◦Hom(Zϕ, θ))(f) = θ◦f ◦ϕ. Dakle, tra�ena jednakost zaista
va�i i time je ceo dokaz zavrxen. 2

Qiǌenica da postoji prirodna (u navedenom smislu) bijekcija izme-
�u skupova Hom(ZG,R) i Hom(G,U(R)) se kratko izra�ava reqima da
je funktor G 7→ ZG levo adjungovan funktoru R 7→ U(R), no tu ter-
minologiju �emo objasniti u narednim lekcijama. Samo napomenimo
ovde da terminologija dolazi od pojma adjungovanog operatora: ako
je A operator na odgovaraju�em vektorskom prostoru i v, w vektori
iz tog prostora, onda imamo jednakost: 〈Av,w〉 = 〈v,A∗w〉 skalarnih
proizvoda.

2 Moduli
Poqnimo definicijom modula nad prstenom sa jedinicom.

Definicija 17. Neka je R prsten sa jedinicom. Levi R-modul je ure-
�eni par (A, ρ),gde je A Abelova grupa, a ρ : R → End(A). Desni R-modul
je levi Rop-modul.

Naravno, ako je prsten R komutativan, ne razlikujemo leve i desne
R-module i mo�emo ih kratko zvati R-modulima.

Kako je, za svaki r ∈ R, slika ρ(r) jedan endomorfizam Abelove
grupe A, to za sve a, b ∈ A va�i:

ρ(r)(a+ b) = ρ(a) + ρ(b) (3)

Tako�e, kako je ρ homomorfizam prstena sa jedinicom R u prsten sa
jedinicom End(A), to je za sve r, s ∈ R ispuǌeno: ρ(r + s) = ρ(r) + ρ(s).
Imaju�i u vidu kako je zadata operacija sabiraǌa u prstenu End(A)
imamo da za sve a ∈ A va�i:

ρ(r + s)(a) = ρ(r)(a) + ρ(s)(a). (4)

Kada posmatramo operaciju mno�eǌa, imamo da je za sve r, s ∈ R is-
puǌeno ρ(r · s) = ρ(r) ◦ ρ(s), te za sve a ∈ A va�i:

ρ(r · s)(a) = ρ(r)(ρ(s)(a)). (5)

Osim toga je ρ(1R) = idA, tj. za sve a ∈ A:

ρ(1R)(a) = a. (6)

Ako umesto ρ(r)(a) pixemo r •a, onda jednakosti (3)–(6) mo�emo napisati
na slede�i naqin.
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M1. Za sve r ∈ R, a, b ∈ A: r • (a+ b) = r • a+ r • b.

M2. Za sve r, s ∈ R, a ∈ A: (r + s) • a = r • a+ s • a.

M3. Za sve r, s ∈ R, a ∈ A: (r · s) • a = r • (s • a).

M4. Za sve a ∈ A: 1R • a = a.

U sluqaju desnog R-modula (u daǉem �emo kratko govoriti o levom
i desnom R-modulu podrazumevaju�i da imamo ,,mno�eǌe” elementima
iz R), imamo da je ρ(r ·op s)(a) = (ρ(r) ◦ ρ(s))(a), odnosno ρ(s · r)(a) =
ρ(r)(ρ(s)(a)). Stoga je ovde prirodno umesto ρ(r)(a) pisati a • r, te
imamo odgovaraju�u jednakost: (a • (s · r)) = (a • s) • r. Vidimo i zaxto
priqamo o levom i desnom modulu. Ako se A sastoji samo iz jednog
elementa, dakle ako je A = {0A}, onda se A mo�e videti kao modul nad
bilo kojim prstenom i ka�emo da je to trivijalni modul.

Navedimo nekoliko (netrivijalnih) primera.

Primer 18. Najpre, svaka Abelova grupa A je jedan Z-modul: za m ∈ Z
i a ∈ A je m • a := ma. ♣

Primer 19. Ako je K poǉe, onda K-modul nije nixta drugo do vek-
torski prostor nad poǉem K. ♣

Primer 20. Ako je R prsten sa jedinicom onda je svaki levi (desni)
ideal I jedan levi (desni) R-modul: r • a := r · a (a • r = a · r). Posebno
je i R i levi i desni R-modul. ♣

Primer 21. Ako R prsten sa jedinicom, a G grupa, onda R postaje
levi RG-modul sa: (

∑
g rgg) • s :=

∑
g rgs. Na analogni naqin je R jedan

desni R-modul. ♣

Primer 22. Neka je R prsten. Tada je Mn(R) levi R-modul: r • (aij) :=
(r ·aij). Tako�e je Rn jedan levi Mn(R)− modul: (aij) • (rj) := (

∑n
j=1 aij ·

rj).
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

 •


r1
r2
...
rn

 :=


a11 · r1 + a12 · r2 + · · ·+ a1n · rn
a21 · r1 + a22 · r2 + · · ·+ a2n · rn

...
an1 · r1 + an2 · r2 + · · ·+ ann · rn

 .

♣

Da bismo imali kategoriju, potrebni su nam i odgovaraju�i mor-
fizmi.

Definicija 23. Neka su A i B levi R-moduli. Tada je funkcija φ : A→ B
jedan homomorfizam levih R-modula ukoliko va�i slede�e:

1. Za sve a1, a2 ∈ A: φ(a1 + a2) = φ(a1) + φ(a2);
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2. za sve r ∈ R i a ∈ A: φ(r • a) = r •φ(a).

Ako su A i B levi R-moduli, oznaqimo sa HomR(A,B) skup svih
homomorfizama levih modula. Ovo je Abelova grupa u odnosu na ope-
raciju + zadatu sa: (φ+ψ)(a) := φ(a)+ψ(a). Proverimo gorǌa svojstva.

(φ+ ψ)(a1 + a2) = φ(a1 + a2) + ψ(a1 + a2) = φ(a1) + φ(a2) + ψ(a1) + ψ(a2)

= (φ(a1) + ψ(a1)) + (φ(a2) + ψ(a2)) = (φ+ ψ)(a1) + (φ+ ψ)(a2).

(φ+ ψ)(r • a) = φ(r • a) + ψ(r • a) = r •φ(a) + r •ψ(a)

= r • (φ(a) + ψ(a)) = r • ((φ+ ψ)(a)).

Ako sa Hom(A,B) oznaqimo skup svih homomorfizama Abelovih
grupa (a ovaj skup jeste sam po sebi Abelova grupa u odnosu na goreza-
datu operaciju sabiraǌa), poxto je svaki homomorfizam levih mo-
dula ujedno i homomorfizam odgovaraju�ih Abelovih grupa, mo�emo
da konstatujemo da je HomR(A,B) ⊆ Hom(A,B). No, va�i i vixe,
HomR(A,B) 6 Hom(A,B). Da bismo dokazali da je podgrupa, prime-
timo najpre da je HomR(A,B) 6= ∅, jer nula homomorfizam 0 (0(a) = 0B
za sve a ∈ A) jeste homomorfizam R-modula. Ako φ, ψ ∈ HomR(A,B),
onda je

(φ− ψ)(r • a) = φ(r • a)− ψ(r • a)

= r •φ(a)− r •ψ(a) = r • (φ(a)− ψ(a)) = r • (φ− ψ)(a).

Stoga i φ − ψ ∈ HomR(A,B), pa je HomR(A,B) zaista podgrupa grupe
Hom(A,B). Primetimo da je HomZ(A,B) = Hom(A,B).

Za dva modula A i B ka�emo da su izomorfni ako postoji homo-
morfizam φ : A→ B koji je bijekcija.

Kategoriju levih R-modula i homomorfizama levih R-modula �emo
oznaqiti sa RM, a kategoriju desnih R-modula i homomorfizama des-
nih R-modula sa MR. Ako je A jedan levi R-modul, to �emo kratko
pisati ovako: A ∈R M, a ako je φ : A → B, homomorfizam levih R-
modula, kratko �emo re�i da je φ u RM.

Definicija 24. Ukoliko je R prsten sa jedinicom, A ∈R M, A′ ⊆ A, tada
je A′ podmodul od A ukoliko je A′ podgrupa od A i za svaki a′ ∈ A′, r ∈ R
je r • a′ ∈ A′.

Ako je A′ podmodul od A to �emo oznaqavati sa A′ 6 A. Poxto
je A′ i podgrupa Abelove grupe A, mo�emo definisati koliqniqku
podgrupu A/A′ no na ǌoj mo�emo zadati i strukturu levog R-modula
sa: r • (a+ A′) := r • a+ A′. Qitaocima ostavǉamo da provere da je ova
operacija dobro definisana i da zaista dobijamo jedan levi R-modul.
On se naziva koliqniqki modul. Va�i slede�a teorema.
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Teorema 25. Neka je φ : A→ B u RM. Tada va�i slede�e.

1. Kerφ := {a ∈ A : φ(a) = 0B} 6 A;

2. Imφ = φ[A] 6 B;

3. A/Kerφ ∼= Imφ.

Dokaz. 1. Znamo da je Kerφ podgrupa od A. Ako je a ∈ Kerφ i r ∈ R,
onda je φ(r • a) = r •φ(a) = r • 0B = 0B, pa je Kerφ zaista podmodul od A.

2. Znamo da je Imφ podgrupa od B. Ukoliko je φ(a) ∈ Imφ i r ∈ R
imamo da je r •φ(a) = φ(r • a) ∈ Imφ.

3. Definixemo ψ : A/Kerφ → Imφ sa: ψ(a + Kerφ) := φ(a). Iz
teorije grupa znamo da je ovo dobro definisana funkcija i da je
izomorfizam grupa. Ostaje samo da proverimo da je modulski ho-
momorfizam:

ψ(r • (a+ Kerφ)) = ψ(r • a+ Kerφ) = φ(r • a) = r •φ(a) = r •ψ(a+ Kerφ).

Dakle, ψ je izomorfizam i dokaz je zavrxen. 2

Naravno, za Kerφ ka�emo da je jezgro homomorfizma φ, a za Imφ da
je slika tog homomorfizma. Korisno je uoqiti da je Kerφ = φ−1[{0}].
Primetimo da mo�emo formirati i koliqniqki modul B/Imφ i ǌega
oznaqavamo sa Cokerφ i to je kojezgro homomorfizma φ. Iz teorije
grupa znamo da je dati homomorfizam ,,1–1” ako i samo ako mu je jezgro
trivijalan modul, dok je tautoloxka qiǌenica da je homomorfizam
,,na” ako i samo ako mu je kojezgro trivijalan modul.

Ukoliko je A1, A2 6 A, onda mo�emo formirati sumu modula A1 i
A2: A1 +A2 := {a1 + a2 : a1 ∈ A1, a2 ∈ A2} i to je tako�e podmodul od A.
Naravno, i presek podmodula je podmodul. Slede�a teorema se lako
izvodi iz prethodno dokazane teoreme.

Teorema 26. 1. Za A1, A2 6 A va�i: (A1 +A2)/A1
∼= A2/A1 ∩A2.

2. Ako je A′′ 6 A′ 6 A, onda: (A/A′′)
/

(A′/A′′) ∼= A/A′.

Dokaz. 1. Definixemo φ : A2 → (A1+A2)/A1 sa: φ(x) = x+A1. Ukoliko
je a1+a2 ∈ A1+A2 proizvoǉan element, onda je (a1+a2)+A1 = a2+A1 =
φ(a2), pa je φ ,,na”. Za x ∈ A2 imamo da je x ∈ Kerφ akko je x+A1 = A1

xto je ekvivalentno sa x ∈ A1. Dakle, Kerφ = A1∩A2 i rezultat sledi
iz teoreme 25.

2. Definixemo φ : A → (A/A′′)
/

(A′/A′′) sa: φ(a) := (a+ A′′) + A′/A′′.
Naravno, ovde bi ipak trebalo proveriti da li je A′/A′′ 6 A/A′′. No,
to lako sledi iz A′ 6 A (uverite se u ovo). Jasno je da je φ ,,na”.
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Primetimo da

a ∈ Kerφ akko (a+A′′) +A′/A′′ = A′/A′′

akko a+A′′ ∈ A′/A′′

akko a+A′′ = a1 +A′′ za neko a1 ∈ A′

akko a− a1 ∈ A′′ za neko a1 ∈ A′

akko a− a1 = a2 za neko a1 ∈ A′ i neko a2 ∈ A′′

akko a = a1 + a2 za neko a1 ∈ A′ i neko a2 ∈ A′′.

No, kako je A′′ ⊆ A′, dobijamo da je posledǌi uslov ekvivalentan sa
a ∈ A′ (uverite se u ovo), pa je Kerφ = A′. 2

Naravno, dokaz pod 2. smo mogli izvesti i na standardan naqin,
kako smo radili u ranijim kursevima, ali nije loxe nexto i drugaqije
uraditi. ,

Sada �emo se na kratko posvetiti nekim pojmovima iz teorije kate-
gorija. Mogli bismo i bez toga, ali ipak je korisnije to uraditi na
ovaj naqin. Kao xto znamo (recimo iz jednog od kurseva topologije),
svaka kategorija C sastoji se od klase objekata O(C) i klase strelica
(ili morfizama) A(C).⌈
Ovde istiqemo da koristimo pojam klase i to ne samo radi lepxeg

izra�avaǌa. Kao xto matematiku mo�emo zasnovati na aksiomama
ZFC (Cermelo–Frenkel uz aksiomu izbora), tako postoji i aksioma-
tizacija NBG (fon Nojman–Bernajs–Gedel) u kojoj se pojavǉuju, osim
skupova i klase. Klasa mo�e biti podskup druge klase, a ako je klasa
element neke druge klase, onda je ona skup. Dakle, skupovi su ele-
menti nekih klasa. Mi znamo da ne postoji skup svih skupova, ali
postoja�e univerzalna klasa koja se sastoji od svih skupova. Kako
mi �elimo da razmatramo i kategoriju skupova, u kojima su objekti
svi skupovi, a strelice sva preslikavaǌa me�u ǌima, potreban nam
je xiri pojam od skupa. Ukoliko u nekoj kategoriji objekti qine skup
za tu kategoriju ka�emo da je mala kategorija.

⌋
Za svaka dva objekta A,B imamo skup strelica iz A u B, koji

se oznaqava sa C(A,B). Pretpostavǉamo da je C(A,B) ∩ C(A′, B′) = ∅
ukoliko je (A,B) 6= (A′, B′). Za svaki objekat A postoji i strelica
1A ∈ C(A,A). Imamo i operaciju kompozicija strelica

C(A,B)× C(B,C)→ C(A,C), (f, g) 7→ g ◦ f,

za koju va�i:

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f), za (f, g, h) ∈ C(A,B)× C(B,C)× C(C,D)

i
1B ◦ f = f = f ◦ 1A, za f ∈ C(A,B).
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Objekti svakako jesu skupovi, ali strelice nisu nu�no funkcije.
Na primer, svaki poset P se prirodno mo�e videti kao (mala) kate-
gorija P. Imamo da je O(P) = P , dok je za svaka dva A,B ∈ P :

C(A,B) =

{
{(A,B)}, ako je A 6P B,

∅, inaqe .

Poenta je da bude taqno jedan element u C(A,B) akko je A 6P B, ne
mora to biti bax ovaj koji smo naveli. Bez obzira na qiǌenicu da
strelice ne moraju biti funkcije, ako je f ∈ C(A,B) pixemo to kratko:
f : A→ B. Prosto je to pogodno tako pisati.

Kategoriju koja ima taqno jedan element nazivamo monoid (a ako
je to mala kategorija, onda se zaista poklapa sa pojmom monoida koji
znamo), kategoriju u kojoj je svaka strelica izomorfizam (strelica
f ∈ C(A,B) je izomorfizam, ukoliko postoji strelica g ∈ C(B,A) takva
da je g ◦ f = 1A i f ◦ g = 1B), nazivamo grupoid, a kategoriju koja je i
monoid i grupoid nazivamo grupa (ako je mala kategorija u pitaǌu,
to je zaista grupa u dobro nam poznatom smislu).

Ovo xto nam je sada va�no je da uvedemo pojam proizvoda i ko-
proizvoda u kategoriji.

Definicija 27. Neka je C neka kategorija i Ai, za i ∈ I familija objekata
u C.

1. Proizvod ovih objekata, ako postoji, qine objekat P i strelice
pi : P → Ai tako da je ispuǌeno slede�e. Za svaki objekat X iz C i strelice
fi : X → Ai postoji taqno jedna strelica f : X → P tako da je pi ◦ f = fi za
sve i ∈ I.

2. Koproizvod ovih objekata, ako postoji, qine objekat S i strelice
qi : Ai → S tako da je ispuǌeno slede�e. Za svaki objekat X iz C i strelice
fi : Ai → X postoji taqno jedna strelica f : S → X tako da je f ◦ qi = fi za
sve i ∈ I.

Pisa�emo (P ; (pi)i∈I) za proizvod i (S; (qi)i∈I) za koproizvod. Ni
proizvod ni koproizvod nekih objekata ne mora postojati u datoj kate-
goriji, ali ako neki od ǌih postoji, on je jedinstveno odre�en do na
izomorfizam. Naime, pretpostavimo da i P ′, zajedno sa p′i : P

′ → Ai
zadovoǉava uslove iz definicije proizvoda. Tada postoji taqno jedna
strelica f : P ′ → P takva da je pi ◦f = p′i za sve i ∈ I, kao i taqno jedna
strelica g : P → P ′ takva da je p′i ◦ g = pi za sve i ∈ I. Tada dobijamo
da je p′i ◦ (g ◦ f) = p′i za sve i ∈ I. No, taj uslov ispuǌava i idP ′ . Zbog
jedinstvenosti dobijamo da mora biti g ◦ f = idP ′ . Na sliqan naqin
dobijamo da je i f ◦ g = idP , pa su f i g izomorfizmi.

Primer 28. Neka je C = Set, tj. kategorija svih skupova i funkcija
izme�u ǌih. Nije texko proveriti da proizvod objekata Ai, i ∈ I, u
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ovoj kategoriji, qini Dekartov proizvod skupova P = Πi∈IAi zajedno
sa projekcijama pi : P → Ai (pi(as)s∈I = ai).

Koproizvod qini disjunktna unija ovih skupova, tj. S =
⋃
i∈I(Ai×{i}),

uz funkcije qi : Ai → S zadate sa: qi(a) = (a, i) za a ∈ Ai. Uverite se da
je ovo zaista koproizvod u kategoriji skupova.

Vratimo se sada na kategoriju RM.

Teorema 29. Za svaki komutativan prsten R i familiju levih R-modula Ai
u kategoriji RM postoji i proizvod i koproizvod.

Dokaz. Proizvod nije texko konstruisati. Zapravo, to je direktan
proizvod modula Ai: P = Πi∈IAi, sa operacijama zadatim po koor-
dinatama: (ai)i∈I + (bi)i∈I := (ai + bi)i∈I , r • (ai)i∈I := (r • ai)i∈I , dok su
pi : P → Ai projekcije. Uverimo se da je ovo proizvod. U tu svrhu,
neka je X jedan levi R-modul i fi : X → Ai homomorfizmi modula.
Definixemo f : X → Πi∈IAi sa: f(x) := (fi(x))i∈I , za x ∈ X. Ovo jeste
homomorfizam levih R-modula: f(x+y) = (fi(x+y))i∈I = (fi(x)+fi(y))i∈I
(jer su fi homomorfizmi) = (fi(x))i∈I + (fi(y))i∈I = f(x) + f(y). Tako�e,
f(r •x) = (fi(r •x))i∈I = (r • fi(x))i∈I = r • (fi(x))i∈I = r • f(x). Imamo i
da je (pj ◦ f)(x) = pj(f(x)) = pj(fi(x))i∈I = fj(x) za sve j ∈ I. Iz ovog
posledǌeg dobijamo i da je f jedinstveno odre�eno.

Dokaz egzistencije koproizvoda je nexto slo�eniji. Neka je

S := {(ai) ∈ Πi∈IAi : ai 6= 0, samo za konaqno mnogo i ∈ I}.

Jasno je da je ovo levi R-modul (koji je zapravo podmodul od P ).
Definixemo qi : Ai → S sa:

(qi(a))j =

{
a, ako je j = i

0, inaqe,

za a ∈ Ai. Dakle, na i-tu koordinatu smo postavili elemente iz Ai
a sve ostale koordinate su jednake 0. Ako je X jedan levi R-modul
i fi : Ai → X, onda mo�emo definisati f : S → X sa: f((ai)i∈I) :=∑
i∈I fi(ai). Ova suma je zapravo konaqna, jer je, za svaki (ai)i∈I ∈ S

samo konaqno mnogo koordinata razliqito od nule. Jasno je da je
za svako i ∈ I: (f ◦ qi)(a)) = f(qi(a)) =

∑
j∈I fj(qi(a))j = fi(a) (poxto

su ostale koordinate jednake nuli). Pojasnimo zaxto imamo jedin-
stvenost tog f . Neka je F : S → X ma koji homomorfizam za koji va�i
F ◦ qi = fi za sve i ∈ I. Ukoliko je s ∈ S, onda je si 6= 0 samo za konaqno
mnogo indeksa i. Neka su to indeksi i1, . . . , in. Posmatrajmo elemente
a[1], . . . , a[n] ∈ S zadate sa:

a[k]i =

{
sik , za i = ik,

0, inaqe ,
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za k ∈ {1, . . . , n}. Vidimo dve stvari. Najpre, a[k] = qik(sik) za k ∈
{1, . . . , n}. A tako�e je s = a[1] + · · ·+ a[n]. Stoga imamo da je

F (s) = F (a[1]) + · · ·+ F (a[n]) = F (qi1(si1)) + · · ·+ F (qin(sin))

= (F◦qi1)(si1)+· · ·+(F◦qin)(sin) = fi1(si1)+· · ·+fin(sin) = f(s). 2

Za koproizvod S modula Ai koristimo oznaku
⊕

i∈I Ai i nazivamo
ga i direktnom sumom modula Ai. U sluqaju dva modula koristimo
oznaku A⊕B. Analogno za n modula koristimo zapis A1⊕A2⊕· · ·⊕An.
Primetimo da u sluqaju konaqnog skupa indeksa za objekat koji se
pojavǉuje u definiciji koproizvoda dobijamo isti kao i u sluqaju
proizvoda, no morfizmi koji qine strukturu su, naravno, drugaqiji.

Posmatrajmo niz levih R-modula i homomorfizama:

A′
α→ A

β→ A′′.

Za ovaj niz ka�emo da je taqan u A ukoliko je Imα = Kerβ. Primetimo
da, ako je α = 0, tj. homomorfizam koji sve elemente iz A′ slika u 0A,
onda je gorǌi niz taqan u A akko je β ,,1–1”. Sliqno, ako je β = 0,
onda je niz taqan u A akko je α ,,na”. Stoga je niz

0→ A′
α→ A

β→ A′′ → 0,

gde smo sa 0 oznaqavili trivijalan R-modul, taqan u svim netrivi-
jalnim modulima ukoliko je α ,,1–1”, Imα = Kerβ i β je ,,na”. Ovakav
niz zovemo i kratak taqan niz.

Slede�a opservacija je ponekad korisna. Pretpostavimo da je niz

A′
α→ A

β→ A′′

taqan u A i neka je θ : A→ B izomorizam. Tada je niz

A
θ◦α−−→ B

β◦θ−1

−−−−→ A′′

taqan u B. Naime,

Ker(β ◦ θ−1) = (β ◦ θ−1)−1[{0}] = θ[β−1[{0}]] = θ[Kerβ] = θ[Imα] = Im(θ ◦α).

Primetimo da svaki homomorfizam φ : A → B ,,proizvodi” taqan
niz

0→ Kerφ
ι→ A

φ→ B
π→ Cokerφ→ 0,

gde je ι ukǉuqeǌe (inkluzija) Kerφ u A: ι(a) = a, a π je zadato sa
π(b) = b+ Imφ. Primetimo jox da dva taqna niza

A′
α→ A

β→ A′′ → 0 i 0→ A′′
γ→ A′′′

δ→ A′′′′,
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mo�emo spojiti u du�i taqan niz:

A′
α→ A

γ◦β−−→ A′′′
δ→ A′′′′.

Naime, kako je γ ,,1–1” to je Ker(γ◦β) = Kerβ (γ(β(a)) = 0 akko β(a) = 0),
a kako je β ,,na”, to je Im(γ ◦ β) = (γ ◦ β)[A] = γ[β[A]] = γ[A′′] = Im γ.

Iz dva trivijalno taqna niza

0→ A
idA−→ A→ 0 i 0→ B

idB−→ B → 0 (7)

mo�emo formirati kratak taqan niz

0→ A
i→ A⊕B p→ B → 0, (8)

gde je i(a) = (a, 0), a p(a, b) = b. Zapravo, ako primetimo da je, na
primer, A⊕ 0 = A, i dodamo 0 module na krajeve ovih nizova:

0→ A
idA−→ A→ 0→ 0 i 0→ 0→ B

idB−→ B → 0,

vidimo da navedni kratak taqan niz dobijamo nala�eǌem direktne
sume ova dva niza, tj. na svakoj poziciji uzimamo direktnu sumu nave-
denih modula, a homomorfizmi su ono xto moraju biti. Stoga se mo�e
prirodno re�i da dva niza u (7) nastaju cepaǌem taqnog niza u (8).

Ovo je bila kratka motivacija za slede�u teoremu.

Teorema 30. Neka je 0 → A′
µ→ A

ε→ A′′ → 0 kratak taqan niz. Slede�i
uslovi su ekvivalentni.

1. Postoji η : A→ A′ tako da je η ◦ µ = idA′ .

2. Postoji η : A→ A′ tako da je (A, η, ε) proizvod modula A′ i A′′.

3. Postoji ν : A′′ → A tako da je ε ◦ ν = idA′′ .

4. Postoji ν : A′′ → A tako da je (A,µ, ν) koproizvod modula A′ i A′′.

5. Postoje η : A→ A′ i ν : A′′ → A tako da je µ ◦ η + ν ◦ ε = idA.

Dokaz. 1. =⇒ 2. Doka�imo najpre da je ograniqeǌe (restrikcija)
ε|Ker η : Ker η → A′′ izomorfizam. U tu svrhu, neka je a′′ ∈ A′′. Kako
je ε ,,na”, to postoji a ∈ A takav da je ε(a) = a′′. Naravno, to a ne
mora biti u jezgru od η, ali malo ga ,,korigujmo”, tj. uoqimo element
a0 = a − µ(η(a)). Kako je ε ◦ µ = 0, to je i ε(a0) = a′′, Osim toga
η(a0) = η(a) − η(µ(η(a))) = η(a) − η(a) = 0, pa a0 ∈ Ker η, te je navedeno
ograniqeǌe zaista ,,na”. Ukoliko se a ∈ Ker η pri ε slika u 0, tj. ako
a ∈ Ker ε ∩ Ker η = Imµ ∩ Ker η imamo da je a = µ(a′) za neko a′ ∈ A′,
a tako�e je i 0 = η(a) = η(µ(a′)) = a′, pa je a = µ(0) = 0 i dobili smo
tra�eni izomorfizam.
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Neka su φ : X → A′ i ψ : X → A′′ homomorfizmi R-modula. Treba
pokazati da postoji taqno jedan homomorfizam f : X → A takav da je
η ◦ f = φ i ε ◦ f = ψ. Tra�eni homomorfizam f zadajemo sa:

f(x) = µ(φ(x)) + (ε|Ker η)−1(ψ(x)).

Kako (ε|Ker η)−1(ψ(x)) ∈ Ker η imamo da je η(f(x)) = η(µ(φ(x))) + 0 =
φ(x). Tako�e je ε(f(x)) = ε(µ(φ(x))) + ψ(x) = ψ(x). Da bismo pokazali
jedinstvenost, pretpostavimo da je F : X → A homomorfizam za koji
va�i η◦F = φ i ε◦F = ψ. Tada za svaki x ∈ X dobijamo da F (x)−f(x) ∈
Ker ε ∩ Ker η, a gore smo pokazali da je taj presek trivijalan. To
zavrxava dokaz jedinstvenosti.

2. =⇒ 1. Dakle, imamo proizvod A′
η←− A

ε−→ A′′, a tako�e i proizvod
A′

p1←−− A′ × A′′ p2−→ A′′. Stoga postoji izomorfizam θ : A → A′ × A′′ za
koji va�i p1 ◦ θ = η i p2 ◦ θ = ε. Dakle, θ(a) = (η(a), ε(a)) i, za a′ ∈ A′:
θ(µ(a′)) = (η(µ(a′)), ε(µ(a′)) = ((η ◦ µ)(a′), 0). No, θ je izomorfizam i
ǌegovo su�eǌe θ : Ker ε→ Ker p2 je tako�e izomorfizam. Naime, ako je
a ∈ Ker ε, onda je p2(θ(a)) = ε(a) = 0, pa navedeno su�eǌe zaista postoji.
Naravno, i su�eǌe je ,,1–1”. Konaqno, ako je (a′, a′′) ∈ Ker p2 postoji
neko a ∈ A (θ je ,,na”) takvo da je θ(a) = (a′, a′′). No, 0 = p2(a′, a′′) =
p2(θ(a)) = ε(a), te a ∈ Ker ε, te je su�eǌe i ,,na”. Jasno je da je Ker p2 =
A′ × {0}, te θ ostvaruje izomorfizam izme�u Ker ε = Imµ i A′ × {0},
te onda kompozicija θ ◦ µ ostvaruje izomorfizam izme�u A′ i A′ × {0}
oblika a′ 7→ ((η ◦ µ)(a′), 0) i konaqno dobijamo da je ω = η ◦ µ : A′ → A′

izomorfizam. Ako za η′ oznaqimo kompoziciju ω−1◦η : A→ A′ dobijamo
da je η′ ◦ µ = (ω−1 ◦ η) ◦ µ = ω−1 ◦ (η ◦ µ) = ω−1 ◦ ω = idA te smo dobili
tra�eni homomorfizam.

Qitaocima ostavǉamo da za ve�bu po analogiji doka�u da va�i
ekvivalencija 3. ⇐⇒ 4.

5. =⇒ 1. Dakle, postoje η : A→ A′ i ν : A′′ → A tako da je µ ◦ η+ ν ◦ ε =
idA. Komponovaǌem sa µ sa desne strane (pretkomponovaǌem) dobijamo
µ ◦ η ◦ µ+ ν ◦ ε ◦ µ = µ. Kako je ε ◦ µ = 0, dobijamo µ ◦ η ◦ µ = µ. No, µ je
,,1–1” pa sledi da je η ◦ µ = idA′ (uverite se u ovo).

5. =⇒ 3. Jednakost iz 5. komponujemo sada sa ε sa leve strane (postkom-
ponujemo) i dobijamo ε◦µ◦η+ε◦ν◦ε = ε. Kako je ε◦µ = 0, imamo ε◦ν◦ε = ε,
pa iz qiǌenice da je ε ,,na” dobijamo ε ◦ ν = idA′′ (uverite se zaxto je
ovo zaista tako).

3. =⇒ 5. Posmatrajmo homomorfizam ξ = idA − ν ◦ ε : A→ A. Postkom-
ponovaǌem sa ε dobijamo ε◦ξ = ε−ε◦ν ◦ε = ε−ε = 0. Ovo nam govori da
je Im ξ ⊆ Ker ε = Imµ. Kako je µ ,,1–1”, postoji funkcija µ−1 : Imµ→ A′,
pa mo�emo definisati funkciju η = µ−1 ◦ ξ. Kako je (µ ◦ µ−1)(a) = a za
sve a ∈ Imµ, imamo da je µ ◦ η = µ ◦ µ−1 ◦ ξ = ξ = idA − ν ◦ ε, pa dobijamo
µ ◦ η + ν ◦ ε = idA.

Ostavǉamo qitaocima za ve�bu da doka�u da 1. =⇒ 5. 2
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Posledica 31. Neka je π : A → A projektor, tj. neka zadovoǉava uslov
π2 = π. Tada je A ∼= Imπ ⊕Kerπ.

Dokaz. Posmatramo kratak taqan niz

0→ Kerπ
µ−→ A

ε−→ Imπ → 0.

Naravno, µ je ukǉuqivaǌe, a ε je su�eǌe od π dobijeno smaǌivaǌem
kodomena. Mo�emo definisati ukǉuqeǌe ν : Imπ → A, tj. ν(a) = a. Ako
je b ∈ Imπ, je b = π(a) za neko a ∈ A i ε(ν(b)) = π(π(a)) = π2(a) = π(a) = b,
pa je ε ◦ ν = idIdπ. Stoga je, po prethodnoj teoremi A ∼= Kerπ ⊕ Imπ. 2

No, posvetimo se jox malo ovom primeru. Naime, i Kerπ i Imπ su
podmoduli od A i mo�emo formirati sumu tih podmodula. Poka�imo
da va�i slede�i stav.

Stav 32. Neka je π : A → A projektor kao u prethodnoj posledici. Tada
va�i slede�e.

(1) Kerπ + Imπ = A;

(2) Kerπ ∩ Imπ = {0};

(3) Svaki element a ∈ A se na jedinstven naqin mo�e izraziti u obliku
a = x+ y, gde x ∈ Kerπ i y ∈ Imπ.

Dokaz. Neka je a ∈ A. Tada a−π(a) ∈ Kerπ. Naime, π(x) = π(a)−π2(a) =
π(a) − π(a) = 0. Dakle, imamo da je a = (a − π(a)) + π(a), pri qemu
a− π(a) ∈ Kerπ, a π(a) ∈ Imπ i pokazali smo da va�i (1).

Ukoliko a ∈ Kerπ ∩ Imπ imamo da je a = π(x) za neki x ∈ A, jer
je a ∈ Imπ, kao i da je π(a) = 0, jer je a u jezgru. No, tada imamo
0 = π(a) = π(π(x)) = π2(x) = π(x) = a i dokazali smo (2).

Konaqno, ako je a = x + y = x′ + y′, gde x, x′ ∈ Kerπ, a y, y′ ∈ Imπ,
onda x− x′ = y′ − y ∈ Kerπ ∩ Imπ = {0} i dokazali smo i (3). 2

Koristi�emo ad hoc oznaku +̇ za ovakvu sumu i zva�emo je unutrax-
ǌa direktna suma. Dakle, A = Kerπ+̇Imπ. Opxtije, ako je Ai fami-
lija podmodula od A, onda +̇i∈IAi oznaqava sumu podmodula za koju
va�i da se svaki element te sume na jedinstven naqin mo�e prikazati
u obliku sume elemenata iz tih modula. Va�i slede�a teorema.

Teorema 33. Neka je Ai, i ∈ I familija podmodula od A, qi : Ai → A ǌihova
ukǉuqeǌa u A. Tada su slede�i uslovi ekvivalentni.

(1) (A; (qi)i∈I) je koproizvod (direktna suma) podmodula Ai;

(2) A = +i∈IAi i za svako i ∈ I: Ai ∩ (+j 6=iAj) = {0};

(3) A = +̇i∈IAi.
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Dokaz. (1) =⇒ (2). Pretpostavimo da je A′ = +i∈IAi 6= A. Kako je A
koproizvod podmodula Ai, to postoji taqno jedno : A→ A/A′ takvo da
je f ◦ qi = 0 za sve i ∈ I. No, to nije taqno. I nula morfizam koji
slika sve elemente iz A u nulu i standardni morfizam p : a 7→ a + A′

ispuǌavaju ova dva uslova, a p 6= 0, jer A/A′ nije trivijalan modul.
Pretpostavimo da je za neko i ∈ I: Ai∩ (+j 6=iAj) 6= {0} i neka je b 6= 0

netrivijalan element iz tog preseka. Stoga je b = aj1 + · · ·+ajn za neke
j1, . . . , jn razliqite od i. Definiximo fk : Ak → A sa:

fk =

{
qi, ako je k = i,

0, inaqe.

Po definiciji koproizvoda sledi da postoji jedinstven f : A → A
takav da je f ◦ qk = fk za sve k ∈ I. To znaqi da je f(b) = f(qi(b)) =
fi(b) = b i f(ajs) = f(qjs(ajs)) = fjs(ajs) = 0 za sve s = 1, n, pa je
f(aj1 + · · · + ajn) = 0. Dobili smo da je b = 0 i ta kontradikcija
zavrxava dokaz ove implikacije.

(2) =⇒ (3). Znamo da je A = +i∈IAi. Pretpostavimo da prikaz eleme-
nata iz A u obliku sume elemenata iz tih podmodula nije jedinstven.
To znaqi da imamo jednakost ai1 +· · ·+ain = bi1 +· · ·+bin za neke i1, . . . , in,
pri qemu aik , bik ∈ Aik , a me�u ǌima mo�e biti i onih koji su jednaki
nuli, ali za bar jedno s je ais 6= bis . Tada imamo jednakost:

Ais 3 ais − bis =
∑
k 6=s

(bik − aik) ∈ +j 6=iAi.

Dakle, imamo element razliqit od nule koji se nalazi u trivijalnom
preseku. Ta kontradikcija zavrxava dokaz ove implikacije.

(3) =⇒ (1). Neka je Y proizvoǉan modul i fi : Ai → Y proizvoǉni
homomorfizmi. Treba pokazati da postoji taqno jedan f : A→ Y tako
da je f ◦ qi = fi za sve i ∈ I. Tra�eno f definixemo na slede�i naqin.
Neka je a ∈ A. Kako je A = ui∈IAi, to je a = ai1 + · · · + ain za neke
i1, . . . , in i aik ∈ Aik . Tada stavǉamo da je f(a) = fi1(ai1) + · · · + fin(an).
Ovo jeste homomorfizam modula. Najpre, ako je r ∈ R, onda je r • a =
r • ai1 + · · · + r • ain , pri qemu r • aik ∈ Aik , jer su ovo podmoduli od A.
Stoga je

f(r • a) = fi1(r • ai1) + · · ·+ fin(r • ain) = r • f(ai1) + · · ·+ r • f(ain)

= r • (f(ai1) + · · ·+ f(ain)) = r • f(a).

Dokaz da je f(a+b) = f(a)+f(b) ostavǉamo qitaocima za ve�bu. Dakle,
f jeste homomorfizam modula i jasno je da je f ◦ qi = fi za sve i ∈ I
poxto smo ga upravo tako i definisali. Za dokaz jedinstvenosti,
pretpostavimo da je g : A→ Y neki homomorfizam za koji va�i: g◦qi =
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fi. Ukoliko je a ∈ A, onda je, kao i gore, a = ai1 + · · ·+ ain , za neke aik
pa je

g(a) = g(ai1 + · · ·+ ain) = g(ai1) + · · ·+ g(ain) jer je a homomorfizam

= g(qi1(ai1)) + · · ·+ g(qin(ain)) = (g ◦ qi1)(ai1) + · · ·+ (g ◦ qin)(ain)

= fi1(ai1) + · · ·+ fin(ain) = f(a).

Ovim je zavrxen i dokaz posledǌe implikacije. 2

U daǉem radu �emo i unutraxǌu direktnu sumu podmodula Ai oz-
naqavati sa

⊕
i∈I Ai, a svakako �e nam iz konteksta biti jasno ukoliko

se radi o ǌoj.

Definicija 34. Neka je A levi R-modul i S ⊆ A. Podmodul generisan
skupom S je najmaǌi podmodul koji sadr�i S kao svoj podskup. Ako je S
konaqan, onda za takav modul ka�emo da je konaqno generisan, a ako je jed-
noqlan, onda ka�emo da je cikliqan.

Stav 35. Neka su A i S kao u prethodnoj definiciji. Tada je podmodul B
generisan skupom S:

B =

{∑
a∈S′

ra • a : S′ je konaqan podskup od S, ra ∈ R

}
.

Dokaz. Ovo je jednostavno, ostavǉamo qitaocima za laku ve�bu. 2

Primetimo da se za trivijalan modul mo�e uzeti da mu je skup
generatora prazan, ali i jednoqlan – sastoji se samo od 0.

Va�i slede�a veoma korisna karakterizacija cikliqnih modula.

Stav 36. Levi R-modul A je cikliqan ako i samo postoji levi ideal I u R
tako da je A ∼= R/I.

Dokaz. Naravno, iz primera 20 znamo da je svaki levi ideal pod-
modul prstena u kome se nalazi. No, R/I jeste cikliqan, generisan je
elementom 1 + I: za sve r ∈ R je r + I = r • (1 + I).

Neka je A cikliqan levi R-modul i neka je on generisan elementom
a0. To znaqi da je A = {r • a0 : r ∈ R}. Posmatrajmo funkciju φ : R→ A
zadatu sa φ(r) := r • a0. Imamo da je

φ(r + r′) = (r + r′) • a0 = r • a0 + r′ • a0 = φ(r) + φ(r′).

Tako�e, φ(s·r) = (s·r) • a0 = s • (r • a0) = s •φ(r). Stoga je φ homomorfizam
levih R-modula. Jasno je da je φ ,,na”. Tada je Kerφ ideal u prstenu
R, a na osnovu teoreme 25 dobijamo izomorfizam R/Kerφ ∼= A. 2
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3 Funktor Hom

Najpre uvodimo pojam bimodula.

Definicija 37. Neka su R i S prsteni sa jedinicom. Ako je A jedan levi
R-modul i desni S-modul, onda ka�emo da je A jedan (R,S)-bimodule ako za
sve r ∈ R, s ∈ S, a ∈ A va�i: (r ∗ a) ? s = r ∗ (a ? s).

Kategoriju svih (R,S)-bimodula oznaqi�emo sa RMS. Primetimo
da je svaki levi R-modul zapravo jedan (R,Z)-bimodul. Sliqno se
i desni moduli mogu videti kao bimoduli. Svaki (R,S)-bimodul
mo�emo identifikovati sa (Sop, Rop)-bimodulom. Mogao bi se qak i
(R,S)-bimodul identifikovati sa levim (R × Sop)-modulom, ali ipak
to ne�emo raditi. Primetimo samo da se, u sluqaju komutativnog
prstena R svaki levi R modul mo�e videti ne samo i kao desni R-
modul, nego i kao (R,R)-bimodul. Radi jednostavnosti oznaka, ko-
risti�emo oznaku · i za levo i za desno dejstvo, dok �emo oznaku za
mno�eǌe u prstenu izostavǉati kad god mo�emo.

Neka je A ∈RMS, B ∈RMT . Tada na Abelovoj grupi HomR(A,B)
mo�emo zadati strukturu (S, T )-modula na slede�i naqin. Ako je s ∈
S, t ∈ T , φ ∈ HomR(A,B), onda s · φ i φ · t definixemo sa:

(s · φ)(a) := φ(a · s), (φ · t)(a) := φ(a) · t.

Treba proveriti da s · φ, φ · t ∈ HomR(A,B).

(s · φ)(a1 + a2) = φ((a1 + a2) · s) = φ(a1 · s+ a2 · s)
= φ(a1 · s) + φ(a2 · s) = (s · φ)(a1) + (s · φ)(a2);

(s · φ)(r · a) = φ((r · a) · s) = φ(r · (a · s)) = r · φ(a · s) = r · (s · φ)(a);

(φ · t)(a1 + a2) = φ(a1 + a2) · t = (φ(a1) + φ(a2)) · t
= φ(a1) · t+ φ(a2) · t = (φ · t)(a1) + (φ · t)(a2);

(φ · t)(r · a) = φ((r · a) · t) = φ(r · (a · t)) = r · φ(a · t) = r · (φ · t)(a).

Proveravamo da li je HomR(A,B) levi S-modul.

M1. (s · (φ1 + φ2))(a) = (φ1 + φ2)(a · s) = φ1(a · s) + φ2(a · s)
= (s · φ1)(a) + (s · φ2)(a) = (s · φ1 + s · φ2)(a);

M2. ((s1 + s2) · φ)(a) = φ(a · (s1 + s2)) = φ(a · s1 + a · s2)

= φ(a · s1) + φ(a · s2) = (s1 · φ)(a) + (s2 · φ)(a) = (s1 · φ+ s2 · φ)(a);

M3. ((s1s2)·φ)(a1) = φ(a·(s1s2)) = φ((a·s1)·s2) = (s2·φ)(a·s1) = (s1·(s2·φ))(a);
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M4. (1S · φ)(a) = φ(a · 1S) = φ(a).

Proveru da je HomR(A,B) desni T -modul ostavǉamo za ve�bu.

Tako�e treba proveriti slagaǌe ovih dejstava:

((s · φ) · t)(a) = (s · φ)(a) · t = φ(a · s) · t;

(s · (φ · t))(a) = (φ · t)(a · s) = φ(a · s) · t.

Zaista je (s · φ) · t = s · (φ · t).

Neka su dati moduli A,A1, A2, A3 ∈RMS; B,B1, B2, B3 ∈RMT i ho-
momorfizmi φ ∈ HomR(A1, A2), ψ ∈ HomR(A2, A3); κ ∈ HomR(B1, B2),
λ ∈ HomR(B2, B3). Definixemo

φ∗ : HomR(A2, B)→ HomR(A1, B)

sa φ∗(α) := α ◦ φ za α ∈ HomR(A1, A2). Analogno se definixu ψ∗ i
(ψ ◦ φ)∗.

Neka β ∈ HomR(A3, B). Tada je

(ψ ◦ φ)∗(β) = β ◦ (ψ ◦ φ) = (β ◦ ψ) ◦ φ = φ∗(β ◦ ψ) = φ∗(ψ∗(β)) = (φ∗ ◦ ψ∗)(β),

pa je
(ψ ◦ φ)∗ = φ∗ ◦ ψ∗.

Ukoliko je A1 = A2 = B = A i φ = idA, imamo da je id∗A(α) = α ◦ idA = α,
pa je

id∗A = idHomR(A,A).

Definixemo

κ∗ : HomR(A,B1)→ HomR(A,B2)

sa: κ∗(θ) := κ◦θ, za θ ∈ HomR(A,B1). Analogno se definixu λ∗ i (λκ)∗.
Neka θ ∈ Hom(A,B1). Tada je

(λ ◦ κ) ∗ (θ) = (λ ◦ κ) ◦ θ = λ ◦ (κ ◦ θ) = λ ◦ (κ∗(θ)) = λ∗(κ∗(θ)) = (λ∗κ∗)(θ),

pa je
(λ ◦ κ)∗ = λ∗ ◦ κ∗.

Ukoliko je A = A1 = B1 = B2 i κ = idA, imamo da je (idA)∗(θ) = idA ◦ θ =
θ, pa je

(idA)∗ = idHom(A,A).

Neka je C ma koja kategorija. Mo�emo definisati opozitnu kate-
goriju Cop sa: O(Cop) = O(C), HomCop(A,B) := HomC(B,A), f ◦op g := g◦f .
Kratko reqeno, opozitna kategorija se dobija od poqetne kategorije
,,obrtaǌem” svih strelica. Ako su C i D ma koje kategorije, onda
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je funktor F iz kategorije C u kategoriju D, u oznaci F : C → D,
pridru�ivaǌe O(C 3 A 7→ F (A) ∈ D pri qemu va�i da je F (g ◦ f) =
F (g) ◦ F (f) kad god postoji g ◦ f , kao i F (1A) = 1F (A) za sve A ∈ C. Za
funktor F : Cop → D ka�emo i da je jedan kontravarijantan funktor
iz C u D (za obiqan funktor se ka�e i da je kovarijantan).

Sada mo�emo formulisati slede�u teoremu.

Teorema 38. Neka A ∈RMS , B ∈RMT . Tada je pridru�ivaǌe

X 7→ HomR(A,X), (X
φ−→ Y ) 7→ (HomR(A,X)

φ∗−→ HomR(A, Y )

jedan kovarijantni funktor iz kategorije RMT u kategoriju SMT , a pridru�ivaǌe

X 7→ HomR(X,B), (X
φ−→ Y ) 7→ (HomR(Y,B)

φ∗−→ HomR(X,B)

jedan kontravarijantni funktor iz kategorije RMS u kategoriju SMT .

Dokaz. Zapravo smo skoro sve dokazali u prethodnoj diskusiji. Os-
talo je samo da se poka�e da su φ∗ i φ∗ homomorfizmi odgovaraju�ih
modula. Doka�imo to za φ∗.

Dakle, treba pokazati da je φ∗(s · α) = s · φ∗(α), za s ∈ S i φ∗(α · t) =
φ∗(α) · t, za t ∈ T . Neka je a ∈ A.

φ∗(s · α)(a) = (φ ◦ (s · α))(a) = φ((s · α)(a)) = φ(α(a · s))
= (φ ◦ α)(a · s) = φ∗(α)(a · s) = (s · φ∗(α))(a), pa je φ∗(s · α) = s · φ∗(α).

φ∗(α · t)(a) = (φ ◦ (α · t))(a) = φ((α · t)(a)) = φ(α(a) · t)
= φ(α(a)) · t = (φ∗(α))(a) · t = (φ∗(α) · t)(a), pa je φ∗(α · t) = φ∗(α) · t.

Dokaz za φ∗ ostavǉamo qitaocima za ve�bu. 2

Sve ovo xto smo radili moglo je da se primeni i kada imamo
situaciju u kojoj su A i B desni R-moduli, tj. u sluqaju da razmatramo
HomR(A,B), gde A ∈SMR, a B ∈TMR, no to se mo�e svesti na prethodno
tako xto identifikujemo SMR sa RopMSop i TMR sa RopMT op . Ostavl-
jamo qitaocima formulacije i provere tih tvr�eǌa (direktno, bez
ove identifikacije). To je dobra, mada mo�da malo dosadna ve�ba.
Dobro je da to bar jednom ,,pro�e kroz ruku”.

Teorema 39. Posmatrajmo prsten R kao jedan (R,R) modul (korix�eǌem
mno�eǌa u samom prstenu). Ukoliko je B ∈RMS , onda je HomR(R,B) ∈RMS

i postoji prirodan izomorfizam HomR(R,B) ∼= B.

Dokaz. Definixemo funkciju FB : HomR(R,B)→ B sa FB(φ) := φ(1).

FB je homomorfizam modula.

FB(φ+ ψ) = (φ+ ψ)(1) = φ(1) + ψ(1) = FB(φ) + FB(ψ);
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FB(r · φ) = (r · φ(1)) = φ(1 · r) = φ(r) = r · φ(1) = r · FB(φ);

FB(φ · s) = (φ · s)(1) = φ(1) · s = FB(φ) · s.

FB je ,,na”. Neka je b ∈ B proizvoǉan. Definixemo φ ∈ HomR(R,B) sa:
φ(r) := r · b. Ovako definisano φ jeste homomorfizam levih modula.
Naime, φ(r1 + r2) = (r1 + r2) · b = r1 · b + r2 · b = φ(r1) + φ(r2); tako�e je
φ(rr1) = (rr1) · b = r · (r1 · b) = r · φ(r1). Kako je FB(φ) = φ(1) = 1 · b = b, to
je FB ,,na”.

FB je ,,1–1”. Neka je FB(φ) = FB(ψ). Tada je φ(1) = ψ(1). Ako je r ∈ R
proizvoǉan, imamo da je φ(r) = r · φ(1) = r · ψ(1) = ψ(r), pa je zaista
φ = ψ.

Prirodnost. Neka je α : B → B′ homomorfizam modula. Treba pokazati
da va�i jednakost: α◦FB = FB′ ◦α∗. U tu svrhu, neka je φ ∈ HomR(R,B).

(α ◦ FB)(φ) = α(FB(φ)) = α(φ(1)) = (α ◦ φ)(1) = α∗(φ)(1) = FB′(α∗(φ)) = (FB′ ◦ α∗)(φ). 2

Teorema 40. Neka A,Ai∈RMS , B,Bi∈RMT , za i ∈ I. Tada postoje prirodni
izomorfizmi (S, T )-bimodula:

HomR(A,Πi∈IBi) ∼= Πi∈IHomR(A,Bi), HomR(⊕i∈IAi, B) ∼= Πi∈IHomR(Ai, B).

Dokaz. Ovo lako sledi iz svojstava proizvoda i koproizvoda: homo-
morfizam u proizvod je potpuno odre�en komponentama i sliqno za
koproizvod. 2

Definicija 41. Pretpostavimo da je F : C → D kovarijantan funktor iz
neke kategorije modula u neku kategoriju modula. Tada ka�emo da je on levo
taqan ako kratak taqan niz u C

0→ A′
µ−→ A

ε−→ A′′ → 0 (9)

prevodi u taqan niz u D

0→ F (A′)
F (µ)−−−→ F (A)

F (ε)−−−→ F (A′′).

U sluqaju da je F kontravarijantan funktor, ka�emo da je levo taqan ako
kratak taqan niz (20) prevodi u taqan niz

0→ F (A′′)
F (ε)−−−→ F (A)

F (µ)−−−→ F (A′).

Teorema 42. Oba funktora razmatrana u teoremi 38 su levo taqni.

Dokaz. Potrebno je samo dokazati da su slede�i nizovi taqni:

0→ HomR(B,A′)
µ∗−→ HomR(B,A)

ε∗−→ HomR(B,A′′) (10)

0→ HomR(A′′, B)
ε∗−→ HomR(A,B)

µ∗−→ HomR(A′, B) (11)
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No, mi smo implicitno praktiqno sve ovo dokazali dokazuju�i teo-
remu 30! Ali, uradimo to ipak sada i eksplicitno.

Ukoliko je µ∗(φ) = 0, to znaqi da je µ ◦ φ = 0, te je, za sve b ∈ B:
µ(φ(b)) = 0, te iz qiǌenice da je µ ,,1–1” sledi da je φ(b) = 0. Stoga je
φ = 0 i µ∗ je ,,1–1”. Ukoliko je ε∗(ψ) = 0, to znaqi da je ε ◦ ψ = 0, te je
Imψ ⊆ Ker ε = Imµ. Stoga za svaki b ∈ B postoji (i to taqno jedan, jer
je µ ,,1–1”) a′ ∈ A′ takav da je µ(a′) = ψ(b). Stoga imamo definisanu

funkciju θ : B → A′ sa: θ(b) = a′
def⇐==⇒ µ(a′) = ψ(b). Proverite za ve�bu

da je θ ∈ HomR(B,A′). Tada imamo da je µ∗(θ) = µ ◦ θ = ψ.

Ukoliko je ε∗(γ) = 0, za γ ∈ HomR(A′′, B), to je γ ◦ ε = 0. Ako
je a′′ ∈ A′′, kako je ε ,,na”, to postoji a ∈ A tako da je a′′ = ε(a),
pa je γ(a) = γ(ε(a′′)) = (γ ◦ ε)(a′) = 0, pa je zapravo γ = 0. Ukoliko
je µ∗(ψ) = 0, za ψ ∈ HomR(A,B), to je ψ ◦ µ = 0. To znaqi da je
ograniqeǌe ψ na Imµ = Ker ε jednako nuli. Stoga mo�emo definisati
homomorfizam ψ : A/Ker ε → B sa: ψ(a + Ker ε) := ψ(a). Naime, ako je
a + Ker ε = a1 + Ker ε, onda je a − a1 ∈ Ker ε, pa je ψ(a − a1) = 0, te je
ψ(a) = ψ(a1). Proverite da je ψ homomorfizam modula. Kako je ε ,,na”,
to postoji izomorfizam ε : A/Ker ε ∼= A′′ koji a+Ker ε slika u ε(a). Neka
je θ = ψ ◦ ε−1 ∈ HomR(A′′, B). Neka je a ∈ A. Tada je

θ(ε(a)) = ψ(ε−1(ε(a)) = ψ(a+ Ker ε) = ψ(a).

Dakle, ε∗(θ) = θ ◦ ε = ψ. 2

4 Funktor
⊗

Bilo bi korisno da su qitaoci upoznati sa tenzorskim proizvodom
Abelovih grupa, no to nije neophodno u onome xto sledi poxto �emo
sve izvesti ab ovo.

Definicija 43. Neka A ∈RMS , B ∈SMT . Definixemo A⊗S B, tenzorski
proizvod od A i B nad S na slede�i naqin. Neka je F(A × B) slobodna
Abelova grupa sa skupom generatora A× B. Posmatramo podgrupu R(A× B)
ove grupe generisanu elementima:

• (a1 + a2, b)− (a1, b)− (a2, b), a1, a2 ∈ A, b ∈ B;

• (a, b1 + b2)− (a, b1)− (a, b2), a ∈ A, b1, b2 ∈ B;

• (as, b)− (a, sb), a ∈ A, b ∈ B, s ∈ S.

A⊗S B := F(A×B)/R(A×B).

Stav 44. Na Abelovoj grupi A⊗S B zadajemo strukturu (R, T )-bimodula sa:

r · (a⊗ b) := (ra)⊗ b, za a,∈ A, b ∈ B, r ∈ R

(a⊗ b) · t := a⊗ (bt), za a ∈ A, b ∈ B, t ∈ T.
Sa a⊗ b oznaqavamo klasu elementa (a, b) ∈ F .
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Dokaz. Kako je skup generatora za F(A × B) skup A × B, to je svaki
element iz F(A × B)/R(A × B) klasa elementa (a1, b1) + · · · + (ak, bk) −
(ak+1, bk+1)−· · ·− (an, bn) za neke ai ∈ A, bj ∈ B, tj. dobija se sabiraǌem
i oduzimaǌem klasa elemenata (ai, bi), tj. sabiraǌem i oduzimaǌem
ai ⊗ bi. Dakle, elementi oblika a ⊗ b, za a ∈ A i b ∈ B su generatori
ove grupe. No, ne postoji jedinstvenost prikaza elemenata iz grupe
F(A×B)/R(A×B) u ovom obliku, tj. mo�e se desiti da imamo jednakost

a1 ⊗ b1 + · · ·+ ak ⊗ bk − ak+1 ⊗ bk+1 − · · · − an ⊗ bn
= a′1 ⊗ b′1 + · · ·+ a′l ⊗ b′l − a′l+1 ⊗ b′l+1 − · · · − a′m ⊗ b′m, (12)

pri qemu se ni broj sabiraka sa leve i desne strane ne mora pokla-
pati, niti znaci samih sabiraka, niti pojedini sabirci. Ako bismo
koristili sumu sa leve strane, onda bismo mno�eǌem sa r sleva do-
bili element

(ra1) ⊗ b1 + · · · + (rak) ⊗ bn − (rak+1) ⊗ bk+1 − · · · − (ran) ⊗ bn, (13)

a ako bismo koristili sumu sa desne strane, dobili bismo element

(ra′1) ⊗ b′1 + · · · + (ra′l) ⊗ b′l − (ra′l+1) ⊗ b′r+1 − · · · − (ra′m) ⊗ b′m (14)

i moramo se uveriti da se radi o istom elementu. No, xta znaqi to
da imamo jednakost (12)? To zapravo znaqi da

(a1, b1) + · · ·+ (ak, bk)− (ak+1, bk+1)− · · · − (an, bn)

− (a′1, b
′
1)− · · · − (a′l, b

′
l) + (a′l+1, b

′
l+1) + · · ·+ (a′m, b

′
m) ∈ R. (15)

Jednakost elemenata (13) i (14) ekvivalentna je sa

(ra1, b1) + · · ·+ (rak, bk)− (rak+1, bk+1)− · · · − (ran, bn)

− (ra′1, b
′
1)− · · · − (ra′l, b

′
l) + (ra′l+1, b

′
l+1) + · · ·+ (ra′m, b

′
m) ∈ R. (16)

Ovde treba obratiti pa�ǌu na qiǌenicu da je R(A×B) ⊆ F(A×B) i
da su u F(A× B) elementi (a, b) slobodni generatori, pa me�u ǌima
nema nikakvih veza!

Poka�imo da ako
∑
i±i(x1, yi) ∈ R(A×B), onda i

∑
i±i(rxi, yi) pri-

pada R(A×B), za sve xi ∈ A, yi ∈ B, r ∈ R, ±i ∈ {+,−}. Iz toga sledi
da (15) ⇒ (16). Dovoǉno je pokazati da su generatori u R(A×B). A
to nije texko.

• Iz (a1 +a2, b)−(a1, b)−(a2, b) ∈ R(A×B) imamo da je (r(a1 +a2), b)−
(ra1, b)−(ra2, b) = (ra1+ra2)−(ra1, b)−(ra2, b) ∈ R(A×B) (koristili
smo da je r(a1 + a2) = ra1 + ra2 u A).

• Iz (a, b1 + b2) − (a, b1) − (a, b2) ∈ R(A × B) neposredno sledi da
(ra, b1 + b2)− (ra, b1)− (ra, b2) ∈ R(A×B).
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• Iz (as, b) − (a, sb) ∈ R(A × B) imamo da je (r(as), b) − (ra, sb) =
((ra)s, b)− (ra, sb) ∈ R(A× B) (koristili smo da je r(as) = (ra)s u
A).

Ovim smo pokazali da je mno�eǌe elementima iz R sleva dobro defi-
nisano. Na analogni naqin se dokazuje da je i mno�eǌe elementima iz
T zdesna dobro definisano. Ostavǉamo qitaocima da to urade, kao i
da dovrxe dokaz da se ovako zaista dobija (R, T )-bimodul. 2

Ukoliko je S = Z, umesto A ⊗Z B kratko �emo pisati samo A ⊗ B.
Na osnovu definicije, u modulu A⊗S B va�e slede�e relacije:

(a1 + a2)⊗ b = a1 ⊗ b+ a2 ⊗ b a⊗ (b1 + b2) = a⊗ b1 + a⊗ b2, (17)

za sve a, a1, a2 ∈ A i b, b1, b2 ∈ B, kao i

as⊗ b = a⊗ sb, (18)

za sve a ∈ A, b ∈ B i s ∈ S.
Dokaz slede�eg stava ostavǉamo qitaocima uz napomenu da je mo�da

oqigledan, ali da ipak pokuxaju da sve to lepo protumaqe.

Stav 45. (i) A1 ⊗S A2
∼= A2 ⊗SopA1.

(ii) Ako A ∈RMS , B ∈SMT , C ∈ TMU , onda je

(A⊗S B)⊗T C ∼= A⊗S (B ⊗T C).

Stav 46. Ako A ∈RMS i ako se R posmatra kao (R,R)-bimodul, onda je
R⊗R A ∼= A.

Dokaz. Definixemo φ : A→ R⊗R A sa: φ(a) = 1⊗ a.

φ je homomorfizam bimodula.

φ(a1 + a2) = 1⊗ (a1 + a2) = 1⊗ a1 + 1⊗ a2 = φ(a1) + φ(a2);

φ(ra) = 1⊗ (ra) = 1r ⊗ a = r1⊗ a = r · (1⊗ a) = r · φ(a).

φ(as) = 1⊗ (as) = (1⊗ a) · s = φ(a) · s

φ je ,,na”. Tenzorski proizvod je generisan elementima r ⊗ a, za r ∈ R
i a ∈ A. No, r ⊗ a = 1 ⊗ ra = φ(ra). Kako su svi generatori u Imφ, to
je φ ,,na”.

φ je ,,1–1”. Pretpostavimo da je φ(a) = 0. To znaqi da (1, a) ∈ R (videti
definiciju tenzorskog proizvoda). Mo�emo da definixemo funkciju
f : R×A→ A sa: f(r, a) = ra. Ako je F(R×A) slobodna Abelova grupa
sa skupom generatora R × A, onda postoji jedinstven homomorfizam
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Abelovih grupa f : F(R × A) → A za koji je f(r, a) = f(r, a) = ra za sve
r ∈ R, a ∈ A. Primetimo da je

f
(
(r1 + r2, a)− (r1, a)− (r2, a)

)
= f(r1 + r2, a)− f(r1, a)− f(r2, a)

= (r1 + r2)a− r1a− r2a = 0.

Sliqno,

f
(
(r, a1 + a2)− (r, a1)− (r, a2)

)
= f(r, a1 + a2)− f(r, a1)− f(r, a2)

= r(a1 + a2)− ra1 − ra2 = 0.

Naravno, imamo i da je f
(
(rs, a) − (r, sa)

)
= f(rs, a) − f(r, sa) = (rs)a −

r(sa) = 0. Dakle, f slika svaki generator od R(R×A) u nulu, pa stoga
slika celu tu podgrupu u 0. Samim tim je i a = 1 · a = f(1, a) = 0.

Time smo zavrxili dokaz da je φ izomorfizam modula. 2

Koristili smo da se svaki element u tenzorskom proizvodu A⊗RB
mo�e prikazati u obliku a1 ⊗ b1 + · · ·+ ak ⊗ bk − ak+1 ⊗ bk+1 − · · · an ⊗ bn
za neke k i n i neke ai ∈ A, bj ∈ B. Zapravo se svaki element mo�e
prikazati u obliku zbira elemenata oblika a⊗b, bez korix�eǌa znaka
za oduzimaǌe.

Najpre: 0A ⊗ b = 0A⊗RB, za sve b ∈ B; tako�e je: a ⊗ 0B = 0A⊗RB za
sve a ∈ A. Naime,

0A ⊗ b = (0A + 0A)⊗ b = 0A ⊗ b+ 0A ⊗ b (na osnovu (17)

i skra�ivaǌem u Abelovoj grupi A⊗RB dobijamo da je 0A⊗b = 0A⊗RB.
Odavde lako sledi da je −(a⊗ b) = (−a)⊗ b:

a⊗ b+ (−a)⊗ b = (a+ (−a))⊗ b = 0A ⊗ b = 0A⊗RB .

Naravno, na isti naqin mo�emo raditi sa drugim faktorom u ten-
zorskom proizvodu. Sada vidimo zaxto se svaki element u tenzorskom
proizvodu mo�e prikazati u obliku zbira elemenata oblika a⊗ b.

Neka je α : A → A′ u RMS i β : B → B′ u SMT . �elimo da defini-
xemo α⊗β : A⊗RB → A′⊗RB′ tako da bude (α⊗β)(a⊗b) = α(a)⊗β(b) za
sve a ∈ A I b ∈ B. To �emo uraditi na slede�i naqin. Definixemo
funkciju f : A× B → A′ ⊗R B′ sa f(a, b) := α(a)⊗ β(b). Ako je F(A× B)
slobodna Abelova grupa sa skupom generatora A × B, onda postoji
jedinstven homomorfizam Abelovih grupa f : F(A×B)→ A′⊗RB′, takav
da je f(a, b) = α(a)⊗β(b). Da bismo imali homomorfizam iz tenzorskog
proizvoda moramo proveriti da se svi elementi iz R(A × B) slikaju
u nulu.

f
(
(a1 + a2, b)− (a1, b)− (a2, b)

)
= f(a1 + a2, b)− f(a1, b)− f(a2, b)

= α(a1 + a2)⊗ β(b)− α(a1)⊗ β(b) = α(a2)⊗ β(b)

=
(
α(a1)+α(a2)

)
⊗β(b)−α(a1)⊗β(b) = α(a2)⊗β(b) = 0 (na osnovu (17)).
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Analogno se dobija da je f
(
(a, b1 + b2)− (a, b1)− (a, b2)

)
= 0.

f
(
(as, b)− (a, sb)

)
= f(as, b)− f(a, sb) = α(as)⊗ β(b)− α(a)⊗ β(sb)

= α(a)s⊗ β − α(a)⊗ sβ(b) (α i β su homomorfizmi bimodula)

= 0 (na osvovu relacije (18)).

Dakle, zaista f slika svaki element iz R(A× B) u nulu, pa indukuje
homomorfizam Abelovih grupa (koji �emo oznaqiti onako kako smo
�eleli) α⊗β : A⊗RB → A′⊗RB′. Kako je a⊗ b zapravo klasa elementa
(a, b), vidimo da je zaista (α ⊗ β)(a ⊗ b) = α(a) ⊗ β(b). Samo jox treba
proveriti da je ovo homomorfizam bimodula.

(α⊗ β)(r · (a⊗ b)) = (α⊗ β)(ra⊗ b) = α(ra)⊗ β(b)

= rα(a)⊗ β(b) = r · (α(a)⊗ β(b)) (α je homomorfizam bimodula)

= r · (α⊗ β)(a⊗ b).

Sliqno se pokazuje da je (α⊗ β)((a⊗ b) · t) = (α⊗ β)(a⊗ b) · t.

Ukoliko α′ : A′ → A′′ i β′ : B′ → B′′, onda je

((α′ ⊗ β′) ◦ (α⊗ β))(a⊗ b) = (α′ ⊗ β′)
(
(α⊗ β)(a⊗ b)

)
= (α′ ⊗ β′)(α(a)⊗ β(b)) = α′(α(a)⊗ β′(β(b)) = (α′ ◦ α)(a)⊗ (β′ ◦ β)(b),

pa je (α′ ⊗ β′) ◦ (α⊗ β) = (α′ ◦ α)⊗ (β′ ◦ β).

Ovo nam omogu�ava da tenzorski proizvod, kao i Hom, posmatramo
kao funktor na dva naqina.

1. A⊗S − : Y 7→ A⊗ Y , (β : Y → Y ′) 7→ (idA ⊗ β : A⊗S Y → A⊗S Y ′).

2. −⊗B : A 7→ X ⊗B, (α : X → X ′) 7→ (α⊗ idB : X ⊗S B → X ′ ⊗S B).

Lako se mo�emo uveriti da ovo jesu (kovarijantni) funktori.

Teorema 47. Ovako zadati funktori su desno taqni, tj.

a) za svaki kratak taqan niz u RMS

0→ A′
µ−→ A

ε−→ A′′ → 0

i B ∈SMT niz

A′ ⊗S B
µ⊗idB−−−−→ A⊗S B

ε⊗idB−−−−→ A′′ ⊗S B → 0

je taqan u RMT i

b) za svaki kratak taqan niz u SMT

0→ B′
φ−→ B

ψ−→ B′′ → 0
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i A ∈RMS niz

A⊗S B′
idA⊗φ−−−−→ A⊗S B

idA⊗ψ−−−−→ A⊗S B′′ → 0

je taqan u RMT .

Dokaz. Dokaza�emo deo pod a). Deo pod b) dokazuje se na analogan
naqin. Kako je ε◦µ = 0, to je i (ε⊗ idB)◦ (µ⊗ idB) = (ε◦µ)⊗ (idB ◦ idB) =
0 ⊗ idB = 0. Poxto je ε ,,na”, to za svaki a′′ ∈ A′′ postoji a ∈ A tako
da je ε(a) = a′′, pa, stoga, za svaki aditivni generator a′′⊗ b za A′′⊗B
postoji a ∈ A i b ∈ B tako da je (ε⊗idB)(a⊗b) = ε(a)⊗idB(b) = a′′⊗b, te je
ε⊗ idB tako�e ,,na”. Ostaje da se doka�e da je Ker(ε⊗ idB) ⊆ Im(µ⊗ idB).

Neka je P = A⊗S B/Im(µ⊗ idB). Ako je z ∈ A⊗S B, sa [z] oznaqavamo
ǌegovu klasu u P . Definixemo funkciju f : A′′ ×B → P sa:

f(a′′, b) := [a⊗ b] def⇐=⇒ ε(a) = a′′.

Poka�imo da je funkcija dobro definisana. Naime, pretpostavimo
da je ε(a) = ε(a1) = a′′. To znaqi da je a − a1 ∈ Ker ε = Imµ, te postoji
a′ ∈ A′ tako da je a− a1 = µ(a′). No, to znaqi da je

a⊗ b− a1 ⊗ b = (a− a1)⊗ b = µ(a′)⊗ b = (µ⊗ idB)(a′ ⊗ b),

pa a⊗ b− a1 ⊗ b ∈ Im(µ⊗ idB) te je [a⊗ b] = [a1 ⊗ b].

Stoga f definixe na taqno jedan naqin homomorfizam Abelovih
grupa f : F(A′′ × B) → P , tako da je f(a′′, b) = f(a′′, b), gde je, naravno,
F(A′′ ×B), slobodna Abelova grupa sa skupom generatora A′′ ×B. Oz-
naqimo, kao i ranije, sa R(A′′ ×B) podgrupu ove grupe iz definicije
43. Tada je A′′ ⊗B = F(A′′ ×B)/R(A′′ ×B).

Neka
∑
i ai ⊗ bi ∈ Ker(ε ⊗ idB). To znaqi da je

∑
i ε(ai) ⊗ bi = 0A′′⊗B,

odnosno, to znaqi da
∑
i(ε(ai), bi) ∈ R(A′′×B). Poka�imo da f slika sve

elemente iz R(A′′ × B) u 0P . Naravno, proveravamo na generatorima.
Neka su a′′1 , a

′′
2 ∈ A′′, b ∈ B. Ukoliko je ε(a1) = a′′1 i ε(a2) = a′′2 , onda

je ε(a1 + a2) = ε(a1) + ε(a2) = a′′1 + a′′2 , pa imamo da je f(a′′1 , b) = [a1 ⊗ b],
f(a′′2 , b) = [a2 ⊗ b] i f(a′′1 + a′′2 , b) = [(a1 + a2)⊗ b]. Stoga

f
(
(a′′1 + a′′2 , b)− (a′′1 , b)− (a′′2 , b)

)
= f(a′′1 + a′′2 , b)− f(a′′1 , b)− f(a′′2 , b)

= [(a1 + a2)⊗ b]− [a1 ⊗ b]− [a2 ⊗ b] = [a1 ⊗ b+ a2 ⊗ b]− [a1 ⊗ b]− [a2 ⊗ b]
= [a1 ⊗ b] + [a2 ⊗ b]− [a1 ⊗ b]− [a2 ⊗ b] = 0P .

f
(
(a′′, b1 + b2)− (a′′, b1)− (a′′, b2)

)
= f(a′′, b1 + b2)− f(a′′, b1)− f(a′′, b2)

= [a⊗ (b1 + b2)]− [a⊗ b1]− [a⊗ b2] = 0P .
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Ukoliko je ε(a) = a′′ i s ∈ S, onda je ε(as) = ε(a)s = a′′s, pa imamo da je
f(a′′, b) = [a⊗ b] i f(a′′s, b) = [as⊗ b].

f
(
(as, b)−(a, sb)

)
= f(as, b)−f(a, sb) = [as⊗b]−[a⊗sb] = [a⊗sb]−[a⊗sb] = 0P .

Dakle, f slika svaki element iz R(A′′×B) u 0P , xto znaqi da dobijamo
da je i f

(∑
i(ε(ai), bi)

)
= 0P . No,

f
(∑

i

(ε(ai), bi)
)

=
∑
i

f(ε(ai), bi) =
∑
i

[ai ⊗ bi] =

[∑
i

(ai ⊗ bi)

]
,

xto znaqi da
∑
i(ai ⊗ bi) ∈ Im(µ⊗ idB). 2

Teorema 48. Neka A,Ai ∈RMS , za i ∈ I; B,Bi ∈SMT , za i ∈ I. Tada(⊕
i∈I

Ai)⊗S B ∼=
⊕
i∈I

(
Ai ⊗S B

)
i A⊗S

(⊕
i∈I

Bi
) ∼= ⊕

i∈I
(A⊗S Bi).

Dokaz. Doka�imo samo prvi izomorfizam, drugi se dokazuje analogno.
Pokaza�emo da

((⊕
i∈I Ai) ⊗S B; (qk)k∈I

)
ispuǌava uslove definicije

koproizvoda (R, T )-bimodula Ai ⊗S B, za pogodno izabrane homomor-
fizme qk : Ai ⊗S B →

(⊕
i∈I Ai

)
⊗S B, za k ∈ I. Najpre definiximo

te homomorfizme. Po�imo od funkcija gk : Ak × B →
(⊕

i∈I Ai
)
⊗S B)

definisanih sa gk(ak, b) := (ak)i∈I ⊗ b, gde je

(ak)i :=

{
ak, i = k

0Ai
, i 6= k.

Napomenimo da ovde koristimo realizaciju koproizvoda modula Ai
u obliku podskupa proizvoda Πi∈IAi u kojima je samo konaqno mnogo
komponenata razliqito od nule, a operacije su po koordinatama. Tada
imamo jedinstvene homomorfizme gk : F(Ak×B)→

(⊕
i∈I Ai

)
⊗SB, takve

da je gk(ak, b) = gk(ak, b) za sve (ak, b) ∈ Ak × B. Kao i ranije, lako se
proveri da gk slika sve elemente iz R(Ak × B) u nulu, te dobijamo
indukovane homomorfizme qk : Ak ⊗S B →

(⊕
i∈I Ai

)
⊗S B.

Neka je C ∈RMT , φi : Ai⊗SB → C u RMT . Treba pokazati da postoji
jedinstven homomorfizam φ :

(⊕
i∈I Ai

)
⊗S B → C takav da je φ ◦ qi = φi

za sve i ∈ I.

Najpre definixemo funkciju f :
(⊕

i∈I Ai
)
×B → C sa: f((ai)i∈I , b) :=∑

i∈I φi(ai⊗b). Ova suma je konaqna, jer je ai 6= 0 samo za konaqno mnogo
i ∈ I. Ponavǉamo dobro nam poznati postupak. Sa F oznaqimo slo-
bodnu Abelovu grupu sa grupom generatora

(⊕
i∈I Ai

)
×B, a sa R pod-

grupu generisanu elementima iz definicije 43. Zadata funkcija f se
na jedinstven naqin produ�ava do homomorfizma f : F → C Abelovih
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grupa. Generatori iz R slikaju se u 0C .

f
(
((ai)i∈I + (āi)i∈I , b)− ((ai)i∈I , b)− ((āi)i∈I , b)

)
= f

(
(ai)i∈I + (āi)i∈I , b

)
− f

(
(ai)i∈I , b

)
− f

(
(āi)i∈I , b

)
= f

(
(ai + āi)i∈I , b)− f

(
(ai)i∈I , b

)
− f

(
(āi)i∈I , b

)
=
∑
i∈I

φi((ai + āi)⊗ b)−
∑
i∈I

φi(ai ⊗ b)−
∑
i∈I

φi(āi ⊗ b)

=
∑
i∈I

(
φi(ai ⊗ b+ āi ⊗ b)− φi(ai ⊗ b)− φi(ai ⊗ b)

)
=∑

i∈I

(
φ(ai ⊗ b) + φi(āi ⊗ b)− φi(ai ⊗ b)− φi(āi ⊗ b)

)
= 0C .

Proveru za druga dva tipa generatora ostavǉamo qitaocima. Stoga
f indukuje homomorfizam Abelovih grupa φ : F/R → C. Kako je F/R
zapravo

(⊕
i∈I Ai

)
⊗S B, to smo dobili φ :

(⊕
i∈I Ai

)
⊗S B → C, za koji

je φ((ai)i∈I ⊗ b) =
∑
i∈I φi(ai ⊗ b). Primetimo da je

(φ◦qk)(ak⊗b) = φ(qk(ak⊗b)) = φ((ak)i∈I⊗b) =
∑
i∈I

φi((ak)i⊗b) = φk(ak⊗b),

pa je φ ◦ qk = φk za sve k ∈ I. Jasno je da je φ ovako jedinstveno zadato.
Naime, ako je φ′ drugi homomorfizam koji zadovoǉava uslov φ′◦qk = φk
za sve k ∈ I, onda, za aditivni generator (ai)i∈I ⊗ b najpre primetimo
da je ai 6= 0 samo za konaqno mnogo indeksa i. Neka su to i1, . . . , is. No,
tada je (ai)i∈I zbir od s elemenata kod kojih je komponenta razliqita
od 0 taqno na jednoj poziciji; precizno: (ai)i∈I =

∑s
l=1 ais . Dobijamo

da je

φ′((ai)i∈I ⊗ b) =

s∑
l=1

φ′(ail ⊗ b) =

s∑
l=1

φ′(qil(ail)⊗ b)

=

s∑
l=1

(φ′ ◦ qi;)(ail ⊗ b) =

s∑
l=1

φil(ail ⊗ b) = φ((ai)i∈I ⊗ b),

pa se dobija da je φ′ = φ na aditivnim generatorima, te je stoga φ′ = φ.

Ostaje da se proveri da je φ homomorfizam (R, T )-bimodula.

φ
(
r ·
(
(ai)i∈I ⊗ b

))
= φ

(
(rai)i∈I ⊗ b

)
=
∑
i∈I

φi(rai ⊗ b)

=
∑
i∈I

φi(r · (ai ⊗ b)) =
∑
i∈I

rφ(ai ⊗ b) = r ·
∑
i∈I

φi(ai ⊗ b) = r · φ
(
(ai)i∈I ⊗ b

)
.

Proverite za ve�bu slagaǌe sa mno�eǌem zdesna elementima iz T . 2
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Primer 49. Posmatrajmo kategoriju Set svih skupova i funkcija me
�u ǌima. Tada imamo prirodnu bijekciju izme�u Set(X × Y, Z) i
Set(X,Set(Y,Z)). Naime, svakoj funkciji f : X×Y → Z mo�emo pridru-
�iti funkciju f ] : X → Set(Y,Z) sa f ](x)(y) := z. Nije texko uveriti
se da je ovo bijekcija. Prirodnost se sastoji u slede�em. Ako su
X ′, Y ′, Z ′ neki drugi skupovi i α : X ′ → X, β : Y ′ → Y , γ : Z → Z ′, bi-
jekcije za trojke (X,Y, Z) i (X ′, Y ′, Z ′) lepo se sla�u sa ovim funkci-
jama u slede�em smislu. Ako je f ∈ Set(X × Y,Z), onda joj mo�emo
pridru�iti funkciju γ ◦ f ◦ (α× β) ∈ Set(X ′ × Y ′, Z ′), gde smo sa α× β
oznaqili koja X×Y slika u X ′×Y ′ tako xto (x, y) slika u (α(x), β(y)).
Sliqno, funkciji g iz Set(X,Set(Y,Z)) mo�emo pridru�iti funkciju
iz Set(X ′, Set(Y ′, Z ′)) definisanu sa: x′ 7→ γ ◦ g(α(x′)) ◦ β. Oznaqimo sa

Φ(X,Y,Z) : Set(X × Y,Z)→ Set(X,Set(Y,Z))

gorenavedenu bijekciju. Tada je, za sve f ∈ Set(X × Y, Z) i x′ ∈ X ′:

Φ(X′,Y ′,Z′)

(
γ ◦ f ◦ (α× β)

)
(x′) = γ ◦ Φ(X,Y,Z)(f)

(
α(x′)

)
◦ β. (19)

Ovo izgleda znatno komplikovanije nego xto u suxtini jeste. Poenta
je da je gorǌa bijekcija definisana nezavisno od bilo kakvih izbora
u skupovima o kojima je req i zato se sla�e sa raznim kompozicijama.

Proverimo jednakost (19). Po definiciji imamo da je, za y′ ∈ Y ′:

Φ(X′,Y ′,Z′)

(
γ ◦f ◦ (α×β)

)
(x′)(y′) = (γ ◦f ◦ (α×β))(x′, y′) = γ(f(α(x′), β(y′))).

S druge strane, za y′ ∈ Y :

(γ◦Φ(X,Y,Z)(f)
(
α(x′)

)
◦β)(y′) = γ(ΦX,Y,Z(f)(α(x′)(β(y′)) = γ(f(α(x′), β(y′))).

Dakle, jednakost zaista va�i.

Razlog zaxto smo uzimali, na primer, da α slika X ′ u X, a γ Z
u Z ′ le�i u tome xto takvo α, za svako Z, indukuje preslikavaǌe
iz Set(X,Z) u Set(X ′, Z), dok γ za svako X indukuje preslikavaǌe iz
Set(X,Z) u Set(X,Z ′). Kratko, Set(−,−) je kontravarijantno (obr�e
strelice) po prvoj, a kovarijantno po drugoj komponenti.

Iz ovih razloga, ako fiksiramo Y i posmatramo dva funktora
X 7→ X × Y i Z 7→ Set(Y,Z)) (uz jasno definisana i pridru�ivaǌa
funkcija), onda navedena prirodna bijekcija govori da je prvi funk-
tor levo adjungovan drugom funktoru, odnosno, da je drugi funktor
desno adjungovan prvom funktoru. ♣

Svojstvo da neki funktor ima ǌemu desno (ili levo) adjungovan
funktor mu daje izvesne osobine, ali se mi time ne�emo detaǉno ba-
viti zbog ograniqenosti vremena. Samo navodimo va�nu vezu izme�u
funktora −⊗SB i HomT (B,−): prvi je levo adjungovan drugom, odnosno
va�i slede�a teorema.
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Teorema 50. Neka B ∈SMT . Tada postoji prirodan izomorfizam Abelovih
grupa

Hom(R,T )(A⊗S B,C) ∼= Hom(R,S)(A,HomT (B,C)),

gde A ∈RMS i C ∈RMT .

Dokaz. Neka je θ ∈ Hom(R,T )(A⊗S B,C). Defixemo

Φ(A,B,C)(θ) ∈ Hom(R,S)(A,HomT (B,C))

sa:
(
Φ(A,B,C)(θ)(a))(b) := θ(a⊗ b). Treba pokazati nekoliko stvari.

Najpre,

Φ(A,B,C)(θ) je homomorfizam (R,S)-bimodula. Neka a ∈ A, b ∈ B.(
Φ(A,B,C)(θ)(ra))(b) = θ((ra)⊗ b)

= θ(r(a⊗ b)) po definiciji strukture R-modula na A⊗S B
= rθ(a⊗ b), jer je θ homomorfizam (S, T )-modula

= r
(
Φ(A,B,C)(θ)(a)

)
(b) =

(
r · Φ(A,B,C)(θ)(a)

)
(b),

pa je Φ(A,B,C)(θ)(r · a) = r · Φ(A,B,C)(θ)(a). Ovde treba napomenuti da se
struktura (R,S)-bimodula na HomT (B,C) zadaje sa:

(r · φ)(b) := r(φ(b)), (φ · s)(b) := φ(sb).

Proverite da je ovako zaista zadata struktura (R,S)-bimodula na
HomT (B,C) i uporedite sa time kako zadajemo bimodulsku strukturu
u sluqaju homomorfizama levih modula (poqetak odeǉka o funktoru
Hom).(

Φ(A,B,C)(θ)(as)
)
(b) = θ(as⊗ b) = θ(a⊗ sb) =

(
Φ(A,B,C)(θ)(a)

)
(sb)

=
(
Φ(A,B,C)(θ)(a) · s)(b) (po strukturi bimodula na HomT (B,C)),

pa je Φ(A,B,C)(θ)(as) = Φ(A,B,C)(θ)(a) · s.

(
Φ(A,B,C)(θ)(a1 + a2)

)
(b) = θ((a1 + a2)⊗ b) = θ(a1 ⊗ b+ a2 ⊗ b)

= θ(a1 ⊗ b) + θ(a2 ⊗ b) =
(
Φ(A,B,C)(θ)(a1)

)
(b) +

(
Φ(A,B,C)(θ)(a2)

)
(b)

=
(
Φ(A,B,C)(θ)(a1) + Φ(A,B,C)(θ)(a2)

)
(b),

pa je Φ(A,B,C)(θ)(a1 + a2) = Φ(A,B,C)(θ)(a1) + Φ(A,B,C)(θ)(a2).

Φ(A,B,C)(θ)(a) je homomorfizam desnih T-modula.(
Φ(A,B,C)(θ)(a)

)
(b1 + b2) = θ(a⊗ (b1 + b2)) = θ(a⊗ b1 + a⊗ b2)

= θ(a⊗ b1) + θ(a⊗ b2) =
(
Φ(A,B,C)(θ)(a)

)
(b1) +

(
Φ(A,B,C)(θ)(a)

)
(b2).
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(
Φ(A,B,C)(θ)(a)

)
(a)(bt) = θ(a⊗ bt) = θ((a⊗ b)t)

= θ(a⊗ b)t =
(
Φ(A,B,C)(θ)(a)

)
(b)t.

Φ(A,B,C) je homomorfizam Abelovih grupa.(
Φ(A,B,C)(θ1 + θ2)(a)

)
(b) = (θ1 + θ2)(a⊗ b)

= θ1(a⊗ b) + θ2(a⊗ b) =
(
Φ(A,B,C)(θ1)(a)

)
(b) +

(
Φ(A,B,C)(θ2)(a)

)
(b),

pa je Φ(A,B,C)(θ1 + θ2) = Φ(A,B,C)(θ1) + Φ(A,B,C)(θ2).

Φ(A,B,C) je ,,1–1”. Neka je Φ(A,B,C)(θ) = 0Hom(R,S)(A,HomT (B,C)). To znaqi
da je za svako a ∈ A: Φ(A,B,C)(θ)(a) = 0HomT (B,C). Te je za svako a ∈ A
i svako b ∈ B:

(
Φ(A,B,C)(θ)(a)

)
(b) = 0C , tj. za θ(a × b) = 0 za sve a ∈ A,

b ∈ B. Kako su ovo aditivni generatori od A⊗S B, to zakǉuqujemo da
je θ = 0Hom(R,T )(A⊗SB,C).

Φ(A,B,C) je ,,na”. Neka ξ ∈ Hom(R,S)(A,HomT (B,C)). Definiximo
f : A × B → C sa: f(a, b) := ξ(a)(b). Ako je f : F(A × B) → C jedin-
stven homomorfizam Abelovih grupa koji proxiruje f , proverimo da
slika sve elemente iz R(A×B) u nulu.

f
(
(a1 + a2, b)− (a1, b)− (a2, b)

)
= f(a1 + a2, b)− f(a1, b)− f(a2, b)

= ξ(a1 + a2)(b)− ξ(a1)(b)− ξ(a2)(b) = (ξ(a1) + ξ(a2))(b)− ξ(a1)(b)− ξ(a2)(b)

= ξ(a1)(b) + ξ(a2)(b)− ξ(a1)(b)− ξ(a2)(b) = 0C .

Lako se dobija i da je f
(
(a, b1 + b2)− (a, b1)− (a, b2)

)
= 0C .

f
(
(as, b)− (a, sb)

)
= f(as, b)− f(a, sb) = ξ(as)(b)− ξ(a)(sb)

= (ξ(a) · s)(b)− ξ(a)(sb), jer je ξ homomorfizam desnih S-modula

= ξ(a)(sb)− ξ(a)(sb)

(po definiciji strukture desnog S-modula na HomT (B,C)) = 0C .

Dakle, f indukuje homomorfizam Abelovih grupa θ : A⊗B → C i mo�e
se proveriti da je to homomorfizam (R, T )-modula. Kako je, po samoj
definiciji θ(a⊗ b) = f(a, b) = ξ(a)(b), to je Φ(A,B,C)(θ) = ξ.

Precizno razjaxǌeǌe prirodnosti i proveru ostavǉamo qitaocima
za ve�bu, jer je potpuno analogno primeru za skupove. 2

Zadatak za ve�bu.
Dokazati da taqnost niza R-modula

A′
µ−→ A

ε−→ A′′ → 0 (20)
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sledi iz taqnosti niza

0→ HomR(B,A′)
µ∗−→ HomR(B,A)

ε∗−→ HomR(B,A′′) (21)

za svaki R-modul B, a sledi tako�e i iz taqnosti

0→ HomR(A′′, B)
ε∗−→ HomR(A,B)

µ∗−→ HomR(A′, B) (22)

za svaki R-modul B. ♠

Razmislite kako biste mogli da iskoristite ovaj zadatak i prethodnu
teoremu da doka�ete teoreme 47 i 48.
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