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Praistorija
Antropolozi nam ka�u da nema kulture, ma koliko primitivna

bila, koja nema u sebi neko poimaǌe broja. Navedimo neke primere.

• Neka abori
inska plemena u Australiji nemaju reqi za brojeve
ve�e od 2, imaju samo za 1 i 2, sve ostalo je ,,mnogo”.

• Indijanci oko Amazona broje do 6, no nemaju reqi za 3, 4, 5, 6,
nego je 3 dva-jedan, 4 je dva-dva itd.

• Buxmani sliqno broje po 2 do 10. Ovde je zanimǉivo ista�i da
ne �ele da zamene 2 krave za 4 sviǌe, ali je u redu da zamene
jednu kravu za dve sviǌe, a potom opet isto to!

Veoma je zanimǉiva analiza brojevnih sistema kod severnoame-
riqkih Indijanaca koju je 1913. godine objavio Ils. Pre svega, navodi
se da ima 60 jeziqkih grupa, a ukupno oko 750 jezika. Nisu svi ra-
zliqiti, smatra se da ima oko 500 razliqitih jezika. U okviru iste
jeziqke grupe su jezici koji su sliqni kao xto su sliqni, na primer,
xpanski, italijanski i francuski. Za 307 brojevnih sistema bazi-
ranih na analizi jezika, imamo slede�e podatke:

• 146 imaju osnovu 10;

• 106 koriste kombinaciju osnove 5 i 10;

• 35 koriste kombinaciju osnove 5 i 20;

• 15 koriste osnovu 4;

• 3 koriste osnovu 3;

• 1 koristi osnovu 8.
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Ne postoji qisto binarni sistem, ali se tragovi binarnog sistema
nalaze u 81 jeziku, gde se pojavǉuje ,,dupliraǌe” – na primer 6 se
izra�ava kao 2�3, ,,ponovo 3”, ,,3, 3”, ,,trojke” i sliqno za 4, 8, 10 i
12. Smatra se da je to posledica postojaǌa velikog broja prirodnih
parova (oqiju, xaka, krila. . . ).

Jedna zanimǉivost – na Navaho jeziku se broj 10 izgovara: ,,nezna”.

Za registrovaǌe broja nekih stvari, plodova, �ivotiǌa korix-
�eno je urezivaǌe u kamen, drvo, pravǉeǌe qorova na nitima ra-
zliqite boje ili du�ine. Ako bi bili preveliki brojevi za zapis,
onda bi se zarezi grupisali u grupe od po 5, 10, 20. To je znaqajno
poboǉxaǌe od brojaǌa jedan po jedan.

Ostaci kostiju pokazuju da su takav naqin zapisivaǌa izumeli
ǉudi u Starom kamenom dobu qak i pre 30 hiǉada godina. Posebno
znaqajan primer je goleǌaqa mladog vuka na�ena u Qehoslovaqkoj
tridesetih godina proxlog veka. Ona je duga oko 18 cm i ima 55
duboka zareza koji su maǌe-vixe iste du�ine, a grupisani su u grupe
od 5 zareza.

Slika 1: Kost iz Starog kamenog doba

Dugo se smatralo da su takvi zarezi zapisi iz lova, ali skorija
razmatraǌa su vixe sklona interpretaciji da je tu bilo reqi i o
nekom zapisivaǌu o protoku vremena. Obele�avaǌa na kostima na-
�enim u nekim francuskim pe�inama krajem osamdesetih godina XIX
veka su grupisana u nizove brojeva koji se ponavǉaju i koji se sla�u
sa brojem dana u uzastopnim Meseqevim fazama. Tako da tu kao da
imamo neki lunarni kalendar.

Jedan izuzetan primerak na�en je 1960. godine u Ixangu du� obala
Jezera Edvard, blizu izvorixta Nila. Starost tog arheoloxkog
nalazixta je proceǌena na 17 hiǉada godina p. n. e. xto je nekih
12 hiǉada godina pre pojavǉivaǌa prvih poǉoprivrednih zajednica
u dolini Nila. Radi se o lixǌaqi babuna, koja je najverovatnije
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slu�ila kao ruqka nekog oru�a, koje se koristilo za urezivaǌe, tetovi-
raǌe, ili qak i za pisaǌe na neki naqin. Sadr�i grupe zareza koje
su grupisane u tri jasno definisane kolone. Ne qini se da se radi
o dekorativnom naqinu grupisaǌa, zbog svoje nepravilnosti. Naime,
jedna od kolona sadr�i grupe od 11, 21, 19 i 9 zareza, xto podse�a na
10+1,20+1,20�1,10�1. U drugoj koloni ima osam grupa sa (redom): 3, 6,
4, 8, 10, 5, 5, 7 zareza. Kao da ovde ima reqi o nekom udvostruqavaǌu
(ali, qemu onda tu i 7?).

Posledǌa kolona ima grupe od po 11, 13, 17 i 19 zareza. Texko
da se ovde, kao xto neki navode, radi o prostim brojevima. Vixe se
qini da je i ovde req o nekom kalendaru poxto je 11+21+19+9 = 60 =
11+13+17+19 (zbirovi brojeva u prvoj i tre�oj koloni).

Slika 2: Zarezi na kosti iz Ixanga

Urezivaǌe kao metod za registrovaǌe podataka, dugo je zadr�an.
Slede�i primer je zanimǉiv. U Britaniji su se u daxqice od lex-
nikovog drveta du�ine od 15 do 23 cm pravili zarezi kao zapisi o
novcu. Zarez koji je bio debǉine xake, odgovarao je iznosu od 1000
funti, debǉine palca – 100 funti, a debǉine malog prste – 20 funti.
Kada bi se davao zajam, daxqica bi se prelomila na pola tako da se
video zarez na svakoj polovini. Jedan deo bi zadr�ao dr�avni trezor,
a drugi bi uzeo du�nik. Tako bi se lako moglo proveriti pore�eǌem
daxqica da li se raquni ,,sla�u”.

Zanimǉiva je terminologija. Ukoliko bi neko pozajmio novac en-
gleskoj nacionalnoj banci, on bi uzimao polovinu te daxqice i taj
deo koji bi on uzeo nazivao se ,,stock”. Dakle, on je bio ,,stockholder”.
Kada bi on �eleo da unovqi to xto je imao, doneo bi svoj deo dax-
qice i onda bi se to proverilo – ,,check”. Odatle su kaznije izvedeni
nazivi za ,,akcije” i ,,qekove”. Taj sistem je ukinut tek 1826. godine.
Godine 1834. kada su silne daxqice koje su jox preostale spaǉene u
pe�ima koje su podgrevale Ku�u lordova, vatra je izmakla kontroli
i proxirila se toliko da je izgorela cela zgrada parlamenta.

3



Slika 3: Daxqice iz trinaestog veka

Drugi naqin zapisivaǌa nalazimo kod Inka u Peruu. Postojao je
priliqno dobro razra�en sistem ,,kipua” (,,qvorova koji govore”).

Slika 4: Kipu

To su bile grupe vrpci napravǉenih od upletenih vlakana od vune
ili dlake �ivotiǌa iz porodice kamelida (na primer, tu spada lama),
razliqite boje i du�ine sa vixe qvorova na ǌima. Inke nisu imali
pismo, kipui su quvali razne podatke. Mi ne znamo u potpunosti koje
su sve podatke, sem qisto numeriqkih (podaci o skladixtima, broju
ǉudi i sliqno), quvali na taj naqin, ali je zanimǉivo da se tako neki
logiqko-numeriqki sistem mogao razviti u kulturi koja nije imala
pismo. Kipui su sadr�ali od 3 do skoro 1000 niski. Na�alost, xpan-
ski osvajaqi su smatrali da su ti qudni zapisi �avoǉi proizvod i
skoro su svi unixteni, ostalo je samo oko 600 kipua. Do skora se sma-
tralo da oni potiqu od 650 g. p. n. e. ali je 2005. godine u obalskom
gradu Karalu u Peruu otkriven kipu, mo�da je boǉe re�i proto-kipu,
star 5000 godina i to u dobrom staǌu. U poqast starih kipua, neki
kompjuterski sistemi za quvaǌe podataka nazivaju se Quipu.
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Egipat

Grupisaǌem maǌih poǉoprivrednih zajednica u periodu od 3500.
do 3100. g. p. n. e. formirana su dva kraǉevstva – Gorǌi i Doǌi
Egipat. Oko 3100. g. p. n. e. osvajaǌem sa juga doxlo je do ujediǌeǌa.

Klasiqan izvor saznaǌa o Egiptu je Herodotova ,,Istorija”.

Slika 5: Herodot

Herodot (485-430. g. p. n. e.) je ro�en u Halikarnasu u jugozapad-
nom delu Male Azije. To je bio grqki grad u sastavu Persije. Danas
je to Bodrum u Turskoj. Zbog politiqkih razloga, bio je prisiǉen da
napusti rodno mesto i smestio se u Atini. Odatle je putovao, mo�da
kao trgovac, u razne krajeve tada poznatog sveta, od ju�nih delova
sadaxǌe Rusije, preko Sirije i Iraka do Egipta. On je zapisivao
priqe koje su mu ǉudi priqali, tako da je ǌegova ,,Istorija” vixe
putopis sa socioloxkim i antropoloxkim podacima nego istorija u
sadaxǌem smislu. Ali, on je pokuxavao da sadaxǌost tumaqi prox-
lim doga�ajima i to je jedan od razloga xto je prozvan ,,Ocem is-
torije”.

Slika 6: Poznati svet u vreme Herodota
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Moderno interesovaǌe za Egipat poqiǌe neuspexnom Napoleonovom
vojnom avanturom u Egiptu. Naime, Napoleon je 1798. godine sa nexto
vixe od 300 brodova i 38000 vojnika krenuo u Egipat u pokuxaju da
ga osvoji i na taj naqin ugrozi britanski put za Indiju. No, ve�i
deo flote je ubrzo unixten kod Aleksandrije, mada je vojna kampaǌa
trajala jox godinu dana. Napoleon je, �ele�i da ubla�i vojnu akciju
i da promovixe francusku kulturu, u tu ekspediciju uvrstio i mnoge
nauqnike, izme�u ostalih i francuske matematiqare Gaspara Mon�a
i �an Baptist Furijea. Nauqnici su imali zadatak da prikupe xto
vixe informacija o svim aspektima teritorije zemǉe u koju su doxli.
Oni su u toku vojnih sukoba zarobǉeni, ali su puxteni sa svim svo-
jim zapisima i crte�ima. Zahvaǉuju�i tim materijalima, u toku
narednih 25 godina, objavǉeno je monumentalno delo ,,Opis Egipta”.

Nikada do tada nije neka strana zemǉa bila prikazana sa toliko
mnogo podataka, koji su sakupǉeni brzo i kvalitetno, a pri veoma
texkim uslovima. Do tada je u Evropi stari Egipat bio nepoznat, no
ovim delom je poqelo veliko interesovaǌe u evropskim intelektual-
nim krugovima za Egipat kao drevnu civilizaciju.

Kao xto znamo, pismo koje se koristilo za znaqajne natpise bilo
je hijeroglifsko (,,sveti znaci”) koje je u samom svom poqetku bilo
slikovno, no kasnije su dodavani i pojedinaqni simboli. U slede�oj
tablici mo�emo videti prikaz brojeva, zajedno sa opisom simbola

broj hijeroglif opis

1 | palica

10 2 kost pete

100 3 u�e

1000 4 cvet lokvaǌa

10000 5 savijeni prst

100000 6 punoglavac

1000000 7 Heh, bog veqnosti

U nekim tekstovima je u�e umotano u drugom smeru, prst je savijen na
drugu stranu, a umesto punoglavca, pojavǉuje se �aba.
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Kao xto mo�emo videti, sistem jeste baziran na osnovi deset,
ali nije pozicioni poxto su se razliqiti simboli koristili da oz-
naqe razne dekadne jedinice (nemamo cifre). Brojevi su prikazivani
tako xto bi se nizali simboli za pojedine dekadne jedinice i to bi,
obiqno, zdesna dolazile oznake za ve�e jedinice, no, s obzirom da
sistem nije pozicioni, to nije bilo obavezno. Na primer, 2019 bi se
moglo zapisati ovako:

||||||||| 2 44
No, zbog uxtede prostora, nekad bi se nizali i jedan iznad drugog.

||||||||| 2 44
Sabiraǌe se vrxilo grupisaǌem i potoǌim sre�ivaǌem. Na primer,
ako bismo �eleli da na�emo zbir 37+188, to bismo radili ovako:

||||||| 222
|||||||| 22222222 3

||||||||||||||| 22222222222 3

||||| 222222222222 3
||||| 22 33

Oduzimaǌe se izvodi uz ,,pozajmǉivaǌe”. Na primer, oduzimaǌe 132�
56 bi se izvodilo kao xto sledi.

|| 222 3
|||||| 22222

|| 2222222222222
|||||| 22222
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|||||||||||| 222222222222
|||||| 22222
|||||| 2222222

Kao xto znamo, mnogi zapisi su prona�eni na papirusima na kojima
se pisalo perom i mastilom. U svrhu lakxeg pisaǌa na papirusu,
egipatski svextenici su razvili hijeratsko (sveto) pismo. Moglo
bi se re�i da se ono prema hijeroglifskom odnosi kao pisani tekst
prema xtampanom. Kasnije, kada se upotreba papirusa proxirila,
razvijeno je i demotsko (narodno) pismo.

Francuski vojnici su, prilikom jednog ukopavaǌa u blizini Rozete,
otkrili znaqajan kamen na kojima se nalazio natpis na tri pisma —
hijeroglifskom, demotskom, grqkom.

Bilo je jasno da se radi o izvanredno va�nom otkri�u poxto niko
do tada nije bio u staǌu da proqita hijeroglifske natpise. Stoga
su naqiǌene kopije pomo�u papira i mastila, koje su razaslane po
Evropi. Ne samo to, nego su pri pregovorima o kapitulaciji fran-
cuskih snaga u Egiptu, Britanci u ugovor stavili i zahtev za predaju
kamena iz Rozete. On je tada prebaqen u Britanski muzej, a gipsane
kopije su date vode�im britanskim univerzitetima – Oksford, Ke-
bri
, Dablin i Edinburg.

Hijeroglife je na kraju ipak dexifrovao jedan Francuz – Xampo-
lion (1790-1832) koji je ceo svoj, ne bax dugi �ivot, posvetio tome
jox od detiǌstva.

Glavni izvori naxeg znaǌa o egipatskoj matematici potiqu od
dva papirusa – Rajndovog (ili Ahmesovog, po imenu pisara koji ga
je ispisao) i Moskovskog (ili Golenixevǉevog). Osim ovih, od ma-
ǌeg znaqaja su i Berlinski papirus, kao i egipatska matematiqka
ko�na rolna.

Ahmesov papirus je otkrio Xkot Rajnd 1858. godine. Zapravo, taj
papirus tada nije bio ceo. On je imao dva dela i nedostajao mu je
sredǌi deo. Kasnije je otkupǉen jedan papirus za koga se smatralo
da sadr�i podatke o medicini. Ispostavilo se da je on vextaqki sas-
tavǉen od vixe drugih i tu je zapravo na�en i centralni deo Rajn-
dovog papirusa. Rajndov papirus je du�ine nexto maǌe od 5,5 metara
i xirine 32 cm. Ahmes je bio pisar koji ga je ispisao najkasnije
1550. godine p.n.e. On navodi da pixe o rezultatima poznatim od
strane starijih autora iz XII dinastije (1849-1801. godine p.n.e).

Zanimǉivo je navesti da postoji i dokument vrlo sliqnog sadr�aja,
a koji je napisan 2000 godina posle ovog.
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Slika 7: Deo Rajndovog (Ahmesovog) papirusa

Ahmes poqiǌe ambiciozno: ,,Ovo je detaǉna studija svih stvari,
uvid u sve xto postoji, znaǌe svih opskurnih tajni”. No, to je zapravo
matematiqki priruqnik sastavǉen od 85 problema, a te ,,opskurne
tajne” su mno�eǌe i deǉeǌe.

Mno�eǌe je zapravo bila u suxtini aditivna operacija kod starih
Egip�ana. Osnovna ideja kod mno�eǌa sastojala se u udvostruqavaǌu
(ili prepolovǉavaǌu) i kasnijem sabiraǌu.

19 �37

/ 1 37

/ 2 74

4 148

8 296

/ 16 592

19 703
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37 �19

/ 1 19

2 38

/ 4 76

8 152

16 304

/ 32 608

37 703

Deǉeǌe je suprotno mno�eǌu – tra�i se broj koji mno�eǌem sa
deliocem daje deǉenik. Za deǉeǌe 91 : 7 pravi se ista tablica kao za
mno�eǌe, ali se rezultat drugaqije oqitava.

91 : 7

/ 1 7

2 14

/ 4 28

/ 8 56

13 91

Naravno, pri deǉeǌu se pojavǉuju i razlomci. Egip�ani su imali
veliku preferencu ka jediniqnim razlomcima, tj. ka razlomcima oblika
1
n . Oni su oznaqavani tako xto je iznad hijeroglifskih simbola za
imenilac ispisivan izdu�eni oval (koji znaqi ,,deo”). Na primer:r||| . Mi mo�emo da koristimo skra�ene oznake, na primer, 134, za
razlomak 1

134 . Osim ovih, imali su posebnu oznaku i za 2/3:

Zanimǉivo je navesti da, ako bi �eleli da na�u 1/3 od nekog broja,
najpre bi nalazili 2/3, a potom 1/2 od dobijenog rezultata! Osim toga,

10



za raqunaǌe bi se ponekad mno�ilo (delilo) sa 10. Dakle, kombinaci-
jom udvostruqavaǌa, mno�eǌa sa 10, prepolovǉavaǌa, deǉeǌa sa 10 i
mno�eǌa sa 2/3 trudilo se da se do�e do rezultata. No, Egip�ani su
izra�avali rezultate koriste�i te jediniqne razlomke. Jasno je da
je onda potrebno videti kako se brojevi oblika 2 �n (= 2

n ) izra�avaju
preko jediniqnih razlomaka.

Prva tre�ina Ahmesovog papirusa zapravo se sastoji od tablice
u kojoj se razlomci 2/n izra�avaju u obliku zbira jediniqnih razlo-
maka za neparne brojeve od 5 do 101. Sem xto je korix�en identitet

2

3k
= 1

2k
+ 1

6k
,

nije jasno zbog qega su korix�eni bax takvi zapisi, a ne neki drugi.
Navedimo neke razvoje iz tablice.

2 �5 = 3+5 2 �7 = 4+28

2 �11 = 6+66 2 �17 = 12+51+68

2 �19 = 12+76+114 2 �31 = 20+124+155

2 �37 = 24+111+296 2 �41 = 24+246+328

2 �47 = 30+141+470 2 �49 = 28+196

2 �71 = 40+568+710 2 �73 = 60+219+292+365

2 �91 = 70+130 2 �97 = 56+679+776.

Na primer, u tablici imamo

2

19
= 1

12
+ 1

76
+ 1

114
,

a ne
2

19
= 1

12
+ 1

57
+ 1

228
.

Neka pravila su uoqena.

1. Preferiraju se maǌi imenioci, nijedan nije ve�i od 1000.

2. Xto maǌe jediniqnih razlomaka, nikad ih nema vixe od 4.

3. Po�eǉniji su parni imenioci od neparnih, posebno za poqetne
qlanove u predstavǉaǌu.

4. Prvo idu maǌi imenioci i nema jednakih.
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5. Najmaǌi se mo�e pove�ati ako to mo�e dovesti do smaǌivaǌa
ostalih razlomaka. Na primer, imamo 2

31 = 1
20 + 1

124 + 1
155 , a ne 2

31 = 1
18 +

1
186 + 1

279 .

Mno�eǌe razlomaka se izvodi jednostavno.

(2+4) � (1+2+7)

1 1+2+7

/ 2 3+4+28

2 2+4+14

/ 4 4+8+28

2+4 3+2+8+14

Naravno, ovde je korix�en razvoj iz tablice 2 �7 = 4+28, kao i to da
je 2 �2n = n.

U problemu 33 iz Ahmesovog papirusa pojavǉuje se problem nala�e-
ǌa broja koji pomno�en sa 1+ 2

3 + 1
2 + 1

7 daje 37. To je slo�enije. Najpre
poqiǌe standardno (koristi�emo standardne sadaxǌe oznake radi
lakxeg pra�eǌa):

1 1+ 2
3 + 1

2 + 1
7

2 4+ 1
3 + 1

4 + 1
28

4 9+ 1
6 + 1

14

8 18+ 1
3 + 1

7

/ 16 36+ 2
3 + 1

4 + 1
28

Sada se izraquna xta se dobija kada se zbir ovih posledǌih razlo-
maka, koji je maǌi od 1, pomno�i sa 42.
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1 42

/ 2
3 28

1
2 21

/ 1
4 10+ 1

2

/ 1
28 1+ 1

2

40

Zaxto je tu mno�eno sa 42? Oqigledno zato xto je to zajedniqki
imenilac za poqetne razlomke 2

3 , 1
2 , 1

7 , a svrha je bila da se ustanovi
koliko nedostaje do 1. Nedostaje dakle 2/42. No, s obzirom da je
(1+ 2

3 + 1
2 + 1

7 ) �42 = 97, a xto je pokazano u problemu 31, broj koji treba
da se doda broju 16 je broj 2

97 , a iz tablice je to 1
56 + 1

679 + 1
776 . Dakle,

konaqno rexeǌe je 16+ 1
56 + 1

679 + 1
776 .

Problem 24 je lakxi, ali je zanimǉiv metod ǌegovog rexavaǌa.
On spada u ‘aha’ probleme, ili probleme ‘gomile’:

Gomila i ǌena sedmina daju 19. Kolika je ta gomila.

Rexeǌe je bazirano na metodu ‘pogrexne pretpostavke’ – za rexeǌe
se najpre uzme nexto pogodno, xto nije rexeǌe, a zatim se propor-
cionalno koriguje. Dakle, ovde se radi o linearnoj jednaqini:

x + 1

7
x = 19.

Prime�ujemo da je pogodno uzeti da je x = 7. Tada se dobija da je
x + 1

7 x = 8, xto nije ono xto �elimo i zato to korigujemo – onim qime
treba pomno�iti 8 da se dobije 19 mno�imo 7 da dobijemo rezultat.

Najpre se izraquna xta se dobija kada se pretpostavi da je rezul-
tat 7.

/ 1 7

/ 1
7 1

8
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Potom se tra�i broj kojim treba pomno�iti 8 da se dobije 19.

1 8

/ 2 16

1
2 4

/ 1
4 2

/ 1
8 1

2+ 1
4 + 1

8 19

I na kraju se taj broj mno�i sa 7.

/ 1 2+ 1
4 + 1

8

/ 2 4+ 1
2 + 1

4

/ 4 9+ 1
2

7 16+ 1
2 + 1

8

Problem 28 je sliqnog oblika, ali se iz rexeǌa mo�e razumeti
da on spada i u onu grupu problema sa kojima smo se sretali kada
smo bili deca – stariji vam ka�u da zamislite neki broj i da onda
izvedete neke operacije sa ǌim, te onda ‘pogode’ koji ste broj zamis-
lili.

Odredi koji je to broj kome kada dodax ǌegove 2/3 i od dobijenog oduzmex
1/3 sume dobijex 10.

A procedura za rexeǌe je kratka.

Na�i 1/10 od 10. To je 1. Od 10 oduzmi 1. Dobijex 9. I to je rexeǌe.

U ovom rexeǌu se zapravo krije slede�i identitet (n je prirodan
broj):

n + 2

3
n� 1

3

(
n + 2

3
n

)
� 1

10

(
n + 2

3
n� 1

3

(
n + 2

3
n

))
= n.

U problemu 79 nalazimo sumiraǌe geometrijskog niza.
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/ 1 2801

/ 2 5602

/ 4 11204

19607

ku�e 7

maqke 49

mixevi 343

snopovi 2401

hekati 16807

19607

O qemu se ovde radi? Najpre, kakva je ovo raqunica u prvoj koloni?
Jedna od interpretacija je da se ovde koristi identitet (naravno u
vrlo jednostavnom obliku):

q +q2 + � � �+qn = q(q + � � �+qn�1 +1).

Naime, 2801 je suma prva qetiri qlana niza sa desne strane, uve�ana
za 1. A spomiǌaǌe ku�a, maqki, mixeva i ostalog kao da sugerixe
neki zabavan problem u kome se vidi koliko bi se uxtedelo hekata
pxenice (hekat je egipatska mera) ukoliko bi svaka od 7 maqaka u
svakoj od 7 ku�a pojela po 7 mixeva . . .

Recimo na kraju nexto i o egipatskoj geometriji. Herodot Egip�a-
nima pripisuje stvaraǌe geometrije:

Ka�u da ovaj kraǉ podeli zemǉu me�u svim Egip�anima tako da svaki
dobije qetvorougao iste veliqine i da onda on povlaqi svoje prihode od
poreza na tu zemǉu. Ali svako kome bi reka oduzela deo zemǉe je imao obavezu
da do�e kod kraǉa i da ga obavesti xta se desilo. Kraǉ bi onda poslao
nadzornike koji bi premerili za koliko se zemǉa smaǌila, da bi vlasnik
mogao da plati porez na ostatak zemǉe. Na taj naqin, qini se meni, nastala
je geometrija.

Premeravaǌe zemǉe su vrxili eksperti koje su Grci nazivali
,,zatezaqi konopca”. Naime, po svemu sude�i, ǌihovo glavno oru�e
su bili konopci sa oznaqenim qvorovima na ǌima. Demokrit je 420.
godine p. n. e. u jednom spisu pokazao da su oni bili i tada vrlo
ceǌeni. Naime on se pohvalio:

Niko me ne mo�e nadmaxiti u konstrukciji ravnih figura uz dokaz, qak
ni takozvani zatezaqi konopca u Egiptu.

Naravno, nama nisu ostali nikakvi podaci o dokazima iz Egipta.
Ima vixe primera pravila raqunaǌa nekih povrxina, koja su empi-
rijskog karaktera. Ukǉuquju�i i neka pogrexna. Na primer, u dosta
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kasnijem periodu, oko 100. godine p. n. e. u hramu Horusa u Edfu,
nalaze se podaci o mnogim qetvorostranim poǉima koja su bila pok-
loni hramu i za svako od ǌih se povrxina raqunala po formuli

P = 1

4
(a + c)(b +d),

gde su a i c, odnosno b i d naspramne stranice tog qetvorougla. Jasno
nam je da to nije taqna formula; ona jeste pribli�no taqna ako je
qetvorougao pribli�no pravougaonik.

Geometrijski problemi u Ahmesovom papirusu su problemi 41–
60. U problemu 51, Ahmes opisuje da se povrxina jednakokrakog
trougla nalazi kada se polovina osnovice pomno�i ǌegovom visi-
nom. To obrazla�e time da se jednakokraki trougao mo�e podeliti
na dva pravougla trougla iz kojih se mo�e sastaviti pravougaonik.
Na sliqan naqin, u problemu 52, odre�uje se formula za povrxinu
trapeza qije su osnovie 4 i 6, a visina 20. Uzimaju�i polovinu zbira
dve osnovice, da bi se napravio pravougaonik, mno�i sa visinom i nalazi
povrxinu.

Znaqajno egipatsko ostvareǌe je nala�eǌe povrxine kruga. U
problemu 50, objaxǌava Ahmes da se povrxina kruga preqnika 9 do-
bija tako xto se od preqnika oduzme ǌegova devetina, to jest 1, i onda
se to xto se dobije, to jest 8, pomno�i sa samim sobom. Dobija se 64,
xto je, kako ka�e Ahmes, tra�ena povrxina.

Dakle, ako sa R oznaqimo preqnik kruga, formula za povrxinu
kruga je

P =
(
R� R

9

)2

=
(

8R

9

)2

.

Ovo nam daje vrednost za π, π= 3 1
6 . Xto i nije tako loxe. Jox je va�-

nije, od ove pribli�ne vrednosti, egipatsko pravilo da je odnos povr-
xine kruga prema obimu jednaka odnosu povrxine opisanog kvadrata
prema ǌegovom obimu, a to je potpuno taqno. Ne znamo sa sigurnox�u
kako su Egip�ani doxli do ove formule, ali problem 48 kod Ahmesa
mo�da daje nagovextaj.

Slika 8: Problem 48 kod Ahmesa
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Tu se kao postavka problema pojavǉuje ova slika koja predstavǉa
kvadrat od koga je formiran osmougao. Poxto se tu nalazi i demotski
znak za broj 9, qini se da se radi o kvadratu stranice 9 iz koga su
iseqeni jednakokraki pravougli trouglovi od kojih svaki ima povr-
xinu 9

2 .

Slika 9: Krug upisan u kvadrat

Mogu�e je da je Ahmes zakǉuqio da je povrxina tog osmougla bliska
povrxini kruga upisanog u kvadrat.

U vezi raqunaǌa zapremina, navodimo problem 14 sa Moskovskog
papirusa (koji ima samo 25 problema). Tu se mo�e videti slede�a
sliqica.
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Zapravo, ako postavimo samo ono xto je tu najva�nije imamo ovo.

Naravno da nemamo oznake arapskim brojevima, ispisano je hijerat-
skim simbolima. Qini se da je ovde opet u pitaǌu neki trapez, ali se
iz postupka vidi da se zapravo radi o shematskom prikazu zarubǉeǌe
piramide. Osnove qine dva kvadrata stranice 4 i 2, dok je visina
6. Opisuje se postupak nala�eǌa zapremine ove zarubǉene piramide
koji zapravo odgovara formuli

V = h

3
(a2 +ab +b2).

Naime,
6

3
(42 +4 �2+22) = 2(16+8+4) = 2 �28 = 56.

Za kraj navedimo da su Egip�ani koristili i koncept koji de
facto odgovara kotangensu ugla. Nije se naravno spomiǌao ugao, ali
se raqunalo koliko zakoxena du� odstupa od vertikalne raqunaǌem
odnosa odstupaǌa jednog temena od vertikalne projekcije drugog i vi-
sine na kojoj se nalazi drugo teme – odnos dve katete u pravouglom
trouglu qija je hipotenuza ta du�. Zanimǉivo je da je za vertikalno
odstojaǌe korix�ena jedna jedinica mere, a za horizontalno druga,
no naravno da to nije suxtinski va�no.
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M ka Mesopotamije

Slika 10: Mesopotamija

Ta civilizacija Mesopotamije (Me�ureqja) razvijala se prema naj-
xirim vremenskim okvirima od 2900. godine p. n. e. do Aleksandrovih
osvajaǌa 330. godine p. n. e. Gospodari su se meǌali, ali su bitne
karakteristike za naxu priqu ostajale dovoǉno konzistentne da mo�e-
mo govoriti o matematici Mesopotamije (u anglosaksonskoj litera-
turi dominira termin ‘vavilonska matematika’).

O civilizaciji Mesopotamije imamo znatno vixe izvora, jer, kao
xto znamo, glinene ploqice (tablice) na kojima su pisani razni doku-
menti znatno su trajnije od papirusa, ili pergamenta. Oko 400 hi-
ǉada ploqica, od kojih je nekih 2000 sa matematiqkim sadr�ajem su
omogu�ili mnoga saznaǌa qak i o obiqnom �ivotu ǉudi. Kao xto neki
francuski nauqnici navode, vixe se zna o porodiqnom �ivotu ǉudi
u Mesopotamiji pre vixe od 3000 godina, nego xto se zna o �ivotu
francuskih seǉaka iz XIII veka.

Glinene ploqice jesu trajnije, ali tako nemamo zapise ve�ih doku-
menata, jer su te ploqice qesto veliqine razglednica. No, ima ih
dovoǉno da mo�emo da damo odre�enu sliku. Xto se matematiqkih
rezultata tiqe, sigurno je za ǌihovu obradu najzaslu�niji austrijsko-
ameriqki matematiqar i istoriqar nauka Oto Nojgebauer. Na primer,
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ǌegov prvi rad, iz 1927. godine, o matematici Mesopotamije, bio je
posve�en poreklu seksagezimalnog sistema.

Kao xto znamo, koristilo se klinasto pismo. Oznaka jedinice je
bio vertikalni znak u obliku klina, koji �emo mi oznaqavati sa �,
dok je za oznaku broja 10 korix�en polo�eni znak u obliku nexto
‘debǉeg’ klina, koji �emo oznaqavati sa    . Na primer, broj 46 se
zapisivao ovako:

      
���

      
���

Sada dolazimo do va�ne qiǌenice. U matematici Mesopotamije ko-
ristio se pozicioni sistem sa osnovom 60 (seksagezimalni sistem),
ali sa dva nedostatka. Prvi nedostatak je bio u tome xto nije posto-
jao simbol za prazno mesto. U zapisu se ostavǉao malo ve�i razmak,
ali to nije bax bilo uvek jasno. Ovaj nedostatak je pri samom kraju
ove civilizacije ispravǉen – dodata je oznaka za prazno mesto u ob-
liku dva iskoxena klina, ali se ovaj simbol nikada nije koristio
na samom kraju broja i to govori o drugom nedostatku: nema oznake
za decimalni (zapravo seksagezimalni) zarez, mada se vidi da se u
primerima radilo i sa brojevima koji nisu bili celi. Iz konteksta
se videlo o qemu se radi.

Dakle, zapis

   
���

         
� ��

mogao je da oznaqava broj 13 �602+31 �60+2, ali i broj 13 �604+31 �602+2,
kao i broj 13+31 �60�1 +2 �60�2. Zapravo, na beskonaqno mnogo brojeva
se odnosio taj zapis. Iz konteksta se moralo shvatiti o kom se broju
zaista radi.

U daǉem tekstu �emo koristiti skra�eni zapis za seksagezimalne
brojeve. Na primer,

12,6;38,23,14

oznaqava broj

12 �60+6+38 �60�1 +23 �60�2 +14 �60�3.

Na jednoj od tablica mo�emo na�i aproksimaciju za
?

2: 1;24,51,10.
To je priliqno dobra aproksimacija za

?
2:

1+24/60+51/3600+10/216000� 1,41421296296.

Kako su doxli do ovako dobrog rezultata? Koristili su zapravo sada
nama dobro poznati algoritam za nala�eǌe pribli�ne vrednosti

?
a.

Naime, ako je a1 neka aproksimacija za taj koren i ako je taj broj,
na primer, maǌi od korena, onda je broj a

a1
druga aproksimacija, koja
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je ve�a od tog korena. I onda se uzme aritmetiqka sredina ova dva
broja kao nova aproksimacija:

a2 = 1

2

(
a1 + a

a1

)
.

Broj koji se navodi kao aproksimacija za koren iz 2 je zapravo slede�a
aproksimacija, tj. a3, ako je a1 = 1;30 (tj. 1,5 u decimalnom zapisu).

Veliki broj glinenih ploqica sa matematiqkim sadr�ajem sas-
toji se od raznih tablica: reciproqnih vrednosti, kvadrata, kubova,
kvadratnih korenova. Na primer, imamo ovakvu tablicu reciproqnih
vrednosti:

2 30

3 20

4 15

5 12

6 10

8 7,30

9 6,40

10 6

12 5

15 4

16 3,45

18 3,20

20 3

24 2,30

25 2,24

27 2,13,20

Postoje tablice kvadrata brojeva od 1 do 59, kao i kubova brojeva do
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31. Za mno�eǌe su koristili formule

ab = (a +b)2�a2�b2

2
, ab = (a +b)2� (a�b)2

4
.

Deǉeǌe se izvodilo mno�eǌem reciproqnom vrednox�u:

a

b
= a � 1

b
.

Recimo, da bismo naxli 34/5, pomno�imo 34 sa 12 i pomerimo za jedno
seksagezimalno mesto. No, neke vrednosti ovde nedostaju. Navedene
su samo reciproqne vrednosti ‘pravilnih’ brojeva, tj. onih kod kojih
imamo konaqan zapis (oblika su 2m3n5p). Recimo, ovde nemamo 1/7.
No, i 1/7 se mo�e na�i, bar pribli�no, na nekim drugim mestima.
Mo�e se na�i procena:

0;8,34,16,59 < 1

7
< 0;8,34,18.

Imamo i aproksimacije:

1

59
= ;1,1,1

1

61
= ;0,59,0,59.

Naravno da bi ovde trebalo da bude beskonaqni razvoj, no pojavǉuje
se samo konaqna aproksimacija.

Osim ovih, postoje i tablice stepena sa raznim osnovama, a koje
se koriste u nala�eǌu de facto logaritama sa razliqitim osnovama.
No, naravno da nemamo bax pojam logaritma ni pribli�no, radi se o
izvesnom broju tablica, sa ciǉem rexavaǌa nekih konkretnih prob-
lema.

Linearne jednaqine su smatrane za jednostavne i ǌima nije pokla-
ǌana prevelika pa�ǌa. Mnogo su zanimǉivije bile kvadratne, pa qak
i kubne jednaqine. Jednaqine su znali da transformixu dodavaǌem
na obe strane jednaqine jednakih vrednosti i mno�eǌem obe strane
istim brojem

S obzirom da nisu razmatrani negativni brojevi, postojala su de
facto tri tipa kvadratnih jednaqina (a ovako �e biti i vixe od hiǉadu
godina po nestanku ove civilizacije):

1. x2 +px = q,
2. x2 = px +q,
3. x2 +q = px.

Naravno da nije postojao nikakav simboliqki zapis, ovo je samo nax
zapis za razmatrane jednaqine. Za nepoznate su se koristili termini
‘du�ina’, ‘xirina’, ‘povrxina’, ‘zapremina’. No, jasno je da su ti
termini ipak korix�eni u apstraktnom smislu, jer nije predstavǉao
problem da se od povrxine oduzima du�ina.
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U jednom od problema se tra�ilo da se odredi du�ina stranice
kvadrata ako se dobija 14,30 kada se od povrxine oduzme du�ina te
stranice. U naxem sadaxǌem i to decimalnom zapisu radi se o jed-
naqini x2� x = 870. Opis rexeǌa nije nixta drugo do opis metoda
kompletiraǌa kvadrata, odnosno formule

x =
a

(p/2)2 +q +p/2,

za jednaqinu oblika 2 (zapisanu kao x2� px = q). Mada ovde imamo
oduzimaǌe, ipak nemamo negativna rexeǌa. Sliqno se rexavao i prvi
tip jednaqine. Ali, tu imamo jox jedan zanimǉiv primer/metod.

Jednaqina 11x2+7x = 6;15 transformisana je tako xto su obe strane
pomno�ene sa 11 i onda se tako dobije jednaqina (11x)2+7�(11x) = 1,8;45.
Ova ima normalnu formu po nepoznatoj y = 11x i rexeǌe se nalazilo
kao u prethodnom sluqaju.

No, tre�i tip jednaqine svodio se na rexavaǌe sistema

x + y = p, x y = q.

Ima vixe primera za rexavaǌe sistema jednaqina u kojima jedna jed-
naqina zadaje zbir (ili razliku) dve nepoznate veliqine, a druga
ǌihov proizvod. To je, tada, evidentno bio neki kanonski naqin pred-
stavǉaǌa jednaqina tipa 3.

Na primer, za rexavaǌe sistema jednaqina x+y = 6;30, x y = 7;30 dat
je postupak u kome se najpre izraquna

x + y

2
= 3;15,

zatim se ovo kvadrira: ( x + y

2

)2
= 10;33,45

i izraquna ( x + y

2

)2
�x y = 3;3,45.

Tako se dobija da je (
x� y

2

)2

= 3;3,45

i odatle imamo (
x� y

2

)
= 1;45.

Naravno, posmatra se samo pozitivan koren. Odavde se dobijaju x, y:

x = x + y

2
+ x� y

2
= 3;15+1;45 = 5,

y = x + y

2
� x� y

2
= 3;15�1;45 = 1;30.
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Posebno je zanimǉivo rexavaǌe kubnih jednaqina za xta nema pan-
dana u egipatskoj matematici. S obzirom da je postojala tablica
kubova onda su se jednostavne jednaqine poput x3 = 0;7,30 rexavale
direktno iz tablice kada je to bilo mogu�e, odnosno koriste�i line-
arnu interpolaciju za dobijaǌe rexeǌa. No, postojale su i tablice
za n3 + n2. Te tablice su korix�ene za rexavaǌe jednaqina poput
jednaqine

144x3 +12x2 = 21.

Naime, mno�eǌem obe strane sa 12, dobija se jednaqina po nepoznatoj
y = 12x:

y3 + y2 = 4,12

i dobija se rexeǌe y = 6, odnosno x = 0;30. Sve kubne jednaqine oblika

ax3 +bx2 = c.

mogu se svesti na jednaqinu

y3 + y2 = d

mno�eǌem sa a2/b3. Nemamo podatke da li su oni uspevali da rexe
i opxtiju jednaqinu oblika ax3 +bx2 + cx = d, mada su, na osnovu pos-
toje�ih primera, mogli da na�u odgovaraju�u smenu. No, nema ni-
jednog takvog primera.

Jedna tablica je posebno zanimǉiva, te se i ovih godina pojavǉuju
nauqni radovi u kojima se razmatra ǌen znaqaj. Ona je poznata kao
tablica Plimpton 322, jer je ona pod tim brojem zavedena u Plimpto-
novoj kolekciji na Univerzitetu Kolumbija.

Slika 11: Plimpton 322

Tablica je veliqine 9�13 cm, malo oxte�ena i po svemu sude�i je
bila deo ve�e tablice.
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No, ono xto imamo su qetiri kolone od po 15 brojeva. Navodimo
deo te tablice.

1,59,0,15 1,59 2,49 1

1,56,56,58,14,50,6,15 56,7 1,20,25 2

1,55,7,41,15,33,45 1,16,41 1,50,49 3

1,53,10,29,32,52,16 3,31,49 5,9,1 4

1,48,54,1,40 1,5 1,37 5

1,47,6,41,40 5,19 8,1 6

Naravno, ne�emo da pamtimo tu tablicu, ali mo�emo malo da proana-
liziramo xta ovde imamo.

Jasno je da posledǌa kolona numerixe vrste. Ispiximo drugu i
tre�u kolonu u dekadnom sistemu

119 169

3367 4825

4601 6649

12709 18541

65 97

319 481

Tada je:

1692�1192 = 1202

48252�33672 = 34562

66492�46012 = 48002

185412�127092 = 135002

972�652 = 722

4812�3192 = 3602

Dakle, ovde imamo Pitagorine trojke brojeva. Zapravo, ako se pos-
matra pravougli trougao u kome je maǌa kateta a, ve�a kateta b i
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hipotenuza c, onda je prva kolona zapravo jednaka (c/b)2 = sec2α. Na-
ravno, nema smisla smatrati na osnovu ovoga da su u staroj Mesopo-
tamiji imali pojam sekansa ugla, ni u Egiptu ni u Mesopotamiji ne-
mamo uvo�eǌe mere ugla, no ovo je ipak zanimǉiv rezultat. Nismo
napisali celu tablicu, ali se pravilnost i daǉe odr�ava – brojevi
u prvoj koloni su opadaju�i. Osim toga, uvek je b ‘pravilan’ broj,
tj. u ǌegovoj faktorizaciji se pojavǉuju samo prosti brojevi 2, 3 i
5, xto omogu�ava konaqan zapis u osnovi 60. Ne�emo se daǉe baviti
time kako je tablica formirana.

Na kraju navedimo i par reqi o geometriji u Mesopotamiji. Pre
svega, jasno je da je Pitagorina teorema bila poznata. Na jednoj
tablici imamo kvadrat na kome je broj 30 napisan du� stranice, dok
su brojevi 42;25,35 i 1;24,51,10 zapisani du� dijagonale. Primetimo
da je ovde drugi broj aproksimacija za

?
2, koju smo ve� navodili, i

da se vidi da se znalo da se du�ina dijagonale kvadrata dobija kada
se du�ina stranice pomno�i sa

?
2. Imamo i primer, na jednoj drugoj

ploqici, raqunaǌa polupreqnika kruga opisanog oko jednakokrakog
trougla.

Slika 12: Primena Pitagorine teoreme

Druga primena Pitagorine teoreme je u zadatku gde greda du�ine
0;30 stoji uz zid i pitaǌe je koliko �e se doǌi deo pomeriti od zida
ako se gorǌi deo spusti za 0;6.

Zanimǉiva je i tablica u kojoj su pore�ene povrxine i kvadrati
stranica pravilnih mnogouglova sa tri, qetiri, pet, xest i sedam
stranica. Neki su rezultati pribli�ni, ali sa dobrom aproksimaci-
jom. Tu se tako�e nalazi i primer pore�eǌa obima kru�ice opisane
oko pravilnog xestougla i ǌegovog obima. Iz tog rezultata se mo�e
zakǉuqiti da je aproksimacija za π zapravo 3;7,30, odnosno 3 1

8 xto
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nije loxa aproksimacija (mada se za raqunaǌe povrxine kruga ipak
najqex�e koristila vrednost 3).

Mane su sliqne kao i u Egiptu. Nije se pravila razlika izme�u
taqnih i pribli�nih vrednosti. Pa se tako povrxina qetvorougla
nalazila kao proizvod aritmetiqkih sredina parova naspramnih stra-
nica, dok se za zapreminu zarubǉene piramide mogla na�i i taqna
vrednost, ali i slabije aproksimacije.

Za kraj mo�emo re�i da, mada ni u Egiptu ni u Mesopotamiji
nemamo eksplicitnih dokaza, ipak se mo�e naslutiti da su postojali
metodi kojima su se rexavali opxti zadaci i da je bilo i sluqajeva
dokaza pomo�u provere raquna. Pravi matematiqki dokazi dolaze
tek sa Grcima. Mo�emo re�i i da matematika starijih civilizacija
nije bila sasvim utilitarna. Vidi se da je tu bilo i zadataka qisto
zabavnog i nepraktiqnog karaktera.

Grqka i helenistiqka matematika

Poqeci grqke matematike

Prve Olimpijske igre odr�ane su 776. godine p. n. e. i u to vreme
je ve� postojala znaqajna grqka literatura, no o grqkoj matematici
iz tog doba ne znamo nixta. Jasno je da je literatura mogla da se
u velikoj meri prenosi usmenim predaǌem i to je sigurno jedan od
razloga xto je situacija bila takva. Zapravo sve do VI veka p. n. e.
nemamo nikakvih podataka o grqkoj matematici. Tek od tada imamo
neke podatke, ali nema dokumenata sve do IV veka p. n. e. Qak i u tom
veku ima malo preostalih originalnih dokumenata. Informacije koje
imamo o poqecima grqke matematike su bazirane na kasnijim izvorima.

Zna se da je Aristotelov student Eudem, koji je poreklom bio sa
Rodosa, oko 320. godine p. n. e. napisao Istoriju matematike (on je
pisao i druge kǌige na primer Istoriju astronomije), no ona nije
saquvana. Kasnije je neko sastavio skra�eni zapis ove Istorije, no
ni original tog zapisa nije saquvan. Informacija koju imamo o toj
Istoriji sadr�ana je u Proklovim (Proklo je bio znaqajan neoplato-
nistiqki filozof iz V veka n. e.) Komentarima o prvoj kǌizi Eukli-
dovih Elemenata.

Dakle, informacije koje imamo o poqecima grqke matematike nisu
bazirane na originalnim izvorima, nego na kasnijim dokumentima,
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odnosno na istorijskoj tradiciji. Prva dva matematiqara koji se
eksplicitno spomiǌu po imenu bili su Tales iz Mileta (okvirne
godine �ivota: 624–548 p. n. e.) i Pitagora sa Samosa (oko 570–490
p. n. e.).

Tales

Malo se toga sa sigurnox�u zna o Talesu. No, tradicija ga opisuje
kao izuzetno pametnog i snala�ǉivog qoveka i smatran je za prvog
filozofa – on je prvi od Sedam mudraca. Kraǉ Krez, vladar susedne
Lidije, unajmio ga je da prona�e naqin da ǌegova vojska pre�e reku
Halis, ali da ne gradi most. Tales je rexio problem tako xto je na
obali reke ulogorio vojsku, a zatim je opkopan rov oko logora te je
tako skrenut deo reqnog toga. Reka je tekla sa obe strane tabora, ali
je bila plitka i mogla je da se pregazi.

On je dosta putovao i po Egiptu i po Mesopotamiji i tamo je imao
priliku da se upozna sa matematikom tih civilizacija. Smatra se da
je Tales u Mesopotamiji mogao da vidi tamoxǌe astronomske tablice.
Postoji legenda o tome da je Tales 585. godine p. n. e. predvideo pom-
raqeǌe Sunca, ali to zaista nije potvr�ena qiǌenica. Matematiqki
rezultati koji se pripisuju Talesu su slede�i:

• Ugao nad preqnikom kruga je prav.

• Preqnik deli krug na dva jednaka dela.

• Uglovi na osnovi jednakokrakog trougla su jednaki.

• Unakrsni uglovi su jednaki.

• Stav USU za podudarnost trouglova.

Sada je univerzalno prihva�ena qiǌenica da su Grci bili ti koji
su dali elemente logiqke strukture geometriji, no ipak se ne zna da
li je Tales bio taj koji je to uradio, ili je do toga doxlo znatno
kasnije, mo�da qak dva veka kasnije.

Pitagora i Pitagorejci

Za ime Pitagore vezuju se razne legende. ǋegovo mesto ro�eǌa
je bilo blizu mesta ro�eǌa Talesa, no �ivotni putevi su im bili
znaqajno razliqiti. Dok je Tales bio poznat po svojim praktiqnim
aktivnostima, Pitagora je bio prorok i mistik. I on je dosta puto-
vao, sigurno i po Egiptu i Mesopotamiji, ali mo�da je ixao qak i do
Indije. Nije nebitno navesti da je on bio savremenik i Bude, Kon-
fuqija, kao i Lao Cea. Po povratku sa tih putovaǌa naselio se u
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ju�nom delu Italije u Krotonu, xto se u to vreme smatralo delom
Velike Grqke. Osnovao je tajno druxtvo, koje nazivamo Pitagorejci
ili Pitagorovci. Rezultate koji se pripisuju Pitagori, ispravnije
je pripisati Pitagorejcima. Tako �emo i ovde raditi, sem u sluqaju
kada je poznata osoba kojoj se pripisuje konkretan rezultat.

Pitagorejci su verovali u proqix�eǌe kroz bavǉeǌe filozofi-
jom i matematikom. Smatra se da je sam Pitagora smislio reqi
,,filozofija” (,,ǉubav ka mudrosti”) i ,,matematika” (,,ono xto se
uqi”). Verovali su u seobu duxe posle smrti u drugo telo, ǉud-
sko ili �ivotiǌsko. Bili su vegetarijanci, ali su imali i druge
specifiqne zabrane.

Osnovni moto Pitagorejaca je, pojednostavǉeno govore�i, bio: ,,Sve
je broj”. Naravno, ovde je broj bio pozitivan ceo broj, ono xto mi
danas zovemo prirodni broj. Ta fasciniranost brojevima nam sada
izgleda naivno, ali ona ipak le�i u osnovi pokuxaja da se svet ob-
jasni pomo�u brojeva, matematiqki. Pojedinim brojevima su prida-
vana posebna svojstva, ne�emo se naravno time baviti, ali navedimo
da je za ǌih bio posebno va�an simbol tetraktis:

Slika 13: Tetraktis

On predstavǉa najsvetiji, za Pitagorejce, broj 10. On je najsvetiji
jer predstavǉa zbir svih dimenzija, pri qemu dimenziju nula pred-
stavǉa jedna taqka, dimenziju jedan predstavǉaju dve taqke itd. Za-
nimǉivo je da broj 10 nije Pitagorejcima bio znaqajan zbog qiǌenice
da imamo deset prstiju na rukama.

Drugi znaqajan simbol bio je pentagram:
ǋega formiraju dijagonale pravilnog petougla i o ǌemu �e biti

reqi kasnije.
Pridru�ivaǌe brojeva objektima, posebno je bilo vidǉivo u tre-

tiraǌu figurnih, preciznije mnogougaonih brojeva. Dakle, pitaǌe je
koji brojevi mogu biti pridru�eni kojim figurama.

Prave i du�i koje se pojavǉuju nisu deo prikaza, samo su tu radi
preglednosti, mnogougaoni brojevi su predstavǉani kamenqi�ima. Na
prethodnoj slici vidimo trougaone, kvadratne, petougaone i xesto-
ugaone brojeve.
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Slika 14: Pentagram

Slika 15: Mnogougaoni brojevi

Pitagorejcima je bila zanimǉiva podela mnogougaonih brojeva na
trougaone, a s tim u vezi, jasno, i podela mnogouglova na trouglove.

Slika 16: Podela kvadratnog broja

Ova slika nam prikazuje podelu kvadratnog broja na dva trougaona
qije se stranice, razlikuju za 1, a slede�a slika nam prikazuje podelu
‘izdu�enog’ broja (zapravo broja oblika n(n + 1), gde je n prirodan
broj) na dva jednaka trougaona:

Pitagorejci otkrivaju i vezu izme�u odnosa malih prirodnih bro-
jeva i muzike. Najpre su otkrili da ako imamo dve �ice od kojih je
jedna dvostruke du�ine, onda one pri trzaǌu emituju iste note, koje
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Slika 17: Podela pravougaonog broja

se razlikuju za oktavu – poxto je talasna du�ina kod du�e �ica ve�a,
frekvencija je ni�a i stoga je ton dubǉi, za jednu oktavu. Do har-
monije u zvuku dolazi kada se odnosi du�ina dve �ice nalaze u jednos-
tavnim razmerama poput 2:3 ili 3:4. Razlika u tonovima se vidi u jed-
nostavnim odnosima du�ina �ica. Tu imamo prve zakone akustike, a
poznato je da nisu eksperimentisali samo sa �icama, nego i sa drugim
objektima. Na primer, Hipas iz Metaponta je imao qetiri metalna
diska iste osnove, ali razliqitih debǉina – odnosi debǉina su bili
1 : 1 1

3 : 1 1
2 : 2 i pokazao je da oni proizvode istu harmoniju kao i �ice sa

odgovaraju�im odnosima du�ina. Neki mu pripisuju i eksperimente
sa razliqito napuǌenim qaxama sa sliqnim efektom.

Naravno, Pitagorejci su, poslediqno, imali i veoma smele razrade
ove ideje – da se nebeska tela kre�u po sferama sa takvim odnosima da
proizvode harmonijske tonove: ,,harmonija sfera”. Naravno, to nam
sada deluje vrlo naivno, ali ideja da je svemir pravilno ure�en jeste
jedna znaqajna tekovina Pitagorejaca.

Proklo, na osnovu Eudema, govori o razvoju teorije proporcija kod
Pitagorejaca. Svakako se Pitagora u Mesopotamiji upoznao sa arit-
metiqkom, geometrijskom i harmonijskom sredinom i odnosom izme�u
ǌih:

a : A(a,b) = H(a,b) : b.

gde smo sa A(a,b) oznaqili aritmetiqku, a sa H(a,b) harmonijsku sre-
dinu brojeva a i b. No, oni su kasnije dodali jox sedam ‘sredina’ i
time kompletirali do ukupno 10 (znamo da im je taj broj bio posebno
znaqajan). Navedimo ih. ’Sredina’ b od a i c, zadata je jednom od
slede�ih proporcija (koje �emo pisati kao razlomke).

(1)
b�a

c�b
= a

a
(6)

b�a

c�b
= c

b

(2)
b�a

c�b
= a

b
(7)

c�a

b�a
= c

a

(3)
b�a

c�b
= a

c
(8)

c�a

c�b
= c

a

(4)
b�a

c�b
= c

a
(9)

c�a

b�a
= b

a
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(5)
b�a

c�b
= b

a
(8)

c�a

c�b
= b

a

Zapravo, mo�e se proveriti da su to jedine mogu�nosti u kojima
poredimo odnose razlika tih veliqina i odnose samih veliqina, pri
qemu su sve razliqite i b je izme�u a i c. Nije texko proveriti
da prve tri jednakosti daju za b redom aritmetiqku, geometrijsku i
harmonijsku sredinu. Ostale . . . Zabave radi, mo�emo da primetimo
da, na primer, qetvrta daje b = a2+c2

a+c .

Zapisivaǌe brojeva

Napravimo sada kratku pauzu u razmatraǌima o teorijskim aspek-
tima grqke matematike i pozabavimo se pitaǌem kako su Grci zapisi-
vali brojeve. Postojala su dva naqina zapisivaǌa brojeva – atiqki
i jonski.

Atiqki sistem brojeva je bio sliqan kasnijem rimskom sistemu,
mada je imao i neke svoje prednosti. Evo kratke tabele:

broj oznaka

1 I

2 II

3 III

4 IIII

5 Π ili Γ

10 ∆

100 H

1000 X

10000 M

Nazivi: penta za 5, deka za 10, hekaton za 100, hilioj za 1000 i
mirioj za 10000. Prednost u odnosu na kasniji rimski sistem zapi-
sivaǌa sastojao se u tome xto se za brojeve 50 i 500 nisu koristili
posebni simboli, nego kombinacije ve� postoje�ih:

50 = Γ∆, 500 = ΓH, 5000 = ΓX, 50000 = ΓM,
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Tako bismo, na primer, broj 45628 zapisivali ovako

MMMM ΓX ΓH H ∆ ∆ ΓIII.

Jonski sistem je bio baziran na alfabetu. Grqki alfabet potiqe
od feniqanskog pisma (u kome nije bilo oznaka za samoglasnike, koji
su dodati) i imao je 24 znaka. A Grcima je bilo potrebno 27 znakova.
Naime, sistem jeste bio formiran tako da se broj 10 isticao, ali to
nije bio pozicioni sistem. Za oznaku jedinica koristilo se 9 slova,
za oznaku desetica drugih devet slova i za oznaku stotica drugih 9
slova. Dakle, na grqki alfabet dodata su jox tri stara simbola Ϙ,ϙ
(,,kopa”, koje je i preteqa latiniqnog q), Ϛ,ϛ (,,stigma”, ili ,,digama”)
i Ϡ,ϡ (,,sampi”). Najpre su se koristila velika slova, mala su uve-
dena tek znatno kasnije. Evo tabele:

A

α

1

B

β

2

Γ

γ

3

∆

δ

4

E

ε

5

Ϛ

ϛ

6

Z

ζ

7

H

η

8

Θ

θ

9

I

ι

10

K

κ

20

Λ

λ

30

M

µ

40

N

ν

50

Ξ

ξ

60

O

o

70

Π

π

80

Ϙ

ϙ

90

P

ρ

100

Σ

σ

200

T

τ

300

Υ

υ

400

Φ

φ

500

X

χ

600

Ψ

ψ

700

Ω

ω

800

Ϡ

ϡ

900

Na primer, broj 967 bi se zapisao ovako: ϡξζ. Za hiǉade su korix�eni
znaci za jedinice ispred kojih bi se pisala doǌa crtica: 1α = 1000.
Na primer 1βκ= 2020. Tako se bez problema mogu zapisivati prirodni
brojevi maǌi od 10000. Za ve�e brojeve koristio se simbol M, koji
je oznaqavao 10000 i onda bi se, na primer, broj 1345879 zapisivao
ovako: Mρλδ � 1εωoθ. Dakle, to bi zapravo bilo 134�10000+5879, a � je
bio simbol za razdvajaǌe.

Kod pisaǌa razlomaka ponovo nailazimo na egipatsku sklonost ka
jediniqnim razlomcima, tj. razlomcima oblika 1

n . Oni bi se pisali
tako xto bi se posle imenioca stavǉao apostrof (,,prim”): razlomak
1

27 bi se zapisivao kao κζ1. Naravno da bi tu moglo do�i do konfuzije:
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da nije to mo�da 20 1
7? No, iz konteksta bi se zakǉuqivalo o kom broju

se radi.
Kako se raqunalo sa sigurnox�u ne mo�emo da ka�emo. Jasno je da

su bile korix�ene neke raqunaǉke, neke table za raqunaǌe pomo�u
kamenqi�a, ali nijedan takav predmet nije saquvan. Postoji slika na
jednoj vazi gde se vidi tabla za raqunaǌe, a Herodot je zapisao da je
u raqunaǌu sa kamenqi�ima Grk radio sleva na desno, a Egip�anin
zdesna na levo.

Na kraju ovog dela o zapisivaǌu brojeva navedimo da se i kod nas,
tokom sredǌeg veka koristila ovakva varijanta zapisivaǌa brojeva,
naravno bazirana na �irilici:

Slika 18: Staro�irilski sistem brojeva

Tri konstruktivna problema antike

V vek p. n. e. bio je period znaqajnog napretka Atine. Zapoqeo
je uspexnom odbranom od Persijanaca, a zavrxen porazom Sparte od
Atine. Veliki napredak Atine u ovo Periklovo doba uticao je na
priliv znaqajnog broja uqenih ǉudi u Atinu. Jedan od ǌih je bio i
Anaksagora, koji je ro�en u Joniji u Maloj Aziji u vreme dok je ona
bila pod vlax�u Persije. On je bio prvi znaqajniji filozof koji je
napravio karijeru u Atini. U Atinu je doxao 480. godine p. n. e. u go-
dini pomorske bitke kod Salamine, u kojoj su grqki saveznici pod ko-
mandom Temistokla zadali presudan udarac Persijancima pod Kserk-
som te na taj naqin odbranili grqki svet od ǌihove invazije. Bio je
uqiteǉ i prijateǉ Perikla i qovek slobodnog mixǉeǌa. Verovatno
su oba ova razloga (Perikle je imao i jake politiqke protivnike u
Atini) uticala na to da bude optu�en za bezbo�nost – tvrdio je da
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ni Sunce ni Mesec nisu bo�anstva. Sunce je samo u�areni kamen
veliqine Peloponeza, dok je Mesec bio istog sastava kao i Zemǉa, a
svetlost je dobijao od Sunca i reflektovao ga na Zemǉu. Neko vreme
je i proveo u zatvoru iz koga ga je izbavio Perikle, ali je ipak morao
da ode u izgnanstvo u kome je i umro 428. godine p. n. e. – godinu dana
pre ro�eǌa Platona i godinu dana posle smrti Perikla.

Kako je Plutarh pisao, Anaksagora se u zatvoru u Atini bavio
i problemom kvadrature kruga – kako na�i kvadrat koji ima istu
povrxinu kao i dati krug. Tu prvi put nailazimo na spomiǌaǌe ovog
problema. Nije bilo jasno xta je dozvoǉeno koristiti u tu svrhu, ali
je kasnije (najverovatnije i dosta kasnije, pod uticajem Platona) bilo
iskristalisano da je za tu svrhu dozvoǉeno koristiti samo leǌir i
xestar. To je u vezi sa tim da su savrxene linije prava i krug.

Perikle je umro od kuge koja je harala Atinom. Smatra se da je
tada od kuge umrla skoro qetvrtina stanovnika Atine. Za epidemiju
kuge se vezuje i priqa o drugom konstruktivnom problemu antike.
Navodno su Atiǌani poslali delegaciju u hram Apolona u Delfima
da pitaju xta bi trebalo da urade da zaustave epidemiju kuge. Do-
bili su odgovor od proroqixta da moraju da udvostruqe oltar u ob-
liku kocke koji je bio posve�en Apolonu. Atiǌani su udvostriqili
du�inu stranice, no kuga nije prestala. Jasno je da time nisu rexili
problem, jer su tako dobili osam puta ve�u zapreminu oltara. Ovo
je prvo spomiǌaǌe problema udvostruqavaǌa kocke.

Tako�e je u ovo vreme u Atini ‘cirkulisao’ problem trisekcije
ugla: kako dati ugao podeliti na tri jednaka dela. Ovi problemi,
posebno kasniji zahtevi za ǌihovo rexavaǌe, gde se konstrukcija mo-
rala izvrxiti iskǉuqivo pomo�u leǌira i xestara, uticali su zna-
qajno na razvoj matematike i dugo vekova nisu bili razrexeni. No,
ve� je u antiqko doba bilo nekih rexeǌa koja, doduxe, nisu bila pri
tim restriktivnim uslovima, ali i pored toga su bila zanimǉiva.

Hipokratova kvadratura ,,meseca”

Hipokrat sa Hiosa (to nije lekar Hipokrat koji je bio sa Kosa) je
bio nexto mla�i od Anaksagore i u Atinu je doxao oko 430. godine
p. n. e. da se bavi trgovinom. No, svu imovinu je izgubio, da li
zbog neke prevare ili zbog napada gusara, ne znamo, ali znamo da
ga to nije obeshrabrilo. Okrenuo se studijama geometrije. Napisao
je i prve ,,Elemente geometrije”, nekih sto godina pre Euklidovih
Elemenata, ali to delo, na�alost, nije saquvano, ali da je postojalo
znamo preko Aristotela. Podatke o Hipokratovoj matematici imamo
od Simplikija koji je oko 520. godine naxe ere, iskopirao, po svojim
reqima, delove Eudemove ,,Istorije matematike”.

Po tim podacima, Hipokrat je izvrxio kvadraturu ,,meseca”. Pod
,,mesecom” se podrazumevala krivolinijska figura koju ograniqavaju
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dva luka krugova razliqitog polupreqnika. Najpre se kod Eudema
navodi da je Hipokrat dokazao slede�u teoremu: Povrxine dva sliqna
odseqka dva kruga se odnose kao kvadrati ǌihovih tetiva (odseqci su
sliqni ako odgovaraju istom centralnom uglu). Zapravo Eudem tvrdi
da je Hipokrat do ovog rezultata doxao tako xto je pokazao da se
povrxine krugova odnose kao kvadrati ǌihovih polupreqnika. Texko
je poverovati da je Hipokrat imao dokaz ovog rezultata. Verovatno
je imao neki argument kojim je opravdavao validnost te teoreme, ali
dokaz skoro sigurno nije imao. Mi �emo kasnije prikazati znaqajno
kasniji dokaz te qiǌenice. Taj dokaz je baziran na znatno suptilnijim
metodama nego onim koje su bile dostupne Hipokratu.

Evo kako je, bazirano na prethodnim rezultatima, Hipokrat izveo
kvadrature nekih ,,meseca”. Kao prvi primer posmatrajmo jednakokra-
ki pravougli trougao i odgovaraju�i polukrug.

Konstruiximo i luk nad AC tako da je novodobijeni odseqak AEC D
sliqan odseqcima nad tetivama AB i BC . Kako je AB 2+BC 2 = AC 2 (zbog
jednostavnosti zapisa, nismo pisali |AB | kao du�inu stranice AB,
tako �emo raditi i daǉe), a prema navedenom rezultatu povrxine
sliqnih odseqaka se odnose kao kvadrati odgovaraju�ih tetiva, dobi-
jamo da je povrxina odseqka AEC D jednaka zbiru povrxina odseqaka
nad AB i BC . ,,Mesec” ADC B koji obrazuju polukru�nica i luk ÙAC
sastoji se od ta dva odseqka i ‘krivolinijskog’ trougla u kome je
osnova luk ÙAC . No, zbir povrxina ta dva odseqka, jednak je povr-
xini odseqka AEC D, koji zajedno sa tim ‘krivolinijskim’ trouglom
qini trougao AC B. Stoga je povrxina tog ,,meseca” jednaka povrxini
trougla AC B. A lako je na�i kvadrat qija je povrxina jednaka povr-
xini trougla AC B: to je kvadrat nad polovinom stranice AC . Tako je
izvrxena i kvadratura ,,meseca” ADC B.

Drugi primer kvadrature ,,meseca” dobija se pomo�u jednakokrakog
trapeza ABC D u kome je AB = BC =C D i AD2 = DC 2 +C B 2 +B A2.
Kao i u prethodnom primeru, na osnovu ove veze me�u kvadratima nad
odgovara�im du�ima i rezultata o povrxini odseqaka, dobijamo da je
povrxina meseca AEDC B jednaka povrxini trapeza ABC D. Naravno da
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se bez ve�ih problema mo�e na�i i kvadrat koji ima istu povrxinu
kao i ovaj trapez te je time izvrxena kvadratura jox jednog ,,meseca”.
Jedan od komentatora Aristotela navodi jox neke primere kvadratura
,,meseca”, no ova dva primera su nam dovoǉna.

Vidimo da su matematiqari u Atini krajem V veka p. n. e. sa uspe-
hom baratali transformacijama povrxina raznih figura. Posebno,
oni su znali kako da izvrxe kvadraturu pravougaonika, xto se svodi
na nala�eǌe x iz proporcije a : x = x : b. Stoga je prirodno da su se
oni zanimali i problemom produ�ene proporcije, tj. nala�eǌem x i
y za koje je a : x = x : y = y : b. Zapravo, navodi se da je Hipokrat pre-
poznao da se ovaj problem u sluqaju kada je b = 2a svodi na problem
udvostruqavaǌa kocke – iz a : x = x : y = y : 2a, dobija se da je x3 = 2a3.
Dakle, Hipokrat je razmatrao i problem udvostruqavaǌa kocke. Nema
nikakvih zapisa o tome da li se on bavio i tre�im velikim proble-
mom – problemom trisekcije ugla. No, poznato je koji se matematiqar
bavio ovim problemom.

Hipijina trisektrisa

U V veku p. n. e. sa razvojem grqkog druxtva, pojavila se i potreba
za drugaqijim i xirim obrazovaǌem slobodnih ǉudi. Tu su sofisti
bili posebno znaqajni. Sofisti su bili svestrano obrazovani ǉudi,
sa velikim i raznovrsnim iskustvom i fokus ǌihovog interesovaǌa
nije bilo utvr�ivaǌe velikih istina o prirodi nego poduqavaǌe vex-
tini �ivǉeǌa i upravǉaǌa �ivotom. Mo�da i glavni fokus ǌihovog
obrazovaǌa je bilo obrazovaǌe u retorici, ali bax tu se i krije
jedan od razloga xto su mnogi sofisti izaxli na lox glas. Jer, da
li je ciǉ govornixtva da nepristrasno iznese stavove, ili da, u ko
zna koje svrhe, ubedi sagovornika u nexto? Mi se naravno ne�emo
detaǉno baviti sofistima, razlog zbog kojih su oni spomenuti ovde
je xto je jedan od istaknutih sofista bio i Hipija iz Elide.
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Hipija je bio svestrano obrazovan, ali je va�io i za hvalisavog
qoveka. Pripisuje mu se izjava da je zara�ivao vixe od ma koja druga
dva sofista zajedno. Mnogo toga je pisao, ali nijedno delo nije ostalo
do naxih dana. No, ono xto je nama zanimǉivo je da je on bio prvi
koji je u matematiku uveo krivu koja nije ni prava ni krug. Kriva
koju je on uveo spada u, takozvane, mehaniqke krive: ona je formirana
kao skup taqaka pri nekom kretaǌu. Pogledajmo slede�u sliku.

Zamislite da istovremeno ravnomerno ‘spuxtate’ ivicu AB kvadra-
ta ABC D paralelno nadole i rotirate ivicu D A oko taqke D ka ivici
DC . Dakle, oba kretaǌa su ravnomerna i vrxe se tako da se u istom
trenutku translirana ivica AB poklopi sa ivicom DC , kada i roti-
rana ivica D A sa istom ivicom. Ako je A1B 1 trenutni polo�aj ivice
AB, a D A" trenutni polo�aj ivice D A, u preseku dobijamo taqku P .
Geometrijsko mesto taqaka koje se tako dobijaju i formira tu krivu.
Obratimo pa�ǌu na qiǌenicu da taqka Q nije dobijena u preseku ovih
ivica jer su se one preklopile u tom trenutku. Ona je tu dodata kao
graniqna taqka.

Ova kriva je poznata i pod imenom Hipijina trisektrisa. Zaxto
trisektrisa? Jednostavan je razlog — ako imamo ovu krivu, onda
mo�emo da izvrximo trisekciju (podelu na tri jednaka dela) svakog
oxtrog ugla (a to je i dovoǉno, jer se onda sigurno mo�e izvesti
trisekcija i ma kog ugla). Recimo da je ugao koji �elimo da podelimo
>C D A". Taqka P je presek du�i D A" i trisektrise. Pozicija du�i AB
koju spuxtamo nadole, a koja odgovara taqki P je A1B 1. S obzirom da
isto vremena treba du�i A1B 1 da se spusti do du�i DC , koliko i du�i
D A" da se spusti do iste du�i, onda se za tre�inu tog vremena du� D A"
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rotirala za tre�inu ugla >C D A". Dakle, samo je potrebno podeliti
du� D A1 na tri jednaka dela taqkama T i U i iscrtati dve paralelne
du�i T R i U S. U preseku se dobijaju taqke V i W i poxto je A1T = TU =
U D, onda je i >PDV =>V DW =>W DQ. Tako smo dakle poqetni ugao
podelili na tri jednaka dela. Trisektrisa nam je problem trisekcije
ugla svela na problem trisekcije du�i, a to je lak problem. Naravno,
ova kriva se ne mo�e konstruisati pomo�u leǌira i xestara, te nije
rexeǌe problema u kasnijoj, restriktivnoj, ǌegovoj varijanti.

Nesamerǉivost

Kao xto smo videli, ideja Pitagorejaca je bila da se svakom ob-
jektu pridru�i neki prirodan broj. Dakle, odnos ma koja dva objekta,
ma koje dve veliqine mora biti opisan kao odnos dva prirodna broja.
Problem je u tome xto to ipak nije tako i do tog otkri�a je doxlo
polovinom V veka p. n. e. Tradicija ovo otkri�e pripisuje ve� ranije
spomenutom Hipasu iz Metaponta.

Prvo spomiǌaǌe problema nesamerǉivosti pojavǉuje se u Plato-
novom dijalogu Teetet, koji je Platon napisao 368. ili 367. godine p.
n. e, a doga�aji opisani u tom dijalogu se fiktivno pripisuju godini
399. U tom dijalogu navodi se da je stari matematiqar Teodor iz
Kirene (grqka kolonija u danaxǌoj Libiji) dokazivao grupi mladi�a,
me�u kojima je i Teetet, koji je opisan kao sedamnaestogodixǌak, da
su kvadratni koreni brojeva 3,5, . . . ,17 (sem naravno 9) iracionalni
brojevi. Zanimǉivo je da se ovde ne navodi dokaz da je

?
2 iracionalan

broj. Oqigledno je da se smatralo da je u to vreme ovo bila dobro
poznata qiǌenica, koju nije trebalo obrazlagati.

Dokaz iracionalnosti broja
?

2 koji smo uqili u sredǌoj xkoli je
malo pojednostavǉen dokaz koji navodi jox Aristotel. On se vezuje
za qiǌenicu da su dijagonala i stranica kvadrata nesamerǉivi. Xta
to znaqi? Ako sa d obele�imo dijagonalu kvadrata, a sa a stranicu
kvadrata, to znaqi da ne postoji du� l takva da je d = ml , a a = nl za
neke prirodne brojeve m i n.

Kako se uopxte ispituje da li takva du� postoji? Drugim reqima,
poxto su Pitagorejci svakako verovali da su ma koje dve veliqine,
pa eto i du�i, samerǉive, kako se nalazi ta du� kojom se obe mogu
premeriti — ǌihova zajedniqka mera. Koristi se prastari zanat-
ski trik. Zamislimo da imamo dve trake i �elimo da na�emo ǌihovu
zajedniqku meru. ǋih �emo naravno prikazati pomo�u du�i. Dakle,
imamo du�i AB i BC :

A B C

Sada kra�u traku preklopimo preko du�e (maǌom pokuxavamo da pre-
merimo du�u)
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A C 1 B

Postupak ponovimo:

A B 1 C 1

Nismo uspeli, no sada onim xto je ostalo pokuxavamo da premerimo
maǌu (B 1C 1 = BC):

B 1 A1 C 1

Ponavǉamo:

A1 B2 C 1

I jox jednom:

B 1 A2 =C 1

Uspeli smo da dobijemo zajedniqku meru — to je du� B 1A1 = AB 1. Ako
se ovaj postupak nikada ne bi zavrxio poqetne du�i (trake) bi bile
nesamerǉive.

Pogledajmo kako ‘ide’ taj stari dokaz nesamerǉivosti dijagonale
i stranice kvadrata (ovaj dokaz se mo�e na�i u nekim izdaǌima Eu-
klidovih Elemenata pri kraju X kǌige, no opxte je mixǉeǌe da on
nije tu bio u originalu i da je to kasnije dodato).

Neka je ABC D kvadrat i AC ǌegova dijagonala. Pokazujemo da su
dijagonala AC i stranica AB nesamerǉive po du�ini. Pretpostavimo
da one jesu samerǉive. Pokaza�emo da je tada jedan broj istovremeno
i paran i neparan. Jasno je da je kvadrat nad AC jednak dvostrukom
kvadratu nad AB. Kako su po pretpostavci dijagonala i stranica
samerǉive, one su u proporciji kao dva cela broja. Neka je to pro-
porcija DE : F , gde su DE i F najmaǌi brojevi koji ostvaruju tu pro-
porciju. DE ne mo�e biti jedinica poxto bi u tom sluqaju, kako je
AC > AB dobili da je F ceo broj koji je maǌi od 1, xto nije mogu�e.
Dakle, DE nije jedinica, nego neki ceo broj (ve�i od 1). Kako je
AC : AB = DE : F , sledi da je tako�e AC 2 : AB 2 = DE 2 : F 2. No, AC 2 = 2AB 2

i stoga je DE 2 = 2F 2. Dakle, DE 2 je paran broj, pa stoga i DE mora
biti paran broj. Jer, ako bi bio neparan broj, ǌegov kvadrat bi
tako�e bio neparan broj. Naime, ako se neki broj neparnih brojeva
sabere i ako u tom zbiru ima neparno mnogo brojeva, onda je i taj
zbir neparan. Stoga je DE tako�e paran broj. Neka je onda DE pode-
ǉeno na dva jednaka broja u taqki G. Kako su DE i F najmaǌi brojevi
koji su u navedenoj proporciji, oni su uzajamno prosti. Stoga, kako
je DE paran broj, F mora biti neparan. Jer, ako bi on bio paran broj,
onda bi broj 2 merio i DE i F , a to je nemogu�e jer su oni uzajamno
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prosti. Stoga F nije paran nego je neparan. Kako je ED = 2EG sledi
da je ED2 = 4EG2. No, ED2 = 2F 2 i stoga je F 2 = 2EG2. Stoga F 2 mora
biti paran broj te je F tako�e paran broj. No, tako�e je pokazano da F
mora biti neparan broj, xto je nemogu�e. Stoga sledi da AC ne mo�e
biti samerǉivo sa AB xto je i trebalo pokazati.

Ako se zanemare neke specifiqnosti, koje produ�avaju dokaz, poput
toga da se insistira da se posebno doka�e da DE ne mo�e biti 1,
kao i malo razvuqenog dokaza qiǌenice da je kvadrat neparnog broja
neparan broj, a i asimetrije u oznakama, gde se koristi, s jedne strane
DE, a s druge samo F (a vidi se i zaxto je to tako – DE se deli na dva
polovine, a F ne), to je dokaz koji smo imali u sredǌoj xkoli. Jasno
je da je ovaj dokaz priliqno sofisticiran, koristi se tu svo�eǌe na
apsurd u vixe koraka i, kao xto se ka�e, radi se o ‘slegnutom’ dokazu,
koji sigurno kao takav nije mogao da se pojavi u petom veku pre nove
ere. Dakle, nije to dokaz u kome se prvi put pokazala nesamerǉivost
du�i.

Prvi dokaz nesamerǉivosti se vezuje, kao xto smo ve� naveli, za
Hipasa iz Metaponta i smatra se da je on prona�en sredinom V veka
p. n. e. Prisetimo se pentagrama.

Ve� smo rekli da je to bio va�an simbol za Pitagorejce. ǋega
formiraju dijagonale pravilnog petougla, no jasno je da se u centru
ove zvezde nalazi jox jedan pravilni petougao (i ne samo jedan. . . ):

Vidimo opadaju�i niz pravilnih petouglova. Docrtajmo poqetni
pravilni petougao i oznaqimo temena ovih petouglova.

Ve� smo naveli da je Talesu bila poznata qiǌenica o jednakosti
uglova na osnovici jednakokrakog trougla, naravno da je i Pitagorej-
cima to bilo poznato. Kao i obratno tvr�eǌe – da naspram jednakih
uglova imamo i jednake stranice. Verovatno im nije bio poznat dokaz
koji bi ‘proxao’ sadaxǌu logiqku proveru, no bilo im je jasno da
to va�i. Eudem u svojoj istoriji navodi da su znali da je zbir
uglova u trouglu bio jednak dvostrukom pravom uglu. Odavde, pode-
lom petougla na trouglove, a znamo da su ih takve podele zanimale,
lako se dobija koliki je zbir unutraxǌih uglova u petouglu, pa i qi-
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ǌenica da je zbir spoǉaxǌih uglova jednak qetvorostrukom pravom
uglu. Naravno, kao xto je ve� navedeno ranije, bila je poznata i
jednakost unakrsnih uglova.

Sve ovo je bilo dovoǉno da Hipas mo�e da zakǉuqi da je AE = AB 1
i B 1D = B 1E 1 te je AD� AE = B 1E 1. Dakle, razlika du�ina dijagonale i
stranice velikog petougla jednaka je du�ini dijagonale maǌeg. Dok
je sliqno AE = ED 1 = E A1 i B 1E 1 = B 1D = B 1E te stoga i AE�B 1E 1 = B 1A1, te
je razlika du�ine stranice ve�eg i dijagonale maǌeg jednaka du�ini
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stranice maǌeg petougla. Naravno da se ovaj postupak nastavǉa. Ako
sa dn oznaqimo du�inu dijagonale n-tog pravilnog petougla, a sa an

du�inu ǌegove stranice, onda imamo da je

dn+1 = dn�an , an+1 = an�dn+1, za sve n.

No, postupak nala�eǌa zajedniqke mere d1 i a1, koji smo ranije opisali
se upravo u tome i sastoji: nalazimo d1�a1 i poxto je to maǌe od a1,
onda od a1 oduzimamo taj rezultat i tako nastavǉamo. Dakle, dobi-
jamo niz d1, a1,d2, a2, . . .. Prema tome, ovaj proces se nikada ne zavrxava
te dijagonala i stranica pravilnog petougla nisu samerǉive. Uosta-
lom, ako bi l bila zajedniqka mera za d1 i a1, onda bi ona merila sve
ove stranice i dijagonale, a to nije mogu�e jer je jasno da se one sve
vixe i vixe smaǌuju i za dovoǉno mali petougao svi ovi elementi �e
biti kra�i od l .

Dakle, vidimo da je priliqno oqigledno da dijagonala i stranica
pravilnog petougla nisu samerǉive i da se, xto bi se reklo, ,,sve
vidi sa slike”. Slike koja je bila izuzetno znaqajna Pitagorejcima.
Naravno da se nexto sliqno mo�e izvesti i za dijagonalu i strani-
cu kvadrata, ali tu nemamo tako prirodno formiranu sliku, niti je
dokaz koji smo naveli za iracionalnost

?
2 takvog karaktera. Stoga

se sa velikom sigurnox�u mo�e zakǉuqiti da se nesamerǉivost, koja
je bila veliki xok za Pitagorejce, a imala i vrlo ozbiǉne posledice
po kasniji razvoj grqke matematike, prvi put ustanovila u sluqaju
dijagonale i stranice pravilnog petougla.

Zenonovi paradoksi

Za osnivaqa Elejske xkole smatra se Parmenid. Osnovna ideja ǌe-
govog uqeǌa bila je: jedinstvenost i nepromenǉivost. Svako kretaǌe
je iluzija – razlikujemo ono xto je suxtinsko, stvarno, od onoga xto
je qulno. Ovo gledixte su kritikovali, pa i ismevali Pitagorejci.
Stoga je Zenon (oko 450. godine p. n. e.), Parmenidov uqenik, smis-
lio vixe logiqkih paradoksa koji su imali za ciǉ da poka�u da je
i pitagorejsko uqeǌe o promenama i vixestrukostima tako�e proble-
matiqno:

Moji spisi su pomo� Parmenidovoj tezi protiv onih koji su se usudili da je
izlo�e podsmehu, tvrde�i da ako Jedno postoji, iz te teze proizlazi mnogo
smexnog i ǌoj samoj protivreqnog. Moj spis pobija one koji tvrde da mno�ina
postoji, vra�a im udar za udarom, i jox vixe, nastoje�i da uqini jasnim
da bi, jox smexnija nego pretpostavka da Jedno postoji, izgledala ǌihova
pretpostavka o mno�ini koja postoji.

Zenon je smislio oko qetrdeset paradoksa, od kojih je poznato de-
set. Aristotelova Fizika je glavni izvor za Zenonove dokaze protiv
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kretaǌa. Mi �emo navesti qetiri paradoksa. Prva dva paradoksa
tiqu se diskretnosti/kontinuiranosti prostora.

1. Dihotomija Da bi bilo ko prexao neko rastojaǌe, on najpre mora
da pre�e polovinu tog rastojaǌa, a da bi prexao tu polovinu, mora
najpre qetvrtinu itd. Stoga bi on morao da pre�e beskonaqno mnogo
delova u konaqno vreme.

2. Ahil i korǌaqa Ahil je naravno br�i od korǌaqe. Stoga joj
on u trci da neku prednost. No, dok Ahil stigne do mesta gde je
bila korǌaqa, ona je otixla malo daǉe. Dok stigne do tog slede�eg
mesta, ona je opet malo odmakla. Stoga Ahil nikada ne mo�e da stigne
korǌaqu.

Odgovore na ove paradokse je ponudio sam Aristotel. Zenonovi
dokazi pretpostavǉaju da je nemogu�e pre�i beskonaqan broj taqaka za
konaqno vreme. Ali to znaqi ne uvideti razliku izme�u beskonaqne
deǉivosti i beskonaqne prote�nosti. Svakako je nemogu�e pre�i
beskonaqnu udaǉenost za ograniqeno vreme, ali jeste mogu�e pre�i
beskonaqno deǉiv prostor, jer je i samo vreme beskonaqno deǉivo
tako da je zapravo posredi prela�eǌe beskonaqno deǉivog prostora
za neko beskonaqno deǉivo vreme.

Druga dva posve�ena su vremenu.

3. Strela Strela koja putuje u svakom trenutku zauzima odre�enu
poziciju u prostoru. To znaqi da se u bilo kom trenutku ona ne kre�e.
Ako se ne kre�e u bilo kom trenutku, ona se uopxte i ne kre�e.

4. Stadion Neka postoji najkra�i vremenski interval. I neka je to
interval u kome odre�eni objekat koji se kre�e pro�e jedno mesto
(videti sliku):
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Posmatramo tri objekta – jedan je nepokretan (A – tribine na sta-
dionu), a drugi se kre�u, ali u suprotnim smerovima – B sleva udesno,
a C zdesna ulevo. Problem je u tome xto kada B pro�e nepokretni A
za jedno mesto, a C isto A za jedno mesto, dobijamo:

Vidimo da je B u odnosu na C proxlo za dva mesta. Tako da taj
trenutak ne mo�e biti najkra�i.

Posledice paradoksa i nesamerǉivosti po
daǉi razvoj grqke matematike

Po svemu sude�i, Zenonovi argumenti, kao i otkri�e nesamerǉivih
veliqina su imali veoma dubok uticaj na razvoj grqke matematike.
U ranije vreme su se veliqine kod Pitagorejaca predstavǉale ka-
menqi�ima, no kod Euklida �emo ve� videti da se sve veliqine, pa
qak i prirodni brojevi predstavǉaju du�ima. Geometrija je preuzela
primat u odnosu na brojeve.

Uticaj je bio toliko veliki da se kod jednaqina poqela zahtevati
homogenost – kod sistema jednaqina koje su u Mesopotamiji bez prob-
lema, a i bez briga, rexavali:

x y = A, x + y = b,

kod Grka se zahtevalo da A bude povrxina, a b du�. Ovo je ostalo,
pod uticajem Grka, veoma dugo u matematici. Qak se proporcija izbe-
gavala i kod rexavaǌa linearnih jednaqina: ax = bc se posmatralo
kao jednakost povrxina, a ne kao jednakost a : b = c : x. Za rexavaǌe se,
dakle, nije koristila sliqnost, ve� jednakost povrxina.
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Konstruisao bi se pravougaonik OC DB qije su stranice b = OB i
c =OC i onda bi se du� OC postavila du� O A = a. Zatim bi se komple-
tirao pravougaonik O AEB u kome dijagonala OE seqe C D u taqki P .
Kako je P (4AOE) = P (4BOE), P (4RPE) = P (4DPE) i P (4OSP ) = P (4COP )
(odgovaraju�i trouglovi su naravno podudarni, stoga i imaju iste
povrxine), to je P (SBDP ) = P (AC PR) i, konaqno, P (COBD) = P (OSR A), tj.
bc = aC P , te tako dobijamo da je x =C P .

Pitagorejci su imali jox uticaja. Arhita iz Tarenta (jug danax-
ǌe Italije) je uveo kvadrivijum: aritmetika, geometrija, muzika,
astronomija (znamo da je muzika bila znaqajna Pitagorejcima). Uz
kasnije dodavaǌe trivijuma: gramatika, retorika i logika, imamo
osnovu za obrazovaǌe na Zapadu u toku narednih skoro 2000 godina.

Osim ovoga, Platon je uqio iz kǌige Pitagorejca Filolaja i ta
kǌiga je na ǌega izvrxila veliki uticaj. Bez obzira na to xto se
za Pitagorejce ne bi moglo re�i da su bili idealisti u filozofiji,
ispostavilo se da su oni imali veliki uticaj na idealistu Platona.
Ne bi se moglo re�i da je sam Platon imao nekih matematiqkih rezul-
tata, ali je matematika imala vrlo va�no mesto u ǌegovoj Akademiji.
Xto je sigurno pod uticajem Filolaja, jer ono malo xto se o mate-
matici mo�e na�i u izrekama Sokrata je vixe negativno nego pozi-
tivno. U svakom sluqaju, na vratima Platonove Akademije u Atini
stajale su reqi: ,,Neka ovde ne ulazi niko ko ne zna geometriju.”
Znaqajni matematiqari su poha�ali Platonovu Akademiju.
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Eudoks i metod iscrpǉivaǌa

Kako upore�ivati nesamerǉive veliqine? Rano rexeǌe ovog prob-
lema je izuzetno zanimǉivo. Naime smatralo se da su veliqine a,b,c,d
u proporciji

a : b = c : d ,

ako se u postupku u kome se za a i b tra�i zajedniqka mera dobijaju
isti brojevi kao u postupku za c i d. Ovo ‘radi’ i u sluqaju kada su
a i b (odnosno c i d) samerǉivi, a i kada nisu. Samo se mora desiti
da algoritam daje iste brojeve.

Dobra je ilustracija to da su pravougaonici istih visina u istoj
proporciji kao i ǌihove osnove. Naime,

A

a

B

b

jasno je da se u pokuxaju nala�eǌa zajedniqke mere za a i b isti broj
puta vrxi oduzimaǌe u svakom koraku, kao i u nala�eǌu zejedniqke
mere za A i B, bez obzira na to da li �e se postupak zavrxiti posle
konaqno mnogo koraka ili ne. Na ovaj naqin se, dakle, mogu porediti
i odnosi nesamerǉivih veliqina.

No, bila je potrebna boǉa formulacija. Ona potiqe od Eudoksa,
koji je bio student u Platonovoj Akademiji. Nalazimo je u V kǌizi
Euklidovih Elemenata (definicija 5). Naravno, tamo je navedena
reqima, mi je mo�emo kra�e i jasnije ovako iskazati.

Veliqine a,b,c,d su u proporciji a : b = c : d ako i samo ako je za sve
pozitivne cele brojeve m i n taqno: ukoliko je ma < nb, onda je i mc < nd ,
a ako je ma = nb, onda je i mc = nd , a ako je ma > nb, onda je mc > nd .

Kako nalaziti povrxinu krivolinijskih figura? Qini se da je i
ranije postojala ideja da se u i oko neke krivolinijske figure upi-
suju, odnosno opisuju pravolinijske figure i da se tako pove�avaǌem
broja stranica pribli�imo povrxini krivolinijske figure. No, na-
ravno da je pojam limesa bio nepoznat, a time i rexeǌe problema nije
bilo lako dostupno. Na osnovu onoga xto je pisao Arhimed, Eudoks je
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bio taj koji je dao aksiomu, koju danas znamo pod imenom Arhimeda, ak-
siomu neprekidnosti. Ona ka�e da ako neke dve veliqine imaju odnos
(xto znaqi da nijedna nije jednaka nuli i da su one uporedive), onda
se uvek mo�e na�i umno�ak jedne koji je ve�i od one druge. To rexava
i problem koji je zanimao matematiqare – koji je to ugao koji tangenta
na krivu zaklapa sa samom krivom. Qini se da to nije nula, a opet
. . . Taj krivolinijski ugao prosto ne zadovoǉava Eudoksovu aksiomu u
odnosu na pravolinijske uglove.

Izvedena iz ovog metoda je i grqka metoda iscrpǉivaǌa (izraz
koji Grci uopxte nisu koristili, ali se odoma�io u savremenoj mate-
matici):

Ako se od neke veliqine oduzme bar ǌena polovina, pa se od ostatka oduzme
bar ǌegova polovina i ako se taj postupak nastavi, onda se mo�e do�i do
veliqine koja je maǌa od ma koje unapred zadate veliqine.

Sada �emo pokazati kako je, smatra se, bax Eudoks, dokazao da se
povrxine krugova odnose kao kvadrati ǌihovih polupreqnika.

Neka su to krugovi k i K , ǌihove povrxine p i P , ǌihovi polupreq-
nici r i R.

k K

�elimo da doka�emo da je

p/P = r 2/R2.

Pretpostavimo da je p/P > r 2/R2. Tada postoji veliqina p 1 maǌa od p
takva da je p 1/P = r 2/R2. Neka je ε= p�p 1. Unutar krugova k i K mo�emo
upisivati pravilne mnogouglove koji imaju isti broj stranica n i
povrxine pn i Pn.

Nije texko uveriti se da se razlika izme�u povrxina kruga i
povrxine upisanog mnogougla smaǌuje bar za pola ǌene vrednosti
ako udvostruqavamo broj stranica. To znaqi da �emo posle izvesnog
vremena dobiti mnogougao sa m stranica za koji je p�pm maǌe od ε.
Tako dobijamo da je pm > p 1. Poznato je da je pm/Pm = r 2/R2. Stoga je
pm/Pm = p 1/P . Kako je pm > p 1 dobija se da je i Pm > P , xto je besmis-
leno jer je Pm povrxina mnogougla koji je upisan u krug K . Na isti
naqin se dolazi do kontradikcije ako se pretpostavi da je p/P < r 2/R2.
Zakǉuqujemo da mora biti p/P = r 2/R2.
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Dinostrat i kvadratura kruga

Uqenik Eudoksa Menem i ǌegov brat Dinostrat tako�e su imali
znaqajne rezultate. Menem se bavio konusnim presecima, dok je Dinos-
trat iskoristio Hipijinu trisektrisu da izvrxi kvadraturu kruga
(te se, stoga, ta kriva naziva i kvadratrisom). Pogledajmo kako je to
uradio.

Dinostratov rezultat je da va�i slede�e:

ÙAC : AB = AB : DQ. (1)

Pretpostavimo da ovo nije taqno i neka je ÙAC : AB < AB : DQ. Tada
je ÙAC : AB = AB : DR, gde je DR > DQ. Neka krug sa centrom u D i
polupreqnikom DR seqe trisektrisu u taqki S i stranicu AD u taqki
T . Neka je podno�je normale iz S na DC oznaqeno sa U . Poznato je bilo
da se lukovi koji odgovaraju istim uglovima odnose kao xto se odnose
polupreqnici tih krugova, te je ÙAC : ÙT R = DC : DR i, kako je DC = AB,
sledi ÙAC : AB =ÙT R : DR. Kako je, po hipotezi, ÙAC : AB = AB : DR, dobijamo
da je ÙT R = AB. Na osnovu osobina trisektrise ÙT R : ØSR = AD : SU = AB : SU
i stoga sledi da je ØSR = SU , xto nije mogu�e jer je du�ina normale iz
S na DC maǌa od du�ine ma koje druge krive od S do taqke na DC .

Na sliqan naqin se razrexava i sluqaj ÙAC : AB > AB : DQ, te za-
kǉuqujemo da mora biti ÙAC : AB = AB : DQ. Na osnovu ovoga, mo�emo
da konstruixemo du� qija je du�ina jednaka ÙAC . No, to je qetvrtina
kru�nice i onda nije texko konstruisati i kvadrat qija je povrxina
jednaka povrxini kruga sa centrom u D i polupreqnikom DC .

Nama danas nije texko da odredimo jednaqinu trisektrise u po-
larnim koordinatama. Dobijamo

πr sinθ = 2aθ,

ako je a = AB = DC . Naime, u polarnim koordinatama je x = r cosθ i
y = r sinθ. No, iz svojstava trisektrise, koja smo ve� koristili gore,
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imamo da je
θ

π/2
= y

a
.

Dakle, πy = 2aθ i, kako je y = r sinθ, dobijamo gorenavedenu jednaqinu.
Odavde lako dobijamo koordinate taqke Q (imamo tu, doduxe limes,
ali ve� smo rekli da se ta taqka i ne pojavǉuje na krivoj kao presek
te dve du�i): πr /2a = θ/sinθÑ 1, kad θÑ 0, te je x = r cosθÑ r = 2a

π ,
kad θÑ 0. Dakle, Q ima koordinate (2a/π,0). Nije texko videti da se
dobija isto xto i u jednaqini (1).

Euklid

Posle smrti Aleksandra Velikog, doxlo je do borbe za vlast me�u
ǌegovim generalima, teritorija je podeǉena na tri dela, a vlast u
Egiptu je bila u rukama dinastije Ptolemeja. Zapoqiǌe epoha hel-
enizma. U Aleksandriji su osnovane dve znaqajne institucije – Muzej
(koji je zapravo bio institut u savremenom smislu) i Biblioteka.
Mnogi znaqajni mislioci su doxli u Aleksandriju i tu je sada bio
centar nauke.

Jedan od tih uqenih ǉudi bio je i Euklid (oko 300 godine p. n. e.).
Zanimǉivo je da se o ǌemu zna vrlo malo, qak se ne zna ni mesto u kome
je ro�en, ni gde se xkolovao, ali se smatra da je uqio sa Platonovim
studentima, ako i nije bio u samoj Akademiji.

Nisu sva Euklidova dela saquvana. Izme�u ostalih, izgubǉene
su i ǌegove kǌige o konusnim presecima, koje Arhimed navodi i koje
koristi. No to delo, kao i jedno ranije o konusnim presecima, kasnije
je bilo prevazi�eno zahvaǉuju�i Apolonijevim radovima o konusnim
presecima. Apolonijevim radovima se ne�emo baviti zbog nedostatka
vremena.

Pet Euklidovih dela je saquvano: Elementi, Podaci, Deǉeǌe figu-
ra, Fenomeni i Optika. Pre ozbiǉnije diskusije o Elementima kratko
�emo se pozabaviti ovim ostalim delima.

Optika je zapravo posve�ena ranoj matematiqkoj teoriji perspek-
tive. U ǌoj Euklid izla�e svoju teoriju direktnog vi�eǌa (dakle
bez prelamaǌa i refleksije zraka svetlosti) po kojoj oko xaǉe zrake
koji putuju do objekta. U delu koristi rezultat, koji se na vixe mesta
pojavǉuje u starim delima, da je tgα< tgβ ako je 0 <α<β.

Delo Deǉeǌe figura je saquvano samo u arapskim prevodima u ko-
jima su izostavǉeni neki dokazi kao laki. Naravno, ono je kasnije
prevedeno na latinski, a potom i na druge evropske jezike. Sastoji
se od 36 stavova u kojima se razmatraju razne podele ravnih figura.
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Na primer, u stavu 1 se tra�i da se na�e prava paralelna jednoj
stranici trougla koja taj trougao deli na dva dela iste povrxine,
dok se u stavu 4 tra�i prava koja je paralelna osnovicama trapeza, a
polovi ga. Posledǌi stav tra�i podelu qetvorougla u datom odnosu
pravom koja prolazi kroz datu taqku na jednoj od stranica tog qetvo-
rougla.

Euklidovo delo Podaci po svemu sude�i je nastalo kao dodatak Ele-
mentima. Sadr�i 95 tvr�eǌa koja se tiqu nala�eǌa raznih veliqina,
geometrijskih pravila o paralelnim pravim i proporcionalnim veli-
qinama. Neka od tvr�eǌa su ekvivalentna rexavaǌu kvadratnih jed-
naqina. Na primer, tvr�eǌa 84 i 85 su geometrijska verzija meso-
potamskih metoda za rexavaǌe sistema jednaqina x y = a2, x� y = b.

Delo Fenomeni bavi se astronomijom, zapravo delom koji je posve�en
kretaǌem Sunca i zvezda, ali se sve to tretira geometrijski. Dakle,
radi se o sfernoj geometriji. Zanimǉivosti radi, Stav 1 ka�e da je
Zemǉa u sredixtu kosmosa i to se i dokazuje . . .

Pozabavimo se sada glavnim Euklidovim delom, ǌegovim Elemen-
tima.

Euklidovi Elementi nisu prvo delo sa tim naslovom. Zna se za
jox tri ranija takva dela, jedno od ǌih i od Hipokrata sa Hiosa.
No, ona nisu saquvana. Elementi su u
benik elementarne matematike.
Sastoji se od trinaest kǌiga (danas bi se to prigodnije moglo nazvati
glavama, ali koristimo tradicionalnu terminologiju). Prvih xest
kǌiga posve�eno je geometriji u ravni, slede�e tri teoriji brojeva,
deseta nesamerǉivim veliqinama i posledǌe tri skoro u celosti geo-
metriji prostora.

Na poqetku kǌige date su 23 definicije. Problem sa ovim defini-
cijama je u tome xto one ne definixu pojmove na osnovu ve� poznatih,
jednostavnijih pojmova. Recimo, definicija taqke je ‘ono xto nema
delova’, definicija prave: ‘du�ina bez xirine’. To svakako nisu
definicije u pravom smislu te reqi, moglo bi se re�i da je to pokuxaj
nekog pojaxǌeǌa, mo�da pod uticajem Platona.

Posle ovih definicija sledi pet postulata i pet aksioma (ili
opxtih istina). Razlika bi trebalo da bude u tome xto su aksiome
opxte, odnose se na sve oblasti, dok su postulati specifiqno geo-
metrijski.

Postulati

1. Mogu�e je nacrtati pravu liniju od bilo koje taqke do bilo koje
taqke.

2. Konaqna prava linija mo�e se produ�iti u pravu liniju.
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3. Mo�e se opisati krug sa bilo kojim centrom i bilo kojim polupreq-
nikom.

4. Svi pravi uglovi su me�usobno jednaki.

5. Ukoliko prava linija seqe druge dve prave linije i ako je zbir
unutraxǌih uglova sa jedne strane maǌe od zbira dva prava
ugla, onda se, ako se te prave linije produ�e neograniqeno, one
seku sa te strane sa koje je zbir tih uglova maǌi od dva prava
ugla.

Aksiome

1. Stvari koje su jednake istoj stvari jednake su i me�u sobom.

2. Ako jednakim dodate jednake, celine su jednake.

3. Ako se jednake oduzmu od jednakih, ostaci su jednaki.

4. Stvari koje se poklapaju jedna sa drugom, jednake su me�u sobom.

5. Celina je ve�a od dela.

Kao xto se mo�e videti, Euklid se trudio da da minimalan broj
postulata. Na primer, postulat 3 govori samo da se mo�e konstru-
isati krug sa datim centrom i datim otvorom xestara. Nema reqi o
tome da se neka du�ina mo�e ‘preneti’ pomo�u xestara sa jedne du�i
na drugu. Dakle, ovde imamo kolapsibilan xestar – kada se podigne
sa papira, on se zatvara. Na samom poqetku, Euklid se potrudio da
poka�e kako se ova restrikcija mo�e prevazi�i. To je ura�eno u prva
tri stava prve kǌige u kojoj ima ukupno 48 stavova.

Prvi stav govori o konstrukciji jednakostraniqnog trougla sa
zadatom stranicom.

Dakle, zadata je du� AB. Nacrtaju se dve kru�nice – jedna sa
centrom u A i polupreqnikom AB i druga sa centrom u B i istim
polupreqnikom. U preseku ove dve kru�ice dobija se teme C tra�enog
jednakostraniqnog trougla. Nema nikakvih komentara koji objax-
ǌavaju zaxto se ove dve kru�nice uopxte seku. Evidentno je da bi
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nam trebao neki postulat o neprekidnosti da bismo to obezbedili.
No, toga nema.

U slede�em stavu govori se o tome kako se od date taqke A mo�e
naneti du� jednake du�ine kao i zadata du� BC , zapravo kako se mo�e
na�i du� qija je du�ina jednaka zbiru du�ina dve zadate du�i.

Najpre se konstruixe jednakostraniqni trougao 4ABD, potom se
nalazi presek kruga sa centrom u B i polupreqnikom BC i produ�eǌem
du�i DB. Konaqno se nalazi presek kruga sa centrom u D polupreq-
nika DG i produ�etka du�i D A. Jasno je da je AH du� iste du�ine kao
i BC . Tako smo dobili da je du�ina du�i D H zapravo zbir du�ina
du�i AB i BC .

Potom se pokazuje i kako se od zadate du�i ve�e du�ine mo�e
oduzeti zadata du� maǌe du�ine.

U prvoj kǌizi se nalaze teoreme o podudarnosti trouglova, o svoj-
stvima paralelnih pravih, a i konstrukcije paralelograma. Posled-
ǌa dva stava – 47 i 48 posve�ena su dokazu Pitagorine teoreme i
ǌenog obrata. Veruje se da dokaz Pitagorine teoreme koji je ovde
prikazan potiqe od samog Euklida.

Dokaz je neosporno elegantan. Naime, prime�uje se da je kvadrat
nad AC jednak dvostrukom trouglu 4AF B (kada se ovako ka�e misli
se da su odgovaraju�e povrxine jednake), jer je osnovica tog trougla
F A = AC , a visina je AC . Ovaj trougao je pak jednak trouglu 4AC D
(podudarni su), a taj dvostruki trougao je jednak pravougaoniku AL
(da, ponekad se kod Euklida pravougaonik tako oznaqava, a i zaxto da
ne, jasno je o kom se objektu radi, zaxto uvoditi dodatne taqke?) –
osnovica trougla je AD, a visina je druga stranica pravougaonika DL
(naravno, nije to bukvalno visina, DL je jednako visini). Zakǉuquje
se da je kvadrat nad AC jednak pravougaoniku AL. Na sliqan naqin
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se dobija da je kvadrat nad BD jednak pravougaoniku BL, te se tako i
dobija da je zbir kvadrata nad AC i BC jednak kvadratu nad AB.

Vredna je spomena qiǌenica da Euklid odmah posle dokaza Pitago-
rine teoreme daje i dokaz obratnog tvr�eǌa – ukoliko zbir kvadrata
nad dve stranice u trouglu jeste jednak kvadratu nad tre�om te dve
prve stranice obrazuju prav ugao.

Druga kǌiga Elemenata je kra�a (sadr�i samo 14 stavova) i ve�i
deo ǌe je pomalo neobiqan za naxe poimaǌe nastave geometrije. Tu
se najvixe radi o grqkoj geometrijskoj algebri. Naime, kriza u grqkoj
matematici nastala zbog problema nesamerǉivosti je, kao xto smo
ve� rekli, uticala na to Grci poqiǌu da sve brojeve i veze me�u
ǌima izra�avaju pomo�u du�i, povrxina i sliqno. Na primer, prvi
stav glasi:

Ako su date dve prave linije i jedna od ǌih se podeli na bilo koji broj
odseqaka, onda je pravougaonik odre�en sa te dve prave linije jednak pravo-
ugaonicima koji su odre�eni tom neiseqenom pravom linijom i svakim od
odseqaka.

Naravno, ovde su te prave linije zapravo du�i i ovo nije nixta
drugo do zakon distributivnosti za mno�eǌe:
AD �AB = AD �AP+AD �PR+AD �RB (naravno, mo�e i bilo koji broj delova,
slika se odnosi na podelu na tri dela). U kasnijim kǌigama se nalaze
i dokazi zakona asocijativnosti i komutativnosti za mno�eǌe.

Stav 5, na komplikovan naqin formulixe formulu za razliku kva-
drata, preciznije tu je pokazano da je (a +b)(a�b)+b2 = a2. Sve je ovo
vezano i za rexavaǌe kvadratne jednaqine, sliqan dijagram, koji se
koristi za dokaz ove qiǌenice, koristi se i za rexavaǌe jednaqine
ax�x2 = b2. Ne�emo se detaǉnije time baviti.
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Posledǌa tri stava su zanimǉiva. Stav 12 daje formulaciju ko-
sinusne teoreme za tupougli trougao (naravno formulacija ukǉuquje
taj tupi ugao), dok stav 13 daje formulaciju te teoreme za oxtrougli
trougao. Ilustracija za stav 12:

C

D B A

Reqima se opisuje formula: AC 2 = AB 2+BC 2+2AB �BD. Naravno, ovo se
lako pokazuje dvostrukim korix�eǌem Pitagorine teoreme.

Stav 14 glasi: Konstruisati kvadrat jednak pravougaonoj slici.

Dakle, ovde eksplicitna formulacija nije da se doka�e nexto, nego
da se poka�e kako se mo�e izvesti kvadratura proizvoǉnog mnogougla.
U odgovaraju�oj slici koja ilustruje stav nalazi se opis kvadrature
nekog trapezoida, ali je jasno da se to mo�e uraditi za bilo koji
mnogougao. Najpre se zapravo, na osnovu vixe stavova iz prve kǌige
konstatuje da postoji pravougaonik qija je povrxina jednaka povr-
xini datog mnogougla, a suxtina stava je da pravougaonik svede na
kvadrat. Interesantan je taj niz stavova u kojima se postepeno nalazi
taj tra�eni pravougaonik, qitaocima prepuxtamo da ih potra�e ako
im je to zanimǉivo, no mi to ne�emo ovde daǉe pokazivati.

Generalno se smatra da je materijal koji je predstavǉen u prve
dve kǌige uglavnom rezultat rada Pitagorejaca. Tre�a i qetvrta kn-
jiga bave se geometrijom kruga i smatra se da taj materijal uglavnom
potiqe od Hipokrata sa Hiosa. Prvi stav u tre�oj kǌizi govori
o konstrukciji centra kruga, dok posledǌi, stav 37 sadr�i tvr�eǌe
dobro nam poznato: PA2 = PB �PC , gde je P taqka van kruga, A dodirna
taqka tangente na krug koja prolazi kroz P , dok su B i C preseqne
taqke seqice kruga koja prolazi kroz P . U qetvrtoj kǌizi ima 16
stavova i oni se uglavnom bave pravilnim mnogouglovima upisanim i
opisanim oko kruga.
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Na primer, 16. stav govori opisuje konstrukciju pravilnog pet-
naestougla. Naime, konstruixu se jednakostraniqni trougao i pravil-

ni petougao koji imaju jedno zajedniqko teme. I potom se konstatuje
da je samo potrebno prepoloviti luk ØBΓ. Ta dobijena taqka nam tada
daje i stranicu tra�enog pravilnog petnaestougla BE. Stav 11, pak,
opisuje konstrukciju pravilnog petougla upisanog u krug

i ta je konstrukcija bazirana na konstrukciji jednakokrakog trougla
qiji su uglovi na osnovici jednaki dvostrukom uglu kod vrha. Potom
se luk ØAΓ polovi i tako se na�e stranica pravilnog petougla. A
konstrukcija tra�enog jednakokrakog trougla opisana je u stavu 10.

Peta kǌiga sadr�i dubǉe pojmove. Tu se razmatra teorija propor-
cija. Kǌiga je u velikoj meri bazirana na Eudoksovim rezultatima.
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O definiciji 5, smo ve� pisali ranije, dok je definicija 4 ono xto
nam je sada poznato kao Arhimedova aksioma (a i sam Arhimed to
pripisuje Eudoksu):

Ka�e se da su dve veliqine u odnosu jedna prema drugoj ako neki umno�ak ma
koje od ǌih mo�e biti ve�i od druge.

I ovu definiciju smo spomiǌali kada smo govorili o Eudoksu.
Poenta je da se ovde govori o uporedivosti dve veliqine. Na primer,
du� i kvadrat nisu uporedivi.

Broj stavova u kǌizi je 25 i u ǌoj ima vixe stavova koji govore
o svojstvima proporcija, ali i stavova koji govore o svojstvima bro-
jeva poput asocijativnosti mno�eǌa ili distributivnosti mno�eǌa
prema sabiraǌu.

U xestoj kǌizi, u kojoj ima 33 stava, teorija proporcija se prime-
ǌuje na sliqnosti raznih figura. No, navedimo i jednu va�nu defini-
ciju koja se ovde pojavǉuje.

Definicija 3. Ka�e se da je du� podeǉena u krajǌoj i sredǌoj razmeri
(neprekidno) ako cela du� stoji prema ve�em delu kao ve�i deo prema maǌem.

Ovo je quveni ‘zlatni presek’. Nismo spomenuli ranije, ali ako
se stranica pravilnog petougla postavi du� ǌegove dijagonale, onda
imamo ovu podelu du�i. U stavu 30 pokazuje se kako se du� deli
na ovaj naqin. Termin ,,neprekidno” u naxoj literaturi je vezan za
qiǌenicu da se ovaj proces nikada ne zavrxava (kao xto smo videli
ranije).

Zanimǉiv je stav 31 (generalizacija Pitagorine teoreme, setite
se i kvadrature ‘meseca’):

Kod pravouglih trouglova figura konstruisana na strani naspram pravog ugla
jednaka je zbiru sliqnih i sliqno konstruisanih figura nad stranama koje
obrazuju prav ugao.

Sedma, osma i deveta kǌiga posve�ene su teoriji brojeva, naravno
u geometrijskom ruhu. Poqiǌe se definicijama parnih i neparnih
brojeva, prostih i slo�enih brojeva, parno-neparnih, neparno-nepar-
nih, kvadratnih i kubnih brojeva. Tako�e tu nalazimo i definiciju
savrxenog broja – to je onaj broj koji je jednak zbiru svojih pravih
delilaca. Prva dva stava su posve�ena Euklidovom algoritmu preko
uzastopnih oduzimaǌa kao xto smo ve� pisali. U prvom stavu se
zapravo govori o tome da ako se dobije 1 na kraju tog algoritma, onda
su brojevi uzajamno prosti, a drugi stav tra�i da se opixe nala�eǌe
zajedniqke mere (ne zajedniqkog delioca, terminologija je prilago-
�ena geometriji) za brojeve koji nisu uzajamno prosti. U ovoj kǌizi
ima i drugih poznatih svojstava brojeva. Na primer, stav 24 ka�e da
ako su a i c uzajamno prosti i ako su i b i c uzajamno prosti, onda su
to i ab i c.
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Osma kǌiga nije previxe zanimǉiva za modernog qitaoca, dok de-
veta sadr�i nekoliko zanimǉivih rezultata. Na primer, stav 20:

Prostih brojeva je vixe od svake zadate mno�ine prostih brojeva.

Naravno da Euklid ne ka�e da prostih brojeva ima beskonaqno
mnogo. Pojam beskonaqnosti je jox daleko u budu�nosti. On ka�e
da prostih brojeva ima vixe od ma koje koliqine prostih brojeva.
Dokaz je onaj koji dobro znamo: ako je data neka koliqina prostih
brojeva, sve ih pomno�imo i dodamo jedinicu. Analiziraju�i taj broj
dobija se da mora da postoji jox neki prost broj sem tih zadatih.

Stav 35 reqima na zanimǉiv naqin opisuje metod za nala�eǌe sume
geometrijske progresije. Ispisano formulom to je slede�e:

an+1�a1

a1 + � � �+an
= a2�a1

a1
.

Odavde nije texko izvesti formulu:

a1 + � � �+an = aqn�a

q�1
.

Posledǌi, 36. stav govori o formuli za nala�eǌe savrxenih brojeva.
U modernim terminima to je slede�e: ako je zbir 1+2+ � � �+2n�1 prost
broj, onda je broj (1+ 2+ � � �+ 2n�1)2n�1 savrxen broj. Naravno nije
texko primetiti da, ako je broj 1+2+ � � �+2n�1 = 2n �1 prost, onda i
broj n mora biti prost. Naime, ukoliko je n = ab, gde su a,b > 1, onda
je

2n�1 = 2ab�1 = (
2a)b�1 = (2a�1)

((
2a)b�1 + � � �+2a +1

)
.

Grci su znali prva qetiri savrxena broja: 6, 28, 496 i 8128. Ojler
je pokazao da je svaki paran savrxen broj upravo gorenavedenog ob-
lika. Ono xto se i daǉe ne zna je da li ima beskonaqno mnogo parnih
savrxenih brojeva, kao i da li uopxte postoji neparan savrxeni broj.

Deseta kǌiga je najobimnija i najkomplikovanija. Ona sadr�i qak
115 stavova i posve�ena je problemu (ne)samerǉivosti. Na samom
poqetku nalazimo nekoliko stavova koji govore o algoritmu za ispiti-
vaǌe samerǉivosti veliqina koji smo ranije spomiǌali. Tu se istiqe
da su veliqine nesamerǉive ukoliko se postupak nikada ne zavrxa-
va, a da se tako nalazi zajedniqka mera ukoliko se postupak zavrxa-
va. Potom sledi niz stavova o me�usobnim odnosima samerǉivih i
nesamerǉivih veliqina. Razmatraju se du�i samerǉive u stepenu,
misle�i pritom na drugi stepen, tj. dve veliqine qiji su kvadrati
nesamerǉivi. I slo�enije formirane veliqine. Zapravo tu se raz-
matraju, u savremenim oznakama, veliqine oblika a�

?
b,
?

a�
?

b,a
a�

?
b,
b?

a�
?

b. Tu su i postupci racionalizacije razlomaka ob-
lika a

b�?c
, a?

b�?c
. Jasno je da razmatraǌe ovako formiranih veliqina
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bez moderne notacije nije lako za pra�eǌe i stoga se ova kǌiga Ele-
menata smatrala najnedostupnijom.

Posledǌe tri kǌige su u najve�oj meri posve�ene stereometriji.
Jedanaesta kǌiga poqiǌe nizom definicija, od kojih su neke prob-
lematiqne sa logiqkog aspekta, poput ,,Telo je ono xto ima du�inu,
xirinu i dubinu”, ,,Granica tela je povrxina”. Posledǌe defini-
cije su definicije pravilnih poliedara: kocke, oktaedra, ikosaedra
i dodekaedra (piramida je ranije definisana, pa ovde nema defini-
cije tetraedra). Stavovi koji slede se tiqu odnosa pravih i ravni,
na primer:

Stav 3. Ako dve ravni seku jedna drugu, ǌihov presek je prava.

Stav 14. Ravni upravne na istoj pravoj paralelne su.

Kasniji stavovi se odnose na rogǉeve, zapremine paralelepipeda i
sliqno.

Dvanaesta kǌiga je kratka i poqiǌe nama dobro poznatim stavovima:

Stav 1. Sliqni mnogouglovi, upisani u krugove, odnose se jedan prema drugom
kao kvadrati nad preqnicima.

Stav 2. Krugovi se odnose jedan prema drugom kao kvadrati nad preqnicima.

Potom slede stavovi koji se tiqu zapremina tela. Na primer,

Stav 7. Svaka prizma sa trouglom u osnovi mo�e se podeliti na tri me�u
sobom jednake piramide sa trouglovima u osnovama.

Stav 10. Svaka kupa je tre�ina vaǉka, ako imaju istu osnovu i jednake visine.

Posledǌa, trinaesta kǌiga posve�ena je pravilnim poliedrima.
Ona poqiǌe slede�im stavom.

Stav 1. Ako je du� podeǉena neprekidno, bi�e kvadrat nad zbirom ve�eg dela
i polovine cele du�i jednak petostrukom kvadratu nad tom polovinom.

Nama nije texko da se u to uverimo. Naime, ako je cela du� a, a x
je ve�i deo, onda je a : x = x : (a�x). Dobija se kvadratna jednaqina

x2 +ax�a2 = 0.

Odavde sledi da je(
x + a

2

)2
= x2 +ax +

( a

2

)2
= a2 +

( a

2

)2
= 5

( a

2

)2
.

Naravno, odavde nije texko na�i koliko je x. I slede�ih pet stavova
daje rezultate za zlatni presek, a i stav 9 je u vezi sa ǌim. Stav 10
je zanimǉiv.
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Stav 10. Ako je u krug upisan pravilni petougao, bi�e kvadrat strane tog
petougla jednak zbiru kvadrata strane pravilnog xestougla i strane pravilnog
desetougla upisanih u isti krug.

Pred sam kraj Elemenata, u stavovima 13–17 odre�eni su odnosi
kvadrata ivice i kvadrata preqnika opisane sfere za pravilne poliedre:

telo odnos

tetraedar 2
3

oktaedar 1
2

heksaedar 1
3

ikosaedar 5+
?

5
10

dodekaedar 3�?5
6

U posledǌem stavu Elemenata najpre se porede ivice pravilnih
poliedara, a u drugom delu tog stava se pokazuje da nema drugih
pravilnih poliedara sem ovih pet.

Znaqaj Euklidovih Elemenata je ogroman. Sastavǉeni su oko 300.
godine p. n. e. i kopirani su veliki broj puta. U tim kopiraǌima,
dodavani su komenari, neke dodatne informacije, dodatni stavovi, pa
qak i dodatne dve kǌige za koje se ipak zna da nisu deo originalnih
Elemenata. Smatra se da je bilo oko hiǉadu izdaǌa ovog dela.

Arhimed

Arhimed je svakako bio najznaqajniji matematiqar antike i jedan
od najznaqajnih matematiqara ikada. �iveo u je gradu Sirakuzi na
Siciliji, a xkolovao se, skoro izvesno, u Aleksandriji. Znamo da
je poginuo pri osvajaǌu Sirakuze od strane Rimǉana 212. g. p. n.
e. tokom Drugog punskog rata. Kako je, po nekim istoriqarima, u
trenutku smrti imao 75 godina, procena je da je bio ro�en 287. godine
p. n. e.

Plutarh, u svojoj biografiji rimskog generala Marcela, koji je
osvojio Sirakuzu, pixe da je Arhimed bio centralna liqnost u odbra-
ni Sirakuze zbog mnogih svojih mehaniqkih naprava koje su zadale
velike nevoǉe rimskim osvajaqima. Ipak, Plutarh ka�e, Arhimedu
su bili dra�i ǌegovi qisto matematiqki rezultati od tih maxina.
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Arhimedovi radovi dugo vremena nisu bili toliko poznati kao Eu-
klidovi Elementi dobrim delom i zato xto su Elementi, kao xto je
ve� reqeno, zapravo u
benik elementarne matematike, dok Arhimedovi
radovi to svakako nisu. Ima me�u ǌima i jednostavnijih spisa, no
mnogi su veoma napredni i drugaqiji.

On je imao znaqajnu prepisku sa aleksandrijskim matematiqarima
— Dositejem, koji je bio student Arhimedovog bliskog prijateǉa
Konona, i Eratostenom koji je dugi niz godina bio upravnik aleksan-
drijske Biblioteke. U tim prepiskama nalazimo mnoge Arhimedove
radove. Evo spiska Arhimedovih radova koji su saquvani.

1. O ravnote�i ravni, Prvi i Drugi deo

2. Kvadratura parabole

3. O sferi i cilindru, Prvi i Drugi deo

4. O spiralama

5. O konoidima i sferoidima

6. O plutaju�im telima

7. Mereǌe kruga

8. Prebrojavaǌe peska

9. Metod

10. Kǌiga lema

11. Problem o stoci

Prepisi ovih dela potiqu iz X veka i kasnije, qak i znaqajno kasnije.

Naravno da nema govora o tome da se mo�emo pozabaviti svim ovim
radovima, posebno ne detaǉno, no napravi�emo neki izbor.

Mereǌe kruga

To je veoma kratak rad i sastoji se samo od tri stava. U prvom
stavu se tvrdi da je povrxina kruga jednaka povrxini pravouglog
trougla qija je jedna kateta polupreqnik kruga, a druga je jednaka
obimu kruga. Naravno da je to sada nama jasno, no, prisetimo se
da je pitaǌe kvadrature kruga bilo i daǉe otvoreno. Prisetimo se
i Dinostratove kvadrature kruga pomo�u trisektrise, u kojoj se za-
pravo nalazi du� jednaka qetvrtini obima kruga. Te nam trisektrisa
omogu�ava da na�emo i ovakav trougao, a lako je na�i kvadrat iste
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Slika 19: Mereǌe kruga

povrxine kao i dati trougao. No, Arhimedov rezultat nije u vezi sa
priqom o trisektrisi.

Arhimed koristi isti metod koji smo ve� prikazali pri dokazu da
se povrxine krugova odnose kao kvadrati (polu)preqnika. No, ipak
ga navodimo. Dakle, povrxina kruga mo�e biti jednaka, mo�e biti
ve�a, a mo�e biti i maǌa od povrxine trougla K. Oznaqimo sa P (k)
povrxinu kruga, a sa P (K) povrxinu trougla.

Pretpostavimo, najpre da je P (k) > P (K). U krug najpre upixemo
kvadrat ABC D, a potom delimo lukove ÙAB ,ÙBC , ÙC D , ÙD A na pola, te tako
dobijemo pravilni osmougao. Analogno nastavǉamo postupak sve dok
ne dobijemo pravilni mnogougao qije su stranice takve da zbir povr-
xina odgovaraju�ih odseqaka kruga ne postane maǌi od razlike povr-
xina kruga i trougla, tj. maǌi od P (k)�P (K). Stoga je povrxina tog
mnogougla ve�a od povrxine trougla K. No, ako je ON normala koja
polazi iz O do jedne od stranica tog mnogougla (dakle, to je visina
trougla 4AEO, onda je jasno da je ON < r , gde je r polupreqnik kruga,
a i obim tog mnogougla je maǌi od obima kruga k. Prema tome, povr-
xina tog mnogougla, koji je rastavǉen na jednakokrake trouglove, i
koja je zapravo jednaka povrxini pravouglog trougla koji za katete
ima ON i du� jednake du�ine kao i obim tog mnogougla (prosto se
saberu povrxine ovih trouglova i to bude jasno), mora biti maǌa od
povrxine trougla K, xto je kontradikcija.

Na analogni naqin se, posmatraǌem ovaj put opisanih pravilnih
mnogouglova dolazi do kontradikcije i uz pretpostavku da je P (k) <
P (K). Zakǉuquje se da mora biti P (k) = P (K).

U stavu 3 se, de facto, dokazuje procena za π:

3
10

71
<π< 3

1

7
.
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Naravno, ovo je formulisano u terminima procene razmere obima
kruga i ǌegovog preqnika. Taj koliqnik, koji mi danas oznaqavamo
sa π, Arhimed nikako nije oznaqavao.

Postupak koji je Arhimed koristio je jednostavan.

On polazi od ugla koji je jednak tre�ini pravog ugla, to je na
slici ugao >AOC . Zaxto od bax tog ugla? Razlog je jednostavan,
kada se pogleda slika, du� AC je zapravo polovina stranice pravilnog
xestougla opisanog oko datog kruga. Arhimed potom deli ovaj ugao
na pola, (taqka D), ponovo na pola (taqka E), ponovo na pola (taqka
F) i jox jednom na pola kada dobija taqku G. Tada je du� G H za-
pravo jednaka stranici pravilnog 96ougla i Arhimed koristi obim
tog 96ougla da aproksimira obim kruga odozgo. Pri raqunaǌu ko-
risti procene kvadratnih korena koji se pojavǉuju u raqunici. Prva
procena koju koristi je

?
3 > 265

153 (kasnije koristi procenu 1351
780 >?3).

On ne daje nikakvo objaxǌeǌe kako je doxao do te, a i drugih, dosta
slo�enijih aproksimacija. Zapravo, mnogo toga on ovde ne objaxǌava,
no Eutokije (oko 480 – oko 540. godine), matematiqar iz Palestine,
dopuǌavao je ǌegove raqunice da bi mogle lakxe da se prate (komen-
tarisao je i druga ǌegova dela). Postoje razne hipoteze kako je doxao
do tih aproksimacija, jedna od ǌih sugerixe da mu je bilo poznato
slede�e:

a� b

2a
>
a

a2�b > a� b

2a�1
, ako je 2a�1 > b.

Zanimǉivosti radi, navedimo jox neke procene koje je Arhimed ko-
ristio u ovom delu:

3013
3

4
>

?
9082321

591
1

8
<

?
349450
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2339
1

4
<
c

5472132
1

16

Naravno da ne treba pamtiti ove rezultate, ali da se tu raqunalo,
raqunalo se. Konaqno dobija procenu za π:

π< 3+ 667 1
2

4673 1
2

.

Mali trik daje konaqnu procenu:

π< 3+ 667 1
2

4673 1
2

< 3+ 667 1
2

4672 1
2

= 3
1

7
.

Za doǌu procenu koristi naravno upisane pravilne mnogouglove:

i dobija:

π> 6336

2017 1
4

> 3
10

71
.
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Kvadratura parabole

Problem je jednostavan: za dati odseqak parabole (oblast u ravni
ograniqena parabolom i jednom pravom koja je seqe) na�i kvadrat jed-
nake povrxine.

Arhimed svoj rezultat objavǉuje u pismu Dositeju i izra�ava �a-
ǉeǌe zbog smrti Konona, koga je veoma poxtovao kao geometra i koji
bi sigurno mogao lepo da proceni Arhimedov rezultat. Zanimǉivo
je ovde navesti da je Dositej skoro sigurno bio jevrejin. Naime,
ime Dositej je grqka verzija imena Matej, a ne zna se da je iko u
Aleksandriji imao to ime a da nije bio jevrejin. Ovo je zanimǉivo
zato xto je to jedina saquvana prepiska izme�u Grka i jevreja iz
tog doba. Arhimed navodi da je do rezultata prvo doxao pomo�u
mehanike, a zatim ga je dokazao pomo�u geometrije. On tu prezentuje
oba pristupa. Mi �emo kratko govoriti o geometrijskom pristupu.

Osnovna ideja sastoji se u slede�em. U dati odseqak parabole
upisati trougao maksimalne povrxine kome je osnovica data tetiva.
Jasno je da se radi o trouglu qije je teme na paraboli, a najvixe je
udaǉeno od te tetive. Mi znamo (bar bi trebalo da znamo na osnovu
razmatraǌa iz Analize 1) da je to teme u kome je tangenta na parabolu
paralelna toj tetivi. Naravno, i Arhimed je to znao.

Slede�a slika je va�na.
Ovde je QV = qV , povrxine trouglova 4PQV i 4qPV su jednake i
iz paralelograma koji se pojavǉuju na slici vidimo da je povrxina
trougla ve�a od polovine povrxine tog odseqka (povrxina nacrtanog
paralelograma je jasno ve�a od povrxine odseqka, a povrxina trougla
je polovina povrxine tog paralelograma). To nam je va�no za metod
iscrpǉivaǌa. U slede�em koraku postupak se ponavǉa za dva maǌa
odseqka nad tetivama P q i PQ.

Arhimed je, pozivaju�i se na Euklidovo delo o konusnim prese-
cima (koje nemamo saquvano, ali, kao xto smo ve� spomiǌali, znamo
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za ǌegovo postojaǌe), koriste�i svojstva parabole na, relativno jed-
nostavan naqin pokazao da su povrxine trouglova 4PRQ i 4Pr q jed-
nake i da iznose jednu osminu povrxine trougla 4QP q. Dakle, ako
sa T oznaqimo povrxinu trougla 4QP q, onda je povrxina mnogougla
QRPr q jednaka T + 1

4 T . A, kao i na poqetku, povrxina dodatih trou-
glova premaxuje polovinu povrxine ostatka. Tako da znamo da �e
posle konaqno mnogo koraka preostati povrxina koja je mala koliko
god �elimo. Mi bismo danas prosto konstatovali da sve to znaqi da
je povrxina odseqka jednaka sumi reda

T + 1

4
T + 1

16
T + � � �= 1

1� 1
4

T = 4

3
T,

no Arhimed nije sabirao beskonaqne redove. Umesto toga, on je dokazao
slede�i stav.

Stav 23. Ako je dat niz povrxina A,B ,C ,D, . . . , Z , od kojih je A najve�a i svaka
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je jednaka qetvorostrukoj slede�oj, onda je

A+B +C +D + � � �+Z + 1

3
Z = 4

3
A.

Ovo mu je bilo dovoǉno da poka�e da je povrxina odseqka jednaka 4
3 T .

Oznaqimo povrxinu odseqka sa Par. Ukoliko je Par > 4
3 T , onda bi

posle konaqno mnogo koraka navedenog postupka dobili da nam je os-
tatak povrxine maǌi od Par� 4

3 T . Kako je zbir povrxine dobijenog
mnogougla i tog ostatka jednak Par, dobili bismo da je povrxina tog
mnogougla ve�a od 4

3 T . No, to nije mogu�e jer je povrxina mnogougla
jednaka A+B +C +D + � � �+Z (ovde naravno uzimamo A = T ), a na osnovu
stava 23, A+B +C +D + � � �+Z < 4

3 A.

Pretpostavimo da je Par < 4
3 T . Polaze�i od povrxine A = T i ponav-

ǉaju�i postupak dolazimo da povrxine X koja je maǌa od 4
3 T �Par, a

A +B +C + � � �+ X + 1
3 X = 4

3 T . Dakle, 4
3 T je ve�e od A +B +C + � � �+ X za

povrxinu koja je maǌa od X , a od Par za povrxinu koja je ve�a od X .
To bi znaqilo da je Par < A+B +C + � � �+X , a to naravno nije mogu�e.

Dakle, na ovaj naqin Arhimed iskǉuquje dve mogu�nosti i za-
kǉuquje da mora da va�i tre�a, tj. Par = 4

3 T . Vidimo da su se ovakvi
rezultati dokazivali u antici bez korix�eǌa graniqnih procesa.

O spiralama

U radu O spiralama, Arhimed se bavi krivom koju je uveo preko
kretaǌa – polazi se od poluprave i ǌenog temena. Taqka poqiǌe
ravnomerno da se kre�e po polupravoj, od ǌenog temena, dok se sama
poluprava ravnomerno rotira oko svog temena. Kriva koju opisuje ova
taqka je spirala, koju danas znamo pod imenom Arhimedova spirala i
qija je polarna jednaqina r = aθ. Bavǉeǌem ovom krivom, Arhimed
odstupa od glavnog toka grqke geometrije. Mo�da je jedan od motiva
bio i razmatraǌe trisekcije ugla, kao i kvadrature kruga koje se
mogu ostvariti pomo�u ove krive.

Da bismo podelili dati ugao na tri jednaka dela, dovoǉno je
postaviti ugao tako da se jedan krak poklapa sa poqetnom pozici-
jom poluprave, a potom na�i presek ugla i spirale. To je taqka P
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na slici. Za podelu ugla >AOP na tri jednaka dela, dovoǉno je
podeliti du� OP na tri jednaka dela i potom samo nacrtati odgo-
varaju�e lukove kruga koji u preseku sa spiralom daju taqke V i U
i tako i trisekciju ugla (uverite se da je ovo tako). Nije zapravo
iznena�uju�e da se pomo�u ove spirale dobija trisekcija ugla – i
ona je kriva nastala kombinacijom kretaǌa po pravoj i rotacije, kao
i Hipijina trisektrisa. I, kao i u tom sluqaju, ova kriva omogu�ava
i kvadraturu kruga. Arhimed je pokazao da, ako je AB tangenta na

spiralu u taqki A, koja se dobija na kraju prve pune rotacije i ako je
4AOB pravougli sa pravim uglom u taqki O, onda je kateta OB zapravo
jednaka kru�nici (jednake je du�ine) sa centrom u O, polupreqnika
O A. Dakle, kao xto znamo iz ǌegovog rada o mereǌu kruga, povrxina
4AOB jednaka povrxini kruga polupreqnika O A. Naravno, tada lako
nalazimo i kvadrat iste povrxine kao i taj krug.

Ovde se prvi put pojavǉuje pitaǌe nala�eǌa tangente na krivu
koja nije konusni presek. Arhimedu je bilo jasno da je takav problem,
kao xto uostalom i vidimo, ekvivalentan kvadraturi kruga.

Metod

Od posebnog je znaqaja kratko Arhimedovo delo Metod. To delo
je bilo izgubǉeno dugo vremena, mada se znalo da je postojalo na os-
novu napomena u drugim izvorima. Na�eno je tek 1906. godine. Naime,
danski nauqnik Hajberg je saznao da se u Konstantinopoǉu (zvaniqan
naziv Istanbula je bio Konstantinopoǉ sve do 1923. godine, kada je
formirana Republika Turska, a glavni grad postala Ankara) nalazi
jedan palimpsest sa matematiqkim sadr�ajem. Radilo se o pergamentu
na kome je izbrisan, ali ne u potpunosti, prvobitan tekst, da bi se
zapisao molitvenik koji je korix�en u Pravoslavnoj crkvi. Hajberg
je uspeo da fotografixe listove i otkrio je da su tu dela Arhimeda:
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O sferi i cilindru, ve�i deo rada O spiralama, deo rada Mereǌe kruga
i O ravnote�i ravni, zatim O plutaju�im telima i, najva�nije od
svega, tu je bio jedini primerak Metoda. Ovaj palimpsest je ponovo
izgubǉen posle Prvog svetskog rata i ponovo se pojavio kada je pre-
dat na aukciju devedesetih godina. Kupǉen je od strane anonimnog
darodavca za dva miliona dolara i kasnije je moderna tehnologija
iskorix�ena da se otkrije originalni tekst u ǌemu.

Xta je zapravo Metod? Req je o matematiqkom tekstu koji je
Arhimed poslao kao pismo Eratostenu, koji je tada bio upravnik alek-
sandrijske biblioteke. Arhimed tu objaxǌava kako je on dolazio do
svojih rezultata koriste�i ne sasvim matematiqki korektno, ‘mehani-
qko’ rasu�ivaǌe. Kako on tu pixe, lakxe je na�i dokaz teoreme kada
se zna o qemu se tu zapravo radi. Naveo je kao motivaciju kako je
Eudoks doxao do svojih rezultata o kupi i piramidi koriste�i neka
prethodna razmixǉaǌa Demokrita u kojima nije bilo dokaza. Prvi
rezultat do koga je Arhimed doxao na ovaj naqin je rezultat o kvadra-
turi parabole. No, Arhimedov omiǉeni rezultat koji povezuje za-
preminu i povrxinu sfere (pa�ǉiv qitalac je mo�da nezadovoǉan
razmatraǌem zapremine sfere, sfera je povrx, gleda se ǌena povr-
xina, dok kugla ima zapreminu, ali to je detaǉ koji nam ovde nije
bitan, priqamo i o obimu kruga, a ne kru�nice. . . ) i cilindra qija
je visina jednaka preqniku sfere, a osnova velikom krugu te sfere.

Rotiraǌem oko ose HC dobijamo cilindar, sferu i kupu, dakle ova
slika nam daje popreqni presek ovih tela. Obratite pa�ǌu na qi-
ǌenicu da je AGFC kvadrat, te da je 4AC F (a tako�e i 4ASR) jed-
nakokraki pravougli trougao.

Arhimed �eli da na�e vezu izme�u zapremina ovih tela koriste�i
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zakon poluge.

Arhimed je izveo ovaj zakon pa�ǉivim razmatraǌem, polaze�i naj-
pre od sluqaja da je M1 = M2 i da je tada oqigledno da se ravnote�a
posti�e kada je oslonac na sredini, tj. kada je a = b. Zatim je razma-
trao xta se dexava kada su M1 i M2 razliqiti, ali ipak samerǉivi.
Na primer, ako je M1 = 2r m, a M2 = 2sm. Tada se rasporedi ukupno
optere�eǌe du� cele daske podeǉene na 2r + 2s jednakih delova i u
svakom od tih delova postavi se optere�eǌe m. Prvih 2r tegova pred-
stavǉa M1 i ako posmatramo samo taj deo, jasno je da je centar mase
u sredini. Sliqno i za preostalih 2s tegova. A centar mase sistema
je naravno na sredini. Doǌa slika predstavǉa sluqaj kada je r = 3 i
s = 1.

Rasporedili smo 8 malih tegova na podjednakom rastojaǌu i onda pos-
matrali centar mase prvih 6 i posledǌa 2. Vidi se da je odnos ras-
tojaǌa do oslonca 1 : 3, te je a = 1 i b = 3 ovde. Arhimed je potom
razmatrao sluqaj da su M1 i M2 nesamerǉivi i pretpostavio da ne
va�i navedeni odnos. U tom sluqaju, ako bi se tela postavila tako
da rastojaǌa budu odgovaraju�a, jedno bi preteglo i on bi ga zamenio
lakxim. Recimo da je zamenio M1 sa M 1

1. Tada bi potra�io novo telo
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M2
1 tako da je M 1

1 < M2
1 < M1, a koje je samerǉivo sa M2! Sada je sluqaj

sveo na samerǉive i daǉom analizom dobija kontradikciju. U moder-
noj terminologiji, ovde je Arhimed koristio qiǌenicu da se izme�u
svaka dva realna broja nalazi racionalan broj i pomo�u racional-
nih aproksimacija dobio rezultat. No, ovo je on uradio u drugim
radovima, da se mi posvetimo sferi, cilindru i kupi.

Postavimo proizvoǉnu ravan koja je normalna na osu HC i neka je
ona seqe u taqki S. Ona seqe kupu, sferu i cilindar po krugovima
polupreqnika SR, SP i SN redom. Oznaqimo ih sa k1, k2 i k3. Arhimed
je primetio da ako krugove k1 i k2 postavimo u taqku H, oni �e biti
u ravnote�i sa krugom k3 koji ostavǉamo na svojoj poziciji, a taqka
oslonca je A. To znaqi da treba proveriti da je

(P (k1)+P (k2)) � AH = P (k3) � AS.

Ako je x = AS, a AK = r , onda je SR = AS = x,

SP 2 = K P 2�SK 2 = r 2� (r �x)2 = 2r x�x2,

a SN = 2r , dok je AH = AC = 2r . Tada je

(P (k1)+P (k2))�AH =π(x2+2r x�x2)�2r = 4r 2πx, a P (k3)�AS =π(2r )2 �x = 4r 2πx.

Arhimed onda zakǉuquje da ako kupu i sferu postavimo u taqku H, tj.
ako je u toj taqki koncentrisana sva ǌihova zapremina, to �e taqno
biti u ravnote�i ako ceo cilindar koncentrixemo u ǌegovo te�ixte,
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koje je u taqki K . Ako sa V1 oznaqimo zapreminu kupe, sa V2 sfere, a sa
V3 cilindra, dobija se (V1+V2) �AH =V3 �AK . S obzirom da je AH = 2AK ,
dobijamo

V1 +V2 = 1

2
V3.

No, poznato je da je V1 = 1
3 V3, te mora biti V2 = 1

6 V3. Zapremina cilin-
dra je od ranije poznata: V3 = (2r )2π � 2r = 8r 3π, te se tako dobija za-
premina sfere V2 = 1

6 8r 3π= 4
3 r 3π.

Na analogni naqin, razmatraju�i druga tela, Arhimed je dobio
zapremine odseqaka elipsoida, hiperboloida, paraboloida, a i druge
sliqne rezultate.

Arhimed je u delu O sferi i cilindru strogo izveo dokaz formule
za zapreminu sfere (kugle), ali vidimo da je prvi put do ǌe doxao
ovakvim razmatraǌima. U istom delu je izveo i formulu za povrxinu
sfere: povrxina sfere je qetvorostruka povrxina velikog kruga te
sfere (4r 2π). Zbog nemogu�nosti kvadrature kruga, Grci su imali, da
tako ka�emo, dve osnovne povrxine – kvadrata i kruga, pomo�u kojih
su izra�avali ostale. Tako je i Arhimed povrxinu sfere izrazio
pomo�u povrxine kruga.

Kako je imao formule za zapreminu i povrxinu sfere, a tako�e
te formule za cilindar, mogao je da do�e do rezultata koji mu je
bio posebno drag. Naime, ako posmatramo cilindar opisan oko sfere,
ǌegova visina jednaka je preqniku sfere, a baza velikom krugu sfere.
Ako sa r oznaqimo polupreqnik sfere, tada je ǌena povrxina 4r 2π, a
zapremina 4

3 r 3π. No, povrxina cilindra opisanog oko sfere je 2r 2π+
2rπ �2r = 6r 2π. Zapremina cilindra je r 2π �2r = 2r 3π. Imamo da je

V (S) : V (C ) = 4

3
r 3π : 2r 3π= 2 : 3, P (S) : P (C ) = 4r 2π : 6r 2π= 2 : 3.

Prema legendi, Arhimed je izrazio �eǉu da mu ovi odnosi stoje na
nadgrobnoj ploqi.

Na kraju navodimo konkretnu ilustraciju qiǌenice koliko je Arhimed
ceǌen kao matematiqar.

Kao xto je dobro poznato, ne postoji Nobelova nagrada za matem-
atiku, no postoji presti�na Fildsova medaǉa koja se dodeǉuje svake
qetiri godine matematiqarima mla�im od 40 godina za izuzetan do-
prinos u matematici na Sveckom matematiqkom kongresu. Na predǌoj
strani same medaǉe je Arhimed i citat na latinskom jednog pesnika
iz I veka: ,,Nadmaxiti razumevaǌe i ovladati svetom”. Na zadǌoj
strani je natpis na latinskom: ,,Matematiqari sakupǉeni iz celog
sveta dodeǉuju za izuzetne spise”. U pozadini je prikaz Arhime-
dove grobnice sa rezbarijom koja ilustruje ǌegovu teoremu o sferi i
cilindru iza maslinove granqice.
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Zavrxavamo pregled grqke matematike kratkom diskusijom o Dio-
fantu i ǌegovom delu.

Diofant

O Diofantovom �ivotu praktiqno nixta nije poznato. Pretpos-
tavǉa se da je �iveo i radio u Aleksandriji oko 250. godine n. e.
Saquvan je zadatak, koji nam otkriva koliko dugo je �iveo:

Detiǌstvo Diofanta je potrajalo xestinu ǌegovog �ivota, posle jox dvanaes-
tine mu je porasla brada, o�enio se posle jox jedne sedmine. Pet godina
posle toga mu se rodio sin, koji je pro�iveo polovinu �ivotnog veka oca, a
otac je, skrhan, umro posle qetiri godine.

Dakle, jednaqina koja se tu pojavǉuje je:

1

6
x + 1

12
x + 1

7
x +5+ 1

2
x +4 = x.

Lako nalazimo da je x = 84, tj. Diofant je pro�iveo 84 godine.

Od ǌegovih dela ostao je deo ǌegove Aritmetike i fragment dela
O mnogougaonim brojevima. Mi �emo se ovde pozabaviti Aritmetikom.
Od trinaest kǌiga smatralo se da je saquvano samo prvih xest, no
sedamdesetih godina XX veka otkriveno je da su saquvane jox qetiri
kǌige u arapskom prevodu i analizom je ustanovǉeno da su to kǌige
od qetvrte do sedme.

Aritmetika se bavi rexavaǌem odre�enih i neodre�enih jednaqi-
na sa celobrojnim koeficijentima u kojima se tra�e pozitivna ra-
cionalna rexeǌa. Ono xto je va�no da odmah napomenemo je da jed-
naqine nisu ni formulisane ni rexavane u geometrijskom ruhu, kao
xto je bila duga tradicija kod Grka posle otkri�a nesamerǉivosti,
no se ǌima baratalo algebarski. No, vide�emo da se tu mogu otkriti
neka duboka geometrijska znaqeǌa (o kojima Diofant eksplicitno nixta
nije pisao).

Razvoj algebre se, u vrlo grubim crtama, deli na tri perioda.
Najpre imamo period retoriqke algebre. Tu se i problemi i rexeǌa
formulixu reqima, bez ikakve simbolike. Drugi period je period
sinkopatske (ili skra�eniqke, ako nam se dopusti takav termin) alge-
bre u kojoj se koriste odre�ene skra�enice. Diofantovo delo pripada
tom periodu. Tu jox nije prava simboliqka algebra koja predstavǉa
tre�i period, koji nastaje znatno kasnije sa Vijetom.

Diofant, pre svega, ima oznaku za nepoznatu (ali samo za jednu!)
i za ǌene stepene do xestog, a koristi i negativne stepene isto do
xestog. Postoji i oznaka za jedinice, za oduzimaǌe i za jednakost.
Nepoznatu �emo oznaqavati sa s, poxto je i Diofant koristio istu
oznaku. Evo liste glavnih oznaka.
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1 M̊ Móνας jedinica

s ς ‘Aριθµóς broj

s2 ∆Y ∆ύναµις kvadrat (stepen)

s3 K Y K ύβoς kub

s4 ∆Y ∆ ∆ύναµoδύναµις kvadrat � kvadrat

s5 ∆K Y δυναµóÅυβoς kvadrat � kub

s6 K Y K K ύβóÅυβoς kub � kub

Kao xto vidimo, za oznaku nepoznate, Diofant je koristio posledǌe
slovo reqi ’aritmos’, xto znaqi broj (inaqe ς je sigma, ali se ovako
pixe na kraju reqi, tzv. ’zavrxna sigma’). Kao xto smo ranije naveli,
razlomak 1

n bi se pisao kao n1, pa je i Diofant koristio tu oznaku: 1
s =

ς1, ali se mo�e na�i i oznaka ςχ, u zavisnosti od izdaǌa Aritmetike.
Oznaka za jednakost je bila ι (xto je poqetak reqi ’ισóτητα’ koja znaqi
’jednako’), dok je za oduzimaǌe korix�en simbol |̂. Za sabiraǌe nije
postojao poseban simbol, prosto su se nizali simboli. Deo toga je
bio da je na svakoj strani jednakosti bio izraz oblika A�B, gde su
u A i B bili nanizani simboli, dakle to su bile sume pozitivnih
izraza. Na primer, jednakost

3s2 +12 = 4s,

bi bila zapisana ovako:
∆Y γM̊ ιβιςδ.

Podsetite se kako su pisani brojevi (slovima, kao xto je navedeno
ranije). Da li je Diofant ’priznavao’ negativne brojeve? Ve�i deo
autora smatra da nije. Naime, on jeste opisivao kako se vrxe ope-
racije, ali to je vixe bio opis kako baratati izrazima oblika A�B,
kako ih sabirati, koja su pravila za mno�eǌe. Dakle, znao je da
je (A�B)(C �F ) = (AC +BF )� (AF +BC ), ali nije eksplicitno radio sa
negativnim brojevima. Qini se da je to neobiqno, ali matematika se
ne razvija onako kako je predstavǉena u u
benicima.

Diofant je objaxǌavao i sre�ivaǌe izraza na suprotnim stranama
jednakosti, kako su se na obe strane dodavali jednaki izrazi da bi
nestali negativni delovi i kako su se posle skra�ivali ’vixkovi’.
To taqno odgovara pravilima al-
abr i al-mukabala koje je kasnije
koristio el Horezmi. Na primer, ako imamo jednaqinu

3s3 +4s�15 = 15s +3�5s2,
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onda najpre dodajemo 5s2 +15 na obe strane i dobijamo

3s3 +5s2 +4s = 15s +18,

(al-
abr), a potom skra�ujemo (al-mukabala):

3s3 +5s2 = 11s +18.

Zanimǉivo je re�i da se simbol za nepoznatu koji je Diofant koris-
tio, mo�e na�i i u grqkom papirusu, koji je poznat kao Miqigen 620,
a koji najverovatnije potiqe iz II veka n. e. Zapravo, metode koje Dio-
fant primeǌuje za rexavaǌe odre�enih jednaqina (koje imaju jedin-
stveno pozitivno racionalno rexeǌe) nisu suxtinski nove, poznate
su iz mesopotamske matematike. No, Diofant daje obrazlo�eǌa onoga
xto radi.

Formulacija problema i postupak rexavaǌa kod Diofanta tipiqno
izgledaju ovako. On formulixe problem, koji ukǉuquje vixe brojeva
koji se tra�e (dakle, problem u startu ima vixe nepoznatih). Potom,
ukoliko je neophodno, navodi potrebne uslove koji moraju da va�e
da bi postojala pozitivna racionalna rexeǌa. Za samo rexavaǌe
problema, Diofant bira konkretne brojeve, a potom tra�i rexeǌa
u obliku u kome se sva mogu izraziti preko jedne nepoznate i to u
obliku da su neki uslovi obavezno zadovoǉeni, dok se drugi koriste
da se na�e rexeǌe.

Poqnimo od jednostavnijih (iz prve kǌige).

27. Na�i dva broja za koje su ǌihova suma i ǌihov proizvod zadati brojevi.

Potreban uslov: kvadrat polovine sume mora biti ve�i od proizvoda za broj
koji je kvadrat.

Dakle, problem je da se rexi sistem jednaqina

x + y = a

x y = b,

gde su a i b zadati brojevi pri qemu se tra�i da je
( a

2

)2�b = c2, gde
je c neki (racionalan) broj.

Vidimo da se problem svodi na rexavaǌe kvadratne jednaqine z2�
az +b = 0. Diskrimanta je a2�4b = 4c2 = (2c)2 i vidimo da se dobijaju
racionalna rexeǌa.

28. Na�i dva broja za koje su ǌihova suma i zbir ǌihovih kvadrata zadati
brojevi.

Potreban uslov: Dvostruka suma ǌihovih kvadrata mora premaxiti kvadrat
ǌihove sume za kvadrat.

Bilo bi dobro da se qitaoci uvere da potreban uslov obezbe�uje
postojaǌe racionalnog rexeǌa.
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Qesti su zadaci kod Diofanta gde je data suma ili razlika dva
tra�ena broja. On postupa kao u Mesopotamiji: ako je zadato da je
x+ y = a, on postavǉa x = 1

2 a� s, y = 1
2 a+ s i daǉe to ubacuje u preostali

uslov. U sluqaju da je dato x� y = a, onda je x = s+ 1
2 a, y = s� 1

2 a i to se
postavǉa u preostali uslov.

Na primer, u problemu 28, Diofant konkretno tra�i da se rexi
sistem

x + y = 20

x2 + y2 = 208.

Evo kako on to rexava.

Neka je razlika tih brojeva 2s. Dakle, ve�i broj je 10+ s, a maǌi 10� s.
Ostaje da se uqini suma ǌihovih kvadrata jednakom 208. No, suma ǌihovih
kvadrata je 2s2+200. Kako to mora biti jednako 208, dobijamo da s mora biti
jednako 2. To znaqi da je ve�i broj 12, a maǌih broj 8.

Pozabavimo se sada slo�enijim tipom problema i metodom ǌegovog
rexavaǌa.

20. (iz druge kǌige) Na�i dva broja tako da kvadrat svakog od ǌih kada se
doda drugom daje kvadrat.

Evo rexeǌa:

Neka je prvi broj s, drugi 2s +1. Tada kvadrat prvog sabran sa drugim daje
kvadrat. Kvadrat drugog sabran sa prvim daje 4s2 + 5s + 1. Ovo mora biti
jednako kvadratu. Formiram kvadrat od 2s�2, koji je 4s2 +4�8s i s je 3/13.
Prvi broj je 3/13, drugi 19/13.

Ovde na delu vidimo ono o qemu smo priqali. Diofant ima dve
nepoznate i obe izra�ava preko jedne tako da je jedan od uslova zado-
voǉen za sve vrednosti nepoznate. Potom zadovoǉava drugi uslov
na odre�eni naqin. Problem koji mu se pojavǉuje je slede�i: na�i
racionalne brojeve s i t tako da je

as2 +bs + c = t 2, (2)

gde su a, b i c zadati, naravno racionalni, brojevi. Jednaqinom (2)
zadata je jedna kriva drugog reda. Problem koji Diofant razmatra
sastoji se zapravo u nala�eǌu racionalnih taqaka na ovoj krivoj.

Navodimo qetiri metoda koje Diofant koristi pri razmatraǌu
jednaqine (2).

Prvi metod. Ako je a kvadrat (racionalnog broja), a = e2, Diofant
postavǉa t = es +m, gde se m bira da daje pozitivno rexeǌe. Vidimo
da se jednaqina (2) svodi na (e2 = a):

��as2 +bs + c =��e2s2 +2esm +m2,
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tj. dobija se linearna jednaqina po s. Ovo je sluqaj koji se pojavǉuje
u gorenavedenom problemu.

Drugi metod. Ako je c kvadrat, c = f 2, onda Diofant postavǉa
t = ms + f i dobija jednaqinu

as2 +bs +�c = m2s2 +2ms f +��f
2,

xto posle sre�ivaǌa daje racionalno rexeǌe za s.

Tre�i metod. On se primeǌuje u sluqaju da nemamo linearni qlan
u (2), tj. da je u pitaǌu jednaqina oblika as2+c = t 2 i da je a+c kvadrat.
Diofant ovaj metod objaxǌava u lemi koja prethodi problemu 12 u
desetoj kǌizi.

Za data dva broja qija je suma kvadrat, beskonaqan broj kvadrata se mo�e
na�i tako da kada se kvadrat pomno�i jednim od tih brojeva i proizvod doda
drugom, rezultat je kvadrat.

Drugim reqima, Diofant tvrdi da ako su a i c takvi da je a + c
kvadrat (racionalnog broja, da se podsetimo), onda postoji beskonaqno
mnogo (racionalnih brojeva) x takvih da je ax2+c kvadrat (racionalnog
broja). Zapravo, on radi slede�e: postavǉa x = s+1 i dobija jednaqinu

as2 +2as + (a + c) = y2,

koja se sada mo�e rexiti drugom metodom, jer je slobodni koeficijent
a+c kvadrat. On ovaj metod opravdava dokazom za konkretan sluqaj a =
3, c = 6, ali nije texko videti da ideja ’prolazi’ i u opxtem sluqaju.

Qetvrti metod. Ovaj metod Diofant objaxǌava u lemi koja je
vezana za problem 15 u desetoj kǌizi. On razmatra jednaqinu

ax2� c = y2 (3)

i tvrdi da, ako imamo jedno rexeǌe ove jednaqine, na primer, x = d,
y = e, onda se uvek mo�e na�i jox neko rexeǌe. On to pokazuje tako
xto postavi

x = d + s, y = e +ms. (4)

Zamenom u (3) dobija se

ad 2 +2ad s +as2� c = e2 +2ems +m2s2,

i kad se iskoristi da je ad 2� c = e2 dobija se

2ad s + s2 = 2ems +m2s2,

xto posle skra�ivaǌa sa s daje

2ad + s = 2em +m2s,
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odakle se lako dobija s.
Jednaqina (3) je jednaqina hiperbole. Jednaqine (4) zapravo zadaju

parametarsku jednaqinu prave koja prolazi kroz jednu taqku (d ,e) ove
hiperbole i potom je seqe u jox jednoj taqki.

Pa�ǉiv qitalac, koji je, uz to, bio vrlo vredan kada je spremao
Analizu 1, primetio je vezu prethodno navedenih metoda i Ojlerovih
smena koje se primeǌuju za raqunaǌe integrala oblika»

R
(
x,
?

ax2 +bx + c
)

d x,

gde je R(x, y) racionalna funkcija (pogledajte neku od zbirki ili u
be-
nika za Analizu 1). Ovo nije neobiqno, zapravo suxtina je u disku-
siji o qetvrtom metodu. Naime, prava i nedegenerisana kriva drugog
reda su biracionalno ekvivalentne – mogu�e je na�i ’skoro’ bijekciju
izme�u ǌih, bijekciju koja se ostvaruje racionalnim funkcijama kada
se izbaci konaqno mnogo taqaka. Na primer, bax postavǉaǌem prave
kroz zadatu taqku na krivu i nala�eǌem, za razliqite koeficijente
pravca, druge preseqne taqke prave i krive.

Na crte�u mo�emo videti kako projektujemo krivu drugog reda na
pravu (sa krive smo izbacili jednu taqku). Ova ekvivalencija izme�u
prave i krive drugog reda je ’odgovorna’ i za qiǌenicu da je smena
promenǉive tg

( x
2

)= t korisna kod raqunaǌa integrala oblika»
R(sin x,cos x)d x,

gde je R(x, y) racionalna funkcija, no to je druga priqa.
U petoj kǌizi, Diofant razmatra jednaqine vixeg stepena. I tu se

mogu na�i sliqne i zanimǉive ideje. No, kako za krive tre�eg reda ne
va�i prethodno navedeno svojstvo, zapravo je struktura racionalnih
taqaka samo u nekim situacijama pravilna, ne mogu se rezultati dobi-
jati na isti naqin. Ipak, neki autori u Diofantovim metodama pre-
poznaju implicitno nala�eǌe tangenti na takve krive, a i nala�eǌe
tre�e preseqne taqke kroz dve date. No, mi se ne�emo ovde time dubǉe
baviti.
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Deseta kǌiga je u potpunosti posve�ena Pitagorinim trojkama
racionalnih brojeva, tj. racionalnim rexeǌima jednaqine x2 + y2 =
z2. Zapravo se tu govori o pravouglim trouglovima sa racionalnim
stranama, a zadaci ukǉuquju veze izme�u povrxina, du�ina kateta i
sliqno. Ova kǌiga je zanimǉiva, jer je u svojoj kopiji izdaǌa iz 1621.
godine Pjer de Ferma ispisivao komentare o rezultatima Diofanta
i tu nalazimo ǌegovu napomenu (posle zadatka o razlagaǌu na dva
naqina datog kvadrata u obliku sume dva kvadrata):

Naprotiv, nemogu�e je razlo�iti kub na dva kuba, bikvadrat na dva bi-
kvadrata i, uopxte, ma koji stepen ve�i od dva na zbir dva takva stepena.
Naxao sam qudesan dokaz ovoga, ali su margine suvixe uske za ǌega.

Retko ko zapravo veruje da je Ferma uistinu imao ovakav dokaz.
Ovo tvr�eǌe je poznato kao Velika Fermaova teorema (ili Fermaova
posledǌa teorema) i dokaz je tek devedesetih godina proxlog veka dao
engleski matematiqar Endrju Vajls.

Diofant ima jox neke zanimǉive metode za rexavaǌe jednaqina,
no mi nemamo vremena da se i ǌima bavimo u ovom pregledu. U
sluqaju odre�enih jednaqina (dakle onih koje imaju najvixe konaqno
mnogo racionalnih rexeǌa) Diofant se uglavnom oslaǌa na stariju
tradiciju. No, u sluqaju neodre�enih jednaqina, tj. onih koje imaju
beskonaqno mnogo racionalnih rexeǌa, ǌegov doprinos je izuzetan.
ǋegovo delo je izvrxilo znaqajan uticaj na matematiqare kasni-
jih epoha i dovelo do pojavǉivaǌa izuzetnih problema, kao i novih
matematiqkih oblasti (poput diofantovske analize).
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