
Indijska matematika

Arheoloxka ispitivaǌa su pokazala postojaǌe veoma razvijene kul-
ture u dolini Inda oko 2650. godine p. n. e, dakle u vreme egipatskih
graditeǉa piramida. No, nemamo matematiqkih dokumenata iz tog pe-
rioda. Znaqajna kretaǌa naroda, veliki broj razliqitih jezika, od
kojih su mnogi jox nerazjaxǌeni, ote�avaju pokuxaj procene mate-
matiqkog nivoa iz tih ranijih perioda.

Sutre

Vede, religiozni dokumenti, pisani na sanskritu, sadr�e pozivaǌe
na velike brojeve i decimalni sistem. Tu se mogu na�i i dimenzije,
oblici, proporcije vezane za gradǌu oltara. To je sadr�ano u ,,xulba
(ili xulva) sutrama” – ,,pravilima za konopce”. Ovde se ,,xulba”
odnosi na konopce za mereǌe, dok ,,sutra” oznaqava kǌigu pravila.
Postoji vixe preostalih ovih ’sutri’, pisane su u stihu i verovatno
potiqu iz prve polovine prvog milenijuma p. n. e. mada to ne znamo sa
sigurnox�u. Tu se mogu na�i Pitagorine trojke 3,4,5; 5,12,13; 8,15,17;
12,35,37. Nije iskǉuqen mesopotamski uticaj na ove sutre, ali nije ni
potvr�en.

Pogledajmo metod kvadrature pravougaonika iz jedne sutre, a koji
veoma podse�a na grqku ’geometrijsku algebru’.

Zadat je pravougaonik ABC D. Na du�im stranicama AD i BC postavimo
taqke E i F tako da dobijemo kvadrat ABF E . Neka su G i H sredixta
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du�i ED i FC . Produ�imo G H do GK , tako da je ALKG kvadrat. Pro-
du�imo i EF do preseka sa K L. Jasno je da su pravougaonici G HC D i
F BLM podudarni, te je povrxina pravougaonika ABC D jednaka povr-
xini kvadrata ALKG iz koga je izbaqen maǌi kvadrat F MK H. No,
krug sa centrom u L, polupreqnika LK , seqe B H u taqki P . Tada je
LQ2 = LP 2�PQ2 = LK 2�K H 2, te tra�eni kvadrat ima stranicu LQ.

U drugoj sutri nalazimo opis konstrukcije kvadrata koji je tra�e-
ni umno�ak datog kvadrata. Na primer, ako se tra�i kvadrat koji je
sedmostruki dati kvadrat, qija je stranica a, onda se ka�e da se kon-
struixe jednakokraki trougao sa osnovicom 6a i kracima 4a. Visina
tog jednakokrakog trougla je

?
(4a)2� (3a)2 = a

?
7. Dakle, povrxina

kvadrata qija je stranica jednaka visini tog jednakokrakog trougla
je 7a2.

U tri sutre nalazi se aproksimacija za
?

2:

1+ 1

3
+ 1

3 �4 �
1

3 �4 �34
.

Ovo nam, na 8 decimala, daje broj 1,41421569, dok je
?

2 na istom broju
decimala 1,41421356. Aproksimacija zaista jeste dobra, ali nam nije
poznato kako je dobijena. Inaqe, za razliku od Grka, Indijci nisu
imali nikakav problem da i iracionalne korene smatraju brojevima.
To je svakako i u vezi sa tim da se u indijskim matematiqkim tek-
stovima qesto ne razlikuje taqan od pribli�nog rezultata, kao xto
�emo videti u daǉem.

Sidante

Sidante su skorijeg datuma od xulba sutri. Procena je da su one
nastale krajem IV, odnosno poqetkom V veka. Sidanta oznaqava sistem
ili doktrinu i ovde se odnosi na astronomske sisteme. Veliko je
pitaǌe u kojoj su meri ova dela bila nezavisna od grqkih izvora,
poxto se prime�uje velika sliqnost sa delima autora iz Egipta u
to, ili ranije vreme. Ali postoji nexto xto ih izdvaja. Dok se kod
Grka razmatrala tetiva kruga i centralni ugao koji joj odgovara, u
sidantama se razmatra polovina tetive i polovina centralnog ugla.
To jeste mala razlika, ali tu vidimo naxe trigonometrijske funkcije.
Zanimǉivo je kako je nastao naziv sa funkciju sinus. Naime, tetiva
se na sanskritu zvala ’�iva’ ili ’
iba’. U prevodu Arapa, koji nije
koristio samoglasnike, pojavǉuje se samo ’
b’. Xto mo�e da odgovara
i reqi ’
aib’ koja znaqi i ’zaliv’ na arapskom. Poznati prevodilac
iz XII veka �erardo iz Kremone je stoga to preveo na latinski kao
sinus, xto znaqi ’zaliv’ na latinskom. I tako je doxlo do naziva te
nama dobro poznate funkcije.
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Arijabata

Arijabata (476–550) je znaqajan indijski matematiqar i astronom
qije je najpoznatije delo Arijabatija napisano u stihu i zavrxeno
499. godine. To delo predstavǉa pregled dotadaxǌih znaǌa, no ono
je neujednaqeno po kvalitetu. Tu ima i trivijalnih rezultata, kao
i pogrexnih, ali i rezultata velike vrednosti. Poqiǌe navo�eǌem
naziva stepena broja 10 sve do desetog stepena i pravilima za raqu-
naǌe kvadratnih i kubnih korena. Potom slede pravila za mereǌe
i tu imamo i taqne rezultate i pogrexne. Na primer, navodi se da
je povrxina trougla polovina proizvoda du�ine jedne stranice i ǌoj
odgovaraju�e visine, ali se tvrdi da je zapremina piramide polovina
proizvoda povrxine baze i visine. Tako�e, ispravno se navodi da je
povrxina kruga jednaka proizvodu obima kruga i polovine polupreq-
nika, ali i da je zapremina sfere (kugle) jednaka proizvodu povrxine
velikog kruga i kvadratnog korena te povrxine. Data je i ispravna
formula za povrxinu trapeza, ali i potpuno proizvoǉno tvr�eǌe o
povrxini ma koje ravne figure. No, rezultat na koji su indijski
autori posebno ponosni je slede�i:

Saberi 4 i 100, pomno�i sa 8 i dodaj 62000. Tako dobijax pribli�no obim
kruga preqnika 20000.

To nam daje aproksimaciju za π:

π� (4+100) �8+62000

20000
= 3,1416.

No, to je zapravo vrednost za π koju je koristio i Ptolemej u Egiptu.
Postoje velike xanse da je Arijabata bio pod uticajem grqkih prethod-
nika. Inaqe, u Indiji se za π qesto koristila i aproksimacija
π�?10.

U Arijabatiji nalazimo i neka pravila za aritmetiqke nizove. Na
primer, opisano je kako se nalazi broj qlanova aritmetiqkog niza ako
je poznata ǌegova suma sn, prvi qlan a1 i razlika d. Formula koju
dobijamo iz tog opisa je slede�a:

n =
?

sn �8d+(2a1�d)2�2a1
d +1

2
.

U delu nema ni motivacije ni provere ovog rezultata. Naravno, mi
mo�emo danas da ovo izvedemo:

sn = a1 + (a1 +d)+ � � �+ (a1 + (n�1)d)

= na1 +d(1+2+ � � �+ (n�1))

= na1 +d
n(n�1)

2
.
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Dobijamo kvadratnu jednaqinu po nepoznatoj n:

dn2 + (2a1�d)n�2sn = 0.

Iz ove jednaqine se dobija gorǌa formula (doduxe malo u drugom
obliku, proverite to).

U Arijabatiji imamo i decimalni sistem. Opisuje se i raqunaǌe
u kome se ka�e i da ,,od mesta do mesta uvek je deset puta ve�e od
prethodnog”. Da su se cifre za osnovu 10 pojavile i pre, vidimo i
iz jedne tablice iz 595. godine, kada je jedan datum zapisan u dekad-
nom obliku. Dug je bio put od prvih cifara do naxih. Tablica na
slede�oj stranici nam daje kratak prikaz.

Slika 1: Razvoj cifara

Vidimo evoluciju cifara i jasno prepoznajemo naxe cifre u Gobar
zapisima, karakteristiqnim za zapadni prikaz kod Arapa. No, simbol
za nulu nije brzo nastao. Postojale su svuda razne varijante rexeǌa
tog problema, no po svemu sude�i prvo pojavǉivaǌe nule u Indiji
je na jednom zapisu iz 876. godine. Deluje neverovatno da je trebalo
vixe od 250 godina, ali mnoge stvari se ne razvijaju u potpunosti
logiqno niti ravnomerno. Zanimǉivo je navesti da se Devanagari
zapis za cifre i sada koristi u Indiji.
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I u sidantama i u Arijabatiji imamo prve tablice sinusa. Evo
kako je to ura�eno. Mi znamo da je sin x � x kada je x malo. No,
ovde radimo sa radijanima. Ako �elimo da radimo sa stepenima,
moramo malo da modifikujemo stvari. Zapravo, zbog preciznosti je
boǉe raditi sa minutima. Dakle, ideja je bila da imamo istu meru
i za sinus i za ugao. Ako gledamo u minutima, onda je pun krug:
360 �601 = 216001. Sada treba na�i polupreqnik r tako da je 2πr = 21600.
Ukoliko za π uzmemo da je π � 3,141592, dobijamo da je r � 3437,75.
Stoga su Indijci uzeli da je polupreqnik kruga 3438. To znaqi da je
ǌihova aproksimacija za π ovde bila pribli�no 3,14136.

Kada je izabran polupreqnik kruga, onda je pravǉena tablica vred-
nosti sin x, tako xto je 90� podeǉen na 24 jednaka dela. Najmaǌi ugao
je dakle bio 3 3

4
�, xto iznosi 2251, te je uzeto da je sin

(
3 3

4
�)= 225. Do-

bro, sad ve� vidimo da u tablici nemamo bax sinus ugla, ali se
sinus ugla lako dobija deǉeǌem sa polupreqnikom. Po toj raqunici
je sin

(
3 3

4
�) = 225/3438� 0,06545. A ako proverite, recimo digitronom,

dobijete da je sin3 3
4
�� 0,06540. Dakle, nije loxe za poqetak. Ako sada

sa sn oznaqimo taj n-ti sinus i ako je Sn suma prvih n takvih sinusa,
onda je za raqunaǌe korix�ena formula:

sn+1 = sn + s1� Sn

s1
.

Kako je dobijena ta formula, ne zna se. Ali, da proverimo:

s2 = s1 + s1� s1

s1
= 449,

s3 = s2 + s1� s1 + s2

s1
= 449+225� 225+449

225
� 671,

s4 = s3 + s1� s1 + s2 + s3

s1
= 671+225� 225+449+671

225
� 890,

s5 = s4 + s1� s1 + s2 + s3 + s4

s1
= 890+225� 225+449+671+890

225
� 1105.

Kako s5 odgovara sinusu ugla od 18 3
4
�, po ovoj tablici bismo dobili

da je

sin

(
18

3

4

�)
= 1105

3438
� 0,32141

dok nam digitron daje pribli�nu vrednost 0,32144.

Zanimǉiv naqin mno�eǌa brojeva
Prikaza�emo ovde jedan zanimǉiv naqin mno�eǌa brojeva, koji se,

najverovatnije najpre pojavio u Indiji i odatle je prenet u Kinu, u
Arabiju, a potom preko Arabije i u Evropu.
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Ova tablica pokazuje da je 37 � 762 = 28194. Kako? Vidimo da smo
formirali proizvode cifara koji se pojavǉuju u zapisu, tako xto smo
ih rasporedili u odgovaraju�e kvadrate podeǉene na dva trougla.
Broj 37 smo ispisali odozdo nagore, a 762 sleva udesno. Zapravo,
tablice se mogu i drugaqije ispisivati.

Kako su izmno�ene sve cifre, onda dobijene rezultate sabiramo
po dijagonalama i ispisujemo u nastavku. Poqiǌemo od 7 � 2 (dakle
od cifara jedinica) i ispisujemo cifru 4, poxto se samo ona nalazi
na toj dijagonali. Na slede�oj dijagonali imamo zbir 2+ 1+ 6 = 9 i
9 smo ispisali u nastavku. Potom imamo dijagonalu na kojoj je zbir
9+ 4+ 8+ 0 = 21 i u nastavku ispisujemo cifru 1, a 2 prebacujemo za
sabiraǌe sa brojevima u slede�oj dijagonali. Dakle, imamo potom
2+4+1+1 = 8, ispisujemo 8 u nastavku. Konaqno, posledǌa dijagonala
ima samo 2, bez prenosa sa prethodne i tu pixemo 2.

Bitno je bilo da se krene od proizvoda cifara jedinica i da se
daǉe ide po dijagonali. Ako bismo ispisali broj 37 sa desne strane,
onda bismo kvadrate delili na drugaqiji naqin da bismo dobili
rezultat:
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Bramagupta

Znaqajni indijski astronom i matematiqar Bramagupta (oko 598–
670) �iveo je oko jednog veka posle Arijabate, ali se on ne nastavǉa
na ǌegove rezultate. On je pre svega astronom, ali ima i dovoǉno
zanimǉivih matematiqkih rezultata vrednih spomena.

Najpre, kod ǌega prvi put nailazimo na eksplicitan opis rada sa
negativnim brojevima i nulom. Tako da imamo pravila poput toga
da proizvod pozitivnog i negativnog broja daje negativan broj, da
proizvod negativnog i negativnog daje pozitivan broj, da proizvod
pozitivnog ili negativnog broja i nule daje nulu. On se ne izjaxǌava
oko toga xta se dobija pri deǉeǌu sa nulom, sem xto navodi da je
0/0 = 0. No, ne mo�emo mu to toliko zameriti.

Ono xto je posebno znaqajno je da je on prvi koji je naxao sva
celobrojna rexeǌa jednaqine

ax = by + c, (1)

gde su a,b,c dati celi brojevi. On zna da je potreban uslov za posto-
jaǌe rexeǌa N Z D(a,b) | c. Ukoliko je to tako, mo�e se podeliti naj-
ve�im zajedniqkim deliocem i smatrati da su a i b uzajamno prosti.
On tako�e zna da, ako ima jedno rexeǌe (x0, y0), sva druga su data sa
x = x0 +mb, y = y0 +ma, gde je m ceo broj. Metod za nala�eǌe jednog
rexeǌa u sluqaju da su a i b uzajamno prosti nazivao se ,,kutaka”
(,,drobilica”). Taj metod se pojavǉuje, ali ne eksplicitno za re-
xavaǌe ovog tipa jednaqina, jox kod Arijabate, objasnio ga je boǉe
Baskara I (oko 600–680), a i kasnije je usavrxavan. Ideja je da pri-
menom Euklidovog algoritma a i b smaǌujemo (,,drobimo”) dok ne do-
�emo do ostataka 1(i 0), a da onda, na osnovu dobijenih koliqnika i
ostataka dobijemo to partikularno rexeǌe. Evo osnovne ideje.

Pretpostavimo da je b > a (to nije gubǉeǌe opxtosti naravno).
Podelimo b sa a: b = q1a + r1. No, poqetna jednaqina je tada

ax = (q1a + r1)y + c

i ako uzmemo da je x = q1 y + z, onda dobijamo

aq1 y +az = aq1 y + r1 y + c,

odnosno
r1 y = az� c.

Vidimo da su se koeficijenti uz nepoznate smaǌili, a slobodan qlan
je ostao isti (do na znak). Kako je sada a > r1 postupak se mo�e
ponoviti. Postupak se ponavǉa sve dok ne do�emo do posledǌeg os-
tatka koji nije nula, a poxto je to zapravo 1 (jer su a i b uzajamno
prosti po pretpostavci), dolazi se do jednaqine koja se lako rexava.
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Zatim se to rexeǌe ’podi�e’ do rexeǌa poqetne jednaqine i taj pos-
tupak je opisan. Mi bismo to sve sliqno i danas radili, ali mo�emo
da koristimo matrice i onda nam je znatno lakxe.

Ovde je mo�da zanimǉivo napomenuti da je Bramagupta za deǉeǌe
sa ostatkom koristio i neke male ‘trikove’. Na primer, ako �eli da
podeli 750 sa 22, tj. da razlomak 750

22 izrazi kao mexoviti broj, onda (u
savremenim oznakama, on jeste koristio razlomke, ali bez razlomaqke
crte, samo je brojilac pisao iznad imenioca):

750

22
= 750

25
� 25

22
= 30 �

(
1+ 3

22

)
= 30+ 90

22
= 30+ 45

11
= 34

1

11
.

Dakle, on bi imenilac zamenio ve�im brojem koji deli brojilac i
tako pojednostavio daǉi raqun.

Postoje ozbiǉne analize koje pokazuju da je Bramagupta u rexa-
vaǌu jednaqine (1) bio motivisan svojim astronomskim razmatraǌima,
ali se mi ǌima ovde ne�emo baviti.

Bramagupta se bavio i rexavaǌem neodre�ene jednaqine oblika

x2 = 1+d y2. (2)

Jednaqine tog tipa sada se (neopravdano) nazivaju Pelove jednaqine,
a i sam Arhimed je povezan sa jednaqinom tog tipa. Naime u delu koje
nismo razmatrali – Problem stoke, on je postavio problem kao izazov
aleksandrijskim matematiqarima, kako reqe ,,onima koji se zanimaju
takvim stvarima”. U ǌemu se tra�i da se odredi broj bikova i krava
razliqitih boja (qetiri boje, dakle ima 8 nepoznatih) koji zadovo-
ǉavaju razne uslove. Svi uslovi, sem dva, su jednostavne linearne
veze, no ta dva zahtevaju da neka dva broja budu trougaoni broj i
potpun kvadrat. I to je deo koji qini problem izuzetno texkim sa
praktiqne taqke gledaǌa, jer su rexeǌa te jednaqine uistino veoma
veliki brojevi. Tek u devetnaestom veku imamo neka rexeǌa. Naime,
tada je pokazano da se u rexeǌu pojavǉuju brojevi sa 206545 cifara!
Konaqno rexeǌe je na�eno tek poqetkom osamdesetih godina dvadesetog
veka, naravno uz pomo� kompjutera.

U svakom sluqaju, Bramaguptin doprinos je u tome xto je dao metod
kako da se od dva rexeǌa dobije novo rexeǌe. Naime, ako su (p, q) i
(p 1, q 1) neka rexeǌa jednaqine (2) , onda je i

(pp 1+d qq 1, pq 1+qp 1)

tako�e jedno rexeǌe. To nama sada nije texko proveriti. Treba re�i
da je Bramaguptina algebra bila skra�eniqkog tipa, umaǌilac je oz-
naqavao taqkom iznad ǌega, ve� smo videli kako je pisao razlomke, a
i nepoznate su oznaqavane odgovaraju�im skra�enicama.

Bramagupta je imao i rezultate iz geometrije, mada se i kod ǌega
nalaze jedni pored drugih taqni i netaqni rezultati. Od taqnih
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rezultata navedimo da je imao formulu za odre�ivaǌe preqnika kruga
opisanog oko datog trougla: ab/hc , ako su a i b stranice datog trougla,
a hc visina koja odgovara tre�oj. No, ova formula je zapravo sinusna
teorema u drugom obliku (razmislite zaxto) i ona je bila poznata
i Ptolemeju. Za π je koristio vrednost

?
10, a ponekad qak i samo

3 kao ,,praktiqnu vrednost”. Bramagupta je dao i formulu za povr-
xinu tetivnog qetvorougla, koja odgovara Heronovom obrascu: ako je
s poluobim tetivnog qetvorougla qije su stranice a, b, c i d, onda je
povrxina data sa: a

(s�a)(s�b)(s� c)(s�d).

Vidimo se dobija bax Heronov obrazac u sluqaju da se qetvorougao
deformixe u trougao, tj. ako je jedna od stranica jednaka 0. Ova
formula je i sada poznata kao Bramaguptina formula (izvedite ovu
formulu). Jedina mana je u tome xto Bramagupta nije eksplicitno
naveo da ona va�i samo za tetivne qetvorougle. U ranijim vremenima
mnogima nije bilo jasno da za odre�ivaǌe qetvorougla treba vixe
od 4 elementa. Na primer, ako posmatrate neki kvadrat stranice a,
onda mo�ete da na�ete romb stranice a, koji ima bilo koju povrxinu
izme�u 0 i a2.

Baskara II

Najznaqajnije delo matematiqara i astronoma iz XII veka Baskare
II (1114–1185) bilo je Sidanta Siromani. Sastoji se od qetiri dela,
a prva dva Lilavati i Vi
aganita su relevantni za matematiku.

Lilavati je navodno bila Baskarina �erka kojoj je on posvetio taj
deo. Tu ima vixe aritmetiqkih problema koji se tiqu linearnih i
kvadratnih jednaqina, aritmetiqke i geometrijske progresije, Pitago-
rinih trojki i sliqnih tema. Neki od problema su odre�enog tipa,
neki neodre�enog. Navodi i metod za rexavaǌe kvadratne jednaqine,
a i diskutuje kada postoje dva pozitivna rexeǌa. Ka�e jox:

Ako se rexeǌe ne mo�e ovako na�i (na primer u sluqaju jednaqine tre�eg
ili qetvrtog stepena) onda se mora na�i vextinom samog rexavaqa.

Poxto se reqima navedu formule (a +b)2 = a2 + 2ab +b2 i (a +b)3 =
a3+3a2b+3ab2+b3, te se formule primeǌuju za nala�eǌe 93 (kao (4+5)3),
273 (kao (20+7)3) i 1253 (najpre se na�e 123, a potom 1253 = (12 �10+5)3).
No, potom se objaxǌava inverzni postupak za nala�eǌe kvadratnog
i kubnog korena baziran na ovim formulama i postupnom formiraǌu
dekadnog zapisa tog kubnog korena. Navodi bax primere za nala�eǌe
kubnog korena koji su prethodnoj raqunici kubovi datih brojeva. Na
primer, tra�i da se odredi kubni koren iz 1953125(= 1253). Na prvi
pogled deluje prazno, ali i nije, metod koji navodi omogu�ava da
se postupa bez obzira koji je u pitaǌu broj, jedino se ovde dobija
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rezultat relativno brzo i kao ceo broj. Zanimǉivo je ovo pitaǌe,
ali se ne�emo daǉe baviti ǌime.

Baskara daje i partikularna rexeǌa (Pelove) jednaqine x2 = 1+d y2

za d P {8,11,32,61,67}. Na primer, za d = 67 daje rexeǌe x = 1776319049,
y = 22615390. Nimalo jednostavno rexeǌe za to vreme.

Xto se geometrijskih rezultata tiqe, za π je koristio vrednost 22
7 ,

a korektno je naveo formule za povrxinu kruga i zapreminu sfere. U
ǌegovom delu nalazimo i razmatraǌe permutacija i kombinacija, kao
i opis formula za raqunaǌe

(n
k

)
. Navodi da je koliqnik a/0 jednak

beskonaqnosti, ali potom navodi i da je a/0 �0 = a.

Keralska xkola

Indijski astronom i matematiqar Madava (1340–1425) ro�en je u
gradu Sangamagrama u oblasti Keral (jedna od dr�ava u danaxǌoj
Indiji nosi to ime)

Slika 2: Dr�ava Keral u Indiji

i on je osnivaq jedne vrlo produktivne xkole astronomije i mate-
matike koja je proizvela izuzetne rezultate. Qlanovi ove xkole su
�iveli, radili i predavali u porodiqnim zajednicama koje su se
zvali ilami. Od samog Madave nije ostalo nixta zapisano od mate-
matiqkih rezultata, no ǌegovi uqenici i ǌihovi uqenici su nas-
tavili tradiciju i na osnovu kasnijih zapisa (iz XVI veka) znamo do
kojih su rezultata doxli matematiqari ove xkole.

Evo tih rezultata.

Razvoji trigonometrijskih funkcija u stepene redove

1. θ = t g θ� t g 3 θ
3 + t g 5 θ

5 ����, 0¤ θ¤π/4;
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2. sinθ = θ� θ3

3! + θ5

5! ����, 0¤ θ¤π/2;

3. cosθ = 1� θ2

2! + θ4

4! ����, 0¤ θ¤π/2;

4. sin2θ = θ2� θ4

22�2/2
+ θ6

(22�2/2)(32�3/2)
� θ8

(22�2/2)(32�3/2)(42�4/2)
+� � �, 0¤ θ¤π/4.

Koncept periodiqnosti ovih funkcija razvijen je tek kasnije.

Imamo i razvoje koji su eksplicitno u vezi sa π.

1. π
4 � 1� 1

3 + 1
5 ����	 1

n � fi (n +1), za i = 1,2,3, gde je

f1(n) = 1

2n
, f2(n) = n

2(n2 +1)
, f3(n) = n2 +4

2n(n2 +5)
.

2. π
4 = 3

4 + 1
33�3

� 1
53�5

+ 1
73�7

����;
3. π

4 = 4
15+4�1 � 4

35+4�3 + 4
55+4�5 ����;

4. π

2
?

3
= 1� 3�3

+
1

5�32 � 1
7�33 + � � �;

5. π
6 = 1

2 + 1
(2�22�1)�22 + 1

(2�42�1)�42 + 1
(2�62�1)�62 + � � �;

6. π�2
4 � 1

22�1
� 1

42�1
+ 1

62�1
����	 1

n2�1
� 1

2((n+1)2+2)
.

Smatra se da razvoji trigonometrijskih funkcija u redove potiqu
od Madave. Zanimǉivo je i napomenuti da su procene grexaka u Lajb-
nicovom razvoju za π

4 (prvi razvoj u drugom spisku), ostvarene pomo�u
funkcija fi , znaqajne zbog same raqunice. Taj alterniraju�i red
vrlo sporo konvergira, te dodatne funkcije znatno uve�avaju aproksi-
maciju. Zapravo, to je znatno kasnije primetio i ǋutn u pismu
Oldenburgu iz 1676. On ka�e da se tu dodavaǌem polovine posled-
ǌeg qlana ili na sliqan naqin raqunaǌe mo�e izvesti sa velikom
taqnox�u. Qitaoci sami mogu lako proveriti koliko to poboǉxava
aproksimaciju.

Indijski tekstovi uglavnom navode ove rezultate bez dokaza, ali
se ipak u nekim tekstovima mogu i na�i dokazi. Na primer, razvoj
funkcije x (nax prvi razvoj) se, de facto, dobija integracijom funkcije
x ÞÑ 1

1+x2 . Naravno da se pojam integrala ne spomiǌe, no formira se
zapravo integralna suma za tu funkciju (koriste�i sliqnosti trou-
glova i aproksimacije malih lukova tetivama), ta se funkcija razvija
u red, a potom se koristi rezultat da je 1k+2k+���+nk

nk+1 � 1
k+1 , kada je n ve-

liko. Ova aproksimacija za sumu prvih k stepena se qesto pojavǉuje
u okviru ove xkole. Nije tu sve naravno u potpunosti korektno, ali
se dolazi do pravog rezultata. U tekstovima ove xkole na Sanskritu
nema izvo�eǌa, no tekst Juhtibasa na malajalamskom jeziku (koji je
blizak tamilskom, za koga je verovatno vixe nas qulo) sadr�i metode
kojima se dobijaju ove formule. Prikaza�emo kako se dolazi do for-
mule za razvoj funkcije ar ct g .
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Ovde je O A = 1, qetvorougao O ABC je kvadrat i imamo luk ÙAC , koji
je qetvrtina kruga. Stranica AB je podeǉena na n jednakih delova,
>AOPk = θ, x = APk = t g θ, Pk�1Pk = 1

n (te je x = k
n ). Osim toga, du�i EF

i Pk�1D su ortogonalne na du� APk .
Sliqnost trouglova 4OEF i 4OPk�1D, daje

EF

OE
= Pk�1D

OPk�1
, te je EF = Pk�1D

OPk�1
, jer je OE =O A = 1.

Trouglovi 4Pk�1Pk D i 4O APk su tako�e sliqni:

Pk�1Pk

OPk
= Pk�1D

O A
, te je Pk�1D = Pk�1Pk

OPk
.

Ako OPk�1 aproksimiramo sa OPk , dobijamo

EF = Pk�1D

OPk�1
� Pk�1Pk

OP 2
k

= Pk�1Pk

1+ AP 2
k

=
1
n

1+ k2

n2

.

Ako luk ÙEG aproksimiramo sa EF i iskoristimo prethodnu aproksi-
maciju, dobijamo

ÙEG �
1
n

1+ k2

n2

.

Stoga mo�emo da zakǉuqimo da se ar ct g x = θ mo�e aproksimirati
sumom

ķ

j=1

1
n

1+ j 2

n2
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za n (stoga i k, jer je k/n = t g θ) dovoǉno veliko. Za daǉu aproksi-
maciju, 1

1+ j 2

n2

se razvija u red. Red se dobija iterativnom procedurom:

1

1+x
= 1�x

(
1

1+x

)
= 1�x

(
1�x

(
1

1+x

))
= . . . = 1�x +x2� . . .

Stoga se θ = ar ct g x mo�e aproksimirati sa (podsetimo se da je x = k
n )

1

n

ķ

j=1

(
1� j 2

n2 + j 4

n4 ����
)

= 1

n

ķ

j=1

1� 1

n3

ķ

j=1

j 2 + 1

n5

ķ

j=1

j 4����

= x

k

ķ

j=1

1� x3

k3

ķ

j=1

j 2 + x5

k5

ķ

j=1

j 4���� .

Ako se iskoristi gorenavedena aproksimacija

1

k s+1

ķ

j=1

j s � 1

s +1
,

dobijamo (x = t g θ):

θ = t g θ� t g 3θ

3
+ t g 5θ

5
���� .

Indijska matematika je intuitivna, posebna, dela su qesto me-
xavine pogrexnih ili trivijalnih rezultata i izuzetno vrednih.
Ona su pisana u stihovima, nisu sistematiqna poput grqkih, a ne
postoji ni kontinuitet u radu. No, to je i razumǉivo s obzirom na
svu slo�enost Indije i mnoxtva nacija i jezika koji tu postoje.

Kineska matematika

Jasno je da je u dolinama �ute reke i reke Jangce, formirana civi-
lizacija u pribli�no isto vreme kada i civilizacije u Mesopotamiji
i Egiptu, ali hronoloxki podaci o matematici tih civilizacija su
znatno maǌe pouzdani nego u navedena dva prethodna sluqaja. Za naj-
stariji matematiqki klasik se smatra ,,�ou Bi Suan �ing”, odnosno,
,,Aritmetiqki klasik o gnomonu i kru�nim nebeskim putaǌama”, ali
se procene o ǌegovoj starosti razlikuju i za vixe od 1000 godina.
Neki navode da se tu radi o zapisu kineske matematike iz perioda
oko 1200. g. p. n. e. dok drugi smatraju da se pre radi o dokumentu iz
prvog veka p. n. e. Najverovatnije je da se tu ipak radi o dokumentu
skupǉenom iz vixe perioda. U ovoj kǌizi pre svega imamo astronom-
ska izraqunavaǌa, ali i svojstva pravouglih trouglova ukǉuquju�i
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naravno i Pitagorinu teoremu. Pitagorina teorema je u kineskim
klasicima poznata kao gougu teorema. Naime, gu na kineskom pred-
stavǉa vertikalni xtap na sunqanom satu, dok je gou senka tog xtapa.

U ovom delu imamo poznatu kinesku ilustraciju Pitagorine teo-
reme za trougao sa stranicama 3, 4 i 5.

Slika 3: Gougu ili Pitagorina teorema

Najznaqajniji kineski klasik je svakako ,,�iu �ang Suan Xu”,
odnosno ,,Devet kǌiga (glava) o matematiqkoj vextini”. Najverovat-
nije je uobliqen u vreme Euklidovih ,,Elemenata”, ali je unixten u
velikom paǉeǌu kǌiga 213. g. p. n. e. Zapravo ono xto danas imamo je
komentar na to delo koje je 263. godine sastavio znaqajni matematiqar
Liu Hui.

Slika 4: Liu Hui
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On je svojim komentarima, u kojima imamo i dokaze i dodatna ob-
jaxǌeǌa znatno proxirio to delo. U VII veku je odluqeno da to delo
bude obavezna literatura za obrazovaǌe dr�avnih slu�benika. To je
jedan od najstarijih xtampanih u
benika, poxto je xtampan tehnikom
drvenih blokova 1089. godine.

Devet kǌiga nisu teorijsko delo poput Elemenata nego praktiqni
priruqnik sa raznim formulama za raqunaǌe povrxina, zapremina,
ali i poreza. Ima i preciznih rezultata, ali i aproksimacija. Po-
sebno su zanimǉive dve teme.

Prva se tiqe raqunaǌa kvadratnih korena metodom postepenog for-
miraǌa cifara u dekadnom zapisu. Mo�ete je na�i ako imate neki
stariji u
benik ili priruqnik iz, recimo, pedesetih godina proxlog
veka. Problem 12 u qetvrtoj kǌizi tra�i da se na�e stranica kvadrata
qija je povrxina 55225 (nekih jedinica, koje nama nisu bitne). Dakle,
tra�i se

?
55255. Jasno je da je rezultat trocifren broj (preciznije,

znamo da je ǌegov ceo deo trocifren broj). U tu svrhu se cifre
poqetnog broja grupixu u grupe od po dve cifre poqe�i od cifara
jedinica: 5|52|25. Posmatraǌem prve grupe, koja se sastoji samo od
cifre 5 mo�e se konstatovati da je prva cifra tra�enog broja 2,
jer je 22 ¤ 5 < 32. Sada kvadrat te cifre, koji je 4, oduzimamo od 5
i ,,spuxtamo” naredne dve cifre. Posmatramo broj 152. Treba nam
cifra x tako da je kvadrat broja (2x)10 = 20+ x najboǉa doǌa aproksi-
macija za 552. Kako je (20+x)2 = 400+40x+x2, a 400 smo ve� oduzeli, pi-
taǌe se svodi na nala�eǌe najve�e cifre x za koju je (4x)10 �(x)10 ¤ 152.
Jasno je da je to 3. Sada izraqunamo 152�43 �3, dobijemo 23 i spus-
timo preostale dve cifre 25, tj. posmatramo broj 2325. Dobili smo da
su prve dve cifre tra�enog korena 23. Stoga sada tra�imo najve�u
cifru x za koju je (46x)10 � (x)10 ¤ 2325. No, vidimo da je 465 � 5 = 2325,
te smo zapravo dobili da je tra�eni broj 235. No, i da nismo do-
bili rezultat, mogli smo da nastavimo daǉim tra�eǌem cifara, samo
bismo sada dodali decimalni zarez, ,,spustili” dve nule i nastavili.
Dakle, postupak radi bez obzira na qiǌenicu da je ovde naveden
primer u kome se dobija bax ceo broj. On se mo�e malo srediti,
ali to je u suxtini to. Vidimo da je suxtina postupka u formuli
za kvadrat binoma: (a +b)2 = a2 +2ab +b2. Za ve�bu preporuqujemo qi-

taocima da na�u
?

25281 (problem 13),
?

71824 (problem 14),
b

564752 1
4

(problem 15) i, kada posebno budu raspolo�eni,
?

3972150625 (problem
16). Naravno, rade�i ovako velike brojeve lako se mo�ete ubediti da
metod radi bez obzira na qiǌenicu da su to primeri sa pravilnim
rexeǌima.

Problem 19 pak tra�i da se izraquna stranica kocke qija je za-
premina 1 860 867 (nekih jedinica). Dakle, tra�i se 3

?
1860867. Prema
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tome, treba rexiti jednaqinu

x3 = 1860867.

Vidimo da rexeǌe mora biti trocifreni broj (kao i gore – ono xto
zaista znamo je da je ceo deo rexeǌa trocifren broj) i vidimo da je
prva cifra jednaka 1. Uvedimo smenu x = y +100. Dobijamo

y3 +300y2 +30000y +1000000 = 1860867,

odnosno
y3 +300y2 +30000y = 860867.

Naravno sada je y dvocifreni broj i vidimo da je ǌegova prva cifra
jednaka 2 (y je svakako maǌi od 30, to se lako vidi). Sada uvodimo
smenu y = z +20. Dobijamo

z3 +60z2 +1200z +8000+300z2 +12000z +120000+30000z +600000 = 860867,

tj.
z3 +360z2 +43200z = 132867.

Broj z jednocifren i vidimo da ne mo�e biti ve�i od 3. No, zapravo
je

33 +360 �32 +43200 �3 = 132867,

te je tra�eno rexeǌe broj 123.

Za ve�bu: 3

b
1953 1

8 (problem 20), 3

b
63401 447

512 (problem 21) i 3

b
1937541 17

27

(problem 22).

Druga tema je zaista posebna. U Devet kǌiga po prvi put nala-
zimo metod za rexavaǌe sistema linearnih jednaqina. Zapravo je to
suxtinski Gausov metod, samo sa drugaqijim zapisom. Ali se zaista
pojavǉuje i matrica. Taj metod se ilustruje u 18 problema u osmoj
kǌizi. Jedan od problema u kome se tra�i da se odrede koliqine
snopova �ita tri razliqita kvaliteta, svodi se na rexavaǌe sistema
linearnih jednaqina

3x +2y + z = 39

2x +3y + z = 34

x +2y +3z = 26.

Naravno da se sistem nije ovako ispisivao, ali su se xtapi�i za
raqunaǌe postavǉali na tabli za raqunaǌe na slede�i naqin:

1 2 3
2 3 2
3 1 1

26 34 39
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Dakle, nixta drugo do matrica sistema malo drugaqije napisana.
Raqunaǌem uz pomo� xtapi�a ova se matrica svela na matricu

0 0 3
0 5 2

36 1 1
99 24 39

a odgovaraju�i sistem

3x +2y + z = 39

5y + z = 24

36z = 99

se naravno lako rexava.

U toku raqunaǌa su se mogli pojavǉivati i negativni koeficijenti
(mada su priznavana samo pozitivna rexeǌa, jer su i problemi tako
postavǉani) i oni su se oznaqavali pomo�u crnih xtapi�a, a pozi-
tivni pomo�u crvenih. Ovo je pravi trenutak da napixemo i kako su
se brojevi zapisivali pomo�u sistema koji je odgovarao raqunaǌu sa
xtapi�ima.

Cifre su bile |, ||, |||, ||||, |||||, | , || , ||| , ||||, na pozicijama jedinica, sto-
tina, deset hiǉada, dok su na pozicijama desetica, hiǉada korix�ene

oznake , , , , , | , | , | , | .
Dugo vremena nije postojala cifra za nulu, to je mesto ostavǉano

da bude prazno. Na primer, broj 2021 bi se ovako zapisao:

|

Znatno kasnije je uveden kru�i� za nulu, te je tada 2021:

© |
Kao xto je reqeno, u poqetku su korix�ene boje da oznaqe pozitivne

i negativne koeficijente, ali se u XIII veku prexlo na precrtavaǌe
cifre jedinica da bi se oznaqio negativan koeficijent. Na primer,
broj �437 bi se zapisivao ovako:

|||| @@|| .

Osim pisaǌa komentara na Devet kǌiga Liu Hui je napisao i kra�e
delo, koje je verovatno trebalo da poslu�i kao dodatak na devetu
kǌigu, koja je bila posve�ena pravouglim trouglovima, no ipak je
izdvojeno kao posebno delo. Sadr�i samo devet praktiqnih problema
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i zove se ,,Matematiqki priruqnik za ostrvo na moru”. Bavi se odre-
�ivaǌem rastojaǌa me�u nedostupnim taqkama korix�eǌem nekoliko
posmatraǌa. Problem po kome je i delo dobilo ime je slede�i.

Imamo ostrvo na moru koje treba da izmerimo. Dva stuba visine po 30
stopa svaki, podignuta su na istom nivou, a ǌihovo rastojaǌe je 1000 koraka
(1 korak = 6 stopa) tako da su oba stuba u istoj liniji sa ostrvom. Ako
qovek ode 123 koraka od bli�eg stuba, najvixa taqka na ostrvu �e mu taman
postati vidǉiva, a ako se pomeri 127 koraka unazad od daǉeg stuba, ponovo
�e mu ta najvixa taqka biti taman vidǉiva. Odrediti visinu najvixe taqke
i rastojaǌe do bli�eg stuba.

Evo kako je problem rexen u modernoj notaciji. Primetimo da je
ovde a1 = 123, a2 = 127, h = 5 i d = 1000. Neka je EK = D J , tako da je F K
paralelno sa G J . S obzirom da su trouglovi 4C HG i 4F EK sliqni,
kao i trouglovi 4CGF i 4F K A, dobijamo jednakosti

C H

F E
= HG

EK
= CG

F K
= GF

AK
.

Dobijamo
x�5

5
= y

123
= 1000

127�123
,

odakle sledi da je x = 1255 (koraka), a y = 30750 (koraka).

Naravno da ne mo�emo iscrpno da analiziramo sva dela kineske
matematike, no moramo spomenuti i delo ,,Dragoceno ogledalo od qe-
tiri elementa” matematiqara �u Xi�ea sa kraja XIII i poqetka XIV
veka (qetiri elementa su nebo, zemǉa, qovek i materija). Ovo delo je
objavǉeno 1303. godine. Pogledajte naslovnu stranu.
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Slika 5: �u Xi�e

Zapravo je mo�da boǉe videti je rotiranu.

Nije texko uveriti se da ovde imamo poznati nam Paskalov trougao
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(zapisan korix�eǌem dobro nam poznatih cifara uz kru�i� koji oz-
naqava nulu), znaqajno pre Paskala. Ovde imamo binomne koefici-
jente do osmog stepena.

U ovom delu imamo tako�e daǉe razvijen metod za numeriqko re-
xavaǌe algebarskih jednaqina. Dok u Devet kǌiga imamo samo jedna-
qine tipa x2 = c i x3 = c, ovde imamo znaqajno slo�enije sluqajeve, a
metod je zapravo razrada ve� navedenog, a nalazi se i u ranijim de-
lima drugih kineskih matematiqara. Engleski matematiqar Horner
je 1819. godine objavio delo ,,Novi metod za numeriqko rexavaǌe jed-
naqina svih redova pomo�u neprekidne transformacije”. Taj ’novi’
metod je zapravo ve� odavno bio poznat kineskim matematiqarima, no
na Zapadu je dobio naziv Hornerov metod. Dobro je poznata izreka
da je novo sve xto je dobro zaboravǉeno. U vezi sa tim je zanimǉivo
spomenuti da su se neka dela kineskih matematiqara izgubila u Kini,
ali su postala poznata u Koreji i Japanu i izvrxila znaqajan uticaj
na razvoj matematike u ovim zemǉama.

Jedan od kineskih matematiqara koji je opisao ovaj numeriqki
metod bio je i �in �uxao (1202-1261)

Slika 6: �in �uxao

u svom znaqajnom delu ,,Matematiqka rasprava u devet odeǉaka” iz
1247. godine (XIII vek je bilo zlatno doba kineske matematike). Svaki
odeǉak sadr�i 9 problema, dakle ukupno je tu 81 problem.

Ono xto je posebno znaqajno za ovo delo je da je tu dat de facto
konstruktivan dokaz za Kinesku teoremu o ostacima. Prvo spomiǌaǌe
ove teoreme nalazi se u ,,Matematiqkom klasiku Sun Cua” qije se
poreklo proceǌuje na IV vek. Tu se nalazi ovaj problem.

Imamo stvari za koje ne znamo koliko ih je; ako ih brojimo po tri, ostatak
je 2; ako ih brojimo po pet, ostatak je 3; ako ih brojimo po sedam, ostatak je
2. Koliko ima stvari?

Jasno je da se ovde tra�i da se rexi sistem kongruencija:

x � 2 (mod 3)

x � 3 (mod 5)

x � 2 (mod 7)
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i dato je rexeǌe x = 23. Naravno, ovo je jednostavan problem. �in je
zapravo opisao nala�eǌe rexeǌa u opxtem sluqaju, qak i kada moduli
nisu uzajamno prosti (naravno, rexeǌe tada ne postoji uvek, ali se
ustanovǉava i kada ono postoji). To je veliki skok od tog jednog
jednostavnog problema iz davnih vremena. Sam �in svakako nije bio
oliqeǌe vrline. Nije prezao ni od toga da otruje one koji mu se nisu
svi�ali, a i pozicije administratora je koristio za pǉaqku i liqno
boga�eǌe. Izuzetni rezultati u nauci ne moraju biti dela uzornih
ǉudi.

Islamska matematika
Pojava islama u tre�oj deceniji VII veka dovela je do velikih arap-

skih osvajaǌa. Damask je osvojen 635. godine, Jerusalim 637. dok je
osvajaǌe Egipta zavrxeno 642. godine. Revolucijom me�u islamskim
vo�ama na vlast 660. godine dolazi dinastija Umajada. Osvojena je
cela Severna Afrika i Arapi su prexli na tle danaxǌe Xpanije 711.
godine. ǋihova osvajaǌa na zapadu Evrope zaustavǉena su u bici
kod Puatjea 732. godine. Pokuxaj osvajaǌa Vizantije slomǉen je u
bici kod Konstantinopoǉa 717. Na istoku je arapska vojska osvojila
Siriju, Persiju i stigla i do Indije. Godine 750. dolazi do nove
revolucije i na vlast dolazi dinastija Abasida na istoku arapske
dr�ave. Umajade su ostale na vlasti u danaxǌoj Xpaniji u formi
Kordopskog kalifata.

Slika 7: Xireǌe islama

Godine 762. prestonica se iz Damaska seli u novoizgra�eni grad
na reci Tigar – Bagdad. Bagdad postaje veliki trgovaqki i kulturni
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centar i ǌegova populacija u IX veku dosti�e 800,000 xto ga qini u
to vreme ve�im i od Konstantinopoǉa. Osvojene teritorije su bile
sigurne narednih 300 godina na istoku i 600 godina u Xpaniji. Nas-
tupio je period mira i kulturnog razvoja. Vladari Abasida Harun
el Raxid (vladao u periodu 786–809) i ǌegov sin Abu �afar el Ma-
mun (813–833) bili su veliki pokroviteǉi kulture i nauke. Osnovana
je Ku�a mudrosti, koja je bila pandan Biblioteci u Aleksandriji.

Slika 8: Ku�a mudrosti u Bagdadu

Taj nauqni procvat u Bagdadu, posebno u matematici, svakako se
mo�e povezati i sa qiǌenicom da je u to vreme i u Vizantiji doxlo
do sliqnog razvoja. Znaqajna liqnost u Vizantiji u tom smislu bio
je Lav Matematiqar (ili Lav Filozof) (oko 790–869).

Slika 9: Lav Matematiqar

Ro�en je u Tesaliji i smatra se da je, bar delimiqno, bio jermen-
skog porekla. Obrazovao se u Konstantinopoǉu, ali je potom otixao
na ostrvo Andros gde je matematiku uqio od jednog starog monaha. Po
povratku u Konstantinopoǉ izdr�avao se dr�e�i privatne qasove.
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Postoji legenda o tome da je jedan od ǌegovih uqenika bio zarobǉen u
borbi protiv Arapa i da je el Mamun bio toliko impresioniran zna-
ǌem tog studenta da je izrazio �eǉu da Lava dovede u Bagdad i da mu
je ponudio veliku platu. Lav to nije prihvatio, ali je tu situaciju
iskoristio da popravi svoj polo�aj i od vizantijskog cara Teofila
dobio odobreǌe da osnuje svoju xkolu. Lav je zaslu�an za prepise
mnogih znaqajnih dela grqke matematike. Dela Euklida, Arhimeda,
Prokla, Apolonija i drugih matematiqara i filozofa bila su u ǌe-
govoj biblioteci i arapski nauqnici su imali priliku da ta dela
prevedu na arapski jezik. Postoje indicije da je Lav popravio Dio-
fantovu skra�eniqku algebru uvo�eǌem boǉe simbolike, ali to nije
imalo daǉeg uticaja.

El Horezmi

Muhamed ben Musa el Horezmi (oko 780–850), poreklom je, kako mu
samo ime ka�e, iz Horezma (danaxǌa Hiva) u oblasti koja se nalazi
na teritoriji danaxǌeg Uzbekistana, pa se mo�e na�i da se on vodi
i kao uzbeqki matematiqar.

Slika 10: Poxtanska marka u SSSR-u posve�ena El Horezmiju

No, negde se navodi da je on zapravo ro�en u okolini Bagdada, a
da su mu preci iz Horezma. U svakom sluqaju, za vreme vladavine el
Mamuna, on je bio qlan Ku�e mudrosti. Znaqajna su dva ǌegova dela.
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Prvo delo je saquvano samo u prevodu na latinski jezik: Algoritmi de
numerum indorum (,,El Horezmi o indijskim brojevima”) u kome opisuje
dekadni sistem koji je razvijen u Indiji. Kao xto smo napomenuli,
postojalo je 9 cifara, ali u ovom radu el Horezmi sugerixe da se
za nedostaju�e mesto stavi mali kru�i� — preteqa nule. Sanskrit-
ska req sunja (prazno) je na arapski prevedeno kao sifr. Potom na
latinski kao zephyrum i odatle imamo i zero i cifru. U ovom delu je
on opisao raqunaǌe u dekadnom sistemu, te je latinizovana verzija
ǌegovog imena poqela da oznaqava najpre taj postupak, a potom i bilo
koju proceduru u konaqno mnogo koraka za rexavaǌe nekog problema.

Drugim delom �emo se vixe pozabaviti. Kratko se navodi kao
Hisab al-
abr v’al mukabala, a prevod celog naslova bi mogao da bude
Sa�eta kǌiga o raqunaǌu po pravilima kompletiraǌa i redukovaǌa.
Radi se o rexavaǌu algebarskih (zapravo samo kvadratnih) jednaqina
i pravila se odnose na transformaciju izraza – al-
abr se odnosi na
dodavaǌe pozitivnih izraza na obe strane jednaqine da bi se eli-
minisali negativni izrazi, a al-mukabala na redukciju qlanova is-
tog tipa. O tome smo ve� ranije pisali. Malom promenom od al-

abr dolazi se do termina algebra. Ovde je mo�da zabavno re�i da
se u vreme Don Kihota (ili, ako se tako nekome vixe dopada, u vreme
Miguela Servantesa) u Xpaniji na vratima mnogih berbernica mogao
na�i natpis Algebrista y Sangradoe (Namextaǌe kostiju i puxtaǌe krvi),
tako bi algebrista moglo da se prevede i kao kostolomac.

Algebra el Horezmija je retoriqkog tipa, tu nema simbolike, sve
se opisuje reqima. On u svom uvodu jasno navodi da je imao nameru
da napixe kratak priruqnik za rexavaǌe konkretnih problema koji
se tiqu nasle�ivaǌa, podela, trgovine, premeravaǌa i sliqnim pi-
taǌima. Dakle, ǌegovo delo nije teorijskog tipa, no je motivisano
praksom. Kod ǌega je prisutna doza otklona od grqke geometrije. Na
primer, jednog znaqajnog arapskog autora koji je bio nexto stariji od
ǌega (da ne navodimo sada ǌegovo ime, nije nam od znaqaja za kasnije),
a koji je bio veliki zagovornik usvajaǌa grqke matematike u Bagdadu,
on uopxte ne navodi. On izbegava spomiǌaǌe Euklida, mada, kao
xto �emo videti, on koristi geometriju da opravda svoje algebarske
transformacije. Kasnije je, kao neku vrstu odgovora na to, znaqajni
geometar Tabit ben Kura, pokazivao da je to xto su radili ’alge-
bristi’ zapravo ve� sadr�ano kod Euklida.

Kod el Horezmija nema negativnih brojeva, qak ni kao koeficije-
nata, te je on sve linearne i kvadratne jednaqine sveo na xest sluqa-
jeva.

1. ax2 = bx

2. ax2 = b

3. ax = b
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4. ax2 +bx = c

5. ax2 + c = bx

6. ax2 = bx + c

gde su a,b,c dati pozitivni racionalni brojevi. Reqima bi, recimo,
sluqaj 4. opisao kao koreni i kvadrati jednaki brojevima. Dakle, za ǌega
je x bio koren, a ne linija, du� kao kod Grka. Na prva tri sluqaja
se vrlo kratko zadr�ava, pri qemu uvek najpre svodi zadati problem
na problem u kome je koeficijent uz x2 jedinica, bilo deǉeǌem bilo
mno�eǌem odgovaraju�im brojem. To radi i za ostale sluqajeve, koje
naziva slo�enim, te zapravo imamo slede�e ’slo�ene’ sluqajeve.

1. x2 +px = q

2. x2 +q = px

3. x2 = px +q

On najpre daje opis postupaka za rexavaǌe svih ovih sluqajeva, uz
konkretan primer, a zatim geometrijski obrazla�e zaxto je postupak
dobar. Podsetimo se, on pixe priruqnik, ne nauqno delo.

Evo kako obrazla�e prvi sluqaj (primer koji koristi je x2+10x = 39):

Rexeǌe je ovo: prepolovite broj korena, xto u ovom sluqaju daje pet. To
pomno�ite sa samim sobom; proizvod je dvadeset pet. Dodajte to na trideset
devet; suma je xezdeset qetiri. Sada na�ite koren iz ovoga, xto je osam i
oduzmite od ǌega polovinu broja korena, xto je pet; ostatak je tri. Ovo je
koren kvadrata koji ste tra�ili, sam kvadrat je devet.

Zanimǉivo je da je ǌemu nepoznata kvadrat. On zapravo opisuje
slede�u formulu:

x =
c( p

2

)2
+q� p

2
.

Ovo opravdava kompletiraǌem kvadrata i to na dva naqina.

x2

5
2

5
2

5
2

5
2
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Naravno, kod ǌega nema svih ovih oznaka, oznaqena su pojedina temena
i obrazlo�eno je xta se radi. Formira se nepoznati kvadrat (x2) i na
ǌega sa strane ’nakaqe’ qetiri pravougaonika qija je druga stranica
5
2 . Tako dobijamo qetiri pravougaonika ukupne povrxine 4 � 5

2 x = 10x.
Ta centralna figura se onda dopuni malim kvadratima ukupne povr-
xine 4�( 5

2

)2 = 25 do punog kvadrata koji je stranice 8. Stoga je stranica
nepoznatog kvadrata x = 3. Dakle, ovde imamo klasiqno (i bukvalno)
kompletiraǌe kvadrata. Formulama bi to opravdali ovako:

x2 +10x = 39

x2 +10x +25 = 39+25

(x +5)2 = 82

x +5 = 8

x = 3.

Drugi crte� je ubedǉiviji, svakako je jednostavniji.

x2

5

5

Dakle na nepoznati kvadrat smo ‘nakaqili’ dva pravougaonika qije
su druge stranice 5. Ukupna povrxina tog objekta je x2 + 10x. On
se kompletira do kvadrata dodaju�i kvadrat stranice 5. Tako se
dobija veliki kvadrat povrxine 39+ 25 = 64 i to je to. Zapravo je
onaj prvi crte� nepotreban, ovo drugo je jasnije i direktnije obra-
zlo�eǌe. Zanimǉivo je da se ovaj konkretan primer posle vekovima
provlaqio kroz razne kasnije u
benike algebre.

Drugi sluqaj odgovara formuli

x = p

2
�
c( p

2

)2�q .

Dakle, ovde imamo dva sluqaja i el Horezmi ukazuje na to. Posebno
istiqe da rexeǌe postoji samo ako

( p
2

)2 nije maǌe od q i da je rexeǌe
bax p

2 ukoliko je q = ( p
2

)2. Primer x2 +21 = 10x ilustruje na slede�i
naqin. Mi �emo dodati crte� koji oznaqava postavku problema.
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10

x2 21

Dakle, na nepoznati kvadrat dodajemo pravougaonik povrxine 21, qija
je jedna stranica nepoznati koren. Zajedno dobijamo pravougaonik
qija je jedna stranica nepoznati koren, a druga je jednaka 10. Evo i
kompletnog crte�a.

A B C D E

F G H I J

K L M

r r r r r
r r r r r

r r r
x2

U sredixtu C du�i AE povlaqimo normalu C K i formiramo kvadrat
C E MK . Taqka H je preseqna taqka te normale i F J . Formiramo novi
kvadrat H I LK . El Horezmi objaxǌava zaxto su pravogaonici BC HG
i I JLM jednaki (podudarni) i onda se mo�e zakǉuqiti da je ’gnomon’
C H I LME iste povrxine kao i pravougaonik BE JG za koji znamo da je
povrxine 21. Kvadrat C E MK je povrxine 25, a kvadrat H I LK komple-
tira gnomon C H I LME do tog kvadrata. Stoga je H I = 2. No, i DE J I
je kvadrat, a ǌegova stranica je x. Kako je H J = 5, dobija se da je
x = 5�2 = 3. El Horezmi objaxǌava da je drugo rexeǌe x = 5+2 = 7.

Za posledǌi sluqaj ,,koreni i brojevi jednaki kvadratu”, tj. za
jednaqinu oblika x2 = px +q, el Horezmi daje rexeǌe:

x =
c

q +
( p

2

)2
+ p

2
.

Geometrijski to pojaxǌava na primeru x2 = 3x + 4. Najpre postavka
problema.

27



x

3

4

B A

HR

DC s s

s s
s s

Dakle, imamo nepoznati kvadrat stranice x i ǌega podelimo na dva
pravougaonika – jedan je povrxine 4, sa jednom od stranica x, dok
jedna stranica drugog 3, a druga x. Evo rexeǌa.

x

3

B A

HR

DC

G

K

TL

N

M

s s

s s
s s

s s s
s s
s

Taqka G je sredixte du�i D H. Formira se kvadrat HGT K . Formira
se i kvadrat AGLM. S obzirom na izbor ovih taqaka, imamo da je M N =
ML�LN = N H�HK = N K . Tako�e je RN = RH�N H = AD�AG =GD = HG =
N L. Stoga su pravougaonici B M N R i N K T L podudarni. Prema tome,
povrxina gnomona AHK T LM jednaka je povrxini pravougaonika B AHR,
tj. jednaka je 4. Taj gnomon se kvadratom HK TG, qija je stranica 3

2
dopuǌava do kvadrata stranice AG. Dakle,

AG =
d

4+
(

3

2

)2

= 5

2
.

Tada je x = AD = AG +GD = 5
2 + 3

2 = 4 (G je sredixte du�i D H).

U daǉem tekstu, el Horezmi objaxǌava kako se mno�e binomi, tj.
pravila za raqunaǌe proizvoda oblika (ax�b)(d � cx) i potom radi
razne primere jednaqina koje nastaju iz nekih problema. U delu
Mereǌe nalazimo razne formule za raqunaǌe povrxina i zapremina.
Nema tu nixta novo, za π predla�e tri, dobro nam poznate, aproksi-
macije: 22

7 ,
?

10, 62832
20000 .
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Znaqajan deo rada posve�en je praktiqnim pitaǌima nasledstva,
podele imovine i sliqnim problemima. Naravno, taj nam deo nije
zanimǉiv.

Abu Kamil

Abu Kamil (oko 850–930), poznat i kao ,,raqun
ija iz Egipta”
napisao je svoju Algebru, koja je zapravo proxireǌe el Horezmijeve

Slika 11: Abu Kamil iz Egipta

kǌige. U ǌoj ima 69 problema (kod el Horezmija ima 40). Mnogi su
preuzeti, ali ima i novih, kao i drugih metoda za rexavaǌe. Evo
jednog primera.

Problem broj 8, reqima izra�ava zahtev da se 10 podeli na dva
dela, tako da zbir koliqnika tih delova daje 4 1

4 . Dakle, radi se o
sistemu jednaqina:

x + y = 10
x

y
+ y

x
= 4 1

4 ,

gde je x maǌi deo. Druga jednaqina se svodi na

x2 + y2 = 4 1
4 x y. (3)

Abu Kamil rexava ovaj problem na dva naqina. Najpre koristi metod
el Horezmija. Iz prve jednaqine izra�ava y = 10� x i ubacuje u (3).
Dobija jednaqinu

6 1
4 x2 +100 = 62 1

2 x,
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odnosno
x2 +16 = 10x,

koja ima rexeǌe x = 2, te je y = 8. Drugo rexeǌe koristi ideju stare
mesopotamske matematike — uvodi se nova nepoznata z sa:

x = 5� z, y = 5+ z.

Kada se to zameni u (3), dobija se

50+2z2 = 4 1
4 (25� z2),

odakle se lako dobija z2 = 9, te je z = 3 i potom se dobijaju i x i y.

Abu Kamil je razvio i raqun sa korenima, pa je koristio i formulu

?
a�

?
b =
b

a +b�2
?

ab.

Posebno je zanimǉivo da se kod ǌega, po prvi put, pojavǉuje rexa-
vaǌe problema u kojima odgovaraju�e jednaqine imaju i iracionalne
koeficijente. Na primer, u problemu 53, dobija se jednaqina

(x +
?

3)(x +
?

2) = 20.

Abu Kamil rexeǌe daje u obliku

x =
b

21 1
4 �

?
6+
a

1 1
2 �
a

3
4 �
a

1
2 .

Uverite se da je rexeǌe zaista dobro, mada je mo�da, za nas, neobiqno
zapisano.

Abu Kamilova Algebra ima poseban znaqaj, jer je izvrxila veliki
uticaj na Leonarda iz Pize (Fibonaqija) koji je u svojoj Kǌizi o
abakusu iz 1202. preneo 29 problema od Abu Kamila (uz neke male
izmene).

Tabit ben Kura
Tabit ben Kura el Harani (836–901) bio je sabejac iz Harana.
Zapravo, kako istoriqari navode, sabejci iz Harana su bili ‘la�ni

sabejci’. Pravi sabejci su bili religiozna grupa koju je, uz hrix�ane
i jevreje, Kuran priznavao kao ,,ǉude od Kǌige” i oni su u�ivali svu
versku toleranciju u okviru muslimanske dr�ave. No, ǉudi iz Ha-
rana su bili helenizovani Sirijci, koji su sledili neopitagorejsku
filozofiju i naqin �ivota. Legenda ka�e da je Kalif el Mamun
predvode�i jednom prilikom vojsku ka Vizantiji svratio u Haran i
pitao tamoxǌe stanovnixtvo da li su oni hrix�ani na xta su mu
oni odgovorili da nisu. Pitao ih je da li su jevreji. Rekli su da
nisu ni jevreji. Na pitaǌe da li imaju svetu kǌigu ili proroka,
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Slika 12: Tabit ben Kura

nisu jasno odgovorili. Kada je to sve quo, el Mamun im je rekao da
�e morati ili da pre�u u islam ili u hrix�anstvo ili u judaizam
ili �e ih sve pobiti kada se bude vra�ao. Oni su potra�ili savet
od jednog iskusnog xeika (i dobro mu platili za to) i on im je rekao
da ka�u da su oni sabejci. I tako se oni spasoxe. U svakom sluqaju,
qiǌenica da su sledili neopitagorejsku filozofiju je dovela do toga
da je me�u ǌima bilo znaqajnih matematiqara i astronoma. Recimo
i el Batani, o kome ne�emo daǉe pisati, je bio sabejac.

Tabit ben Kura je pisao na svom jeziku, sirijskom (to je jezik
koji danas vixe ne postoji, a u istoj je grupi kao i aramejski kojim je
govorio Isus Hrist), prevodio sa tog i drugih jezika na arapski. Bio
je geometar po uvereǌu, promovisao je grqku geometriju, pa je napisao
i kratku raspravu O verifikaciji algebarskih problema geometrijskim
dokazima u kojoj je pokazivao da se sve xto su radili algebristi pri
rexavaǌu kvadratnih jednaqina mo�e ve� na�i kod Euklida, zajedno
sa korektnim dokazima. Oqigledno da to nije bilo jasno svima, qim
je on osetio potrebu da napixe to delo. Tabit je, dakle, predstavǉao
tu drugu struju u islamskoj matematici, koja se naslaǌala najpre
na grqku matematiku sa jakom teorijskom podlogom, a ne na raqunsku
tradiciju Mesopotamije i Indije.

Tabit je imao i znaqajnih rezultata. Navedimo ǌegovu genera-
lizaciju Pitagorine teoreme za bilo koji trougao.
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Slika 13: Uopxteǌe Pitagorine teoreme

Dakle, dat je proizvoǉni trougao 4ABC i na stranici BC izabrane
su taqke B 1 i C 1 takve da je >AB 1B �>B AC �>AC 1C . Tada je

AB 2 + AC 2 = BC � (BB 1+CC 1).

Na slici je nacrtan kvadrat BCC "B" i uoqavamo i dva pravougaonika
BB 1B3B2, CC2C3C . Tvr�eǌe zapravo ka�e da je zbir (povrxina) kva-
drata nad stranicama AB i AC jednak zbiru (povrxina) ta dva pravo-
ugaonika. Tabit ne daje dokaz, samo navodi da se lako mo�e izvesti
pomo�u Euklidovih rezultata (i to onih koji zapravo predstavǉaju
formulacije kosinusne teoreme, a o kojima smo ranije pisali). No,
mo�e se to dobiti na razne naqine. Ako se prisetimo Euklidovog
dokaza Pitagorine teoreme, u ǌemu se pokazuje jednakost povrxina
tih kvadrata i povrxina odgovaraju�ih pravougaonika. To imamo
i ovde, samo ta dva pravougaonika u ovom sluqaju (kada je ugao kod
temena A tup) ne pokrivaju ceo kvadrat nad BC .

U sluqaju kada je ugao kod temena A oxtar, zbir ǌihovih povrxina
je ve�i od tog kvadrata
Docrtajte odgovaraju�e kvadrate i pravougaonike – primetimo da je
raspored taqaka B 1 i C 1 sada drugaqiji tako da se ti pravougaonici
sada preklapaju.

ǋegova Kǌiga o odre�ivaǌu prijateǉskih brojeva sadr�i vrlo lep
rezultat iz teorije brojeva. Brojevi a i b su prijateǉski ukoliko je
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svaki od ǌih jednak zbiru pravih delilaca onog drugog. Na primer,
prijateǉski su brojevi 220 = 22 �5 �11 i 284 = 22 �71:

1+2+5+11+22 +2 �5+2 �11+5 �11+2 �5 �11+22 �5+22 �11 = 284,

1+2+71+22 +2 �71 = 220.

Evo Tabitovog pravila: ako su p = 3 �2n�1, q = 3 �2n�1�1 i r = 9 �22n�1�
1 prosti brojevi, onda su brojevi M = 2n pq i N = 2nr prijateǉski
brojevi. Upravo gorenavedeni par prijateǉskih brojeva dobijamo za
sluqaj n = 2: p = 11(= 3 �22�1), q = 5(= 3 �22�1�1) i r = 71(= 9 �23�1).

I drugi se parovi prijateǉskih brojeva mogu dobiti pomo�u Tabi-
tovog pravila. Na primer, par brojeva 17296 i 18416 dobio je Ferma iz
Tabitovog pravila za n = 4, dok je Dekart dobio par brojeva 9363584 i
9437056 za n = 7. Ojler je napisao tri rada o prijateǉskim brojevima.
Dokazao je ispravnost Tabitovog pravila i naveo listu od qak 62
para prijateǉskih brojeva (oni nisu svi dobijeni ovim pravilom).

Omer Hajam

Samo jedan hlebac od qiste pxenice,
jedan krqag vina, komad peqenice,
i ja pokraj tebe puste sred ravnice, —
xta su spram te slasti sultanske granice?!

Omer Hajam (1050–1123) znaqajni persijski matematiqar, astronom,
filozof i pesnik, poznat po svojim hedonistiqkim stihovima, pisao
je svoja matematiqka dela na arapskom, a pesme na persijskom jeziku.

ǋegovo najznaqajnije matematiqko delo je, kratko, Algebra i u
ǌemu se bavio geometrijskim rexavaǌem kubnih jednaqina. On je
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Slika 14: Omer Hajam

istakao da se kubna jednaqina ne mo�e rexavati leǌirom i xes-
tarom, nego su za to potrebni konusni preseci. S obzirom da je i on
iskǉuqivao negativne koeficijente (a i korene), morao je da razmatra
14 tipova kubnih jednaqina. Metod rexavaǌa je bio da se jednaqina
geometrijski rexi pomo�u preseka dve krive drugog reda, na primer
hiperbole i kru�nice, ili parabole i hiperbole. Treba imati u vidu
da je on na raspolagaǌu imao retoriqku algebru i da je sve to bilo
znatno slo�enije nego nama danas. Evo jednog ǌegovog rexeǌa.

34



Slika 15: Geometrijsko rexavaǌe kubnih jednaqina

Ovde je prikazano ǌegovo geometrijsko rexeǌe jednaqine x3+b2x =
b2c, gde se rexeǌe dobija u preseku parabole x2 = by i polukruga sa
centrom u (c/2,0) polupreqnika c/2. Razlog zaxto su koeficijenti
ovako odabrani je u ǌegovoj �eǉi da svi koeficijenti budu ’pros-
torni’. U svojim razmatraǌima ignorisao je sluqaj kada postoji
dvostruki koren, a nije otkrio ni sluqaj u kome postoje tri razli-
qita rexeǌa. Tako�e je smatrao da kubne jednaqine nemaju algebarsko
rexeǌe. No, bez obzira na to, ǌegovo delo bilo je veoma znaqajan
napredak, jer mada on razmatra pitaǌe geometrijski, on zapravo re-
xava jednaqine. Mali korak ka algebarskoj geometriji.

Drugi ǌegov znaqajan rad tiqe se pokuxaja dokazivaǌa Euklidovog
petog postulata. Ve� ranije se time bavio ben el Hajtam koji je
razmatrao qetvorougao, koji ima tri prava ugla (on je danas poznat
kao Lambertov qetvorougao) i pokuxao je da doka�e da i qetvrti ugao
mora biti prav. Hajam kritikuje ǌegov dokaz, koji jeste bio pogrexan
i sam razmatra qetvorougao koji je jednakokraki trapez sa dva prava
ugla na osnovici (danas poznat kao Sakerijev qetvorougao). I on je
pogrexno dokazao da je to obavezno pravougaonik. U svakom sluqaju,
Sakeri je bio upoznat sa prevodom Hajamovog dela i mogao je da gradi
daǉu teoriju uz korix�eǌe Hajamovih ideja.

El Kaxi

�amxid el Kaxi (oko 1380–1429) pripada ve� periodu zalaska is-
lamske matematike. On je tako�e bio persijski matematiqar koji je
radio u Samarkandu (sada grad u Uzbekistanu), koji je tada bio pre-
stonica Ulug Bega, unuka quvenog Tamerlana (pobednika nad sultanom
Bajazitom u bici 1402. godine kod Angore, tj. danaxǌe Ankare). Ulug
Beg je i sam bio odliqan astronom i matematiqar, no stoga ne bax i
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Slika 16: Sa iranske poxtanske marke

uspexan vladar, te ga je sin sruxio sa prestola i naruqio potom i
ǌegovo ubistvo dok je ovaj odlazio u Meku posle poraza.

El Kaxi je bio bez premca u vextini raqunaǌa. Raqunao je ko-
riste�i i seksagezimalne i decimalne zapise. Znao je da odre�uje
numeriqka rexeǌa algebarskih jednaqina metodom koji se sada naziva
Hornerov metod i koji je baziran na postepenom formiraǌu odgo-
varaju�eg zapisa tra�enog broja. Na primer, izraqunao je xesti ko-
ren broja koji je u osnovi 60 zapisan kao 34,59,1,7,14,54,23,3,47,37;40
xto zaista deluje skoro nestvarno. Izrazio je i 2π u decimalnom
zapisu: 6,2831853071795865, xto je aproksimacija koja je ostala nenad-
maxena sve do kraja xesnaestog veka (mo�da je ovo pravi trenutak
da navedemo zanimǉiv metod za pam�eǌe decimalnog zapisa broja π

– ako zapixete broj slova u slede�em iskazu, dobi�ete π na 16 dec-
imala: jox i Grci i stari Vavilonci su kazali — obime kad
delix krugovim preqnikom dobijax neophodni nam pi). El Kaxi
je napravio i odliqne trigonometrijske tablice za opservatoriju u
Samarkandu, a kod ǌega se pojavǉuje i Paskalov trougao (koji se u
Kini razmatrao jox ranije, a u Evropi tek jedan vek posle ǌega).

Mo�da je najboǉe ovaj deo predavaǌa o istoriji matematike za-
vrxiti prevodom uvoda u u
benik algebarske geometrije Algebarski
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varijeteti znaqajnog ameriqkog matematiqara �or
a Kempfa.

Algebarska geometrija je mexavina ideja dve mediteranske kulture. Ona
je nadgradǌa arapske nauke brzog raqunaǌa rexeǌa jednaqina nad grqkom
vextinom o polo�aju i obliku. Ovaj goblen je originalno izvezen na evrop-
skom tlu i jox uvek se profiǌuje pod uticajem me�unarodne mode. Algebarska
geometrija prouqava delikatan balans izme�u geometrijski uverǉivog i al-
gebarski mogu�eg. Kad god jedna strana ove matematiqke klackalice prevagne
nad drugom, qovek odmah gubi interes i be�i u potragu za uzbudǉivijom ra-
zonodom.

Poqeci matematike u Zapadnoj Evropi

Leonardo iz Pize

Leonardo iz Pize (oko 1170–1240) ro�en je u gradu-dr�avi Piza.
ǋegov otac zvao se Giǉermo, a Leonardo je navodio da je potomak

Slika 17: Fibonaqi

Bonaqija, koji je najverovatnije bio neki davni predak. U to vreme
je pozivaǌe na poznate pretke bilo pravilo u Italiji. On je sam
sebe nazivao Leonardo Pizanski Bigoǉo i kada je 1240. godine dobio
zvaniqne poqasti od grada Pize za slu�bu kao finansijski savetnik,
u tom dokumentu je bax to stajalo. Bilo je mnogo pokuxaja da se
objasni to ime Bigoǉo, ali nije nam to mnogo va�no. No, nadimak
Fibonaqi (xto dolazi od ‘sin Bonaqija’) po svemu sude�i potiqe od
jednog istoriqara matematike iz 1838. godine. Nema nikakvih dokaza
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da je sam Leonardo ikada koristio to ime, ali eto to je ostalo i pod
tim nadimkom je i najpoznatiji.

Vixe italijanskih gradova-dr�ava u to vreme je imalo veoma razvi-
jenu trgovinu sa islamskim svetom i Piza je bila jedan od ǌih. Leo-
nardov otac je dobio va�nu poziciju u jednom gradu u sadaxǌem Al�i-
ru 1192. godine i poveo je svog sina sa sobom da izuqi trgovaqke vex-
tine. Dobio je odliqnu poduku iz matematike i tamo je nauqio raqun
pomo�u indo-arapskih cifara. Pisao je da mu se to veoma dopalo i
da je nastavio sa izuqavaǌem matematike i u daǉim putovaǌima po
Egiptu, Siriji, Vizantiji, Siciliji i Provansi.

Leonardo se u Pizu vratio 1200. godine i u narednih 25 godina
napisao nekoliko dela. Ona koja su ostala saquvana su

1. Liber abbaci (1202, redigovano 1228),

2. Practica geometriae (1220),

3. Flos (1225).

4. Pismo filozofu Teodorusu, koji je �iveo na Siciliji na dvoru
Fridriha II, cara Svetog rimskog carstva,

5. Liber quadratorum (1225).

Da�emo kratak pregled nekih od ovih dela. Poqnimo od najquveni-
jeg i najobimnijeg Liber abbaci, tj. Kǌige o raqunaǌu. Ova kǌiga ima 15
glava.

Prvih 7 glava kǌige posve�eno je raqunaǌu u dekadnom sistemu
baziranom na indo-arapskim ciframa uz dodati znak 0 za nulu. Veliki
broj primera, detaǉno opisanih reqima mo�e se tu na�i. Evo, na
primer, kako Leonardo opisuje deǉeǌe broja 9000 brojem 7. On sve
opisuje reqima, a mi �emo prikazati postupak simbolima. Najpre
ka�e da se 7 ispixe ispod prve nule:

9000
7

Zatim ka�e da se 9 deli sa 7; koliqnik je 1, a ostatak 2 i stoga 1
treba pisati ispod 9, a 2 iznad 9:

2
9000

7
1
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Sada se ta dvojka spoji sa nulom koja je iza 9, te se tako dobijen broj
20 deli sa 7. Koliqnik je 2, a ostatak 6. Znamo ve� gde ih pixemo.

26
9000

7
12

Nastavǉamo postupak.
264
9000

7
128

Najzad, 40 pri deǉeǌu sa 5 daǉe koliqnik 5, koji se pixe ispod odgo-
varaju�e nule

264
9000

7
1285

dok se ostatak 5 pixe iznad razlomaqke crte nad 7. I tako se dobija
rezultat: 5

7 1285. Da? Nije grexka, Leonardo ovako pixe mexoviti
broj, najpre razlomǉeni deo, a posle ceo deo. To je sigurno pod uti-
cajem arapskog pisma koje se pixe zdesna ulevo.

Dakle, imamo zaista razlomaqku crtu, razlomke, no Leonardo ima
i ovakve zapise:

2 4 4

3 5 5
9.

Xta je sada ovo? Mo�da �e jasnije biti kada na ovakav naqin napixemo,
na primer, broj 2,3478:

8 7 4 3

10 10 10 10
2.

Dakle:
2,3478 = 2+ 3

10
+ 4

10 �10
+ 7

10 �10 �10
+ 8

10 �10 �10 �10
,

a
2 4 4

3 5 5
9 = 9+ 4

5
+ 4

5 �5 + 2

5 �5 �3 .

Qemu slu�e ovi slo�eni razlomci, kakva je to ‘egzotika’? No, glave
8–11 sadr�e probleme koji se tiqu trgovine, a razne merne jedinice,
ukǉuquju�i novqane, nisu bile tako pravilne kao danas. Uostalom, i
sada imamo taj anglosaksonski sistem:
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1 liga = 3 miǉe; 1 miǉa = 8 furlonga; 1 furlong = 10 lanaca; 1 lanac
= 22 jarde; 1 jard = 3 stope; 1 stopa = 12 inqa. 1

Dobro, liga se vixe ne koristi (mada se spomiǌe u dobro poznatoj
kǌizi ,,Gospodar prstenova”, na primer), a i postoji sada 1000ti deo
inqa, no. . .

Dakle, 3 lige, 2 miǉe, 4 furlonga, 6 lanaca, 11 jardi, 2 stope i 5
inqa je, po Leonardovom zapisu:

5 2 11 6 4 2

12 3 22 10 8 3
3 lige ,.

Ako qitate starije kǌige, onda mo�ete da pogledate i kako je bilo sa
novqanim jedinicama. Kod Leonarda ima veliki broj zadataka koji
se tiqu trampe, konverzije valuta i sliqno. Uz korix�eǌe ovakvih
zapisa.

U glavama 12 i 13 ima vixe zabavnih problema, ali je naslov glave
13 posebno zanimǉiv:

Ovde poqiǌe glava trinaest o metodu elxatajm i kako se ǌim skoro svi
problemi u matematici rexavaju.

Dobro, xta je taj metod? Naziv potiqe iz arapskog i znaqi dve
grexke. Ideja je da se pri rexavaǌu jednaqine f (x) = c izraqunaju
vrednosti funkcije f u neke dve taqke a i b (to su te dve ’grexke’),
da se postavi prava kroz te dve taqke i tako se odredi pribli�no
rexeǌe. Preciznije, ako �elimo da reximo jednaqinu

f (x) = c,

onda je ǌeno pribli�no rexeǌe x1 dato sa:

x1�a

b�a
= c� f (a)

f (b)� f (a)
.

Dakle, radi se o linearnoj interpolaciji. Jox u egipatskoj mate-
matici je, za rexavaǌe linearnih jednaqina ax = b korix�ena metoda
(jedne) pogrexne pretpostavke, gde se za x uzima neka pogodna vred-
nost, pa se onda ona popravǉa. Metoda dve pogrexne pretpostavke
je dugo vremena korix�ena za rexavaǌe jednaqina oblika ax +b = c.
Nama to sada izgleda krajǌe neobiqno, ali tako je bilo. Naravno
u ovom sluqaju se dobija taqno rexeǌe poxto se radi o pravoj. U
sluqaju polinoma dobija se pribli�no rexeǌe.

1Za ǉubiteǉe fudbala (i geometrije) navedimo da je xirina gola 8 jardi,
visina 8 stopa, da je ,,peterac” pravougaonik stranica 20 i 6 jardi, da je
,,xesnaesterac” pravougaonik stranica 44 i 18 jardi, da je ,,jedanaesterac” na
12 jardi, dok je rastojaǌe pri izvo�eǌu slobodnog udarca 10 jardi — luk koji se
nalazi na vrhu kaznenog prostora je onaj deo luka kruga polupreqnika 10 jardi
sa centrom u taqki za izvo�eǌe ,,penala”, koji se ne nalazi u kaznenom prostoru.
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U glavi 14, Leonardo se bavi raqunaǌem kvadratnih i kubnih ko-
rena. Za kvadratne korene koristi dobro poznatu aproksimaciju:

?
a2 + r � a + r

2a
,

dok za kubne korene koristi dve aproksimacije. Najpre

3
?

a3 + r � a + r

(a +1)3�a3 = a1,

dok je druga aproksimacija:

a2 = a1 +
a�a3

1

3a1(a +1)
.

Zapravo, kao xto se mo�ete lako uveriti, prva aproksimacija je do-
bijena metodom dve grexke (rexava se jednaqina x3 = a3 + r i raqunaju
vrednosti x3 za x = a i x = a +1) i ovo je bilo navo�eno u delima is-
lamskih matematiqara, dok za drugu aproksimaciju Leonardo ka�e:
,,Ja sam izumeo ovaj naqin za nala�eǌe korena.”

Glava 15 je posve�ena problemima u kojima se pojavǉuju linearne
i kvadratne jednaqine, kao i one koje se svode na takve. Navedimo
samo jedan primer sistema jednaqina koji se razmatra:

y = 10

x

z = y2

x

z2 = x2 + y2.

Ovaj sistem se svodi na kvadratnu jednaqinu po x4:

x8 +100x4 = 10000.

Kratko delo Flos (Cvet) Leonardo je sastavio i poslao Fridrihu
II, koji je bio veliki pokroviteǉ nauke i umetnosti. U ǌemu su
izme�u ostalog, odgovori na neka pitaǌa koja je, kao izazov, Leonardu
postavio �ovani iz Palerma, koji je bio matematiqar na dvoru cara
Fridriha II, koji je tada stolovao na Siciliji. Dva su pitaǌa posebno
zanimǉiva.

Prvi problem je bio da se na�e (racionalan i pozitivan) broj
x takav da su i x2 + 5 i x2� 5 potpuni kvadrati. Leonardo je, bez
obrazlo�eǌa postupka dao primer: x = 5

12 3:(
5

12
3

)2

+5 =
(

1

12
4

)2

,

(
5

12
3

)2

�5 =
(

7

12
2

)2

.
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Metod je obrazlo�en u kǌizi Liber quadratorum.

Drugi problem se sastojao u rexavaǌu kubne jednaqine:

x3 +2x2 +10x = 20.

Leonardo je pokazao da nijedan racionalan broj nije rexeǌe ove jed-
naqine, a nisu to ni kvadratne iracionalnosti koje je razmatrao Eu-
klid u svojim Elementima. Dakle, ni brojevi oblika

?
a,
a

a�?b,b?
a�?b, gde su a i b pozitivni racionalni brojevi, nisu rexeǌa

ove jednaqine. I onda je napisao, otprilike, da poxto rexeǌa nisu
brojevi ovog tipa, on daje pribli�no rexeǌe. Izra�eno u seksagezi-
malnom sistemu rexeǌe koje je dao je:

1;22,7,42,33,4,40.

On nije dao nikakvo objaxǌeǌe kako je doxao do ovog rexeǌa. A
pribli�no rexeǌe koje je dao je izvanredno dobro. Zapravo je razvoj
u seksagezimalnom sistemu:

1;22,7,42,33,4,38,30,50. . .

Postavǉaju se dva pitaǌa ovde. Kako je doxao do ovog pribli�nog
rexeǌa? Zaxto je posledǌi qlan u razvoju 40? Zaxto nije 38 ili 39,
ako je ve� rexio da zaokru�i rezultat.

Postoje dva naqina na koji je Leonardo mogao da do�e do ovog
rezultata. Jedan je metod, koji je bio poznat jox odavno u Kini, a koji
je danas poznat kao Hornerov metod za nala�eǌe korena ovakvih jed-
naqina (opet nam se ovaj metod pojavǉuje u priqi), a drugi je ,,metod
dvostruke grexke”, za koji smo videli da ga je detaǉno razmatrao u
svom delu Liber abbaci.

Prika�imo sada xta je to Hornerov metod za rexavaǌe jednaqina.
Prikaza�emo ga na navedenom primeru, ali �emo ipak raqunati u de-
cimalnom sistemu, jer nam je tako lakxe. Metod se sastoji u tome da se
postepeno formira decimalni razvoj za tra�eno rexeǌe. Primetimo
najpre da jednaqina

x3 +2x2 +10x = 20

ima samo jedno pozitivno realno rexeǌe. Mi to sada znamo lako
da poka�emo: funkcija f zadata sa f (x) = x3 +2x2 +10x�20 ima izvod
f 1(x) = 3x2 + 4x + 10 i on je pozitivan za sve vrednosti x > 0. Dakle,
funkcija raste. Kako je f (0) = �20 < 0 i kako f neograniqeno raste,
to �e jednaqina f (x) = 0 imati taqno jedno pozitivno rexeǌe. No,
Leonardo je i razmatrao samo pozitivna rexeǌa.

Kako je f (1) =�7 < 0, a f (2) = 16 > 0, rexeǌe se nalazi izme�u 1 i 2.
Dakle, rexeǌe je 1, . . .. Napravimo smenu: x = y+1. Dobijamo jednaqinu
po y:

y3 +5y2 +17y = 7
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i znamo da je rexeǌe izme�u 0 i 1, tj. da je oblika 0, y1 y2 . . .. Da bismo
naxli y1 pomno�imo jednaqinu sa 103:

(10y)3 +50(10y)2 +1700 � (10y) = 7000.

Smena z = 10y daje novu jednaqinu:

z3 +50z2 +1700z = 7000

i znamo da je rexeǌe izme�u 0 i 10. Proverom ustanovǉavamo da je
rexeǌe izme�u 3 i 4 (bilo bi pogodno primeniti Hornerovu shemu za
raqunaǌe ovih vrednosti, no nije nam to sada mnogo va�no, jer nisu
komplikovani polinomi kojima baratamo). Dakle, rexeǌe je z = 3, . . .,
te je rexeǌe poqetne jednaqine: x = 1,3. . .. Da bismo dobili slede�u
cifru, radimo smenu z = u +3 i skaliramo:

u3 +59u2 +2027u = 1423,

(10u)3 +590(10u)2 +202700 � (10u) = 1423000.

Smena v = 10u daje novu jednaqinu

v3 +590v2 +202700v = 1423000.

Nije texko videti da je rexeǌe izme�u 6 i 7, te je poqetno rexeǌe
x = 1,36. . ..

Mada se brojevi pove�avaju, jasno je da mo�emo ovako da nastavimo
dok imamo strpǉeǌa, olovke i papira.

Koji je metod koristio Leonardo? Naravno, nemogu�e je sa sigur-
nox�u odgovoriti na ovo pitaǌe, no drugih metoda nije bilo, a on
nigde u svojim drugim delima nije koristio ovaj metod, te su is-
tra�ivaqi u oblasti istorije matematike skloni tome da zakǉuqe da
je koristio taj metod ,,dvostruke grexke” kome je posvetio znaqajan
deo Liber abbaci. S obzirom da je funkcija f (x) = x3+2x2+10x�20 konvek-
sna, seqica je iznad krive i stoga razumne procene pozicije korena i
iterirane aproksimacije uvek ‘podbacuju’, a Leonardovo rexeǌe ‘pre-
bacuje’.
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Stoga je jedna od sugestija istra�ivaqa da je on namerno naveo tako
tu pogrexnu posledǌu cifru da ne oda metod. Recimo, bax spomenu-
tom �ovaniju iz Palerma. U to vreme je bilo va�no neke metode
quvati za sebe i obezbediti podrxku vladara ili bogatih mecena.

Kǌiga Liber quadratorum (Kǌiga o kvadratima) posve�ena je problema
predstavǉaǌa brojeva u obliku suma kvadrata, ispitivaǌu kada su
brojevi nekog oblika kvadrati i sliqno.

Uradimo za poqetak jedan jednostavan primer da vidimo kako je on
to radio i koje je oznake koristio. Radi se o petom problemu.

Na�i dva broja tako da suma ǌihovih kvadrata qini kvadrat formiran od
sume kvadrata druga dva data broja.

Neka su dva broja .a. i .b. data tako da suma ǌihovih kvadrata qini
kvadratni broj .g .. Uzmimo neka druga dva broja qija suma kvadrata jeste
kvadrat. Ta dva broja su predstavǉena du�ima .de. i .ez. i postavǉeni su pod
pravim uglom, uglom .dez..

Kvadrat nad du�i .d z. je jednak broju .g . ili nije. Najpre, ako jeste, onda smo
dobili rexeǌe. Ako nije, onda je ili maǌi ili ve�i od .g .. Najpre, ako je
ve�i, onda �e broj .d z. biti ve�i od kvadratnog korena iz .g .; stoga neka je
kvadratni koren iz .g . jednak broju .i . i postavǉen du� .d z. i oznaqen sa .t z..
Iz taqke .t . nacrtajmo .tk. koja je normalna na .ez.; .tk. je stoga paralelna .de..
Poxto je trougao .tkz. sliqan trouglu .dez., .zd . je prema .zt . kao xto je .de.
prema .tk.. Ali, odnos .zd . prema .zt . je poznat; obe du�ine su zaista poznate.
Zbog toga je i odnos .de. pre .tk. poznat. Tako�e je i .de. poznato. Stoga je
du� .tk. poznata. Sliqno se pokazuje da je i du� .zk. poznata. Dakle, poznati
su .tk. i .kz. qija je suma kvadrata jednaka kvadratu koga qini du� .t z.. Ali,
kvadrat broja .t z. jednak je kvadratu broja .i . a .i . je kvadratni koren iz .g ..
Stoga je kvadrat nad .t z. jednak broju .g . i dva broja .tk. i .kz. su zaista na�ena
qija suma kvadrata je jednaka kvadratnom broju .g .. Alternativno, neka je .d z.
maǌe od .i ..

Produ�imo du� .zd . do .l . i neka je .zl . jednako broju .i .. Sliqno se .ze.
produ�ava i .l m. se pove�e tako da je .lm. paralelno sa .de..

Dovrxava dokaz isto koriste�i sliqnost trouglova i nastavǉa
konkretnim primerom u kome uzima da je .a. = 5, .b. = 12. Stoga je .i . = 13

44



i dobija posle obrazlo�eǌa da je .tk. = 11 8
17 (sada pixemo na standar-

dan naqin) i .kz. = 6 2
17 . Ima i primer za drugi sluqaj.

Kao xto smo naveli, u ovoj kǌizi je prikazan i metod kojim je rexen
jedan od problema koji je postavio �ovani iz Palerma. Problem
se sastoji u rexavaǌu sistema jednaqina (u pozitivnim racionalnim
brojevima):

x2 +5 = y2

x2�5 = z2.

Leonardo razmatra opxtiji problem:

x2 +C = y2

x2�C = z2.

Ako postoji rexeǌe ovog problema, onda broj C naziva congruum, a
broj x2 quadratus congruentus. Evo kako on rexava ovaj problem. Sabi-
raǌem se dobija

2x2 = y2 + z2.

Smenom y = u + v, z = u� v gorǌa jednaqina se svodi na

x2 = u2 + v2.

Dakle, imamo Pitagorine trojke (gledamo samo prirodne brojeve sada),
te je

x = a2 +b2, u = 2ab, v = b2�a2.

Leonardo dobija slede�u teoremu.

Ako su a i b uzajamno prosti i b > a, imamo dva sluqaja.

1. Ako su a i b neparni, onda je C = ab(b�a)(b+a) congruum, a kongru-

entni kvadrat je x2 =
(

a2+b2

2

)2
. Na primer, ako je a = 1 i b = 3, onda je

C = 24.

2. Ako su a i b razliqite parnosti, onda je C = 4ab(b�a)(b+a) congruum,
a kongruentni kvadrat je x2 = (a2 +b2)2. Na primer, ako je a = 2 i b = 3,
onda je C = 96.
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Za a = 1, b = 9, dobija: C = 1 � 9 � (9� 1) � (9 + 1) = 720 = 5 � 122, x = 41,
y = 49, z = 31. Deǉeǌem sa 12, dobija navedeno rexeǌe za C = 5. Istim
metodom dobija rexeǌa i za druge vrednosti C .

Ovde je mo�da zanimǉivo navesti i pojam kongruentnog broja. To je
ceo broj koji je jednak povrxini pravouglog trougla sa racionalnim
stranicama. Svaki congruum jeste kongruentan broj, a svaki kongruen-
tan broj je proizvod congruum-a i kvadrata racionalnog broja. Kako
prevesti congruum? Kako je to neutralni rod od congruus i kako con-
gruus znaqi pogodan, a �elimo da dobijemo imenicu, mo�da je pogodnost
(mada je to kod nas �enski rod) najpogodniji prevod ,.

Algebra u renesansnoj Italiji

Luka Pa�oli

Luka Pa�oli (1445–1517)

Slika 18: Luka Pa�oli

napisao je znaqajno delo Summa de arithmetica, geometria, proportioni e pro-
portionalità. Ono je napisano na italijanskom, ne na latinskom, 1487.
godine, a xtampano je u Veneciji 1494. On je koristio napredniju
algebarsku notaciju od Leonarda. To je opet varijanta skra�eniqke
algebre. Za kvadratni koren je koristio oznaku R (Radix), ili R2, a
za kubni R3. Qetvrti koren je bio RR, ili R4. Nepoznata u jednaqini
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se oznaqavala sa co. (cosa, stvar), ǌen kvadrat sa ce. (censo), kub sa
cu. (cubo), qetvrti stepen sa ce.ce.. Ako bi postojala jox jedna nepoz-
nata, ona bi se zvala quantità. Za sabiraǌe se koristila oznaka p, a
za oduzimaǌe m. Na primer,

3
b

34�
?

12

bi se pisalo kao
R3V 34m̃R12.

Oznaka V pokazuje da se koren odnosi na sve iza ǌega (V=U=Universale)
i od tog slova se razvila oznaka za koren. Na kraju kǌige je napisao
da je za jednaqine tipa

numero, cosa e cubo;
numero, censo e cubo;

numero, cubo e censo de censo

za sada niko nije uspeo da formira opxta pravila. Dakle, ovde se
radi o jednaqinama tre�eg i qetvrtog stepena.

Rexavaǌe jednaqina tre�eg stepena

Svaku jednaqinu tre�eg stepena

x3 +ax2 +bx + c = 0.

smenom x = y� a
3 svodimo na:(

y� a

3

)3
+a

(
y� a

3

)2
+b

(
y� a

3

)
+ c = 0,

odnosno na

y3�
�
��3y2 a

3
+3y

( a

3

)2� a3

27
+��ay2�2

a2

3
y + a3

9
+by� ab

3
+ c = 0,

y3 +
(
b� 1

3
a2

)
y + 2a3

27
� ab

3
+ c = 0

dakle na jednaqinu u kojoj nema kvadratnog qlana. Ovo je naravno bilo
dobro poznato, te su se, s obzirom da se nisu koristili negativni
koeficijenti, sve jednaqine tre�eg stepena svodile na jedan od tri
tipa:

(1) x3 +px = q,

(2) x3 = px +q,

(3) x3 +q = px,
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gde su, naravno, p, q pozitivni brojevi. Prvi matematiqar koji je
naxao rexeǌe za jednaqinu tipa (1) bio je Scipion del Fero (1465–
1526). Smatra se da je on do tog rexeǌa doxao oko 1515. godine. Bio
je profesor u Boloǌi i svoje rexeǌe nigde nije objavio, samo ga je na
samrti saopxtio svom zetu Hanibalu Naveu i svom uqeniku Antoniju
Fjoreu.

Dakle, i u to vreme, pa i znatno kasnije, matematiqari nisu uvek
�eleli da objave svoje rezultate. ǋihove pozicije nisu bile sigurne,
morali su da se dokazuju. Jedna od formi dokazivaǌa u renesansnoj
Italiji bila je u formi matematiqkih dvoboja. Nikolo Fontana
(1500–1557), poznatiji kao Tartaǉa (Mucavac),

Slika 19: Nikolo Fontana

bio je samouk matematiqar. Ro�en je u Brexi na severu Italije. Kada
je bio mali, Francuzi su zauzeli Brexu i jedan francuski vojnik ga
je ranio tako da je ceo �ivot imao o�iǉak na licu i imao je problema
sa govorom. Tada mu je i otac ubijen. Majka se trudila da ga xkoluje,
ali nisu imali novca za to. Kako pixe u ǌegovim biografijama, u
xkoli je bio dok nisu stigli do latiniqnog slova ,,c”, te nije u xkoli
ni nauqio da napixe svoje ime. No, xkolovao se samostalno i uspeo
je da obezbedi poziciju privatnog uqiteǉa raquna. Bio je i veoma
uspexan u tim matematiqkim dvobojima.

Tartaǉin prijateǉ mu je 1530. poslao dva problema, koji se svode
na slede�e:

1. Rexiti jednaqinu x3 +3x2 = 5.
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2. Rexiti jednaqinu x(x +2)(x +4) = 1000.

Tartaǉa se dobro pomuqio i uspeo da rexi ove zadatke te je ob-
javio da mo�e da rexi svaku jednaqinu tipa x3 +px2 = q.

Fjore je smatrao da on blefira i 1535. ga je izazvao na dvoboj.
Svako od ǌih je zadao drugome 30 zadataka, a pora�eni je morao da
plati 30 veqera za pobednika i ǌegove prijateǉe. Pobednik bi bio
onaj koji rexi vixe zadataka za 50 dana. Tartaǉa je saznao da se svi
problemi koje je Fjore sastavio svode na rexavaǌe jednaqine tipa (1).
Stoga se maksimalno potrudio da na�e rexeǌe za taj tip. Uspeo je u
tome i sve probleme koje mu je Fjore postavio rexio je za nekoliko
sati, dok Fjore nije uspeo da rexi ve�inu problema koje je za ǌega
sastavio Tartaǉa (problemi su bili razliqitog tipa, jedan je qak
bio skriveno u vezi sa ovim tipom jednaqine i Tartaǉa ga je postavio
zato xto je bio ube�en da Fjore ne razume suxtinski probleme koji
se tu pojavǉuju). Navodno je Tartaǉa bio toliko zadovoǉan svojim
trijumfom da je oslobodio Fjorea obaveze da plati tra�ene veqere.

Tartaǉa je sada znao da rexava jednaqine sva tri tipa i nije imao
nameru da objavi ovo rexeǌe. U priqi se sada pojavǉuje �irolamo
Kardano (1501–1576) — lekar, izumiteǉ, astrolog, matematiqar, xa-
hista, kockar.

Slika 20: �irolamo Kardano

Jedan od ǌegovih izuma i sada se koristi – ,,Kardanova spojnica”
zaista nosi ime po ǌemu. Napisao je i kǌigu o igri kockom, to je
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mo�da i prva kǌiga posve�ena teoriji verovatno�e. Kardano je poz-
vao Tartaǉu da mu otkrije svoje rexeǌe. Na kraju je uspeo da ga
ubedi da Tartaǉa do�e kod ǌega u Milano, gde �e ga Kardano upoz-
nati sa vojnim zapovednikom Milana xto je dosta znaqilo Tartaǉi,
jer je imao neke zamisli koje je �eleo da poka�e dotiqnom markizu.

Slika 21: Kardanova spojnica

U svakom sluqaju, Kardano je uspeo da ubedi Tartaǉu da mu otkrije
svoj metod. Obavezao se da ne�e to objaviti pre nego xto ga Tartaǉa
sam objavi. Tartaǉa je saopxtio rexeǌe u obliku pesmice. Uput-
stvo je bilo jednostavno: napixi q u obliku q = u� v, pri qemu su
u i v takvi da je u � v = ( p

3

)3. Tada je rexeǌe x = 3
?

u� 3
?

v. U ostala
dva sluqaja se biraju u i v tako da je q = u + v, u � v = ( p

3

)3 i rexeǌe je
x = 3

?
u + 3

?
v.

Da proverimo:

x3 +px = ( 3
?

u� 3
?

v)3 +p( 3
?

u� 3
?

v)

= u�3
3
?

u2v +3
3
?

uv2� v +p( 3
?

u� 3
?

v)

= q�3 3
?

uv( 3
?

u� 3
?

v)+p( 3
?

u� 3
?

v)

= q�3
p

3
( 3
?

u� 3
?

v)+p( 3
?

u� 3
?

v)

= q.

Naravno, i ostali sluqajevi lako se provere.

Kardano i ǌegov uqenik Lodoviko Ferari (1522–1565) daǉe su
razvijali ovaj metod. Ferari je qak uspeo da tako rexi i jednaqinu
qetvrtog stepena i oni su �eleli da objave te rezultate, ali ih je
obe�aǌe Tartaǉi spreqavalo u tome. No, saznali su da je Scipion
del Fero imao rexeǌe i otixli su u Boloǌu da to provere u ǌe-
govoj zaostavxtini. Kada su saznali da je to zaista tako, Kardano je
smatrao da vixe nije obavezan prema Tartaǉi i 1545. objavǉuje delo
Ars Magna (Velika vextina). U tom delu opisuje rexavaǌe jednaqina
tre�eg i qetvrtog stepena. Navodi da je metod za rexeǌe jednaqine
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tre�eg stepena saznao od Tartaǉe, a da je metod za rexavaǌe jedna-
qine qetvrtog stepena razvio Ferari. Tartaǉa je bio ogorqen zbog
toga, krenula je bujica optu�bi. Sve se to zavrxilo duelom Tartaǉe
i Ferarija u kome su oni raspravǉali o matematiqkim problemima.
Jasno je da je mla�i Ferari bio u velikoj prednosti u odnosu na sta-
rijeg i nimalo reqitog Tartaǉu, koji je bio pora�en i poni�en tim
duelom.

Slika 22: Lodoviko Ferari

Mi se vra�amo na temu kako je Kardano prikazao ovaj metod. On
je to malo modifikovao. Evo kako je to bilo na primeru iz ǌegove
kǌige. Posmatra jednaqinu

x3 +6x = 20. (4)

Naravno, on koristi retoriqku algebru, sve se ovo objaxǌava reqima.
On motivixe sve geometrijskim razmatraǌima u prostoru, odgovaraju-
�im kockama, no mi �emo to preskoqiti, poxto znamo da baratamo
kubom binoma. Ono xto je va�no je da on tra�i rexeǌe u obliku
x = u� v. Kada se ovo zameni u gorǌu jednaqinu dobije se:

(u3� v3)� (3uv�6)(u� v) = 20.

On sada tra�i da je
u3� v3 = 20
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3uv = 6.

Dobija sistem
u3� v3 = 20

u3v3 = 8.

Tada je u3 =?108+10, a v3 =?108�10 i konaqno

x = 3
b?

108+10� 3
b?

108�10.

Ovde ve� mo�emo da uoqimo problem. Znamo da jednaqina (4) ima
taqno jedno pozitivno realno rexeǌe. No, lako se vidi da je to re-
xeǌe zapravo x = 2. A mi smo dobili veoma slo�en izraz za to rexeǌe
u kome je texko prepoznati da je zaista x = 2. Tartaǉa je bio svestan
ovog problema, zato je i verovao da Fjore suxtinski ne razume xta se
tu sve dexava. No, mi mo�emo da se sna�emo ovde. Naime, primetimo
da je 108 = 4 �27, te je

?
108+10 = 6

?
3+10. Da li mo�emo da na�emo neki

broj qiji je ovo tre�i stepen? To zapravo nije texko na�i:

(
?

3+1)3 = 3
?

3+3 �3+3
?

3+1 = 6
?

3+10.

No, tada je i (
?

3�1)3 = 6
?

3�10 =?108�10. Dakle, 3
a?

108+10 =?3+1,
3
a?

108�10 =?3�1, te je zaista rexeǌe:

x = (
?

3+1)� (
?

3�1) = 2.

Naravno, nama sada ne bi bilo texko da izvedemo i opxte rexeǌe, te
da dobijemo poznate Kardanove formule, no umesto toga pogledajmo jox
jedan primer. Posmatrajmo jednaqinu

x3 = 15x +4. (5)

Ovo je jednaqina drugog tipa i ovde je zgodno rexeǌe tra�iti u ob-
liku x = u + v. Dakle,

(u + v)3 = 15(u + v)+4.

u3 +3u2v +3uv2 + v3 = 15(u + v)+4.

3uv(u + v)+ (u3 + v3) = 15(u + v)+4.

Tra�imo u i v tako da je 3uv = 15, u3 + v3 = 4. Dobijamo sistem po u3,
v3:

u3v3 = 125

u3 + v3 = 4.

Ovde je zanimǉivo da spomenemo maestra Antonija iz Firence (XIV
vek). On je sistem jednaqina

st = c
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s + t = d

rexavao tako xto je rexeǌe tra�io u obliku s = a +
?

b, a t = a�?b.
Naravno, ovo je potpuno korektno, a i vrlo je zgodan metod za rexa-
vaǌe ovakvog sistema. Iskoristimo ga. Dakle, nax sistem je

st = 125

s + t = 4.

Ako uzmemo da je s = a +
?

b, a t = a�?b dobijamo da je 2a = 4, tj. a = 2,
dok je a2�b = 125, tj. b =�121. Dakle, u3 = 2+?�121, a v3 = 2�?�121,
te je

x = u + v = 3
b

2+
?�121+ 3

b
2�?�121.

Zastanimo malo i pogledajmo ponovo naxu poqetnu jednaqinu. Nije
texko videti da jednaqina x3 = 15x+4 ima za rexeǌe x = 4 i da je to za-
pravo jedino pozitivno realno rexeǌe. Osim toga, mo�e se proveriti
da ova jednaqina ima tri razliqita realna rexeǌa. A mi dobismo
nexto priliqno komplikovano! Situacija je, da se tako izrazimo,
jox gora nego u prethodnom primeru, poxto smo dobili kvadratni
koren iz negativnog broja. I sada imamo slede�e: izbegavali smo
negativne brojeve uopxte, a dobili smo rexeǌe u kome se pojavǉuje
qak i kvadratni koren iz negativnog broja. Zapravo, ovako nexto �e
se pojaviti uvek u sluqaju kada jednaqina ima tri razliqita realna
rexeǌa! To je takozvani nesvodǉiv sluqaj.

Kardano je bio svestan ovog problema i trudio se da ga izbegne u
primerima koje je dao u svojoj kǌizi. Ipak, na jednom mestu je dopus-
tio i koren iz negativnog broja. Razmatrao je problem rastavǉaǌa
broja 10 na dva dela qiji je proizvod 40, odnosno sistem jednaqina

x + y = 10

x y = 40.

On je napisao da je jasno da je to nemogu�e, ali da ipak radimo. Dobio
je brojeve 5+?�15 i 5�?�15. Ka�e: ,,Ako ostavimo po strani men-
talno muqeǌe, kada pomno�imo 5+?�15 i 5�?�15 dobijamo 40. . .Ovo
je zaista sofistika (mudrovaǌe).” Po svemu sude�i, Kardano je bio
prvi matematiqar koji je uveo kompleksne brojeve a+?�b, ali se nije
ose�ao nimalo prijatno u vezi toga.

Rafael Bombeli se, kratko, pozabavio ovim problemom i to �emo
razmotriti nexto kasnije.
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Rexavaǌe jednaqina qetvrtog stepena

Opxta jednaqina qetvrtog stepena

x4 +ax3 +bx2 + cx +d = 0,

mo�e se smenom x = y� a
4 svesti na jednaqinu u kojoj nedostaje kubni

qlan. Naravno, s obzirom na izbegavaǌe negativnih brojeva, za mate-
matiqare u Italiji u XVI veku bilo je vixe sluqajeva. Osnovna ideja
Ferarijevog metoda je da se dodavaǌem pogodnih izraza jednaqina
svede na oblik

(x2 +e)2 = ( f x + g )2.

Razmotri�emo primer iz Kardanove kǌige:

x4 +6x2 +36 = 60x. (6)

Da bi dobio potpun kvadrat sa leve strane, dodaje 6x2 na obe strane:

x4 +12x2 +36 = 6x2 +60x,

tj.
(x2 +6)2 = 6x2 +60x.

Kardano navodi slede�u formulu koju detaǉno obrazla�e geometrij-
ski, ali mi �emo preskoqiti to obrazlo�eǌe:

(x2 +a +b)2 = (x2 +a)2 +2x2b +2ab +b2.

U naxem sluqaju je

(x2 +6+b)2 = (x2 +6)2 +2x2b +12b +b2.

Dakle, na obe strane jednaqine (6) dodaje se 2bx2 +12b +b2. Dobijamo

(x2 +6+b)2 = (6x2 +60x)+ (2bx2 +12b +b2),

odnosno
(x2 +6+b)2 = (2b +6)x2 +60x + (b2 +12b). (7)

Da bi kvadratni binom sa desne strane bio potpun kvadrat, potrebno
je i dovoǉno da je

4(2b +6)(b2 +12b) = 602,

odnosno
b3 +15b2 +36b = 450.

Dakle, rexavaǌe jednaqine qetvrtog stepena svodi se na rexavaǌe
pomo�ne jednaqine tre�eg stepena. Ta pomo�na jednaqina se naziva i
razrexavaju�a kubika. Smena b = c�5 kubnu jednaqinu svodi na

c3 = 39c +390.
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Metod koji smo prikazali ranije daje:

c = 3
b

190+
?

33903+ 3
b

190�
?

33903,

a odatle se dobija i b. Jednaqina (7) sada je oblika

(x2 +6+b)2 = (2b +6)

(
x + 15

b +3

)2

i ona se lako rexava. Naravno, rezultat ne izgleda ’lepo’, no to ne
mo�e ni da se oqekuje.

Rafael Bombeli

Rafael Bombeli (1526–1572) napisao je znaqajnu kǌigu L’Algebra.

Slika 23: Rafael Bombeli

Ro�en je u Boloǌi i nije imao formalno matematiqko obrazovaǌe,
a po profesiji je bio arhitektonski in�eǌer. Bio je veoma impre-
sioniran Kardanovim delom, no smatrao je da Kardano nije uvek bio
jasan u svojim objaxǌeǌima i stoga je rexio da sam napixe kǌigu
iz koje bi poqetnici mogli da ovladaju algebrom bez pomo�i drugih
kǌiga. No, taj posao je potrajao, jer je u me�uvremenu u ǌegov posed
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doxao grqki rukopis Diofantove Aritmetike i on je bio toliko odu-
xevǉen tim delom da je rexio da ga prevede. Na kraju je tekst ǌegove
Algebre xtampan u Veneciji neposredno pred ǌegovu smrt 1572. godine
i kasnije u Boloǌi 1579.

U svom delu pozabavio se i aproksimacijama kvadratnih iracional-
nosti veri�nim razlomcima. Da bi izrazio

?
2, on je zapisao

?
2 = 1+ 1

y
. (8)

Odavde dobija da je y = 1+?2. Dodavaǌem 1 na obe strane jednakosti
(8) dobija:

y = 2+ 1

y
(9)

Zamenom (9) u (8) dobija

?
2 = 1+ 1

2+ 1
y

.

Slede�a zamena daje ?
2 = 1+ 1

2+ 1
2+ 1

y

.

Zanemaruju�i 1
y dobija aproksimacije za

?
2: 3

2 ,
7
5 itd. Razmatrao je

i razvoje za druge kvadratne iracionalnosti.

Ono xto nas najvixe zanima je ǌegova diskusija o gorenavedenom
primeru kod Kardana. On ka�e da su zaista koreni iz negativnih
brojeva sofistiqki, ali da sama jednaqina nije sporna, jer ima rexe-
ǌe x = 4. Stoga on ka�e da se mo�da 3

a
2+?�121 mo�e izraziti u

pogodnom obliku:
3
b

2+
?�121 = p +

a�q .

Zatim analizira tu situaciju i nekako uspeva da dobije da se za p
mo�e uzeti 2, a za q jedinica. Zaista je (2+?�1)3 = 2+?�121. Tako
da dobija da je

3
b

2+
?�121+ 3

b
2�?�121 = (2+

?�121)+ (2�?�121) = 4

i sa zadovoǉstvom konstatuje: ,,U poqetku mi se qinilo da je cela
stvar vixe bazirana na sofizmu nego na istini, ali tragao sam dok
nisam naxao dokaz.”

Bombeli je uveo i oznaku
?�1: più di meno, dok je �?�1 oznaqavao

kao meno di meno. U jednaqinama je koristio skra�enice: p. di m..
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Vijet i analitiqka vextina

Slika 24: Fransoa Vijet

Fransoa Vijet (1540–1603) bio je pravnik po obrazovaǌu, poslanik
u parlamentu Bretaǌe, a kasnije je radio kao savetnik kraǉa Anrija
IV. U ratu protiv Xpanije proslavio se ,,razbijaǌem” xifrovanih
poruka protivnika. Matematikom se bavio uz druge poslove, ali je i
pored toga imao niz va�nih rezultata.

Znaqajan je najpre zbog propagiraǌa decimalnog sistema u odnosu
na seksagezimalni. Pisao je da xezdesetice i sliqno treba koristiti
xto re�e ili uopxte ne u matematici. Preferencu treba davati de-
setinama, stotinama, hiǉadama, kao i desetim, stotim i hiǉaditim
delovima. Xto se tiqe zapisivaǌa brojeva, nije uvek bio konzisten-
tan. Na primer, du�inu polukru�nice kruga preqnika 200 000 pisao
je kao 314,159 265,35

1,000,000 , kao 314,159,265,35, a ponekad i kao 314,159|265,35.

Problem sa postoje�om algebarskom notacijom nije bio samo u tome
xto je bila komplikovana, xto se razlikovala u zapisima operacija,
kvadrata, korena, jednakosti, nego i u tome xto nije postojao naqin
da se zapixu opxte kvadratne, kubne i ostale algebarske jednaqine.
Postojali su zapisi za nepoznatu, ali su koeficijenti uvek bili
konkretni brojevi. Vijet predla�e da se samoglasnici koriste za
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nepoznate veliqine, a suglasnici za poznate (odnosno zadate) veli-
qine. Na primer, opxti oblik kvadratne jednaqine bi tada mogao da
se zapisuje ovako: B A2 +C A +D = 0, no Vijet, na�alost, nije kvadrat
pisao ovako, pa qak ni kao A A, nego A quadratus, a A3 kao A cubus.
On jeste koristio nemaqke simbole + i � za sabiraǌe i oduzimaǌe,
ali i n za mno�eǌe, a ae (od latinskog aequalis) za jednakost, mada je
Robert Rekord jox 1551. u svom delu ,,Tocilo mudrosti” uveo (nexto
produ�en) znak jednakosti == uz obrazlo�eǌe da ,,nixta ne mo�e biti
vixe jednako od dve paralelne prave”.

Vijetu se nije svi�ao termin algebra, vixe je voleo da koristi
termin analitiqka vextina. Naime, smatrao je da u tra�eǌu nepoz-
natih veliqina, treba sprovesti analizu u duhu grqkih geometara
poput Papusa (o kome mi nismo priqali, ali znamo o qemu je req). Na
primer, ako bismo koristili savremene oznake, pri tra�eǌu nepoz-
nate x u jednaqini x2�5x+6 = 0, mi bismo pretpostavili da ona postoji
(analiza problema), dobili bismo da tada mora biti (x�2)(x�3) = 0,
te je x�2 = 0, ili x�3 = 0, odnosno x = 2 ili x = 3. Ovo nije dovoǉno,
jer sada treba sprovesti i sintezu – proveriti da li ovo zaista jesu
rexeǌa. Termin analitiqka vextina je xiroko prihva�en me�u
matematiqarima. Savremeni pojam matematiqke analize dolazi sa
ǋutnom kada on pokazuje da se i na beskonaqne redove mo�e primeniti
analitiqka vextina.

Vijet se dosta bavio i trigonometrijom, sastavio je detaǉne tabli-
ce za trigonometrijske funkcije, za uglove sa priraxtajem od jednog
minuta. Koristio je decimalni zapis za rezultat, ali je rezultate
izra�avao u celim brojevima, tako xto je radio sa pravouglim trou-
glom qija je hipotenuza bila du�ine od 100000 (sinus i kosinus bi
bile du�ine odgovaraju�ih kateta). Trigonometrijske funkcije su
se u to vreme koristile i kao preteqe logaritama u smislu da su
se adicione formule koristile za pretvaraǌe proizvoda u zbir (a
i za pretvaraǌe koliqnika u razliku). Na primer, ukoliko bi bilo
potrebno na�i proizvod brojeva 94476 i 65341, onda bi se mogla ko-
ristiti formula

2cosαcosβ= cos(α+β)+cos(α�β),

tako xto bi se potra�ili u tablicama ugao α takav da je cosα= 47328
(2cosα= 94476) i ugao β za koji je cosβ= 65341 (rekosmo da su kod Vijeta
u tablicama to bili celi brojevi) i potom bi se u tablicama videlo
koliko je cos(α+β) i cos(α�β), te bi se dobijene vrednosti jednostavno
sabrale.

Od ranije su bile poznate trigonometrijske funkcije dvostrukog
i trostrukog ugla, dok je Vijet, koriste�i domixǉate manipulacije
uspeo de facto da do�e do formula kojima se cosnx i sinnx izra�avaju

58



u obliku polinoma po cos x, sin x:

cosnx = cosn x�n(n�1)

1 �2 cosn�2 x sin2 x+n(n�1)(n�2)(n�3)

1 �2 �3 �4 cosn�4 x sin4 x����

sinnx = n cosn�1 x sin x� n(n�1)(n�2)

1 �2 �3 cosn�3 x sin3 x + � � �
To mu je svakako pomoglo da rexi problem koji je 1593. godine kao
izazov francuskim matematiqarima postavio belgijski matematiqar
van Rumen – rexiti jednaqinu 45. stepena:

x45�45x43 +945x41�����3795x3 +45x = K .

Vijet je primetio da ta jednaqina odgovara zapravo razvoju K = sin45θ
u terminima x = 2sinθ i tako je naxao sve pozitivne korene.

Ono xto je zanimǉivije od ovog trika je kako je Vijet iskoristio
trigonometriju da rexi nesvodǉivi sluqaj kubne jednaqine. Prime-
tio je da on odgovara problemu trisekcije ugla. Pogledajmo na prime-
ru ǌegov opxti metod.

Kod Kardana je, kao xto znamo, razmatrana jednaqina

x3 = 15x +4.

Ideja Vijeta se sastoji da se iskoristi formula

cos3θ = 3

4
cosθ+ 1

4
cos3θ.

U tu svrhu, iskoristimo smenu x = y
m gde �emo m pogodno izabrati.

Poqetna jednaqina se svodi na

y3 = 15m2 y +4m3.

Ukoliko �elimo da je y = cosθ rexeǌe jednaqine (za nepoznati ugao
θ), onda m biramo tako da je

15m2 = 3

4
i 4m3 = 1

4
cos3θ.

Dakle, m2 = 1
20 i m = 1

4 cos3θ. Za m mo�emo da uzmemo da je m = 1
2
?

5
,

ne tra�imo sve m koji to zadovoǉavaju. Stoga je cos3θ = 2
5
?

5
. Dakle,

imamo:

3θ = arccos

(
2

5
?

5

)
ili 3θ+2π= arccos

(
2

5
?

5

)
ili 3θ+4π= arccos

(
2

5
?

5

)
.

Dakle, za θ imamo tri mogu�nosti:

θ1 = 1

3
arccos

(
2

5
?

5

)
, θ2 = 1

3

(
arccos

(
2

5
?

5

)
�2π

)
, θ3 = 1

3

(
arccos

(
2

5
?

5

)
�4π

)
.
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No, y = cosθ, a x = (2
?

5)y, te tako dobijamo sva tri realna rexeǌa.
Naravno, drugo je pitaǌe kako prepoznati da je jedno od ovih rexeǌa
jednako 4, ali svakako jasno vidimo tri realna rexeǌa.

Za kraj napomenimo da Vijet ipak nije izveo Vijetove formule.
Naime, u tome ga je spreqilo ǌegovo izbegavaǌe negativnih koefici-
jenata i negativnih rexeǌa. Dobio je neke parcijalne rezultate. Na
primer, razmatrao je jednaqinu

x3 +b = 3ax

i dobio veze
x2

1 x2 +x1x2
2 = b, x2

1 +x1x2 +x2
2 = 3a,

gde su x1 i x2 neka dva rexeǌa ove jednaqine (ostavǉamo za ve�bu
qitaocima da ovo izvedu, primetimo da se tre�e rexeǌe dobija iz
preostala dva). Tek je Alber �irar 1629. godine naxao opxte for-
mule koje su nam danas poznate kao Vijetove. �irar nije izbegavao
ni negativna ni kompleksna rexeǌa.

Otkri�e logaritama

Kao xto smo videli, adicione formule za trigonometrijske funkci-
je su se koristile i za olakxavaǌe raquna, svo�eǌem raqunaǌa proi-
zvoda na zbir. Xkotski vlastelin �on Neper (1550–1617) je bio izu-
miteǉ, promovisao je protestantizam, a matematikom se bavio amater-
ski u praktiqne svrhe.

Slika 25: �on Neper
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Nemaqki algebrista Xtifel je napravio tablicu u kojoj je ispisao
stepene dvojke:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 4 8 16 32 64 128 256 512.

Mo�e se primetiti da operaciji sabiraǌa u gorǌem (aritmetiqkom)
nizu odgovara operacija mno�eǌa u doǌem (geometrijskom) nizu. Mana
je naravno u tome xto je ,,pokupǉeno” suvixe malo brojeva stepenima
dvojke, stepeni su ,,retko” raspore�eni. Da bi to popravio, Neper
umesto 2 uzima broj blizak jedinici, zapravo broj 1�10�7 = 0,9999999.
Posmatra stepene (1�10�7)L tog broja, a da bi izbegao previxe deci-
mala, mno�i ih sa 107, te zapravo posmatra brojeve

N = 107 (
1�10�7)L

.

Dakle, ako je dat broj N , broj L je taj logaritam broja N . Termin
logaritam Neper je uveo u svom delu ,,Opis qudesnih pravila logari-
tama” objavǉenom 1614. godine. Logaritam je dobijen kao kombinacija
reqi logos (razum, odnos, req) i arithmos (broj).

Dakle, ako su nam dati brojevi

N1 = 107 (
1�10�7)L1 i N2 = 107 (

1�10�7)L2 ,

onda je
N1 �N2

107 = 107 (
1�10�7)L1+L2 .

Prema tome, ako je L = ,, log”(N ), onda je

,, log”
(

N1 �N2

107

)
= ,, log”(N1)+ ,, log”(N2).

Dakle, ne transformixe se bax proizvod u zbir, ali do na pomeraǌe
decimalnog zareza to ipak imamo.

Kako se mogu praviti logaritamske tablice za ovakve logaritme?
Ako je Nn = 107

(
1�10�7

)n, onda imamo da je

Nn = 107 (
1�10�7)n

= Nn�1(1�10�7)

= Nn�1�10�7Nn�1

Dakle, imamo rekurentnu vezu Nn = Nn�1�10�7Nn�1.

N0 = 107 = 10000000

N1 = N0�10�710000000 = 9999999

N2 = N1�10�7N1 = 9999999�0,9999999 = 9999998,0000001

N3 = N2�10�7N2 = 9999998,0000001�0,99999980000001

= 9999997,00000029999999.
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Zapravo bi on ipak zaokru�ivao rezultat, te je N3 = 9999997,0000003.
Neper je napisao da je na ovom svom delu radio 20 godina.

Oksfordski profesor Henri Brigz (1561–1630) je 1615. godine po-
setio Nepera na ǌegovom imaǌu da prodiskutuju i eventualno uvedu
neka poboǉxaǌa. Slo�ili su se da je bilo dobro da bude log1 = 0
i log10 = 1 (dakle, da to bude logaritam sa osnovom 10). Neperov
logaritam je zapravo blizak logaritmu sa osnovom e�1, poxto je(

1� 1

107

)107

� e�1

(kako mi sada znamo). Neper je tada ve� bio stariji, te je Brigz
preuzeo taj zadatak. Ve� 1615. godine, Brigz objavǉuje ,,Logaritamske
tablice” gde su logaritmi brojeva od 1 do 20000 i od 90000 do 100000
izraqunati na 14 decimala. Holandski izdavaq Vlak je dopunio ove
tablice 1618. godine. Izraqunao je logaritme za brojeve od 20000
do 90000 na 10 decimala, a naslov dela je bio ,,Drugo izdaǌe Brig-
zovih tablica”. Ove su tablice bile od velikog znaqaja posebno za
astronome, jer su znatno skra�ivale raqun.

Dekart

Slika 26: Rene Dekart (1596–1650)
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Rene Dekart je ro�en u gradi�u La Ej, koji se nalazi oko 300 kilo-
metara jugoistoqno od Pariza u provinciji Turen (danas se to mesto
zove po ǌemu). Otac mu je bio pripadnik ni�eg plemstva i obavǉao
je du�nost provincijskog sudije. Sa osam godina Dekart je zapoqeo
xkolovaǌe u jezuitskoj xkoli u La Flexu, gde je prvih pet godina
imao standardne kurseve jezika, klasike, retoriku, dok su zavrxne
tri bile posve�ene uqeǌu logike, filozofije, fizike i matematike.
Matematika ga je najvixe zainteresovala, pre svega zbog sigurnosti
svojih dokaza. On je od malena bio osetǉivog zdravǉa i nije se oqeki-
valo da �e dugo �iveti. Stoga su mu ǌegovi nastavnici u La Flexu
dozvoǉavali da ima neke privilegije koje drugi uqenici nisu – mo-
gao je du�e da spava, nije se oqekivalo da poha�a sva predavaǌa. Taj
obiqaj dugog spavaǌa zadr�ao je celog �ivota.

Po napuxtaǌu xkole 1612. otixao je u Pariz da u�iva u druxtve-
nom �ivotu prestonice. No, brzo se toga zasitio, posvetio se izuqa-
vaǌu matematike. Mada nije imao ambicija da ima karijeru poput
svog oca, ipak je upisao prava na univerzitetu u Poatijeu 1616. No,
1618. se, zasi�en uqeǌa, prijavio u vojsku kao plemi� dobrovoǉac,
najpre sa holandskim, a potom i sa bavarskim trupama. Zapravo i
nema podataka o ǌegovom stvarnom uqex�u u ratovima, imao je i tada
dosta vremena da se bavi izuqavaǌem onoga xto je �eleo. Godine
1621. napuxta vojsku i dosta putuje. Potom se nastaǌuje u Parizu,
gde 1628. dovrxava svoje delo ,,Pravila za izuqavaǌe duha”, na latin-
skom. Iste godine odlazi u Holandiju i tu ostaje da stvara narednih
20 godina. Tu objavǉuje i svoja najznaqajnija dela, od kojih �e nama
posebno biti va�no quveno delo ,,Rasprava o metodu”, odnosno tre�i
dodatak tog dela – ,,Geometrija”. Delo je objavǉeno 1637. na fran-
cuskom i to je bilo pomalo neuobiqajeno, poxto je latinski tada bio
univerzalni jezik nauke i filozofije. Zapravo je u prvom izdaǌu
sama Rasprava bila na 78 stranica, xto je qinilo jednu xestinu cele
publikacije. Ovo je delo bilo vrlo popularno, donelo je slavu svom
autoru, ali ne i zaradu, poxto je Dekart, u naknadu za autorska prava
tra�io samo 200 primeraka da podeli svojim prijateǉima. No, xtam-
parija je lepo zaradila.

Dekartova filozofija sistematske sumǌe, kao xto je ovde izlo�ena,
dominira u ǌegovoj potrazi za sigurnim znaǌima. Sigurnost u mate-
matiqkim izvo�eǌima ga je, kao xto smo ve� napomenuli, oduxev-
ǉavala i matematika je, po ǌemu, trebala da bude model za svako
izuqavaǌe.

Dugi niz jednostavnog i lakog zakǉuqivaǌa kojima geometri dolaze do ǌi-
hovih najte�ih dokaza me je dovela do toga da zamislim da su sve stvari,
znaǌe kojih je dostupno ǉudskom umu, me�usobno povezane na isti naqin i da
nema niqeg xto je toliko udaǉeno od nas da bude van naxeg domaxaja, ili
tako sakriveno da ga ne mo�emo otkriti, pod uslovom da se uzdr�imo od pri-
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hvataǌa pogrexnog za taqno i uvek quvamo u naxim mislima red neophodan
za izvo�eǌe jedne istine iz druge.

Dekarta nisu toliko zanimali matematiqki rezultati, no sam na-
qin razmixǉaǌa u matematici. Poqetna taqka je za ǌega bila da
otkrije najprostije ideje ili principe, one u koje se ne mo�e sumǌati.
Poxto je izgubio povereǌe u tradicionalna uqeǌa, Dekart �eli da
raskine sa bilo kakvim prethodnim autoritetima u oblasti nauke i
filozofije, da raskrsti sa svim dogmama i doktrinama.

Smatrao sam da moram da odbacim kao apsolutno pogrexna sva mixǉeǌa u
odnosu na koja bih mogao da imam i najmaǌu sumǌu da bih utvrdio da li
posle toga ostaje ixta u mom verovaǌu xto je u potpunosti nesporno.

Dekart je stoga doxao do tvr�eǌa koje je bilo toliko qvrsto da se
ne bi moglo dovesti u sumǌu, do sigurnosti u sopstvenu egzistenciju.
Naime, sumǌa je sama po sebi akt misli, a misli nema bez mislioca.
Stoga je on izrekao tu dobro nam poznatu misao: ,,Mislim, dakle
jesam”. Potom je nastavio da tra�i druga tvr�eǌa koja su tako�e
oqigledna i nesumǌiva.

Nikada ne smemo dozvoliti da budemo ube�eni u istinitost neqega sem na
osnovu naxeg razuma.

Ovo ǌegovo veliko povereǌe u ǉudski um je pokrenulo veliku raspra-
vu u Zapadnom svetu o odnosu vere i razuma.

Rasprava poqiǌe kratkim uvodom.

Ako bi se ova rasprava uqinila suvixe dugom da se odmah proqita, mo�e se
podeliti na xest delova. Tako �e se u prvom delu na�i raznorazna razma-
traǌa o naukama; u drugom temeǉna pravila metode koju je autor istra�ivao; u
tre�em nekoliko pravila o moralu do kojih je autor doxao pomo�u ove metode;
u qetvrtom razlozi na temeǉu kojih dokazuje postojaǌe Boga i ǉudske duxe,
a koji qine osnovu ǌegove metafizike; u petom niz pitaǌa iz fizike koja je
on istra�ivao i, posebno, objaxǌeǌe o radu srca i nekoliko drugih prob-
lema iz oblasti medicine, u xta spada i tumaqeǌe o razlici izme�u naxe i
�ivotiǌske duxe, dok �e u posledǌem na�i ono xto autor smatra potrebnim
da bi se u prouqavaǌu prirode otixlo korak daǉe, kao, i na kraju, razloge
koji su ga podstakli da pixe.

Kao xto smo ve� naveli, postoje tri dodatka. Navedimo par reqi
o prva dva.

U ,,Optici” se razmatraju svojstva svetlosti, zakon prelamaǌa
svetlosti, anatomija ǉudskog oka, kao i praktiqna pitaǌa o obliku
soqiva.

Drugi dodatak ,,Meteorologija” je posve�en Dekartovom objax-
ǌeǌu atmosferskih pojava, formiraǌa sne�nih pahuǉa, veliqine i
oblika kixne kapi, uzroke grmǉavine i muǌe, formiraǌa duge.
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Tre�i dodatak ,,Geometrija” ima tri dela.

Prvi deo nosi naslov ,,Problemi koji se mogu konstruisati (rexiti)
pomo�u krugova i pravih”.

Prva reqenica glasi:

Svaki problem u geometriji mo�e se lako svesti na takav oblik da je pozna-
vaǌe du�ina nekih du�i dovoǉno za ǌegovu konstrukciju (rexeǌe).

Dekart potom pokazuje vezu izme�u aritmetiqkih operacija i geo-
metrijskih konstrukcija. Na primer, mno�eǌe ilustruje slede�im
crte�om.

Ka�e da se AB uzima za jedinicu (inaqe navodi da se jedinica mo�e
jednom izabrati i to proizvoǉno, posle se sve izvodi na osnovu tog
izbora) i ako treba pomno�iti BD sa BC to �e se izvesti tako xto
samo treba spojiti A i C i nacrtati DE paralelno sa BC . Tada je BE
proizvod BD i BC .

Kao xto vidimo, on proizvod dve du�i identifikuje sa du�i, ne
treba mu pravougaonik za to. Stoga on nema problema sa zbirom
ab + c, gde su a, b i c du�i. Ipak, zadr�ava u mislima i pravilo
homogenosti, pa ka�e da svi izrazi koje sabiramo moraju imati istu
‘dimenziju’, te ako imamo razliku aabb�b onda moramo podeliti aabb
jediniqnom du�inom, a pomno�iti b dva puta jediniqnom du�inom,
dakle ovde ipak svodi sve na tri dimenzije. No, i pored toga, veliki
je napredak da se dozvoǉava raqunaǌe sa razliqitim izrazima, bez
obzira na ove dodatne napomene, koje i nemaju uticaja na sam raqun
(mo�da je to stavǉeno i zbog neke zamixǉene praktiqne primene gde
ne mo�ete sabirati kvadratne i du�ne metre, ali nije nam to va�no).

Primetili smo ve� da nije pisao a2, nego aa, ali jeste pisao a3.
Jox jedan primer ǌegove simbolike. Jednakost 3

?
a3�b3 +ab2 = c bi

zapisao ovako:
?

C . a3�b3 +abb

9

c. Dakle, kubni koren se oznaqava sa
C. unutar korena i na�alost ne koristi ve� tada postoje�i simbol za
jednakost.
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Objaxǌava geometrijski kako se rexavaju kvadratne jednaqine. Na
primer, jednaqinu z2 = az +b2, geometrijski ilustruje crte�om:

Ovde je ML = b, a OP = a. Rexeǌe je z = OM. Ignorixe negativno
rexeǌe �P M.

Glavna tema u ovom delu je rexavaǌe Papusovog problema o tri,
odnosno qetiri prave. Radi se o tome da se na�e geometrijsko mesto
taqaka za koje je proizvod rastojaǌa (pod odre�enim uglom) od dve
date prave proporcionalno kvadratu rastojaǌa od tre�e, u sluqaju
da imamo tri prave, odnosno proporcionalno proizvodu rastojaǌa od
druge dve. Tu vidimo pravi poqetak analitiqke geometrije.

Dekart:

...pokuxa�u da dam dokaz u nekoliko reqi, poxto sam se ve� umorio od toliko
pisaǌa (sic!).

Neka su AB , AD, EF , G H ,. . . zadate neke prave linije i neka se tra�i
da se na�e taqka C od koje se druge prave linije C B , C D, C F , C H ,. . . mogu
nacrtati tako da formiraju date uglove C B A, C D A, C F E , C HG. . . redom, sa
datim linijama i takve da je proizvod nekih od ǌih jednak proizvodu ostalih,
ili bar tako da dva proizvoda imaju zadati odnos, poxto ovaj uslov ne qini
problem nixta te�im.
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Najpre �u pretpostaviti da je stvar ura�ena, i kako je toliko mnogo linija
zbuǌuju�e, mogu da pojednostavim rad tako xto �u izabrati jednu od datih
linija i jednu od onih koje treba nacrtati (na primer, AB i BC) kao glavne
linije, pomo�u kojih �u pokuxati da ostale izrazim. Oznaqimo du� AB sa
x, a du� BC sa y . . .

Dakle, ideja je da se sve ostale relevantne du�i izraze preko x i y
i da se potom formira jednaqina. U sluqaju tri (qetiri) prave dobija
se kriva drugog reda, dok se u sluqaju vixe pravih dobijaju krive
vixih redova. Odmah treba re�i da Dekart ne govori eksplicitno o
koordinatama (koje je kasnije uveo Lajbnic), niti obavezno smatra da
se ove izabrane, glavne prave, seku pod pravim uglom. Osim toga, x i y
su mu uvek pozitivni brojeva. Dakle, nema pravouglog koordinatnog
sistema kod Dekarta. No, vidimo pretequ koordinatnog sistema i
dosta toga xto uz to dolazi.

Drugi deo Geometrije ima naslov ,,O prirodi krivih linija”. U
ǌemu Dekart govori o geometrijskim i mehaniqkim krivama (odnosno,
kako ih od Lajbnica nazivamo, algebarskim i transcendentnim). Od
dopuxta posmatraǌe i drugih (algebarskih) krivih sem pravih, kru�-
nica, konusnih preseka, ukoliko su one zadate na precizan naqin. A
pod tim podrazumeva da se one dobijaju u presecima dve prave koje
se paralelno pomeraju sa samerǉivim brzinama (dakle, ranije razma-
trana trisektrisa otpada, a i mi znamo da to nije algebarska kriva).
Na taj naqin se dobijaju prave qija je jednaqina f (x, y) = 0, gde je f (x, y)
polinomna funkcija.

Dekart razmatra problem nala�eǌa normale (a time i tangente)
na krivu u zadatoj taqki.

Ovde �u dati dovoǉan uvod u prouqavaǌe krivih kada budem dao opxti metod
za crtaǌe prave linije koja zaklapa prave uglove sa krivom u proizvoǉnoj
ǌenoj taqki. I usu�ujem se da ka�em da je ovo ne samo najkorisniji i najop-
xtiji problem u geometriji koji ja znam, nego i koji ikada �elim da znam.

I pored pohvalnih reqi o svom metodu, ipak takvo nala�eǌa nor-
mala nije najefikasnije. Problem je povezan sa nala�eǌem tangente
na krivu u datoj taqki, a metod za to je razvio Ferma u otprilike
isto vreme.

Pozabavimo se Dekartovim metodom.
Neka je f (x, y) = 0 jednaqina krive i neka se tra�i normala u taqki

P (x0, y0). Pretpostavimo da je ta normala nacrtana i neka seqe iza-
branu x-osu u taqki Q(x1,0) (mi ovde koristimo naravno naxe oznake,
ukǉuquju�i i koordinate zbog lakxeg zapisa). Jednaqina kru�nice
sa centrom u Q koja prolazi kroz P je

(x�x1)2 + y2 = (x0�x1)2 + y2
0 .
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Kada eliminixemo y iz ovih jednaqina, dobijamo jednaqinu g (x, x1) = 0
i biramo x1 tako da je x0 dvostruki koren ove jednaqine. Uradimo ovo
na primeru parabole y2 = ax u taqki (a, a). Jednaqina kruga je

(x�x1)2 + y2 = (a�x1)2 +a2.

Eliminisaǌem y iz ove dve jednaqine (postavǉaǌem y2 = ax) dobijamo

(x�x1)2 + y2 = (a�x1)2 +a2,

odnosno
x2 + (a�2x1)x +2a(x1�a) = 0.

Kako imamo dvostruki koren, Dekart ovu jednaqinu izjednaqava sa
jednaqinom (x� r )2 = 0 za neko r (mi znamo da mora biti r = x0). Stoga
mora biti

x2 + (a�2x1)x +2a(x1�a) = x2�2r x + r 2,

te je a�2x1 =�2r , a 2a(x1� a) = r 2. No, kako je r = x0 = a, dobijamo da
je x1 = 3a/2. Odavde se naravno lako dobija jednaqina normale, to je
prava kroz taqke (a, a) i (3a/2,0), a potom i jednaqina tangente (prava
kroz (a, a) normalna na normalu).

Ovo je jednostavan sluqaj, ali u sluqaju slo�enijih primera uoqava
se mana Dekartovog metoda koji nema efikasan opxti naqin za us-
tanovǉavaǌe qiǌenice da li polinomijalna jednaqina

a0xn +a1xn�1 + � � �+an�1x +an = 0

ima dvostruki koren r . Dekart to, u primerima u Geometriji, radi
tako xto gorǌi polinom izjednaqi sa polinomom

(x� r )2 (
b2xn�2 + � � �+bn�1x +bn

)
,

xto dovodi do dosta raqunaǌa. Mi danas znamo da je to povezano sa
prvim izvodom, no kod Dekarta toga nema.

Dekart u Geometriji izostavǉa mnoge stvari, ne daje dovoǉno ob-
jaxǌeǌa. Stoga je holandski matematiqar van Shuten to delo preveo
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na latinski, dodaju�i mnoga objaxǌeǌa i ono je znatno obimnije od
originalnog Dekartovog dela. Bilo je vixe latinskih izdaǌa ovog
dela. U izdaǌu 1659–1661. dodat je pogodan naqin za odre�ivaǌe
dvostrukih korena koji je razvio van Shutenov uqenik Jonanex Hade
(koji je inaqe bio gradonaqelnik Amsterdama tridesetak godina). Evo
Hadeovog pravila.

Ukoliko je r dvostruki koren jednaqine

a0xn +a1xn�1 + � � �an�1x +an = 0,

onda je r tako�e koren jednaqine

a0b0xn +a1b1xn�1 + � � �an�1x +anbn = 0,

gde brojevi b0,b1, . . . ,bn qine aritmetiqki niz. Ostavǉamo qitaocima
da provere da li je ovo taqno i ako jeste, zaxto, a mi �emo dati jedan
primer. Posmatramo jednaqinu

x3�5x2 +8x�4 = 0

i uzmimo aritmetiqki niz 3,2,1,0. Po Hadeu, ako je r koren ove kubne
jednaqine, on je koren i jednaqine

3x3�10x2 +8x = 0,

odnosno kvadratne jednaqine

3x2�10x +8 = 0,

poxto je jasno da 0 nije koren kubne. Jedan koren ove kvadratne jedna-
qine je 2, a onda se mo�e proveriti da je on i koren kubne jednaqine,
te je to zaista dvostruki koren na osnovu Hadeovog pravila.

Tre�i deo Geometrije nosi naslov ,,O rexavaǌu prostornih i nat-
prostornih problema”. Ovaj deo je algebarskog karaktera i tiqe se
rexavaǌem algebarskih jednaqina tre�eg i vixih redova.

Tu Dekart prime�uje da je x = a, koren jednaqine f (x) = 0, gde je
f (x) polinom, ako i samo ako x� a deli f (x). Zanimǉivo je da nega-
tivne korene naziva ’la�nim’ korenima (,,maǌe od niqega”). Istiqe
da gorenavedena jednaqina mo�e imati najvixe onoliko rexeǌa ko-
liki je stepen polinoma f (x), ali ka�e da ne moraju sva rexeǌa biti
realna, neka su ,,imaginarna”.

Ovde nalazimo i eksplicitno formulisano pravilo znaka (kas-
nije nazvano Dekartovo pravilo znaka), to je ranije bilo implicitno
(recimo kod Kardana). Naime, ako imamo polinom f (x) = a0xn +a1xn�1+
� � �+ an�1x + an, gde je a0 > 0, onda je broj pozitivnih realnih korena
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jednaqine f (x) = 0 najvixe jednak broju promene znaka qlanova niza
a0, a1, . . . , an. Na primer, kod jednaqine

x4�4x3�19x2 +106x�120 = 0,

imamo koeficijente 1,�4,�19,106,�120, qiji su znaci +,�,�,+,�, te
imamo tri promene znaka i zakǉuqujemo da imamo najvixe tri pozi-
tivna korena. Dekart ka�e da jednaqina mo�e imati najvixe onoliko
’la�nih’ (negativnih) korena, koliko se puta pojavǉuju parovi +,+ i
�,�. U naxem sluqaju, imamo jedno pojavǉivaǌe, te imamo najvixe
jedna negativan koren. Zapravo, ovde su pozitivni koreni 2, 3 i 4, dok
je negativan koren �5.

Kasnije su mu neki zamerali da je tvrdio da se tako taqno odre�uje
broj pozitivnih, odnosno negativnih korena, no ideja je ipak da se da
procena. Taqno je da ima najvixe toliko, a mo�e da ima paran broj
puta maǌe nego xto je broj promene znaka.

Razmatra i odre�ivaǌe racionalnih nula i pokazuje kako se mo�e
smaǌiti stepen jednaqine. Na primer, za jednaqinu

y6�8y4�124y2�64 = 0,

prime�uje da je posledǌi, kako ka�e, qlan 64, deǉiv sa 1,2,4,8,16,32,64,
te stoga treba proveriti da li je taj polinom deǉiv sa y2�1, y2 +1,
y2�2, y2+2, y2�4, itd. Otkriva da je deǉiv sa y2�16 i dobija koliqnik
y4 +8y2 +4 (opisuju�i detaǉno postupak deǉeǌa).

Posebno je zanimǉiv ǌegov metod rexavaǌa jednaqine qetvrtog
stepena. Najpre naravno proveri da li mo�da mo�e da je svede na
jednaqinu ni�eg stepena, tako xto odredi neki koren, a ako ne mo�e,
onda je redukuje na oblik u kome nema qlana uz tre�i stepen (elimi-
nixe, kako ka�e, drugi qlan). I onda

. . . Umesto
+x4.pxx.qx.r = 0

pixemo
+y6.2py4 + (pp.4r )y y�qq = 0.

O qemu se ovde radi? Naravno, on umesto, na primer x2 pixe xx
i to smo ostavili, znak jednakosti koji koristi smo osavremenili, a
taqkica mu oznaqava znak, danas bismo tu pisali �. No, odakle mu ta
nova jednaqina? Evo u qemu se radi.

Pokuxajmo da faktorixemo x4+px2+qx+r kao proizvod dva trinoma

x4 +px2 +qx + r = (x2 + y x +m)(x2� y x +n).
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Ovo se mo�e pokuxati zato xto je koeficijent uz x3 jednak nuli. Do-
bijamo sistem jednaqina

p = n� y2 +m

q = yn� ym

r = mn.

Naravno, ako bi imali y = 0, bilo bi i q = 0, te bi poqetni polinom
bio kvadratni po x2 (bikvadratni kako danas ka�emo) i lako bismo ga
faktorisali. Stoga, neka je y � 0. Iz prve dve jednaqien dobijamo

n +m = y2 +p (10)

n�m = q

y
. (11)

Stoga je

2n = y2 +p + q

y
(12)

2m = y2 +p� q

y
(13)

, te je

4r = 4mn = 2m �2n =
(

y2 +p + q

y

)(
y2 +p� q

y

)
= y4 +2py2 +p2� q2

y2 .

Mno�eǌem sa y2 i sre�ivaǌem, dobijamo jednaqinu

y6 +2py4 + (p2�4r )y2�q2 = 0.

Dakle, na taj naqin se dobija ta pomo�na jednaqina. To je kubna jed-
naqina po y2 i ako mo�emo da na�emo neko ǌeno rexeǌe, onda mo�emo
da izvrximo i tra�enu faktorizaciju. Pogledajmo slede�i primer.

Rexiti jednaqinu

x4�17x2�20x�6 = 0.

Pomo�na jednaqina je

y6�34y4 + ((�17)2�4(�6))� (�20)2 = 0,

odnosno
y6�34y4 +313y2�400 = 0.

Posmatraǌem delioca broja 400, dobija se da binom y2�16 deli gore-
navedeni polinom xestog stepena, te zapravo mo�emo za y uzeti y = 4
(nama treba jedno y, ne moramo tra�iti sve mogu�nosti). Odatle
dobijamo m = 2 i n =�3. Stoga imamo faktorizaciju

x2�17x2�20x�6 = (x2 +4x +2)(x2�4x�3),
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a odavde i

x2�17x2�20x�6 = (x +2�
?

2)(x +2�
?

2)(x +2�
?

7)(x +2+
?

7).

Za ve�bu preporuqujemo qitaocima da rexe jednaqinu

x4�4x2�8x +35 = 0

ovim metodom.

Dekart je postao poznat xirom Evrope i 1649. mlada xvedska kra-
ǉica Kristina pozvala ga je da je uqi filozofiju. Tako�e je navela
da bi joj koristila ǌegova pomo� u formiraǌu akademije nauka koja
bi bila konkurentna najboǉim akademijama u Evropi. On je na kraju
ipak prihvatio ǌen poziv, mada je dugo o tome razmixǉao, i na kraju
se to ipak pokazalo kao pogubno po ǌega. Kraǉica je navikla da ustaje
rano, u 5 sati i tada je tra�ila da budu qasovi sa ǌim. Osim toga,
ose�ala je prezir prema hladno�i i prostorije, u kojima je Dekart
u rano jutro, kada nije navikao da radi, s ǌom radio, nisu bile ni
grejane. Poqetkom februara 1650. godine dobio je prehladu, koja se
razvila u upalu plu�a i preminuo je posle desetak dana.

ǋegove ideje iz fizike nisu odgovarale fiziqkoj stvarnosti, mada
su u Francuskoj pokuxavali da ih odr�e �ivim jox nekih pedesetak
godina zbog nacionalnog ponosa. No, vremenom su, qak i u Francuskoj,
ǋutnove ideje odnele primat.

Ferma
Pjer (de) Ferma (1601–1665) bio je pravnik po obrazovaǌu i imao

je poziciju savetnika u Tuluzu. Po dobijaǌu pozicije savetnika,
stekao je pravo da svom prezimenu doda ,,de”. Matematikom se bavio uz
svoju profesiju. Za Dekarta je bio ,,hvalisavac”, za Paskala ,,najve�i
matematiqar u celoj Evropi”, za Mersena ,,uqeni savetnik iz Tu-
luza”, a za Valisa ,,taj prokleti Francuz”. Praktiqno nixta nije
objavǉivao, no vodio je intenzivnu korespondenciju sa mnogim mate-
matiqarima, a i bele�io svoje ideje. Korespondencija i ti ǌegovi
zapisi su objavǉeni kasnije.

Prirodno je da posle Dekarta govorimo o Fermau. Naime, i Ferma
je razvio verziju analitiqke geometrije, qak i pre Dekarta, no kako
znamo da nije objavǉivao, to je imalo maǌeg uticaja. ǋegove ambicije
su bile maǌe, ali je zato to uradio temeǉnije. Posebno je, za razliku
od Dekarta, isticao da jednaqine odre�uju geometrijsko mesto taqaka:

Svaki put kada se u zavrxnoj jednaqini na�u dve nepoznate veliqine, imamo
locus, qiji krajevi opisuju liniju, pravu ili krivu.
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Slika 27: Pjer (de) Ferma

Ferma je ovo razmatrao sa idejom da rekonstruixe xta je to Apolo-
nije mogao uraditi u svom delu ,,Ravanska geometrijska mesta taqaka”
na osnovu komentara Papusa (ovo Apolonijevo delo nije saquvano).
Ferma je to prezentovao u kratkoj raspravi ,,Uvod u ravanske i pros-
torne locuse (geometrijska mesta taqaka)”. Bio je pod uticajem Vijeta
i koristio je ǌegovu notaciju.

Slika 28: Kriva zadata jednaqinom

Na ovoj slici je malo modernizovana verzija toga xto je radio. Na
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ǌoj imamo predstavǉeno geometrijsko mesto taqaka zadato jednaqinom
f (A,E) =C , gde je C Vijetova homogena koordinata. Dakle, ovde mo�emo
N smatrati za koordinatni poqetak, dok bi du�ina du�i N Z (A) odgo-
varala x koordinati. Odmah napomenimo da je Ferma razmatrao samo
pozitivne koordinate. Od Z se povlaqi du� do pozicije I i du�ina
du�i Z I (E) bi odgovaralo y koordinati. Ferma ka�e da E merimo od
te prve fiksirane prave (zapravo poluprave) pod odre�enim uglom,
za koji �emo najqex�e uzimati da je prav. Ovde taj ugao α nije prav.
Paralelnim pomeraǌem du�i Z I i produ�eǌem (kao xto ovde imamo
Z 1I 1) krajevi du�i I opisuju tu krivu.

Slede�a slika predstavǉa pravu zadatu jednaqinom, koju Ferma u
Vijetovom stilu opisuje sa D in A ae B in E (za nas Dx = B y, prisetimo
se da in oznaqava mno�eǌe, a ae jednakost): On pokazuje da krajevi

Slika 29: Prava zadata jednaqinom

du�i Z I zaista opisuju pravu, naravno na osnovu sliqnosti trou-
glova, jer je D : B = E : A. Locus za opxtiju linearnu jednaqinu (sada
�emo ipak pre�i na moderne oznake) ax+by = c2 skicira u ’prvom kvad-
rantu’ kao du�. On istiqe da je ovako rexio slede�i problem.

Ako je dat ma koji broj fiksiranih pravih u ravni, locus taqaka takvih da
je suma du�ina odseqaka nacrtanih pod datim uglovima do taqaka na tim
pravama konstantna, jeste prava linija.

Naravno, to nam je jednostavno, dobija se linearna jednaqina i ona
predstavǉa pravu liniju.

U ovoj raspravi je pokazao da jednaqina x y = k2 daje hiperbolu,
da se jednaqina oblika x y +a2 = bx + c y mo�e svesti na prethodnu. Za

74



ǌega jednaqina x2 = y2 predstavǉa jednu pravu (ne uzima negativne ko-
ordinate), zapravo polupravu (opet — nema negativnih koordinata).
Pokazuje da je a2� x2 = by parabola, da je x2 + y2 +2ax +2by = c2 krug,
a2�x2 = k y2 elipsa i da je a2+x2 = k y2 hiperbola za koju daje obe grane.
Posle svega, istiqe slede�i stav.

Ako je dat ma koji broj fiksiranih pravih u ravni, locus taqaka takvih da
je suma kvadrata odseqaka nacrtanih pod datim uglovima do taqaka na tim
pravama konstantna jeste prostorni locus.

Prostorni locus je, naravno, konusni presek. I ovo naravno di-
rektno sledi iz ǌegovih analiza kvadratnih jednaqina. Kao xto
smo i rekli, Ferma se bavi jednostavnim problemima, u odnosu na
Dekarta, koji je bio motivisan te�im Apolonijevim problemom, ali
vixe istiqe to da jednaqina sa dve nepoznate odre�uje geometrijsko
mesto taqaka. U dodatku svog ,,Uvoda” pokazuje da se kubne i jedna-
qine qetvrtog stepena (sa jednom nepoznatom naravno) mogu rexavati
pomo�u konusnih preseka, xto je dobro nam poznata tema.

Ovo ǌegovo delo nije objavǉeno za ǌegovog �ivota i stoga je Dekar-
tova ,,Geometrija” bila ono delo za koje se smatra da je uvelo analiti-
qku geometriju. Fermaovo delo, mada je objavǉeno tek 1679. u ,,Varia
opera mathematica”, a napisano pre Dekartovog, ipak je kru�ilo kao
rukopis. Ferma je bio svestan mogu�nosti analitiqke geometrije i
za vixe od dve dimenzije. Evo ǌegovih misli o tome.

Postoje izvesni problemi koji ukǉuquju samo jednu nepoznatu i koji se mogu
zvati odre�eni, da bi se razlikovali od problema locusa. Postoje drugi
koji ukǉuquju dve nepoznate i koji se nikada ne mogu redukovati na jednu
nepoznatu; to su problemi locusa. U prvim problemima tra�imo taqku, u
drugim krivu. Ali, ako predlo�eni problem ukǉuquje tri nepoznate, onda
treba na�i ne taqku ili krivu, no celu povrx. Na taj naqin se pojavǉuju
povrxinski locusi, itd.

U ovom ,,itd.” postoji nagovextaj vixedimenzionalne geometrije,
ali ako je Ferma zaista na to mislio, nije se time nigde bavio. Za-
pravo i trodimenziona geometrija je bila prerana za to vreme, tek je
ozbiǉno razvijena u XVIII veku.

Nekoliko godina kasnije, tridesetih godina XVII veka, Ferma se
pozabavio problemom nala�eǌa (lokalnog) maksimuma, odnosno mini-
muma. U delu ,,Metoda nala�eǌa maksimuma i minimuma”, koje je
objavǉeno posle ǌegove smrti, on obrazla�e svoj metod.

Ukoliko je x taqka lokalnog maksimuma ili minimuma, onda se
vrednosti f (x) i f (x+E) za E malo, veoma malo, razlikuju, dakle imamo
da je f (x +E)� f (x). Kada skratimo iste qlanove sa obe strane, pode-
limo sa E, potom postavimo da je E = 0 i izjednaqimo levu stranu sa
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nulom, dobijamo jednaqinu koja nam odre�uje tu taqku x. Ovde prak-
tiqno imamo situaciju da se u

f (x +E)� f (x)

E
,

postavǉa da je E = 0, tj. da se tra�i

lim
EÑ0

f (x +E)� f (x)

E
,

i potom to izjednaqava sa nulom. Dakle, tra�i se nula prvog izvoda
(podsetite se kako glasi Fermaova teorema iz Analize 1). No, tu ipak
treba re�i dve stvari. Najpre, naravno da pojam limesa nije postojao,
a osim toga, Ferma je govorio da treba onoliko puta deliti sa E dok
E ne nestane bar iz jednog qlana. Dakle, nije on bax bio siguran da
je deǉeǌe samo sa E dovoǉno. Za primer je uzeo jednostavan problem:
na�i taqku na du�i tako da pravougaonik formiran od du�i na koje ta
taqka deli datu du� ima maksimalnu povrxinu. Zapravo je posmatrao
maksimum funkcije f (x) = x(a�x). Dakle,

f (x +E) � f (x)

(x +E)(a�x�E) � x(a�x)

x(a�x)+E(a�x)�xE�E 2 � x(a�x)

E(a�x)�xE�E 2 � 0

a�x�x�E � 0

a�2x = 0,

te naravno dobijamo da je x = a/2 i rexeǌe je kvadrat. Razmatrao je i
druge primere.

Tesno povezan sa ovim je i problem nala�eǌa tangente.
Ako je P taqka na krivoj y = f (x) (naravno koristimo moderne oz-

nake) u kojoj se tra�i tangenta i ako su ǌene koordinate (a, f (a)), onda
su koordinate taqke P 1 na krivoj blizu ovoj (a +E , f (a +E)) i ta taqka
je tako blizu tangenti da se mo�e smatrati da le�i na ǌoj. Stoga se
mo�e smatrati da su trouglovi 4TQP i 4T Q 1P 1 sliqni te je (ovde je
c = TQ):

f (a)

c
� f (a +E)

c +E
.

Posle unakrsnog mno�eǌa, skra�ivaǌa istih qlanova, deǉeǌa sa E i
izjednaqavaǌa E sa nulom, nalazimo c, a time i tangentu. Na primer,
ako imamo funkciju f (x) =�x2 +4x +7 i tra�imo tangentu u taqki sa
koordinatama (1,10), dobijamo

10

c
� �(1+E)2 +4(1+E)+7

c +E
.
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Slika 30: Nala�eǌe tangente na krivu

Posle daǉeg sre�ivaǌa dobijamo

10c +10E � c(�1�2E�E 2 +4+4E +7),

10E � 2cE� cE 2

10 � 2c� cE

10 = 2c,

te je c = 5.
Rene Dekart je za metod quo od Mersena 1638. godine

Slika 31: Marin Mersen

i smatrao je da ne funkcionixe za slo�enije krive, na primer za
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krivu koja sada nosi ime po ǌemu, a qija je jednaqina x3 + y3 = 3ax y
(,,Dekartov list”).

Slika 32: Dekartov list

No, Ferma je uspeo da i za taj sluqaj poka�e kako se ǌegovim
metodom mo�e na�i tangenta.

On se interesovao i za problem kvadrature, odnosno za nala�e-
ǌe povrxine odre�ene nekom krivom. Na osnovu posrednih dokaza,
mo�e se zakǉuqiti da je te rezultate imao pre 1650. ali ih nije ob-
javio. Bio je motivisan da krajem pedesetih godina XVII veka napixe
raspravu o tome poxto se 1658. godine pojavila ,,Arithmetica infinitorum”
�ona Valisa. U ǌoj se mo�e na�i i formula za nala�eǌe povrxine

ispod krive y = x
p
q , gde je p/q racionalan broj razliqit od �1. Ferma

je u svojoj raspravi objasnio kako je on doxao do tog rezultata i izneo
neke kritike Valisovih rezultata.

Ferma na poqetku govori o metodu koji koristi.

Arhimed je koristio geometrijski niz samo za kvadraturu parabole. . . Ja sam
prepoznao i pokazao da je ovakva vrsta niza veoma korisna za kvadrature i
drage voǉe saopxtavam modernim geometrima svoj izum, koji izvodi kvadra-
ture parabola i hiperbola na sasvim sliqan naqin.

On najpre pokazuje kako se mo�e izvesti kvadratura hiperbole
x2 y = 1 (zapravo on radi za bilo koju konstantu, mi �emo, jednos-
tavnosti radi staviti da je to 1), potom parabole x = y2 i konaqno
objaxǌava kako se to mo�e generalisati za bilo koju krivu odre�enu
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jednaqinom xm yn = 1, gde su m,n celi brojevi, razliqiti od 0 i nisu
oba jednaki 1. Mi �emo detaǉno pokazati kako je on to izveo za taj
prvi sluqaj.

Slika 33: Fermaova kvadratura hiperbole

Ferma:

Razmotrimo hiperbolu zadatu svojstvom

AH 2

AG2 = EG

H I
i

AO2

AH 2 = H I

NO
, itd. (14)

Tvrdim da je beskonaqan prostor qija je baza EG i jedna od strana kriva ES,
a druga je beskonaqna asimptota GOR jednak datoj pravougaonoj povrxini.

Ta data ,,pravougaona povrxina” je povrxina pravougaonika AGEB.
Najpre �emo ovo pokazati savremenom notacijom i oznakama, a onda
Fermaovu realizaciju.

Neka je a = AG. Uzmimo neki broj r > 1 i taqke G , H ,O, M , . . . qije
su apscise, redom, a, ar, ar 2, ar 3, . . .. Tada je G H = ar � a, HO = ar 2� ar ,
OM = ar 3�ar 2, . . . , dok je

EG = 1

a2 , H I = 1

a2r 2 , ON = 1

a2r 4 , MP = 1

a2r 6 , . . .

Zbir povrxina oznaqenih pravougaonika je tada

EG �G H + I H �HO +NO �OM + � � � ,
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tj.

1

a2 �a(r �1)+ 1

a2r 2 �ar (r �1)+ 1

a2r 4 �ar 2(r �1)+ � � � = r �1

a

(
1+ 1

r
+ 1

r 2 + � � �
)

= r �1

a
� 1

1� 1
r

= r

a
.

No, kada se r sve vixe smaǌuje ka 1, zbir tih povrxina se svi vixe
pribli�ava povrxini ispod krive. Ukoliko postavimo da je r = 1,
dobijamo da je povrxina ispod krive jednaka 1/a, dok je povrxina
pravougaonika AGEB jednaka

AG �EG = a � 1

a2 = 1

a
,

tj. ono xto je i tvr�eno.

Evo kako je Ferma to zaista uradio. On bira taqke G , H ,O, M . . .
tako da AG , AH , AO, AM , . . . qine geometrijski niz xto navodi ovako:

AG

AH
= AH

AO
= AO

AM
= � � � (15)

i ka�e da je to ekvivalentno sa

AG

AH
= G H

HO
= HO

OM
= � � �

(naravno, znamo da je a
b = c

d ako i samo ako je a
b = c�a

d�b ). Ferma zatim
poredi odnose povrxina pravougaonika:

EG �G H

H I �HO
= EG

H I
� G H

GO
= EG

H I
� AG

AH
.

No, s obzirom na svojstva hiperbole (14) i qiǌenicu da je AH 2 = AG�AO
(vidi (15))

EG

H I
= AH 2

AG2 = AO

AG
.

Stoga je
EG �G H

H I �HO
= AO

AG
� AG

AH
= AO

AH
= AH

AG
.

Zato zakǉuquje da povrxine pravougaonika oznaqenih na slici
tako�e predstavǉaju geometrijski niz sa koliqnikom AH

AG . Umesto da
sumira geometrijski niz po poznatoj mu formuli (poznatoj i Vijetu,
qija je dela pa�ǉivo qitao), on navodi slede�e pravilo.

Ukoliko je dat geometrijski niz qiji qlanovi beskonaqno opadaju, razlika
dva uzastopna qlana ovog niza se odnosni prema maǌem od ǌih isto kao xto
se najve�i qlan niza odnosi prema sumi svih ostalih.
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Dakle, on ka�e da, ako je a1, a2, a3, . . . opadaju�i geometrijski niz,
onda je (a1� a2) : a2 = a1 : (a2 + a3 + � � �). Proverite ovo. Ako sumu celog
niza povrxina oznaqimo sa S, onda po ovom pravilu imamo da je

EG �G H�H I �HO

H I �HO
= EG �G H

S�EG �G H
.

No,
EG �G H�H I �HO

H I �HO
= EG �G H

H I �HO
�1 = AH

AG
�1 = G H

AG
= EG �G H

EG � AG
.

Dakle, dobijamo da je

S�EG �G H = EG � AG .

No, kada se odnos AH : AG qini sve vixe blizu 1, dakle kada pravo-
ugaonici postaju sve u�i, tada se S pribli�ava povrxini ispod krive
poqev od taqke G, a povrxina EG �G H postaje sve bli�a nuli (jer je
G H sve bli�e nuli). Stoga je povrxina ispod krive jednaka povrxini
pravougaonika AGEB.

Zanimǉivo je da, uprkos qiǌenici da se bavio i pitaǌem tangente
i pitaǌem kvadrature, Ferma nije eksplicitno povezao te probleme,
tj. nikada nije ukazao na rezultat poput ǋutn-Lajbnicove formule.

Ono po qemu je on sigurno danas poznatiji je po svojim rezulta-
tima i hipotezama iz teorije brojeva. Svi ǌegovi rezultati iz ove
oblasti su navedeni ili na marginama ǌegovog primerka Diofantove
,,Aritmetike” ili u prepisci sa drugim matematiqarima. No, kako
ǌegov primerak navedene kǌige nije saquvan (najverovatnije ga je uni-
xtio ǌegov sin pripremaju�i Fermaovo delo za objavǉivaǌe), ostaje
nam ǌegova prepiska po kojoj mo�emo proceniti razvoj ǌegovih rezul-
tata iz teorije brojeva. Prirodno je tu prepisku podeliti u qetiri
perioda.

Prvi period se sastoji iskǉuqivo od pisama u godini 1636. i sas-
toji se od 10 pisama. No, razmatra se tu samo jedan rezultat koji za-
ista pripada teoriji brojeva i naveden je u pismu Robervalu. Sastoji
se u tome da se poka�e da ako je x koren jednaqine x2+2(a+b)x = a2+b2,
onda je x apotoma(termin iz Euklidovih ,,Elemenata”), tj. razlika
dva broja koji su nesamerǉivi. Vidimo da se problem lako svodi
(razmotrite rexeǌe ove kvadratne jednaqine) na pitaǌe da li je neki
racionalan broj kvadrat racionalnog broja. Naravno, toga su bili
svesni i Ferma i Roberval. Dakle, mo�emo da zakǉuqimo da se oko
godine 1636. Ferma interesovao za vrlo elementarne probleme u vezi
teorije brojeva.

Drugi period odnosi se na godine 1638–1644. Ovo je, bez sumǌe,
bio najplodonosniji period. Sastoji se od 28 pisama. Poqiǌe pismom
upu�enom Mersenu, a nameǌenom zapravo Sen-Kroau. U ovom pismu su
navedeni slede�i stavovi
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1. Povrxina pravouglog trougla ne mo�e biti kvadrat.

2. Jednaqine x4+y4 = z4 i x3+y3 = z3 su nemogu�e za racionalne bro-
jeve, kao ni sistem x2 + y2 = z2, z2 + y2 = l 2.

3. Svaki broj je suma tri trougaona broja, qetiri kvadrata, pet
petougaonih brojeva, itd.

4. Nijedan broj oblika 8k�1 nije kvadrat, niti je suma dva kvadrata
ili tri kvadrata.

Kratak komentar je na mestu. Naravno, u sluqaju prvog problema
misli se na pravougli trougao qije su stranice racionalni (zapravo
mo�emo smatrati da su i celi) brojevi. Za drugi problem zapravo
Ferma ne tvrdi eksplicitno da su to nerexive jednaqine, nego ih vixe
postavǉa kao izazov Sen-Kroau.

Vidimo ogromnu razliku u nivou problema u razmaku od samo 18
meseci (od kraja 1636. godine). Po svemu sude�i je Ferma do 1638.
godine otkrio metod beskonaqnog spuxtaǌa. Ta ideja je postojala
i ranije, ali ju je on doveo da ozbiǉnog metoda. Ukratko, ona se
sastoji u tome da se poka�e da ne postoji prirodan broj sa nekim
svojstvom tako xto se iz pretpostavke da on postoji, zakǉuquje da
onda mora postojati i maǌi od ǌega sa tim istim svojstvom. Kako ne
mo�emo imati beskonaqan opadaju�i niz prirodnih brojeva, dobijamo
kontradikciju.

Ilustrujmo to na jednom jednostavnom primeru — poka�imo da
?

3
nije racionalan broj (naravno da nam taj metod za ovo svakako nije
potreban). Pretpostavimo da je

?
3 = a1

b1
,

gde su a1 i b1 pozitivni i uzajamno prosti prirodni brojevi. Prime-
timo da va�i jednakost

1?
3�1

=
?

3+1

2
.

Dobijamo
1

a1
b1
�1

=
?

3+1

2
,

te je ?
3 = 2

a1
b1
�1

�1 = 2b1

a1�b1
�1 = 3b1�a1

a1�b1
.
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Neka je a2 = 3b1�a1, a b2 = a1�b1. Kako je svakako a1 > b1 i a1 < 2b1, to
su i a2 i b2 prirodni brojevi. Primetimo da je

a2 < a1 akko 3b1�a1 < a1 akko 3b1 < 2a1 akko
a1

b1
> 3

2
akko 3 > 9

4
akko 12 > 9,

a
b2 < b1 akko a1�b1 < b1 akko a1 < 2b1,

te je a2 < a1 i b2 < b1. Tako dobijamo opadaju�e nizove prirodnih
brojeva i zakǉuqujemo da

?
3 nije racionalan broj.

U pismu numerisanom pod brojem XL, upu�enom Mersenu najverovat-
nije u junu 1640. godine nalazimo formulaciju (u specijalnom obliku)
stava, koji danas znamo kao Mala Fermaova teorema. Naime, Ferma
navodi da je otkrio tri lepa rezultat (ne bez truda). Najpre da je
2n�1 slo�en broj ukoliko je n slo�en, da je 2n�1 kongxruentan sa 1 po
modulu 2n ukoliko je n prost i da su u tom sluqaju prosti deliteǉi
broja 2n�1 oblika 2nk+1. Na primer, 211�1 = 2047 i 89 | 2047, pri qemu
je 89 prost broj oblika 2 �11 �4+1. Tako�e je naveo da je otkrio da je
broj 237�1 = 137 438 953 471 deǉiv prostim brojem 223 = 2 �37 �3+1.

ǋegov poqetak bavǉeǌa kvadratnim formama mo�e se primetiti
tako�e u pismima Robervalu i Mersenu iste godine. On tu navodi da
je pokazao da ako je n = p2 +q2, gde su p i q prirodni brojevi, onda n
nema prosti delilac oblika 4k�1.

U pismu XLIII nameǌenom Freniklu, najverovatnije iz avgusta 1640.
pixe:

Gotovo sam uveren da je 22n +1 prost broj za svaki broj n. Jox nemam dokaz
za to, ali sam iskǉuqio veliki broj delilaca . . .

Ojler je kasnije pokazao da 641 | 225 +1, tako da ova Fermaova slut-
ǌa nije bila dobra. Prosti brojevi ovog oblika se nazivaju Fer-
maovi prosti brojevi, no sem onih koji se dobijaju za n = 0,1,2,3,4, drugi
nisu poznati. Oni se pojavǉuju u razmatraǌu problema konstrukcije
pravilnih n-touglova pomo�u leǌira i xestara.

Usledio je period od 10 godina bez razmene rezultata iz teorije
brojeva. Tre�i period se odnosi samo na avgust i septembar 1654.
godine (nije loxe spomenuti da je 1653. godine Ferma pre�iveo kugu,
da je qak pogrexno javǉano i o ǌegovoj smrti) i dva pisma Paskalu.
Ponovo istiqe da je uveren da su brojevi oblika 22n +1 prosti, no u
drugom pismu najavǉuje i slede�e rezultate/probleme.

1. Svaki broj je sastavǉen od tri trougaona, qetiri kvadratna,
pet petougaonih i xest xestougaonih brojeva (ovo je teorema iz
1638. godine).

2. Da bi se dobila prethodna teorema, treba pokazati da je svaki
prost broj oblika 4k +1 zbir dva kvadrata.
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3. Za dati broj navedenog oblika, na�i kvadrate na koje se ras-
tavǉa.

4. Svaki prost broj oblika 3k +1 je oblika x2 +3y2.

5. Svaki prost broj oblika 8k�1 ili 8k +3 je oblika x2 +2y2.

6. Ne postoji trougao qije su stranice celi brojevi, a qija je povr-
xina potpun kvadrat.

Qetvrti period poqiǌe pismom od 3. januara 1657. godine. Ono je
upu�eno jednom pariskom matematiqaru, ali je nameǌeno da se uputi
drugim matematiqarima i u drugim zemǉama. Sastoji se od dva prob-
lema.

1. Na�i takav kub koji dodat zbiru svih svojih pravih delilaca
daje potpun kvadrat. Na primer, 343 = 73, svi pravi delioci od
343 su 1, 7 i 49, a 343+1+7+49 = 400 = 202. Na�i ostale kubove
koji ovo zadovoǉavaju.

2. Na�i sve kvadrate koji dodati svim svojim pravim deliocima
qine kub.

Posebno je izazov upu�en �onu Valisu u Englesku, ali on nije
pokazao interes za to. Smatrao je da se radi o pojedinaqnom problemu
iza koga ne stoji neka ozbiǉna teorija.

Najznaqajnije pismo iz ovog perioda je upu�eno Karaviju u avgustu
1659, a zapravo je nameǌeno Hajgensu. U ǌemu se navode neki problemi
od ranije, ali i nova dva.

1. Pokazati da jednaqina y2+2 = x3 nema drugih rexeǌa do x = 3, y = 5.

2. Pokazati da jednaqina y2+4 = x3 nema drugih rexeǌa do x = 2, y = 3
i x = 5, y = 11.

U ovom pismu Ferma ponovo govori o problemu da se poka�e da se
svaki prost broj oblika 4k +1 mo�e prikazati kao zbir dva kvadrata.
Govori da je to pokazao metodom beskonaqnog spuxtaǌa — da je iz
pretpostavke da postoji neki prost broj koji je tog oblika, a nije suma
dva kvadrata, on uspeo da na�e maǌi takav, te se na kraju to svodi da
najmaǌi takav broj, tj. 5 nije suma dva kvadrata, xto on oqigledno
jeste. No, nije dao nikakvu naznaku o tome kako se konstruixe takav
maǌi prost broj.

Pregledom Fermaove korespondencije mo�e se konstatovati da ni
u jednom pismu on nije spomenuo da ima rexeǌe problema, koji je
postao poznat kao Fermaov posledǌi problem, ili Velika Fermaova
teorema: ne postoje pozitivni celi brojevi x, y, z takvi da je xn+yn = zn
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ni za jedno n ¥ 5. Naveo je na vixe mesta da ti brojevi ne postoje za
n = 3 i n = 4, ali nikada, sem na marginama svog primerka Diofantove
,,Aritmetike” nije pisao o tom opxtem problemu. Na marginama je
napisao da ima izvanredno rexeǌe, ali da su margine male da ga
ispixe. Tako da se mo�e sa velikom sigurnox�u konstatovati da
nije imao rexeǌe ovog problema ni za jedno n > 4.

Glavni metod koji je Ferma koristio u svom radu na problemima iz
teorije brojeva je bio metod beskonaqnog spuxtaǌa. Poka�imo kako
je on taj metod primenio da poka�e da jednaqina

x4 + y4 = z2

nema rexeǌe u prirodnim brojevima (iz qega sledi i Velika Fermaova
teorema za n = 4).

Pretpostavimo da rexeǌe postoji i da je z najmaǌi broj qiji se
kvadrat razla�e na sumu dva qetvrta stepena. Jasno je da su tada
x, y, z par po par uzajamno prosti brojevi. Od starih vremena je poz-
nato pravilo za Pitagorine trojke. Sigurno je jedan od brojeva x, y
paran. Naime, ako bi oba bili neparni, onda bi broj x4+y4 bio paran
broj koji nije deǉiv sa 4, a takav broj ne mo�e biti potpun kvadrat.
Ukoliko pretpostavimo da je y paran, dobijamo da je, za neke brojeve
A,B:

x2 = A2�B 2, y2 = 2AB , z = A2 +B 2.

Kako su x i y uzajamno prosti, to su i A i B uzajamno prosti. Pret-
postavimo da je B paran. Tada mora biti A = a2,B = 2b2 za neke a,b.
Dobijamo

x2 + (2b2)2 = A2�B 2 +B 2 = A2 = a4.

Ako sada na Pitagorinu trojku (x,2b2, a2) primenimo gorenavedeni rezul-
tat, dobijamo da postoje uzajamno prosti C i D takvi da je

2b2 = 2C D, a2 =C 2 +D2.

Iz qiǌenice da je C D potpun kvadrat i da su C i D uzajamno prosti,
sledi da je C = c2 i D = d 2 za neke c,d. Tada je

c4 +d 4 = a2.

No, jasno je da je a < z:

z = a4 + (2b2)2 > a4 ¥ a.

Na osnovu principa beskonaqnog spuxtaǌa rezultat sledi.

Ferma svakako nije bio profesionalni matematiqar, a ni ǌegovi
maniri nisu bili takvi. Jeste �eleo priznaǌe, ali nije �eleo da ob-
javǉuje radove, nije �eleo da ih sre�uje da budu do kraja precizni i
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da se mogu objaviti i izdr�ati kritiku. No, i pored toga, za ǌegove
rezultate se ne mo�e re�i da su amaterski ako pod tim podrazumevamo
da su proizvoǉni, slabi i nejasni. Imao je i grexaka, ali to je nor-
malno. Svakako je uticao u znaqajnoj meri na razvoj matematike. Sam
Fermaov posledǌi problem je bio veliki motiv za razvoj teorije bro-
jeva. Endrju Vajls ga je rexio 1994. godine i dokazao da je Fermaova
pretpostavka bila taqna.

Ka Calculusu

Infinitezimalni metodi do ǋutna
i Lajbnica

Mertonovsko pravilo, xirina forme

U sredǌem veku mo�emo da istaknemo ideje ,,xirine forme” kao
pretequ i koordinatnog sistema i Calculusa. Sholastiqki filozofi
su diskutovali mogu�nost kvantifikacije formi, xto je Aristotelov
koncept, koji praktiqno odgovara pojmu funkcije. Naime, to je kvalitet
(neqega) koji je promenǉiv, kao xto su to brzina, temperatura, gustina.
Razmatrano je pitaǌe pove�avaǌa i smaǌivaǌa (intensio i remissio)
intenziteta formi. Intenzitet forme se razlikuje od ǌene eksten-
zije: brzina, temperatura, gustina su intenziteti, dok su pre�eni
put, toplota, masa – ekstenzije.

Grupa filozofa sholastiqara u XIV veku na Merton Kole
u u Oks-
fordu

Slika 34: Merton Kole
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razmatrala je stepen promene, kao i stepen promene stepena promene
formi, naravno bez formula, verbalno, uz dozu ne samo filozofije,
nego i misticizma. Sva kretaǌa se dele na ravnomerna (uniformna)

u kojima se u svakom delu vremena isto rastojaǌe pre�e

i neravnomerna (,,diformna”)

Neravnomerno kretaǌe je ono u kome se vixe rastojaǌa pre�e u nekom delu
vremena, a maǌe u nekom drugom.

Osim toga, neravnomerna kretaǌa su klasifikovana u ravnomerno
neravnomerna i neravnomerno neravnomerna, a naravno tako se mo�e
i daǉe i�i.

Neko kretaǌe je ravnomerno ubrzano ukoliko u istim delovima vremena pos-
ti�e isto pove�aǌe brzine.

Ustanovǉeno je ,,mertonovsko pravilo”:

Kad god postoji ravnomeran rast lokalnog kretaǌa, lokalno kretaǌe je ravno-
merno neravnomerno kretaǌe. Kako ono po svom rezultatu odgovara sredǌoj
vrednosti, oqigledno je da se isti put mo�e pre�i ravnomernim kretaǌem u
sredǌoj vrednosti kao i ravnomerno neravnomernim kretaǌem.

Naravno, ovo nam ka�e da, ako je vp poqetna, a vz zavrxna brzina,
onda se isti put prelazi ukoliko se sve vreme ide sredǌom brzinom
vs = vp+vz

2 . Navo�eno je vixe dokaza, neki su ukǉuqivali i rad sa
beskonaqnim redovima!

U Parizu se ovim pitaǌima bavio Nikola Orezm (oko 1323–1382).
Grafiqki prikaz funkcije se prvi put pojavǉuje u delu �ovanija

di Kasala 1346, ali Orezm je to znaqajno ozbiǉnije uradio. Evo xta
on govori.

(a) U vezi kvaliteta se dve stvari mogu predstaviti, naime intensio per
gradum i extensio per subjectum i stoga se kvalitet mo�e videti u dve dimen-
zije.

Iz ovih razloga se ponekad ka�e da kvalitet ima du�inu i xirinu umesto
intenzitet i ekstenziju.

(b) Kvalitet se mo�e zamisliti da pripada taqki ili nedeǉivom sub-
jektu, kao xto je duxa, ali tako�e i liniji i qak i povrxi i telu.

Zakǉuqak 1: Kvalitet taqke ili nedeǉivog objekta mo�e se predstaviti
linijom, poxto ima samo jednu dimenziju, naime intenzitet. Odavde sledi
da takav kvalitet kao xto je znaǌe ili vrlina, ne mo�e biti uniformno ili
diformno, kao xto se i za liniju ne ka�e da je uniformna ili diformna.
Tako�e sledi da se ne mo�e pozivati na xirinu znaǌa ili vrline, poxto joj
se ne mo�e pridru�iti du�ina, jer svaka xirina pretpostavǉa i du�inu.
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Slika 35: Nikola Orezm

Zakǉuqak 2: Kvalitet linije se mo�e predstaviti pomo�u povrxi, qija
je du�ina pravolinijska ekstenzija subjekta, a xirina je intenzitet, koji je
predstavǉen normalama podignutim na liniju subjekta.

Zakǉuqak 3: Sliqno se kvalitet povrxi mo�e predstaviti telom . . .

No, nekome mo�e biti sumǌivo: ako se kvalitet linije ovde predstavǉa
pomo�u povrxi, a kvalitet povrxi pomo�u tela koje ima tri dimenzije,
kvalitet tela �e, bez sumǌe, biti predstavǉen neqim xto ima qetiri di-
menzije...

On zatim tvrdi kako nije potrebno uvoditi qetiri dimenzije, pozi-
vaju�i se na neke Aristotelove rasprave. U svakom sluqaju, vidimo
ideju grafika funkcije jedne i dve promenǉive, i naznaku grafika
funkcije i tri promenǉive. Vidimo da je postojao veliki otpor raz-
matraǌu vixe od tri dimenzije i to je potrajalo jox vekovima.

Orezm grafiqki pokazuje razliku izme�u uniformnih formi, koje
su predstavǉene pravougaonicima i uniformno diformnih formi koje
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su predstavǉene pravouglim trouglovima (ako se, na primer, pred-
stavǉa ravnomerno ubrzano kretaǌe poqev od mirovaǌa ili koje pred-
stavǉa ravnomerno usporeno kretaǌe do zaustavǉaǌa) ili trapezima.

Slika 36: Uniformne i uniformno diformne forme

ǋegov Zakǉuqak 5 je zapravo mertonovsko pravilo.

Zakǉuqak 5: Na osnovu prethodnog se mo�e dokazati da je uniformno
diforman kvalitet jednak sredǌem stepenu, tj. podjednako je veliki kao xto
bi uniforman kvalitet bio u sredǌoj taqki i ovo se mo�e ovako pokazati.

Slika 37: Mertonovsko pravilo kod Orezma

Ilustruje i diformno diformne kvalitete:

U delu ,,Pitaǌa o Euklidovoj geometrije”, u kojima se mogu na�i
i prethodna razmatraǌa, u okviru 14. pitaǌa, on zapravo pokazuje
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da je pre�eni put pri ravnomerno ubrzanom kretaǌu proporcionalan
kvadratu vremena (dakle, pre Galileja). On tu govori o ’kvalite-
tima’, ali se to naravno mo�e preneti na zakǉuqak koji smo naveli.

. . . svaki uniformno diformni kvalitet . . . za qiji subjekt zamislimo da je
podeǉen na neki broj delova treba oznaqiti kvadratom broja koji predstavǉa
broj delova na koji je subjekt podeǉen.

I ilustruje to ovako (prime�uje da je zbir 1+3+5+7+9 = 52, a lako
se mo�emo uveriti, recimo deǉeǌem na trouglove podudarne najmaǌem
trouglu, da je odnos ovih povrxina zaista kao na slici):

Slika 38: Pre�eni put po ravnomerno ubrzanom kretaǌu je propor-
cionalan kvadratu proteklog vremena

Orezm se bavio i sumiraǌem redova. Na primer, u delu ,,Tractatus
de configurationibus qualitatum et motuum” geometrijski je pokazao da je

1+ 1

2
�2+ 1

4
�3+ � � �+ 1

2n�1
�n + � � �= 4.

Na drugom mestu je pokazao da harmonijski red

1+ 1

2
+ 1

3
+ 1

4
+ � � �

nema konaqnu sumu. Naime, grupisao je qlanove na pogodan naqin:
tre�i i qetvrti su u zbiru 1

3 + 1
4 , a to je ve�e od 1

4 + 1
4 = 1

2 . Zbir
slede�a qetiri je tako�e ve�i od 1

2 :
1
5 + 1

6 + 1
7 + 1

8 > 1
8 + 1

8 + 1
8 + 1

8 = 1
2 . Tim

grupisaǌem se pokazuje neograniqenost sume. Zapravo takav dokaz i
danas koristimo.
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Stevin

Slika 39: Statua Simona Stevina u Bri�u

Sa Simonom Stevinom (1548–1620) zaista poqiǌu primene metoda
koje su vodile ka Calculusu i koje su predstavǉale napredak od Arhime-
dovih rezultata. To se postiglo i tako xto se maǌe insistiralo na
strogosti. Po svemu sude�i, to je bio jedini naqin da se nekako krene
daǉe i to je na kraju i dovelo do znaqajnih rezultata koji su najzad
dobro zasnovani tek krajem XIX veka.

Stevin je bio flamanski in�eǌer i matematiqar iz Bri�a. Puto-
vao je po Evropi, a radio je i u drugim gradovima sadaxǌe Belgije
i Holandije. Ovde �emo prikazati kako je pokazao da se te�ixte
parabole nalazi na dijametru parabole (koji sadr�i taqku u kojoj je
tangenta paralelna tetivi – podsetite se kvadrature parabole kod
Arhimeda).

Najpre da navedemo da je ranije konstatovao da je, ako figura
ima centar simetrije, to ujedno i ǌeno te�ixte. Stoga zna gde se
nalazi te�ixte jednakostraniqnog trougla, paralelograma. Kasnije
je pokazao za bilo koji trougao, a dokaz je vrlo sliqan ovome koji
sledi.
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Slika 40: Stevinovo odre�ivaǌe te�ixta parabole

Dakle, on najpre podeli AD na qetiri jednaka dela AN , N M , ML,LD.
Postavi paralele tetivi BC kroz taqke N , M ,L i onda kroz dobijene
preseke sa parabolom postavi paralele dijametru AD. Tako dobije
figuru koju qine tri paralelograma sa slike: EF T O, G HSP i I K RQ.
Kako zna da te�ixte paralelograma EF T O le�i na LD, te�ixte G HSP
na ML i te�ixte I K RQ na N M, konstatuje da te�ixte te figure le�i
na AD. Potom prime�uje da mo�e daǉe da deli AD, tako da svaki od
ve� postoje�ih du�i deli na pola i formira novu figuru od novih
paralelograma. No, vidi se da se ta figura sve vixe i vixe poklapa
sa odseqkom parabole, odnosno da se ostatak mo�e uqiniti proizvoǉno
malim ako se proces nastavi. Rezonuje na slede�i naqin.

A. Pored ma kojih razliqitih te�ina mo�e se staviti te�ina maǌa od
ǌihove razlike.

O. Pored navedenih te�ina ADC i ADB ne mo�e se staviti te�ina maǌa
od ǌihove razlike.

O. Stoga se ove te�ine ADC i ADB ne razlikuju.

Vidimo da je zakǉuqivaǌe formirao u obliku silogizma. Dakle,
umesto da ide na dokaz svo�eǌem na apsurd kao kod Arhimeda, on ovako
zakǉuquje. Dakle, poxto delovi ADC i ADB imaju istu te�inu, za-
kǉuquje da je AD vertikalna du� ako se figura ,,okaqi” o A, te je
te�ixte negde na AD. Daǉe on ustanovǉava i gde se nalazi te�ixte
(ono deli AD u odnosu 3 : 2). Ovde se nismo bavili nekim dodatnim raz-
matraǌima u ǌegovom dokazivaǌu, samo smo se fokusirali na glavnu
ideju. Ovaj metod on primeǌuje u nizu izvo�eǌa. Svakako je �eleo
da istakne da je ono xto radi vaǉano sa logiqke taqke gledixta,
mada nije kao kod Arhimeda. Prisetimo se da Arhimedov ,,Metod” u
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kome je on pokazivao kako je koristio mehaniqke argumente za dokaz
geometrijskih qiǌenica, u to vreme nije bio dostupan.

Kepler

Johan Kepler (1571–1630)

Slika 41: Johan Kepler

nam je, naravno, najvixe poznat kao astronom. No, pitaǌa kojima se
bavio u astronomiji zahtevala su i matematiku. Imao je zanimǉivu
ideju u vezi konusnih preseka. On je smatrao da ima pet vrsta konika,
koje su sve pripadale istom rodu. U svom radu iz optike iz 1604. is-
takao je princip neprekidnosti. Naime, od konusnog preseka koji se sas-
toji od dve prave koje se seku i u kojoj se �i�e poklapaju u taqki pre-
seka, postepeno, preko beskonaqno mnogo hiperbola u kojima se �i�e
sve vixe i vixe razdvajaju, dolazimo do parabole za koju je tako�e
smatrao da ima dve �i�e, ali jednu od ǌih u beskonaqnosti. Potom se
�i�e preko familije elipsi ponovo pribli�avaju jedna drugoj dok se
na kraju ne identifikuju kada se dobije krug. Ta ǌegova ideja o taqki
u beskonaqnosti kasnije je boǉe realizovana u Dezargovoj geometriji.

Kepler je naxao i primene za beskonaqno male u svojoj astronomiji.
U delu ,,Nova astronomija” naveo je svoja prva dva zakona.
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1. Planete se kre�u oko Sunca po orbiti koja je elipsa i u kojoj se
Sunce nalazi u jednoj od �i�a.

2. Radijus vektor koji spaja Sunce i planetu prebrixe jednake povr-
xine za jednako vreme.

Dakle, ovde mu je bilo potrebno razmatraǌe povrxina i o ǌima je
mislio kao o beskonaqnom broju trouglova qije je jedno teme u �i�i, a
druga dva su beskonaqno bliska na elipsi. Tako on izvodi i povrxinu
kruga.

Slika 42: Povrxina kruga po Kepleru

Ako raqunamo povrxinu malih krivolinijskih trouglova kao 1
2 r �li ,

gde je li du�ina tih malih lukova, onda kada saberemo sve povrxine,
uz konstataciju da je zbir tih lukova jednak obimu kruga, dobijamo
da je povrxina 1

2 r O, gde je O obim kruga.
Da bi pokazao da je povrxina elipse jednaka πab, gde su a i b

poluose, on, u duhu Orezma, posmatra krug kao uniju vertikalnih
du�i, sabiraǌem qijih se du�ina dobija povrxina. No, elipsa se
dobija ’sabijaǌem’ kruga du� ordinate u odnosu b : a

Slika 43: Povrxina elipse po Kepleru

te se tako dobija da je povrxina elipse qije su poluose a i b jednaka

94



πab (povrxina kruga je πaa, a onda imamo promenu jedne ose). Jasno
da su ova razmixǉaǌa daleko od korektnih, ali ve� smo rekli da je
to bilo neophodno da bi razvoj matematike poxao daǉe.

Kepler se, osim posla dvorskog astronoma, bavio i drugim poslovi-
ma. Naravno da je sastavǉao i horoskop, a godine 1615. je izdao
delo u kome se bavio zapreminama raznih tela (motivisan pitaǌima
zapremine vinskih baqvi). To su bila tela koja su nastajala raznim
rotacijama oko raznih osa konusnih preseka, qak 92 tela su tu razma-
trana. Naziv dela je bio ,,Nova stereometrija vinskih baqvi”. Razma-
traǌa su bila poput prethodnih i te ideje su sistematski unapre�ene
1635. u znaqajnoj kǌizi ,,Geometrija nedeǉivih” Galilejevog uqenika
Bonaventure Kavalijerija.

Galilej

Galileo Galilej (1564–1642) nije bio matematiqar per se, ali je
u svojim delima koristio matematiku, pa i ideje beskonaqno malog
i beskonaqno velikog. Prvo ǌegovo znaqajno delo ,,Dva glavna sis-
tema” objavǉeno je 1632. na italijanskom i posve�eno je astronomiji.
Napisano je u formi razgovora tri qoveka – Salvijatija (nauqnik,
praktiqno predstavǉa Galileja), Sagreda (obrazovani amater) i Sim-
plicija (ili Simplikija, xto je pravilniji izgovor) (filozof koji
je qvrsto branio Aristotelov pogled na svet), a bavilo se Ptolema-
jevim i Kopernikovim pogledom na Sunqev sistem. Drugo delo, ,,Dve
nove nauke” objavǉeno je 1638. tako�e na italijanskom i ono je bilo
posve�eno fizici, konkretno dinamici i jaqini materijala. Isti
likovi su se i ovde pojavili i razgovarali o tim temama.
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Galilej je pokazao da je putaǌa projektila parabola, rastavǉaju�i
ǌegovo kretaǌe na dve komponente – horizontalnu i vertikalnu, uzro-
kovanu gravitacijom. No, Galilej je mislio da je i lanqanica (kriva
koju oblikuje lanac ili kanap kada se okaqi o dve taqke) tako�e
parabola (kasnije je utvr�eno da se radi o funkciji kosinus hiper-
boliqki). Bavio se i problemom odre�ivaǌa povrxine ispod jednog
luka cikloide, ali nije uspeo da do�e do rezultata.

U delu ,,Dva glavna sistema” pojavǉuje se diskusija o beskonaqno
malim veliqinama razliqitih redova. Naime, Simplikije je kao ar-
gument koji se protivi Zemǉinoj rotaciji tvrdio da �e tela u tom
sluqaju biti izbaqena sa Zemǉe u pravcu tangente na rotacionu puta-
ǌu, a Salvijati je objaxǌavao da se tu radi o beskonaqno malim
veliqinama razliqitog reda.

Slika 44: Beskonaqno male veliqine kod rotacije Zemǉe

Naime, kada se izvrxi rotacija za (beskonaqno) mali ugao θ, onda
je potrebno da telo ,,padne” za QR da bi ostalo na Zemǉi, a to je
beskonaqno mala veliqina vixeg reda u odnosu na luk ØPR (ili na PQ).
Mi sada mo�emo da se lako uverimo u to: OS = OR cosθ, PQ = OR sinθ,
je QR =OR(1�cosθ), te QR

PQ Ñ 0, kada θÑ 0.

U delu ,,Dve nove nauke” pojavǉuje se i rezultat koji govori da
postoji bijekcija izme�u svih prirodnih brojeva i svih brojeva koji
su potpuni kvadrati. Na�alost, Salvijati (xto znaqi Galilej) nije
u staǌu da savlada problem u kome se qini da je deo jednak celini, no
razrexava problem tako xto ka�e da pojmovi ‘ve�e’, ‘maǌe’, ‘jednako’
nemaju smisla za beskonaqne skupove. Qak ne dozvoǉava da se oni
upore�uju sa konaqnim skupovima. Trebalo je vixe vekova da se ovo
vaǉano razrexi u okviru teorije skupova.
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