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Luka Pa�oli (1445–1517)

Slika 1: Luka Pa�oli

napisao je znaqajno delo Summa de arithmetica, geometria, proportioni e pro-
portionalità. Ono je napisano na italijanskom, ne na latinskom, 1487.
godine, a xtampano je u Veneciji 1494. On je koristio napredniju
algebarsku notaciju od Leonarda. To je opet varijanta skra�eniqke
algebre. Za kvadratni koren je koristio oznaku R (Radix), ili R2, a
za kubni R3. Qetvrti koren je bio RR, ili R4. Nepoznata u jednaqini
se oznaqavala sa co. (cosa, stvar), ǌen kvadrat sa ce. (censo), kub sa
cu. (cubo), qetvrti stepen sa ce.ce.. Ako bi postojala jox jedna nepoz-
nata, ona bi se zvala quantità. Za sabiraǌe se koristila oznaka p, a
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za oduzimaǌe m. Na primer,

3
b

34�
?

12

bi se pisalo kao
R3V 34m̃R12.

Oznaka V pokazuje da se koren odnosi na sve iza ǌega (V=U=Universale)
i od tog slova se razvila oznaka za koren:

R3V 34m̃R12 Ñ 3̀ 34�` 12 Ñ 3
b

34�
?

12.

Na kraju kǌige je napisao da je za jednaqine u kojima se pojavǉuju

numero, cosa e cubo;
numero, censo e cubo;

numero, cubo e censo de censo

za sada niko nije uspeo da formira opxta pravila. Dakle, ovde se
radi o jednaqinama tre�eg i qetvrtog stepena.

Rexavaǌe jednaqina tre�eg stepena

Svaku jednaqinu tre�eg stepena

x3 +ax2 +bx + c = 0.

smenom x = y� a
3 svodimo na:(

y� a

3

)3
+a

(
y� a

3

)2
+b

(
y� a

3

)
+ c = 0,

odnosno na

y3�
�

��3y2 a

3
+3y

( a

3

)2
� a3

27
+�

�ay2�2
a2

3
y + a3

9
+by� ab

3
+ c = 0,

y3 +
(
b� 1

3
a2

)
y + 2a3

27
� ab

3
+ c = 0

dakle na jednaqinu u kojoj nema kvadratnog qlana. Ovo je naravno bilo
dobro poznato, te su se, s obzirom da se nisu koristili negativni
koeficijenti, sve jednaqine tre�eg stepena svodile na jedan od tri
tipa:

(1) x3 +px = q,

(2) x3 = px +q,

(3) x3 +q = px,

2



gde su, naravno, p, q pozitivni brojevi. Prvi matematiqar koji je
naxao rexeǌe za jednaqinu tipa (1) bio je Scipion del Fero (1465–
1526). Smatra se da je on do tog rexeǌa doxao oko 1515. godine. Bio
je profesor u Boloǌi i svoje rexeǌe nigde nije objavio, samo ga je na
samrti saopxtio svom zetu Hanibalu Naveu i svom uqeniku Antoniju
Fjoreu.

Dakle, i u to vreme, pa i znatno kasnije, matematiqari nisu uvek
�eleli da objave svoje rezultate. ǋihove pozicije nisu bile sigurne,
morali su da se dokazuju. Jedna od formi dokazivaǌa u renesansnoj
Italiji bila je u formi matematiqkih dvoboja. Nikolo Fontana
(1500–1557), poznatiji kao Tartaǉa (Mucavac),

Slika 2: Nikolo Fontana

bio je samouk matematiqar. Ro�en je u Brexi na severu Italije.
Kada je bio mali, Francuzi su zauzeli Brexu i jedan francuski vo-
jnik ga je ranio tako da je ceo �ivot imao o�iǉak na licu i imao
je problema sa govorom. Tada mu je i otac ubijen. Majka se trudila
da ga xkoluje, ali nisu imali novca za to. Kako pixe u ǌegovim bi-
ografijama, u xkoli je bio dve nedeǉe, ali je posle zadr�ao kǌigu
koju je trebalo da vrati i iz ǌe nauqio da qita i pixe. Kasnije je
uspeo dodatnim xkolovaǌem da nauqi vixe, pa je na kraju uspeo da
obezbedi poziciju privatnog uqiteǉa raquna. Bio je i veoma uspexan
u tim matematiqkim dvobojima.

Tartaǉin prijateǉ mu je 1530. poslao dva problema, koji se svode
na slede�e:

3



1. Rexiti jednaqinu x3 +3x2 = 5.

2. Rexiti jednaqinu x(x +2)(x +4) = 1000.

Tartaǉa se dobro pomuqio i uspeo da rexi ove zadatke te je ob-
javio da mo�e da rexi svaku jednaqinu tipa x3 +px2 = q.

Fjore je smatrao da on blefira i 1535. ga je izazvao na dvoboj.
Svako od ǌih je zadao drugome 30 zadataka, a pora�eni je morao da
plati 30 veqera za pobednika i ǌegove prijateǉe. Pobednik bi bio
onaj koji rexi vixe zadataka za 50 dana. Tartaǉa je saznao da se svi
problemi koje je Fjore sastavio svode na rexavaǌe jednaqine tipa (1).
Stoga se maksimalno potrudio da na�e rexeǌe za taj tip. Uspeo je u
tome i sve probleme koje mu je Fjore postavio rexio je za nekoliko
sati, dok Fjore nije uspeo da rexi ve�inu problema koje je za ǌega
sastavio Tartaǉa (problemi su bili razliqitog tipa, jedan je qak
bio skriveno u vezi sa ovim tipom jednaqine i Tartaǉa ga je postavio
zato xto je bio ube�en da Fjore ne razume suxtinski probleme koji
se tu pojavǉuju). Navodno je Tartaǉa bio toliko zadovoǉan svojim
trijumfom da je oslobodio Fjorea obaveze da plati tra�ene veqere.

Tartaǉa je sada znao da rexava jednaqine sva tri tipa i nije imao
nameru da objavi ovo rexeǌe. U priqi se sada pojavǉuje �irolamo
Kardano (1501–1576) — lekar, izumiteǉ, astrolog, matematiqar, xa-
hista, kockar.

Slika 3: �irolamo Kardano

Jedan od ǌegovih izuma i sada se koristi – ,,Kardanova spojnica”
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zaista nosi ime po ǌemu. Napisao je i kǌigu o igri kockom, to je
mo�da i prva kǌiga posve�ena teoriji verovatno�e. Kardano je poz-
vao Tartaǉu da mu otkrije svoje rexeǌe. Na kraju je uspeo da ga
ubedi da Tartaǉa do�e kod ǌega u Milano, gde �e ga Kardano upoz-
nati sa vojnim zapovednikom Milana xto je dosta znaqilo Tartaǉi,
jer je imao neke zamisli u vezi balistike, koje je �eleo da poka�e
dotiqnom markizu.

Slika 4: Kardanova spojnica

U svakom sluqaju, Kardano je uspeo da ubedi Tartaǉu da mu otkrije
svoj metod. Obavezao se da ne�e to objaviti pre nego xto ga Tartaǉa
sam objavi. Tartaǉa je saopxtio rexeǌe u obliku pesmice. Uput-
stvo je bilo jednostavno: napixi q u obliku q = u� v, pri qemu su
u i v takvi da je u � v = ( p

3

)3. Tada je rexeǌe x = 3
?

u� 3
?

v. U ostala
dva sluqaja se biraju u i v tako da je q = u + v, u � v = ( p

3

)3 i rexeǌe je
x = 3

?
u + 3

?
v.

Da proverimo:

x3 +px = ( 3
?

u� 3
?

v)3 +p( 3
?

u� 3
?

v)

= u�3
3
?

u2v +3
3
?

uv2� v +p( 3
?

u� 3
?

v)

= q�3 3
?

uv( 3
?

u� 3
?

v)+p( 3
?

u� 3
?

v)

= q�3
p

3
( 3
?

u� 3
?

v)+p( 3
?

u� 3
?

v)

= q.

Naravno, i ostali sluqajevi lako se provere.

Kardano i ǌegov uqenik Lodoviko Ferari (1522–1565) daǉe su
razvijali ovaj metod. Ferari je qak uspeo da tako rexi i jednaqinu
qetvrtog stepena i oni su �eleli da objave te rezultate, ali ih je
obe�aǌe Tartaǉi spreqavalo u tome. No, saznali su da je Scipion
del Fero imao rexeǌe i otixli su u Boloǌu da to provere u ǌe-
govoj zaostavxtini. Kada su saznali da je to zaista tako, Kardano je
smatrao da vixe nije obavezan prema Tartaǉi i 1545. objavǉuje delo
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Ars Magna (Velika vextina). U tom delu opisuje rexavaǌe jednaqina
tre�eg i qetvrtog stepena. Navodi da je metod za rexeǌe jednaqine
tre�eg stepena saznao od Tartaǉe, a da je metod za rexavaǌe jedna-
qine qetvrtog stepena razvio Ferari. Tartaǉa je bio ogorqen zbog
toga, krenula je bujica optu�bi. Sve se to zavrxilo duelom Tartaǉe
i Ferarija u kome su oni raspravǉali o matematiqkim problemima.
Jasno je da je mla�i Ferari bio u velikoj prednosti u odnosu na sta-
rijeg i nimalo reqitog Tartaǉu, koji je bio pora�en i poni�en tim
duelom.

Slika 5: Lodoviko Ferari

Mi se vra�amo na temu kako je Kardano prikazao ovaj metod. On
je to malo modifikovao. Evo kako je to bilo na primeru iz ǌegove
kǌige. Posmatra jednaqinu

x3 +6x = 20. (1)

Naravno, on koristi retoriqku algebru, sve se ovo objaxǌava reqima.
On motivixe sve geometrijskim razmatraǌima u prostoru, odgovaraju-
�im kockama, no mi �emo to preskoqiti, poxto znamo da baratamo
kubom binoma. Ono xto je va�no je da on tra�i rexeǌe u obliku
x = u� v. Kada se ovo zameni u gorǌu jednaqinu dobije se:

(u3� v3)� (3uv�6)(u� v) = 20.
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On sada tra�i da je
u3� v3 = 20

3uv = 6.

Dobija sistem
u3� v3 = 20

u3v3 = 8.

Tada je u3 =?108+10, a v3 =?108�10 i konaqno

x = 3
b?

108+10� 3
b?

108�10.

Ovde ve� mo�emo da uoqimo problem. Znamo da jednaqina (1) ima
taqno jedno pozitivno realno rexeǌe. No, lako se vidi da je to re-
xeǌe zapravo x = 2. A mi smo dobili veoma slo�en izraz za to rexeǌe
u kome je texko prepoznati da je zaista x = 2. Tartaǉa je bio svestan
ovog problema, zato je i verovao da Fjore suxtinski ne razume xta se
tu sve dexava. No, mi mo�emo da se sna�emo ovde. Naime, primetimo
da je 108 = 4 �27, te je

?
108+10 = 6

?
3+10. Da li mo�emo da na�emo neki

broj qiji je ovo tre�i stepen? To zapravo nije texko na�i:

(
?

3+1)3 = 3
?

3+3 �3+3
?

3+1 = 6
?

3+10.

No, tada je i (
?

3�1)3 = 6
?

3�10 =?108�10. Dakle, 3
a?

108+10 =?3+1,
3
a?

108�10 =?3�1, te je zaista rexeǌe:

x = (
?

3+1)� (
?

3�1) = 2.

Naravno, nama sada ne bi bilo texko da izvedemo i opxte rexeǌe, te
da dobijemo poznate Kardanove formule, no umesto toga pogledajmo jox
jedan primer. Posmatrajmo jednaqinu

x3 = 15x +4. (2)

Ovo je jednaqina drugog tipa i ovde je zgodno rexeǌe tra�iti u ob-
liku x = u + v. Dakle,

(u + v)3 = 15(u + v)+4.

u3 +3u2v +3uv2 + v3 = 15(u + v)+4.

3uv(u + v)+ (u3 + v3) = 15(u + v)+4.

Tra�imo u i v tako da je 3uv = 15, u3 + v3 = 4. Dobijamo sistem po u3,
v3:

u3v3 = 125

u3 + v3 = 4.
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Ovde je zanimǉivo da spomenemo maestra Antonija iz Firence (XIV
vek). On je sistem jednaqina

st = c

s + t = d

rexavao tako xto je rexeǌe tra�io u obliku s = a +
?

b, a t = a�
?

b.
Naravno, ovo je potpuno korektno, a i vrlo je zgodan metod za rexa-
vaǌe ovakvog sistema. Iskoristimo ga. Dakle, nax sistem je

st = 125

s + t = 4.

Ako uzmemo da je s = a +
?

b, a t = a�
?

b dobijamo da je 2a = 4, tj. a = 2,
dok je a2�b = 125, tj. b =�121. Dakle, u3 = 2+?�121, a v3 = 2�?�121,
te je

x = u + v = 3
b

2+
?
�121+ 3

b
2�

?
�121.

Zastanimo malo i pogledajmo ponovo naxu poqetnu jednaqinu. Nije
texko videti da jednaqina x3 = 15x+4 ima za rexeǌe x = 4 i da je to za-
pravo jedino pozitivno realno rexeǌe. Osim toga, mo�e se proveriti
da ova jednaqina ima tri razliqita realna rexeǌa. A mi dobismo
nexto priliqno komplikovano! Situacija je, da se tako izrazimo,
jox gora nego u prethodnom primeru, poxto smo dobili kvadratni
koren iz negativnog broja. I sada imamo slede�e: izbegavali smo
negativne brojeve uopxte, a dobili smo rexeǌe u kome se pojavǉuje
qak i kvadratni koren iz negativnog broja. Zapravo, ovako nexto �e
se pojaviti uvek u sluqaju kada jednaqina ima tri razliqita realna
rexeǌa! To je takozvani nesvodǉiv sluqaj.

Kardano je bio svestan ovog problema i trudio se da ga izbegne u
primerima koje je dao u svojoj kǌizi. Ipak, na jednom mestu je dopus-
tio i koren iz negativnog broja. Razmatrao je problem rastavǉaǌa
broja 10 na dva dela qiji je proizvod 40, odnosno sistem jednaqina

x + y = 10

x y = 40.

On je napisao da je jasno da je to nemogu�e, ali da ipak radimo. Dobio
je brojeve 5+?�15 i 5�?�15. Ka�e: ,,Ako ostavimo po strani men-
talno muqeǌe, kada pomno�imo 5+?�15 i 5�?�15 dobijamo 40. . .Ovo
je zaista sofistika (mudrovaǌe).” Po svemu sude�i, Kardano je bio
prvi matematiqar koji je uveo kompleksne brojeve a+?�b, ali se nije
ose�ao nimalo prijatno u vezi toga.

Rafael Bombeli se pozabavio ovim problemom i to �emo razmotriti
nexto kasnije.
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Rexavaǌe jednaqina qetvrtog stepena

Opxta jednaqina qetvrtog stepena

x4 +ax3 +bx2 + cx +d = 0,

mo�e se smenom x = y� a
4 svesti na jednaqinu u kojoj nedostaje kubni

qlan. Naravno, s obzirom na izbegavaǌe negativnih brojeva, za mate-
matiqare u Italiji u XVI veku bilo je vixe sluqajeva. Osnovna ideja
Ferarijevog metoda je da se dodavaǌem pogodnih izraza jednaqina
svede na oblik

(x2 +e)2 = ( f x + g )2.

Razmotri�emo primer iz Kardanove kǌige:

x4 +6x2 +36 = 60x. (3)

Da bi dobio potpun kvadrat sa leve strane, dodaje 6x2 na obe strane:

x4 +12x2 +36 = 6x2 +60x,

tj.
(x2 +6)2 = 6x2 +60x.

Kardano navodi slede�u formulu koju detaǉno obrazla�e geometrij-
ski, ali mi �emo preskoqiti to obrazlo�eǌe:

(x2 +a +b)2 = (x2 +a)2 +2x2b +2ab +b2.

U naxem sluqaju je

(x2 +6+b)2 = (x2 +6)2 +2x2b +12b +b2.

Dakle, na obe strane jednaqine (3) dodaje se 2bx2 +12b +b2. Dobijamo

(x2 +6+b)2 = (6x2 +60x)+ (2bx2 +12b +b2),

odnosno
(x2 +6+b)2 = (2b +6)x2 +60x + (b2 +12b). (4)

Da bi kvadratni binom sa desne strane bio potpun kvadrat, potrebno
je i dovoǉno da je

4(2b +6)(b2 +12b) = 602,

odnosno
b3 +15b2 +36b = 450.

Dakle, rexavaǌe jednaqine qetvrtog stepena svodi se na rexavaǌe
pomo�ne jednaqine tre�eg stepena. Ta pomo�na jednaqina se naziva i
razrexavaju�a kubika. Smena b = c�5 kubnu jednaqinu svodi na

c3 = 39c +390.
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Metod koji smo prikazali ranije daje:

c = 3
b

190+
?

33903+ 3
b

190�
?

33903,

a odatle se dobija i b. Jednaqina (4) sada je oblika

(x2 +6+b)2 = (2b +6)

(
x + 15

b +3

)2

i ona se lako rexava. Naravno, rezultat ne izgleda ’lepo’, no to ne
mo�e ni da se oqekuje.

Rafael Bombeli

Rafael Bombeli (1526–1572) napisao je znaqajnu kǌigu L’Algebra.

Slika 6: Rafael Bombeli

Ro�en je u Boloǌi i nije imao formalno matematiqko obrazovaǌe,
a po profesiji je bio arhitektonski in�eǌer. Bio je veoma impre-
sioniran Kardanovim delom, no smatrao je da Kardano nije uvek bio
jasan u svojim objaxǌeǌima i stoga je rexio da sam napixe kǌigu
iz koje bi poqetnici mogli da ovladaju algebrom bez pomo�i drugih
kǌiga. No, taj posao je potrajao, jer je u me�uvremenu u ǌegov posed
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doxao grqki rukopis Diofantove Aritmetike i on je bio toliko odu-
xevǉen tim delom da je rexio da ga prevede. Na kraju je tekst ǌegove
Algebre xtampan u Veneciji neposredno pred ǌegovu smrt 1572. godine
i kasnije u Boloǌi 1579.

U svom delu pozabavio se i aproksimacijama kvadratnih iracional-
nosti veri�nim razlomcima. Da bi izrazio

?
2, on je zapisao

?
2 = 1+ 1

y
. (5)

Odavde dobija da je y = 1+?2. Dodavaǌem 1 na obe strane jednakosti
(5) dobija:

y = 2+ 1

y
(6)

Zamenom (6) u (5) dobija
?

2 = 1+ 1

2+ 1
y

.

Slede�a zamena daje ?
2 = 1+ 1

2+ 1
2+ 1

y

.

Zanemaruju�i 1
y dobija aproksimacije za

?
2: 3

2 ,
7
5 itd. Razmatrao je

i razvoje za druge kvadratne iracionalnosti.

Ono xto nas najvixe zanima je ǌegova diskusija o gorenavedenom
primeru kod Kardana. On ka�e da su zaista koreni iz negativnih
brojeva sofistiqki, ali da sama jednaqina nije sporna, jer ima rexe-
ǌe x = 4. Stoga on ka�e da se mo�da 3

a
2+?�121 mo�e izraziti u

pogodnom obliku:
3
b

2+
?
�121 = u +?�v .

Zapravo, on navodi da va�i jednakost

3
b

m	
?
�n = u	

?
�v , ako je u2 + v = 3

?
m2 +n i u3�3uv = m.

Dakle, u naxoj danaxjoj terminologiji, on navodi da tre�i koren iz
kompleksnog broja postoji i da je to kompleksni broj. Zatim anal-
izira konkretnu situaciju i dobija da se za u mo�e uzeti 2, a za v
jedinica. Zaista je (2+?�1)3 = 2+?�121. Tako da dobija da je

3
b

2+
?
�121+ 3

b
2�

?
�121 = (2+

?
�121)+ (2�

?
�121) = 4

i sa zadovoǉstvom konstatuje: ,,U poqetku mi se qinilo da je cela
stvar vixe bazirana na sofizmu nego na istini, ali tragao sam dok
nisam naxao dokaz.”

Bombeli je uveo i oznaku
?�1: più di meno, dok je �?�1 oznaqavao

kao meno di meno. U jednaqinama je koristio skra�enice: p. di m..
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Vijet i analitiqka vextina

Slika 7: Fransoa Vijet

Fransoa Vijet (1540–1603) bio je pravnik po obrazovaǌu, poslanik
u parlamentu Bretaǌe, a kasnije je radio kao savetnik kraǉa Anrija
IV. U ratu protiv Xpanije proslavio se ,,razbijaǌem” xifrovanih
poruka protivnika. Matematikom se bavio uz druge poslove, ali je i
pored toga imao niz va�nih rezultata.

Znaqajan je najpre zbog propagiraǌa decimalnog sistema u odnosu
na seksagezimalni. Pisao je da xezdesetice i sliqno treba koristiti
xto re�e ili uopxte ne u matematici. Preferencu treba davati de-
setinama, stotinama, hiǉadama, kao i desetim, stotim i hiǉaditim
delovima. Xto se tiqe zapisivaǌa brojeva, nije uvek bio konzisten-
tan. Na primer, du�inu polukru�nice kruga preqnika 200 000 pisao
je kao 314,159 265,35

1,000,000 , kao 314,159,265,35, a ponekad i kao 314,159|265,35.

Problem sa postoje�om algebarskom notacijom nije bio samo u tome
xto je bila komplikovana, xto se razlikovala u zapisima operacija,
kvadrata, korena, jednakosti, nego i u tome xto nije postojao naqin
da se zapixu opxte kvadratne, kubne i ostale algebarske jednaqine.
Postojali su zapisi za nepoznatu, ali su koeficijenti uvek bili
konkretni brojevi. Vijet predla�e da se samoglasnici koriste za
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nepoznate veliqine, a suglasnici za poznate (odnosno zadate) veli-
qine. Na primer, opxti oblik kvadratne jednaqine bi tada mogao da
se zapisuje ovako: B A2 +C A +D = 0, no Vijet, na�alost, nije kvadrat
pisao ovako, pa qak ni kao A A, nego A quadratus, a A3 kao A cubus.
On jeste koristio nemaqke simbole + i � za sabiraǌe i oduzimaǌe,
ali i n za mno�eǌe, a ae (od latinskog aequalis) za jednakost, mada je
Robert Rekord jox 1551. u svom delu ,,Tocilo mudrosti” uveo (nexto
produ�en) znak jednakosti == uz obrazlo�eǌe da ,,nixta ne mo�e biti
vixe jednako od dve paralelne prave”.

Vijetu se nije svi�ao termin algebra, vixe je voleo da koristi
termin analitiqka vextina. Naime, smatrao je da u tra�eǌu nepoz-
natih veliqina, treba sprovesti analizu u duhu grqkih geometara
poput Papusa (o kome mi nismo priqali, ali znamo o qemu je req). Na
primer, ako bismo koristili savremene oznake, pri tra�eǌu nepoz-
nate x u jednaqini x2�5x+6 = 0, mi bismo pretpostavili da ona postoji
(analiza problema), dobili bismo da tada mora biti (x�2)(x�3) = 0,
te je x�2 = 0, ili x�3 = 0, odnosno x = 2 ili x = 3. Ovo nije dovoǉno,
jer sada treba sprovesti i sintezu – proveriti da li ovo zaista jesu
rexeǌa. Termin analitiqka vextina je xiroko prihva�en me�u
matematiqarima. Savremeni pojam matematiqke analize dolazi sa
ǋutnom kada on pokazuje da se i na beskonaqne redove mo�e primeniti
analitiqka vextina.

Vijet se dosta bavio i trigonometrijom, sastavio je detaǉne tabli-
ce za trigonometrijske funkcije, za uglove sa priraxtajem od jednog
minuta. Koristio je decimalni zapis za rezultat, ali je rezultate
izra�avao u celim brojevima, tako xto je radio sa pravouglim trou-
glom qija je hipotenuza bila du�ine od 100000 (sinus i kosinus bi
bile du�ine odgovaraju�ih kateta). Trigonometrijske funkcije su
se u to vreme koristile i kao preteqe logaritama u smislu da su
se adicione formule koristile za pretvaraǌe proizvoda u zbir (a
i za pretvaraǌe koliqnika u razliku). Na primer, ukoliko bi bilo
potrebno na�i proizvod brojeva 94476 i 65341, onda bi se mogla ko-
ristiti formula

2cosαcosβ= cos(α+β)+cos(α�β),

tako xto bi se potra�ili u tablicama ugao α takav da je cosα= 47328
(2cosα= 94476) i ugao β za koji je cosβ= 65341 (rekosmo da su kod Vijeta
u tablicama to bili celi brojevi) i potom bi se u tablicama videlo
koliko je cos(α+β) i cos(α�β), te bi se dobijene vrednosti jednostavno
sabrale.

Od ranije su bile poznate trigonometrijske funkcije dvostrukog
i trostrukog ugla, dok je Vijet, koriste�i domixǉate manipulacije
uspeo de facto da do�e do formula kojima se cosnx i sinnx izra�avaju
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u obliku polinoma po cos x, sin x:

cosnx = cosn x�n(n�1)

1 �2 cosn�2 x sin2 x+n(n�1)(n�2)(n�3)

1 �2 �3 �4 cosn�4 x sin4 x����

sinnx = n cosn�1 x sin x� n(n�1)(n�2)

1 �2 �3 cosn�3 x sin3 x + � � �
To mu je svakako pomoglo da rexi problem koji je 1593. godine kao
izazov francuskim matematiqarima postavio belgijski matematiqar
van Rumen – rexiti jednaqinu 45. stepena:

x45�45x43 +945x41�����3795x3 +45x = K .

Vijet je primetio da ta jednaqina odgovara zapravo razvoju K = sin45θ
u terminima x = 2sinθ i tako je naxao sve pozitivne korene.

Ono xto je zanimǉivije od ovog trika je kako je Vijet iskoristio
trigonometriju da rexi nesvodǉivi sluqaj kubne jednaqine. Prime-
tio je da on odgovara problemu trisekcije ugla. Pogledajmo na prime-
ru ǌegov opxti metod.

Kod Kardana je, kao xto znamo, razmatrana jednaqina

x3 = 15x +4.

Ideja Vijeta se sastoji da se iskoristi formula

cos3θ = 3

4
cosθ+ 1

4
cos3θ.

U tu svrhu, iskoristimo smenu x = y
m gde �emo m pogodno izabrati.

Poqetna jednaqina se svodi na

y3 = 15m2 y +4m3.

Ukoliko �elimo da je y = cosθ rexeǌe jednaqine (za nepoznati ugao
θ), onda m biramo tako da je

15m2 = 3

4
i 4m3 = 1

4
cos3θ.

Dakle, m2 = 1
20 i m = 5

4 cos3θ. Za m mo�emo da uzmemo da je m = 1
2
?

5
,

ne tra�imo sve m koji to zadovoǉavaju. Stoga je cos3θ = 2
5
?

5
. Dakle,

imamo:

3θ = arccos

(
2

5
?

5

)
ili 3θ+2π= arccos

(
2

5
?

5

)
ili 3θ+4π= arccos

(
2

5
?

5

)
.

Dakle, za θ imamo tri mogu�nosti:

θ1 = 1

3
arccos

(
2

5
?

5

)
, θ2 = 1

3

(
arccos

(
2

5
?

5

)
�2π

)
, θ3 = 1

3

(
arccos

(
2

5
?

5

)
�4π

)
.
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No, y = cosθ, a x = (2
?

5)y, te tako dobijamo sva tri realna rexeǌa.

Za kraj napomenimo da Vijet ipak nije izveo Vijetove formule.
Naime, u tome ga je spreqilo ǌegovo izbegavaǌe negativnih koefici-
jenata i negativnih rexeǌa. Dobio je neke parcijalne rezultate. Na
primer, razmatrao je jednaqinu

x3 +b = 3ax

i dobio veze
x2

1 x2 +x1x2
2 = b, x2

1 +x1x2 +x2
2 = 3a,

gde su x1 i x2 neka dva rexeǌa ove jednaqine (ostavǉamo za ve�bu
qitaocima da ovo izvedu, primetimo da se tre�e rexeǌe dobija iz
preostala dva). Tek je Alber �irar 1629. godine naxao opxte for-
mule koje su nam danas poznate kao Vijetove. �irar nije izbegavao
ni negativna ni kompleksna rexeǌa.

Otkri�e logaritama

Kao xto smo videli, adicione formule za trigonometrijske funkci-
je su se koristile i za olakxavaǌe raquna, svo�eǌem raqunaǌa proi-
zvoda na zbir. Xkotski vlastelin �on Neper (1550–1617) je bio izu-
miteǉ, promovisao je protestantizam, a matematikom se bavio amater-
ski u praktiqne svrhe.

Slika 8: �on Neper

Nemaqki algebrista Xtifel je napravio tablicu u kojoj je ispisao
stepene dvojke:
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 4 8 16 32 64 128 256 512.

Mo�e se primetiti da operaciji sabiraǌa u gorǌem (aritmetiqkom)
nizu odgovara operacija mno�eǌa u doǌem (geometrijskom) nizu. Mana
je naravno u tome xto je ,,pokupǉeno” suvixe malo brojeva stepenima
dvojke, stepeni su ,,retko” raspore�eni. Da bi to popravio, Neper
umesto 2 uzima broj blizak jedinici, zapravo broj 1�10�7 = 0,9999999.
Posmatra stepene (1�10�7)L tog broja, a da bi izbegao previxe deci-
mala, mno�i ih sa 107, te zapravo posmatra brojeve

N = 107 (
1�10�7)L

.

Dakle, ako je dat broj N , broj L je taj logaritam broja N . Termin
logaritam Neper je uveo u svom delu ,,Opis qudesnih pravila logari-
tama” objavǉenom 1614. godine. Logaritam je dobijen kao kombinacija
reqi logos (razum, odnos, req) i arithmos (broj).

Dakle, ako su nam dati brojevi

N1 = 107 (
1�10�7)L1 i N2 = 107 (

1�10�7)L2 ,

onda je
N1 �N2

107 = 107 (
1�10�7)L1+L2 .

Prema tome, ako je L = ,, log”(N ), onda je

,, log”
(

N1 �N2

107

)
= ,, log”(N1)+ ,, log”(N2).

Dakle, ne transformixe se bax proizvod u zbir, ali do na pomeraǌe
decimalnog zareza to ipak imamo.

Kako se mogu praviti tablice za ovakve logaritme? Ako je Nn =
107

(
1�10�7

)n, onda imamo da je

Nn = 107 (
1�10�7)n

= Nn�1(1�10�7)

= Nn�1�10�7Nn�1

Dakle, imamo rekurentnu vezu Nn = Nn�1�10�7Nn�1.

N0 = 107 = 10000000

N1 = N0�10�710000000 = 9999999

N2 = N1�10�7N1 = 9999999�0,9999999 = 9999998,0000001

N3 = N2�10�7N2 = 9999998,0000001�0,99999980000001

= 9999997,00000029999999.
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Zapravo bi on ipak zaokru�ivao rezultat, te je N3 = 9999997,0000003.
Neper je napisao da je na ovom svom delu radio 20 godina.

Oksfordski profesor Henri Brigz (1561–1630) je 1615. godine po-
setio Nepera na ǌegovom imaǌu da prodiskutuju i eventualno uvedu
neka poboǉxaǌa. Slo�ili su se da bi bilo dobro da bude log1 = 0
i log10 = 1 (dakle, da to bude logaritam sa osnovom 10). Neperov
logaritam je zapravo blizak logaritmu sa osnovom e�1, poxto je(

1� 1

107

)107

� e�1

(kako mi sada znamo). Neper je tada ve� bio stariji, te je Brigz
preuzeo taj zadatak. Ve� 1615. godine, Brigz objavǉuje ,,Logaritamske
tablice” gde su logaritmi brojeva od 1 do 20000 i od 90000 do 100000
izraqunati na 14 decimala. Holandski izdavaq Vlak je dopunio ove
tablice 1618. godine. Izraqunao je logaritme za brojeve od 20000
do 90000 na 10 decimala, a naslov dela je bio ,,Drugo izdaǌe Brig-
zovih tablica”. Ove su tablice bile od velikog znaqaja posebno za
astronome, jer su znatno skra�ivale raqun.

Rene Dekart (1596–1650)

Slika 9: Rene Dekart
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Rene Dekart je ro�en u gradi�u La Ej, koji se nalazi oko 300 kilo-
metara jugoistoqno od Pariza u provinciji Turen (danas se to mesto
zove po ǌemu). Otac mu je bio pripadnik ni�eg plemstva i obavǉao
je du�nost provincijskog sudije. Sa osam godina Dekart je zapoqeo
xkolovaǌe u jezuitskoj xkoli u La Flexu, gde je prvih pet godina
imao standardne kurseve jezika, klasike, retoriku, dok su zavrxne
tri bile posve�ene uqeǌu logike, filozofije, fizike i matematike.
Matematika ga je najvixe zainteresovala, pre svega zbog sigurnosti
svojih dokaza. On je od malena bio osetǉivog zdravǉa i nije se oqeki-
valo da �e dugo �iveti. Stoga su mu ǌegovi nastavnici u La Flexu
dozvoǉavali da ima neke privilegije koje drugi uqenici nisu – mo-
gao je du�e da spava, nije se oqekivalo da poha�a sva predavaǌa. Taj
obiqaj dugog spavaǌa zadr�ao je celog �ivota.

Po napuxtaǌu xkole 1612. otixao je u Pariz da u�iva u druxtve-
nom �ivotu prestonice. No, brzo se toga zasitio, posvetio se izuqa-
vaǌu matematike. Mada nije imao ambicija da ima karijeru poput
svog oca, ipak je upisao prava na univerzitetu u Poatijeu 1616. No,
1618. se, zasi�en uqeǌa, prijavio u vojsku kao plemi� dobrovoǉac,
najpre sa holandskim, a potom i sa bavarskim trupama. Zapravo i
nema podataka o ǌegovom stvarnom uqex�u u ratovima, imao je i tada
dosta vremena da se bavi izuqavaǌem onoga xto je �eleo. Godine
1621. napuxta vojsku i dosta putuje. Potom se nastaǌuje u Parizu,
gde 1628. dovrxava svoje delo ,,Pravila za izuqavaǌe duha”, na latin-
skom. Iste godine odlazi u Holandiju i tu ostaje da stvara narednih
20 godina. Tu objavǉuje i svoja najznaqajnija dela, od kojih �e nama
posebno biti va�no quveno delo ,,Rasprava o metodu”, odnosno tre�i
dodatak tog dela – ,,Geometrija”. Delo je objavǉeno 1637. na fran-
cuskom i to je bilo pomalo neuobiqajeno, poxto je latinski tada bio
univerzalni jezik nauke i filozofije. Zapravo je u prvom izdaǌu
sama Rasprava bila na 78 stranica, xto je qinilo jednu xestinu cele
publikacije. Ovo je delo bilo vrlo popularno, donelo je slavu svom
autoru, ali ne i zaradu, poxto je Dekart, u naknadu za autorska prava
tra�io samo 200 primeraka da podeli svojim prijateǉima. No, xtam-
parija je lepo zaradila.

Dekartova filozofija sistematske sumǌe, kao xto je ovde izlo�ena,
dominira u ǌegovoj potrazi za sigurnim znaǌima. Sigurnost u mate-
matiqkim izvo�eǌima ga je, kao xto smo ve� napomenuli, oduxev-
ǉavala i matematika je, po ǌemu, trebala da bude model za svako
izuqavaǌe.

Dugi niz jednostavnog i lakog zakǉuqivaǌa kojima geometri dolaze do ǌi-
hovih najte�ih dokaza me je dovela do toga da zamislim da su sve stvari,
znaǌe kojih je dostupno ǉudskom umu, me�usobno povezane na isti naqin i da
nema niqeg xto je toliko udaǉeno od nas da bude van naxeg domaxaja, ili
tako sakriveno da ga ne mo�emo otkriti, pod uslovom da se uzdr�imo od pri-
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hvataǌa pogrexnog za taqno i uvek quvamo u naxim mislima red neophodan
za izvo�eǌe jedne istine iz druge.

Dekarta nisu toliko zanimali matematiqki rezultati, no sam na-
qin razmixǉaǌa u matematici. Poqetna taqka je za ǌega bila da
otkrije najprostije ideje ili principe, one u koje se ne mo�e sumǌati.
Poxto je izgubio povereǌe u tradicionalna uqeǌa, Dekart �eli da
raskine sa bilo kakvim prethodnim autoritetima u oblasti nauke i
filozofije, da raskrsti sa svim dogmama i doktrinama.

Smatrao sam da moram da odbacim kao apsolutno pogrexna sva mixǉeǌa u
odnosu na koja bih mogao da imam i najmaǌu sumǌu da bih utvrdio da li
posle toga ostaje ixta u mom verovaǌu xto je u potpunosti nesporno.

Dekart je stoga doxao do tvr�eǌa koje je bilo toliko qvrsto da se
ne bi moglo dovesti u sumǌu, do sigurnosti u sopstvenu egzistenciju.
Naime, sumǌa je sama po sebi akt misli, a misli nema bez mislioca.
Stoga je on izrekao tu dobro nam poznatu misao: ,,Mislim, dakle
jesam”. Potom je nastavio da tra�i druga tvr�eǌa koja su tako�e
oqigledna i nesumǌiva.

Nikada ne smemo dozvoliti da budemo ube�eni u istinitost neqega sem na
osnovu naxeg razuma.

Ovo ǌegovo veliko povereǌe u ǉudski um je pokrenulo veliku raspra-
vu u Zapadnom svetu o odnosu vere i razuma.

Rasprava poqiǌe kratkim uvodom.

Ako bi se ova rasprava uqinila suvixe dugom da se odmah proqita, mo�e se
podeliti na xest delova. Tako �e se u prvom delu na�i raznorazna razma-
traǌa o naukama; u drugom temeǉna pravila metode koju je autor istra�ivao; u
tre�em nekoliko pravila o moralu do kojih je autor doxao pomo�u ove metode;
u qetvrtom razlozi na temeǉu kojih dokazuje postojaǌe Boga i ǉudske duxe,
a koji qine osnovu ǌegove metafizike; u petom niz pitaǌa iz fizike koja je
on istra�ivao i, posebno, objaxǌeǌe o radu srca i nekoliko drugih prob-
lema iz oblasti medicine, u xta spada i tumaqeǌe o razlici izme�u naxe i
�ivotiǌske duxe, dok �e u posledǌem na�i ono xto autor smatra potrebnim
da bi se u prouqavaǌu prirode otixlo korak daǉe, kao, i na kraju, razloge
koji su ga podstakli da pixe.

Kao xto smo ve� naveli, postoje tri dodatka. Navedimo par reqi
o prva dva.

U ,,Optici” se razmatraju svojstva svetlosti, zakon prelamaǌa
svetlosti, anatomija ǉudskog oka, kao i praktiqna pitaǌa o obliku
soqiva.

Drugi dodatak ,,Meteorologija” je posve�en Dekartovom objax-
ǌeǌu atmosferskih pojava, formiraǌa sne�nih pahuǉa, veliqine i
oblika kixne kapi, uzroke grmǉavine i muǌe, formiraǌa duge.
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Tre�i dodatak ,,Geometrija” ima tri dela.

Prvi deo nosi naslov ,,Problemi koji se mogu konstruisati (rexiti)
pomo�u krugova i pravih”.

Prva reqenica glasi:

Svaki problem u geometriji mo�e se lako svesti na takav oblik da je pozna-
vaǌe du�ina nekih du�i dovoǉno za ǌegovu konstrukciju (rexeǌe).

Dekart potom pokazuje vezu izme�u aritmetiqkih operacija i geo-
metrijskih konstrukcija. Na primer, mno�eǌe ilustruje slede�im
crte�om.

Ka�e da se AB uzima za jedinicu (inaqe navodi da se jedinica mo�e
jednom izabrati i to proizvoǉno, posle se sve izvodi na osnovu tog
izbora) i ako treba pomno�iti BD sa BC to �e se izvesti tako xto
samo treba spojiti A i C i nacrtati DE paralelno sa BC . Tada je BE
proizvod BD i BC .

Kao xto vidimo, on proizvod dve du�i identifikuje sa du�i, ne
treba mu pravougaonik za to. Stoga on nema problema sa zbirom
ab + c, gde su a, b i c du�i. Ipak, zadr�ava u mislima i pravilo
homogenosti, pa ka�e da svi izrazi koje sabiramo moraju imati istu
‘dimenziju’, te ako imamo razliku aabb�b onda moramo podeliti aabb
jediniqnom du�inom, a pomno�iti b dva puta jediniqnom du�inom,
dakle ovde ipak svodi sve na tri dimenzije. No, i pored toga, veliki
je napredak da se dozvoǉava raqunaǌe sa razliqitim izrazima, bez
obzira na ove dodatne napomene, koje i nemaju uticaja na sam raqun
(mo�da je to stavǉeno i zbog neke zamixǉene praktiqne primene gde
ne mo�ete sabirati kvadratne i du�ne metre, ali nije nam to va�no).

Primetili smo ve� da nije pisao a2, nego aa, ali jeste pisao a3.
Jox jedan primer ǌegove simbolike. Jednakost 3

?
a3�b3 +ab2 = c bi

zapisao ovako:
?

C . a3�b3 +abb

9

c. Dakle, kubni koren se oznaqava sa
C. unutar korena i na�alost ne koristi ve� tada postoje�i simbol za
jednakost.

20



Objaxǌava geometrijski kako se rexavaju kvadratne jednaqine. Na
primer, jednaqinu z2 = az +b2, geometrijski ilustruje crte�om:

Ovde je ML = b, a OP = a. Rexeǌe je z = OM. Ignorixe negativno
rexeǌe �P M.

Glavna tema u ovom delu je rexavaǌe Papusovog problema o tri,
odnosno qetiri prave. Radi se o tome da se na�e geometrijsko mesto
taqaka za koje je proizvod rastojaǌa (pod odre�enim uglom) od dve
date prave proporcionalno kvadratu rastojaǌa od tre�e, u sluqaju
da imamo tri prave, odnosno proporcionalno proizvodu rastojaǌa od
druge dve. Tu vidimo pravi poqetak analitiqke geometrije.

Dekart:

...pokuxa�u da dam dokaz u nekoliko reqi, poxto sam se ve� umorio od toliko
pisaǌa (sic!).

Neka su AB , AD, EF , G H ,. . . zadate neke prave linije i neka se tra�i
da se na�e taqka C od koje se druge prave linije C B , C D, C F , C H ,. . . mogu
nacrtati tako da formiraju date uglove C B A, C D A, C F E , C HG. . . redom, sa
datim linijama i takve da je proizvod nekih od ǌih jednak proizvodu ostalih,
ili bar tako da dva proizvoda imaju zadati odnos, poxto ovaj uslov ne qini
problem nixta te�im.
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Najpre �u pretpostaviti da je stvar ura�ena, i kako je toliko mnogo linija
zbuǌuju�e, mogu da pojednostavim rad tako xto �u izabrati jednu od datih
linija i jednu od onih koje treba nacrtati (na primer, AB i BC) kao glavne
linije, pomo�u kojih �u pokuxati da ostale izrazim. Oznaqimo du� AB sa
x, a du� BC sa y . . .

Dakle, ideja je da se sve ostale relevantne du�i izraze preko x i y
i da se potom formira jednaqina. U sluqaju tri (qetiri) prave dobija
se kriva drugog reda, dok se u sluqaju vixe pravih dobijaju krive
vixih redova. Odmah treba re�i da Dekart ne govori eksplicitno o
koordinatama (koje je kasnije uveo Lajbnic), niti obavezno smatra da
se ove izabrane, glavne prave, seku pod pravim uglom. Osim toga, x i y
su mu uvek pozitivni brojeva. Dakle, nema pravouglog koordinatnog
sistema kod Dekarta. No, vidimo pretequ koordinatnog sistema i
dosta toga xto uz to dolazi.

Drugi deo Geometrije ima naslov ,,O prirodi krivih linija”. U
ǌemu Dekart govori o geometrijskim i mehaniqkim krivama (odnosno,
kako ih od Lajbnica nazivamo, algebarskim i transcendentnim). Od
dopuxta posmatraǌe i drugih (algebarskih) krivih sem pravih, kru�-
nica, konusnih preseka, ukoliko su one zadate na precizan naqin. A
pod tim podrazumeva da se one dobijaju u presecima dve prave koje
se paralelno pomeraju sa samerǉivim brzinama (dakle, ranije razma-
trana trisektrisa otpada, a i mi znamo da to nije algebarska kriva).
Na taj naqin se dobijaju krive qije su jednaqine oblika f (x, y) = 0, gde
je f (x, y) polinomna funkcija.

Dekart razmatra problem nala�eǌa normale (a time i tangente)
na krivu u zadatoj taqki.

Ovde �u dati dovoǉan uvod u prouqavaǌe krivih kada budem dao opxti metod
za crtaǌe prave linije koja zaklapa prave uglove sa krivom u proizvoǉnoj
ǌenoj taqki. I usu�ujem se da ka�em da je ovo ne samo najkorisniji i najop-
xtiji problem u geometriji koji ja znam, nego i koji ikada �elim da znam.

I pored pohvalnih reqi o svom metodu, ipak takvo nala�eǌa nor-
mala nije najefikasnije. Problem je povezan sa nala�eǌem tangente
na krivu u datoj taqki, a metod za to je razvio Ferma u otprilike
isto vreme.

Pozabavimo se Dekartovim metodom.
Neka je f (x, y) = 0 jednaqina krive i neka se tra�i normala u taqki

P (x0, y0). Pretpostavimo da je ta normala nacrtana i neka seqe iza-
branu x-osu u taqki Q(x1,0) (mi ovde koristimo naravno naxe oznake,
ukǉuquju�i i koordinate zbog lakxeg zapisa). Jednaqina kru�nice
sa centrom u Q koja prolazi kroz P je

(x�x1)2 + y2 = (x0�x1)2 + y2
0 .
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Kada eliminixemo y iz ovih jednaqina, dobijamo jednaqinu g (x, x1) = 0
i biramo x1 tako da je x0 dvostruki koren ove jednaqine. Uradimo ovo
na primeru parabole y2 = ax u taqki (a, a). Jednaqina kruga je

(x�x1)2 + y2 = (a�x1)2 +a2.

Eliminisaǌem y iz ove dve jednaqine (postavǉaǌem y2 = ax) dobijamo

(x�x1)2 +ax = (a�x1)2 +a2,

odnosno
x2 + (a�2x1)x +2a(x1�a) = 0.

Kako tra�imo dvostruki koren, Dekart ovu jednaqinu izjednaqava sa
jednaqinom (x� r )2 = 0 za neko r (mi znamo da mora biti r = x0). Stoga
mora biti

x2 + (a�2x1)x +2a(x1�a) = x2�2r x + r 2,

te je a�2x1 =�2r , a 2a(x1� a) = r 2. No, kako je r = x0 = a, dobijamo da
je x1 = 3a/2. Odavde se naravno lako dobija jednaqina normale, to je
prava kroz taqke (a, a) i (3a/2,0), a potom i jednaqina tangente (prava
kroz (a, a) normalna na normalu).

Ovo je jednostavan sluqaj, ali u sluqaju slo�enijih primera uoqava
se mana Dekartovog metoda koji nema efikasan opxti naqin za us-
tanovǉavaǌe qiǌenice da li polinomijalna jednaqina

a0xn +a1xn�1 + � � �+an�1x +an = 0

ima dvostruki koren r . Dekart to, u primerima u Geometriji, radi
tako xto gorǌi polinom izjednaqi sa polinomom

(x� r )2 (
b2xn�2 + � � �+bn�1x +bn

)
,

xto dovodi do dosta raqunaǌa. Mi danas znamo da je to povezano sa
prvim izvodom, no kod Dekarta toga nema.

Dekart u Geometriji izostavǉa mnoge stvari, ne daje dovoǉno ob-
jaxǌeǌa. Stoga je holandski matematiqar van Shuten to delo preveo
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na latinski, dodaju�i mnoga objaxǌeǌa i ono je znatno obimnije od
originalnog Dekartovog dela. Bilo je vixe latinskih izdaǌa ovog
dela. U izdaǌu 1659–1661. dodat je pogodan naqin za odre�ivaǌe
dvostrukih korena koji je razvio van Shutenov uqenik Jonanex Hade
(koji je inaqe bio gradonaqelnik Amsterdama tridesetak godina). Evo
Hadeovog pravila.

Ukoliko je r dvostruki koren jednaqine

a0xn +a1xn�1 + � � �an�1x +an = 0,

onda je r tako�e koren jednaqine

a0b0xn +a1b1xn�1 + � � �+an�1bn�1x +anbn = 0,

gde brojevi b0,b1, . . . ,bn qine aritmetiqki niz. Ostavǉamo qitaocima
da provere da li je ovo taqno i ako jeste, zaxto, a mi �emo dati jedan
primer. Posmatramo jednaqinu

x3�5x2 +8x�4 = 0

i uzmimo aritmetiqki niz 3,2,1,0. Po Hadeu, ako je r koren ove kubne
jednaqine, on je koren i jednaqine

3x3�10x2 +8x = 0,

odnosno kvadratne jednaqine

3x2�10x +8 = 0,

poxto je jasno da 0 nije koren kubne. Jedan koren ove kvadratne jedna-
qine je 2, a onda se mo�e proveriti da je on i koren kubne jednaqine,
te je to zaista dvostruki koren na osnovu Hadeovog pravila.

Tre�i deo Geometrije nosi naslov ,,O rexavaǌu prostornih i nat-
prostornih problema”. Ovaj deo je algebarskog karaktera i tiqe se
rexavaǌem algebarskih jednaqina tre�eg i vixih redova.

Tu Dekart prime�uje da je x = a, koren jednaqine f (x) = 0, gde je
f (x) polinom, ako i samo ako x� a deli f (x). Zanimǉivo je da nega-
tivne korene naziva ’la�nim’ korenima (,,maǌe od niqega”). Istiqe
da gorenavedena jednaqina mo�e imati najvixe onoliko rexeǌa ko-
liki je stepen polinoma f (x), ali ka�e da ne moraju sva rexeǌa biti
realna, neka su ,,imaginarna”.

Ovde nalazimo i eksplicitno formulisano pravilo znaka (kas-
nije nazvano Dekartovo pravilo znaka), to je ranije bilo implicitno
(recimo kod Kardana). Naime, ako imamo polinom f (x) = a0xn +a1xn�1+
� � �+ an�1x + an, gde je a0 � 0, onda je broj pozitivnih realnih korena
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jednaqine f (x) = 0 najvixe jednak broju promene znaka nenula qlanova
niza a0, a1, . . . , an. Na primer, kod jednaqine

x4�4x3�19x2 +106x�120 = 0,

imamo koeficijente 1,�4,�19,106,�120, qiji su znaci +,�,�,+,�, te
imamo tri promene znaka i zakǉuqujemo da imamo najvixe tri pozi-
tivna korena. Dekart ka�e da jednaqina mo�e imati najvixe onoliko
’la�nih’ (negativnih) korena, koliko se puta pojavǉuju parovi +,+ i
�,�. U naxem sluqaju, imamo jedno pojavǉivaǌe, te imamo najvixe
jedna negativan koren. Zapravo, ovde su pozitivni koreni 2, 3 i 4, dok
je negativan koren �5.

Kasnije su mu neki zamerali da je tvrdio da se tako taqno odre�uje
broj pozitivnih, odnosno negativnih korena, no ideja je ipak da se da
procena. Taqno je da ima najvixe toliko, a mo�e da ima paran broj
puta maǌe nego xto je broj promene znaka.

Razmatra i odre�ivaǌe racionalnih nula i pokazuje kako se mo�e
smaǌiti stepen jednaqine. Na primer, za jednaqinu

y6�8y4�124y2�64 = 0,

prime�uje da je posledǌi, kako ka�e, qlan 64, deǉiv sa 1,2,4,8,16,32,64,
te stoga treba proveriti da li je taj polinom deǉiv sa y2�1, y2 +1,
y2�2, y2+2, y2�4, itd. Otkriva da je deǉiv sa y2�16 i dobija koliqnik
y4 +8y2 +4 (opisuju�i detaǉno postupak deǉeǌa).

Posebno je zanimǉiv ǌegov metod rexavaǌa jednaqine qetvrtog
stepena. Najpre naravno proveri da li mo�da mo�e da je svede na
jednaqinu ni�eg stepena, tako xto odredi neki koren, a ako ne mo�e,
onda je redukuje na oblik u kome nema qlana uz tre�i stepen (elimi-
nixe, kako ka�e, drugi qlan). I onda

. . . Umesto
+x4.pxx.qx.r = 0

pixemo
+y6.2py4 + (pp.4r )y y�qq = 0.

O qemu se ovde radi? Naravno, on umesto, na primer x2 pixe xx
i to smo ostavili, znak jednakosti koji koristi smo osavremenili, a
taqkica mu oznaqava znak, danas bismo tu pisali �. No, odakle mu ta
nova jednaqina? Evo u qemu se radi.

Pokuxajmo da faktorixemo x4+px2+qx+r kao proizvod dva trinoma

x4 +px2 +qx + r = (x2 + y x +m)(x2� y x +n).
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Ovo se mo�e pokuxati zato xto je koeficijent uz x3 jednak nuli. Do-
bijamo sistem jednaqina

p = n� y2 +m

q = yn� ym

r = mn.

Naravno, ako bi imali y = 0, bilo bi i q = 0, te bi poqetni polinom
bio kvadratni po x2 (bikvadratni kako danas ka�emo) i lako bismo ga
faktorisali. Stoga, neka je y � 0. Iz prve dve jednaqine dobijamo

n +m = y2 +p (7)

n�m = q

y
. (8)

Stoga je

2n = y2 +p + q

y
(9)

2m = y2 +p� q

y
, (10)

te je

4r = 4mn = 2m �2n =
(

y2 +p + q

y

)(
y2 +p� q

y

)
= y4 +2py2 +p2� q2

y2 .

Mno�eǌem sa y2 i sre�ivaǌem, dobijamo jednaqinu

y6 +2py4 + (p2�4r )y2�q2 = 0.

Dakle, na taj naqin se dobija ta pomo�na jednaqina. To je kubna jed-
naqina po y2 i ako mo�emo da na�emo neko ǌeno rexeǌe, onda mo�emo
da izvrximo i tra�enu faktorizaciju. Pogledajmo slede�i primer.

Rexiti jednaqinu

x4�17x2�20x�6 = 0.

Pomo�na jednaqina je

y6�34y4 + ((�17)2�4(�6))� (�20)2 = 0,

odnosno
y6�34y4 +313y2�400 = 0.

Posmatraǌem delioca broja 400, dobija se da binom y2�16 deli gore-
navedeni polinom xestog stepena, te zapravo mo�emo za y uzeti y = 4
(nama treba jedno y, ne moramo tra�iti sve mogu�nosti). Odatle
dobijamo m = 2 i n =�3. Stoga imamo faktorizaciju

x4�17x2�20x�6 = (x2 +4x +2)(x2�4x�3),
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a odavde i

x4�17x2�20x�6 = (x +2�
?

2)(x +2+
?

2)(x +2�
?

7)(x +2+
?

7).

Za ve�bu preporuqujemo qitaocima da rexe jednaqinu

x4�4x2�8x +35 = 0

ovim metodom.

Dekart je postao poznat xirom Evrope i 1649. mlada xvedska kra-
ǉica Kristina pozvala ga je da je uqi filozofiju. Tako�e je navela
da bi joj koristila ǌegova pomo� u formiraǌu akademije nauka koja
bi bila konkurentna najboǉim akademijama u Evropi. On je na kraju
ipak prihvatio ǌen poziv, mada je dugo o tome razmixǉao, i na kraju
se to ipak pokazalo kao pogubno po ǌega. Kraǉica je navikla da ustaje
rano, u 5 sati i tada je tra�ila da budu qasovi sa ǌim. Osim toga,
ose�ala je prezir prema hladno�i i prostorije, u kojima je Dekart
u rano jutro, kada nije navikao da radi, s ǌom radio, nisu bile ni
grejane. Poqetkom februara 1650. godine dobio je prehladu, koja se
razvila u upalu plu�a i preminuo je posle desetak dana.

ǋegove ideje iz fizike nisu odgovarale fiziqkoj stvarnosti, mada
su u Francuskoj pokuxavali da ih odr�e �ivim jox nekih pedesetak
godina zbog nacionalnog ponosa. No, vremenom su, qak i u Francuskoj,
ǋutnove ideje odnele primat.
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