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Kao xto smo videli, problem nala�eǌa rexeǌa algebarskih jed-
naqina tre�eg i qetvrtog stepena, koja se izra�avaju kao racionalne
funkcije korena izraza dobijenih od koeficijenata jednaqine, rexen
je u renesansnoj Italiji. No, pitaǌe za jednaqine vixeg stepena os-
talo je nerazrexeno. U ovom delu �emo se pozabaviti tim pitaǌem,
tj. kako je razmatraǌe ovog problema dovelo do rezultata Evariste
Galoa sa kojim se mo�e re�i da poqiǌe razvoj moderne algebre, dakle
oblasti koja prouqava algebarske strukture poput grupa, prstena,
poǉa.

Varing

Slika 1: Edvard Varing

Edvard Varing (1736–1798) bio je engleski matematiqar koji je
u dva svoja znaqajna dela Miscellanea analytica (Kembri
 1762) i Medita-
tiones algebricae (Oksford 1770) (pri qemu je zapravo drugo delo, uprkos
novom nazivu, bilo drugo, proxireno izdaǌe prvog) dao prve rezul-
tate na tom putu. Naime, ako se posmatra opxta jednaqina stepena
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n:
xn�a1xn�1 +a2xn�2����+ � � �= 0,

i ǌeni koreni x1, . . . , xn, onda nam je poznato da su koeficijenti ai

zapravo elementarne simetriqne funkcije ovih korena:

a1 = x1 + � � �+xn ,

a2 = x1x2 +x1x3 + � � �+xn�1xn , itd.

Varing je u svom prvom delu pokazao da se svaka racionalna simet-
riqna funkcija korena ove jednaqine mo�e izraziti kao racionalna
funkcija koeficijenata tako xto je to najpre pokazao za sumu stepena

sm = xm
1 + � � �+xm

n ,

a potom za sve ostale simetriqne funkcije. U drugom delu je razma-
trao rexeǌa ciklotomiqne jednaqine (jednaqine ,,deobe kruga” poxto
se nala�eǌe pravilnog n-tougla upisanog u dati krug svodi na rexa-
vaǌe ove jednaqine):

xn�1 = 0.

Razmatrao je i problem da se na�u jednaqine koje se mogu rexiti
sumama oblika

x = m
?
α1 + m

?
α2 + � � �+ m

?
αn .

Vandermond

Slika 2: Vandermond

Aleksandar-Teofil Vandermond (1735–1796) bio je francuski mate-
matiqar, koji je 1770. godine predstavio pariskoj Akademiji nauka
rad pod naslovom ,,O rexavaǌu jednaqina”. On poqiǌe od dobro
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poznatih rexeǌa kvadratne i kubne jednaqine sa �eǉom da na�e op-
xti princip za rexavaǌe algebarskih jednaqina. Najpre rexeǌa
kvadratne jednaqine x1, x2 napixe u obliku

1

2

[
x1 +x2 +

a
(x1�x2)2

]
.

Ovaj se izraz mo�e napisati i u obliku

1

2

[
x1 +x2 +

a
(x1 +x2)2�4x1x2

]
i vidimo da se ovde pojavǉuju simetriqne funkcije korena.

Vandermond se potom pita da li se opxta jednaqina stepena n mo�e
rexiti pomo�u analognog izraza

1
n

[
(x1 + � � �+xn)+ n

?
(ρ1x1 + � � �ρn xn)n + n

b
(ρ2

1x1 + � � �ρ2
n xn)n + � � �+ n

b
(ρn�1

1 x1 + � � �ρn�1
n xn)n

]
,

gde su ρ1, . . . ,ρn n-ti koreni iz jedinice. Danas izraze oblika

ρ1x1 + � � �+ρn xn

nazivamo Lagran�ovim rexavaqima, poxto ih je Lagran� uveo u radu
prilo�enom berlinskoj Akademiji 1771. Naime, Vandermondov rad
jeste predat ranije, ali je objavǉen tek 1774.

Vandermondov metod u sluqaju kubne jednaqine fino ’radi’. Naime,
ako je ζ3 = 1, a ζ� 1, te su i ζ i ζ2 primitivni koreni iz jedinice, a
x1, x2, x3 rexeǌa kubne jednaqine, onda imamo jednakost(

x1 +ζx2 +ζ2x3
)3 = S +3ζX +3ζ2Y , (1)

gde je

S = x3
1 +x3

2 +x3
3 +6x1x2x3

X = x2
1 x2 +x2

2 x3 +x2
3 x1

Y = x1x2
2 +x2x2

3 +x3x2
1 .

Vidimo da S jeste simetriqna funkcija korena, dok X i Y nisu, no
X +Y i X Y jesu simetriqne funkcije, pa time izrazive preko koefi-
cijenata, a i koreni su kvadratne jednaqine. Stoga se mo�e dobiti
koliki je izraz na desnoj strani jednaqine (1) te se mogu dobiti i
koreni jednaqine. Za jednaqinu stepena 4, Vandermond je nexto mo-
difikovao svoj metod, dok za jednaqine vixeg stepena taj metod jeste
uspexan samo u specijalnim sluqajevima. Na primer, on je rexio
jednaqinu

x11�1 = 0.
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Najpre ju je redukovao na jednaqinu stepena 5 qiji su koreni

ρ+ρ�1, ρ2 +ρ�2, ρ3 +ρ�3, ρ4 +ρ�4, ρ5 +ρ�5,

gde je ρ primitivni jedanaesti koren iz jedinice. Zatim je, za rexa-
vaǌe te jednaqine petog stepena koristio ranije navedene rexavaqe u
obliku

x1 +αx2 +α2x3 +α3x4 +α4x5,

gde je α primitivni peti koren iz jedinice. No, ovde se mora pa�ǉivo
izabrati redosled korena xi da bi se L5 mogao fino odrediti i za
ovaj sluqaj se to mo�e razrexiti probaǌem, ali za opxti sluqaj je
potreban dokaz da se to mo�e uvek uraditi. To je izveo tek Gaus.
Vandermond je tvrdio da se rexeǌa opxte jednaqine xn�1 = 0, ǌegovim
metodom uvek mogu lako na�i, te se qini da nije bio svestan problema
izbora redosleda korena.

Lagran�

Slika 3: �ozef Luj Lagran�

�ozef Luj Lagran� (1736-1813) ro�en je u Torinu i krxten je
kao �uzepe Lodoviko Lagran�a. Danas je poznat kao francuski mate-
matiqar, mada ga Italijali ’vode’ kao italijanskog matematiqara. U
svakom sluqaju, ǌegova porodica je imala veza sa Francuskom. On sam
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je dugo vremena radio u Berlinu i u Parizu, mada je zapoqeo karijeru
u Italiji. Bio je svestran matematiqar, ovde navodimo samo ǌegove
rezultate o rexavaǌu algebarskih jednaqina.

Veoma zanimǉiv (i obiman) rad od preko 200 stranica, Lagran� je
prilo�io berlinskoj Akademiji. Naslov tog rada je bio ,,Razmixǉaǌe
o algebarskom rexavaǌu jednaqina”.

Tu najpre razmatra kubnu jednaqinu u obliku

x3 +nx +p = 0.

Naravno, rexeǌe nam je poznato iz Kardanove kǌige gde se ono tra�i
u obliku x = u+v, gde su u3 i v3 koreni kvadratne jednaqine. Lagran�
pokazuje da se u i v mogu izraziti kao funkcije korena a,b,c poqetne
kubne jednaqine:

u = 1

3
(a +αb +α2c), v = 1

3
(a +α2b +αc),

gde je naravno α primitivni tre�i koren iz jedinice.

Lagran� ka�e da se ovakav rezultat mo�e dobiti i direktnim
metodom. Naime, on polazi od proizvoǉne linearne funkcije po a,b,c:

y = Aa +Bb +C c.

Permutovaǌem korena a,b,c dobija se 6 izraza koji su stoga koreni
jednaqine xestog stepena. Ako �elimo da to bude jednaqina u kojoj �e
se pojavǉivati samo stepeni od y3 (mo�da mo�emo da je zovemo bikubna
jednaqina), onda se mo�e pokazati da su A,B ,C proporcionalni sa
1,α,α2, ili sa 1,α2,α. Tako da se dobijaju ipak ranije navedeni izrazi.
Dakle, zanimǉivo je da on razmatra ponaxaǌe izraza pri permutaciji
korena.

Potom razmatra jednaqinu qetvrtog stepena u obliku

x4 +nx2 +px +q = 0.

Ferari je pokazao da se rexeǌa dobijaju pomo�u rexeǌa kubne jedna-
qine (,,razrexavaju�a kubika”):

y3� 1

2
ny2�q y + 1

8
(4nq�p2) = 0.

Lagran� pokazuje da se koreni u, v, w ove jednaqine dobijaju kao si-
metriqne funkcije korena a,b,c,d poqetne jednaqine qetvrtog stepena:

u = 1

2
(ab + cd), v = 1

2
(ac +bd), w = 1

2
(ad +bc).
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U odeǉku pod brojem 100, Lagran� razmatra racionalne funkcije
f (x1, x2, . . . , x(n)) korena opxte jednaqine stepena n. Ti koreni se razma-
traju kao neodre�ene. Za dve funkcije t i y ovih korena ka�e da su
sliqne ako svaka permutacija ovih korena koja ostavǉa t invarijant-
nim, ostavǉa i y invarijantnim i obratno. Lagran� dokazuje slede�u
teoremu.

Ako sve permutacije koje ostavǉaju t invarijantnim ostavǉaju i y in-
varijantnim, onda se y mo�e izraziti kao racionalna funkcija od t i koefi-
cijenata date jednaqine.

On ovu teoremu primeǌuje na jednaqine stepena 2, 3 i 4, a ka�e
da je primena na jednaqine vixeg stepena jox uvek previxe kompliko-
vana. Tako�e je razmatrao i neke specijalne sluqajeve ve� navo�ene
ciklotomiqne jednaqine xn�1 = 0.

Malfati

Slika 4: Malfati

�anfranqesko Malfati (1731–1807) bio je italijanski matematiqar
koji se bavio geometrijom, mehanikom i verovatno�om, ali nas zanima
ǌegov doprinos u rexavaǌu algebarskih jednaqina. On je 1770. pod-
neo Akademiji nauka u Sijeni interesantnu raspravu o jednaqinama
petog stepena i ona je objavǉena od strane te Akademije 1771.
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On najpre razmatra kubnu jednaqinu

x3 +ax +b = 0 (2)

Slede�i Ojlerov metod za rexavaǌe ove jednaqine (o kome istina
nismo priqali, ali evo sada je prilika da se spomene), on posmatra
koren x koji zadovoǉava linearnu jednaqinu

x +m 3
a

f 2 +n 3
a

f = 0. (3)

Da bi eliminisao tre�e korene, koristi metod Gabrijela Man-
fredija (Manfredi, 1681–1761, bio je italijanski matematiqar koji
se najvixe bavio diferencijalnim jednaqinama). Naime, umesto 3

a
f

posmatra α 3
a

f i α2 3
a

f , gde je α primitivni tre�i koren iz jedinice,
zameni to u (3) i pomno�i ta tri izraza te dobije jednaqinu tre�eg
stepena

x3�3mn f x +m3 f 2 +n3 f = 0. (4)

Potom postavi f = 1 i dobije

x3�3mnx +m3 +n3 = 0. (5)

Ova je jednaqina ekvivalentna jednaqini (2) akko je

mn =�a, m3 +n3 = b. (6)

Odavde se naravno mogu na�i m3 i n3, a onda naravno i m i n (videli
smo ve� ovako nexto kod rexavaǌa jednaqina tre�eg stepena).

No, Malfati sada ovo �eli da primeni na jednaqinu petog stepena

x5 +5ax3 +5bx2 +5cx +d = 0. (7)

�eli naravno da dobije koren x iz

x +m 5
a

f 4 +p 5
a

f 3 +q 5
a

f 2 +n 5
a

f = 0. (8)

Naravno, sada umesto 5
a

f posmatra αk 5
a

f za k = 1,4, gde je α peti
primitivni koren iz jedinice, formira odgovaraju�e izraze, mno�i
ih i tako dobija ’kanonsku’ jednaqinu petog stepena. Postavǉa f = 1
i izjednaqava koeficijente te kanonske jednaqine s poqetnom jednaqi-
nom (7) te dobija uslove za m, p, q,n. Postavǉa zatim mn = y, pq = u,
25uy �5a2 +5c/3 = z i posle dosta raqunaǌa dobija jednaqinu xestog
stepena po z. U opxtem sluqaju, ova jednaqina nema racionalan fak-
tor stepena 1, 2, ili 3, a ako bi imala onda bi jednaqina (7) bila
rexiva preko radikala.

Nezavisno od Malfatija i Lagran� je konstruisao ’rexavaq’ z koji
je funkcija korena i koji ima xest vrednosti pri permutaciji korena.
I jedan i drugi rexavaq su invarijantni u odnosu na podgrupu grupe
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permutacija od pet korena x1, . . . , x5, koja je reda 20 za koju se k P {1, . . . ,5}
slika u k 1 = ak +b (mod 5) (pri qemu umesto 0 uzimamo 5), gde je a P
{1,2,3,4}, a b P {0,1,2,3,4}. Zanimǉivo je, ali ne i neoqekivano da ova
podgrupa ima znaqajnu ulogu i u Galoaovoj teoriji (naravno, ona je
rexiva).

Rufini

Slika 5: Rufini

Paolo Rufini (1765–1822) objavio je nekoliko radova u razdobǉu
od 1798. do 1813. (odgovaraju�i na kritike i popravǉaju�i dokaze) u
kojima je tvrdio da je pokazao da jednaqine stepena ve�eg od qetiri
ne mogu biti rexene u radikalima.

On radi sliqno Lagran�u. Posmatra racionalne funkcije korena
opxte jednaqine stepena n. Ako je p broj permutacija koje fiksiraju
takvu funkciju, onda je p deliteǉ od n! i broj razliqitih vrednosti
koje funkcija mo�e uzeti pri permutovaǌu korena je n!/p (ako se se-
timo dejstva grupe, orbita i stabilizatora, bi�e nam jasnije zaxto je
ovo taqno). Rufini je ovo detaǉno izuqavao i pokazao je da u sluqaju
da je n = 5 taj broj 5!/p mo�e biti 2, 5 ili 6, ali ne mo�e biti ni
3 ni 4. To znaqi da Lagran�ov rexavaq ne mo�e zadovoǉavati jed-
naqinu stepena 3 ili 4. Ako 5!/p nije 2, on mora biti deǉiv sa 5, a
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ako je 5!/p = 5, onda zaista postoji rexavaq koji zadovoǉava jednaqinu
stepena 5, ali se ne mo�e svesti na binomnu jednaqinu z5�m = 0.

Rufinijev dokaz generalno nije bio dobro prihva�en, ǌemu je ne-
dostajalo korix�eǌe i korena iz jedinice u rexavaǌu i to je kom-
pletirao Abel.

Koxi

Slika 6: Koxi

Ogisten Luj Koxi (1789–1857) je naravno bio svestrani francuski
matematiqar koji je dao veliki doprinos u vixe oblasti matematike,
posebno u matematiqkoj analizi, ali ovde �e nas zanimati da ukratko
navedemo ǌegove rezultate za temu koju obra�ujemo.

Koxi je proxirio rezultate Rufinija na funkcije od n promen-
ǉivih. Naime, dokazao je da ako je p najve�i prost broj koji deli n,
onda broj razliqitih vrednosti koju nesimetriqna racionalna funkci-
ja od n promenǉivih mo�e imati ne mo�e biti maǌi od p sem ako je
jednak 2. On je uveo i razliku izme�u permutacija i supstitucija.
Naime, on je pod permutacijom podrazumevao re�aǌe n promenǉivih
(ili slova) u nekom poretku (dakle otprilike onako kako se o per-
mutacijama priqa u sredǌoj xkoli), dok su supstitucije funkcije
kojima se od jedne permutacije prelazi do druge. Galoa je tako�e
koristio tu terminologiju, a i trebalo je izvesno vreme da se pre�e
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na naziv ,,permutacije” za Koxijeve ,,supstitucije”. Koxi je razma-
trao proizvode supstitucija. Ako su S i T supstitucije on je ǌihov
proizvod oznaqaao sa ST i ovde se prvo primeǌivalo S, a potom T
(dakle, ovde supstitucije ,,vuku” promenǉive, ne ,,guraju” ih kako se
popularno ka�e).

U periodu od 1844. do 1846. godine, Koxi je napisao niz radova
o supstitucijama. Za dve supstitucije ka�e da su ,,sliqne” ukoliko
imaju istu podelu na cikluse. Pokazuje da su P i Q sliqne ako pos-
toji R tako da je Q = R�1PR (vidimo da je koristio pojam sliqnosti,
na koji smo navikli izuqavaju�i matrice; pojam konjugacije je kas-
nije uveden). Tako�e je dokazao da je red grupe supstitucija deǉiv
redom svake supstitucije iz te grupe, kao i da je red ma koje grupe
supstitucija n promenǉivih delilac broja n!. Ovaj rezultat je ve�
dokazao Lagran�. I kod Koxija se u dokazu pojavǉuje particija
grupe na kosete podgrupe. Opxti rezultat, koji danas znamo kao La-
gran�ova teorema dao je kasnije �ordan, ali je pripisao taj rezultat
Lagran�u. Ista priqa va�i i za Koxijevu teoremu.

Abel

Slika 7: Abel

Nils Henrik Abel (1802–1829) bio je norvexki matematiqar koji
je osim rezultata vezanih za rexavaǌe algebarskih jednaqina imao
znaqajne rezultate u oblasti teorije eliptiqkih integrala i danas
mnogi matematiqki objekti nose ime po ǌemu.

On je 1824. o liqnom troxku objavio na francuskom delo o rexa-
vaǌu algebarskih jednaqina, a 1826. je u Krelovom �urnalu objavio
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nexto proxirenu verziju. U tim radovima je dat jasan dokaz da se
jednaqine stepena ve�eg od 4 ne mogu rexiti u radikalima.

On koristi rezultate ostalih matematiqara koji su se bavili ovim
problemom, ali radi i nexto esencijalno novo xto kompletira ovaj
dokaz. Polazi od jednaqine

y5�ay4 +by3� c y2 +d y�e = 0, (9)

sa ,,opxtim” koeficijentima – koeficijenti su nezavisne promenǉive.
Pretpostavǉaju�i da se y mo�e izraziti kao funkcija koeficijenata
preko radikala, Abel ka�e da se y mo�e napisati u obliku

y = p +p1R1/m +p2R2/m + � � �+pm�1R(m�1)/m (10)

gde je m prost broj. Veliqine R, p, p1, . . . , pm�1 su sve istog oblika kao i
y, tj. ukǉuquju nove radikale, itd. sve dok se ne do�e do racionalnih
funkcija koeficijenata poqetne jednaqine. On uvek me�u koeficijente
ukǉuquje i sve m-te korene iz jedinice, za sve proste m koji se po-
javǉuju kao eksponenti. R1/m je, da tako ka�emo, posledǌi radikal
koji smo uveli.

Naravno, on ka�e da se mo�e pretpostaviti da se R1/m ne mo�e
izraziti kao racionalna funkcija od a,b, . . . , p, p1, . . . poxto bi inaqe
dodavaǌe te veliqine bilo nepotrebno. Sliqno iskǉuquje mogu�nost
da p1, p2, . . . svi budu jednaki 0.

U prvom radu pretpostavǉa da p1 � 0 (u drugom pokazuje da to
ograniqeǌe nije suxtinsko). Zamenom R sa R/pm

1 mo�e da pretpostavi
da je p1 = 1. Oznaqimo R1/m sa z. Tada je

y = p + z +p2z2 + � � �+pm�1zm�1. (11)

Zamenom u (9) dobija se da je

q +q1z +q2z2 + � � �+qm�1zm�1 = 0, (12)

gde su q, q1, . . . , qm�1 polinomi po a,b, . . . , p, p2, . . . i R (setimo se da je
zm = R, te se tako uklaǌaju vixi stepeni od z). Abel sada tvrdi da je
neophodno da svi ovi qi budu jednaki 0. Naime, ako se pretpostavi da
to nije tako i posmatra (12) i

zm�R = 0, (13)

vidimo da je z zajedniqki koren dve algebarske jednaqine. Tada �e z
biti koren i najve�eg zajedniqkog delioca odgovaraju�ih polinoma.
Ako taj delilac nije nerastavǉiv, onda je z koren i nekog ǌegovog
nerastavǉivog faktora za koji mo�emo da pretpostavimo da je stepena
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bar 2 (jer bi z inaqe bio ve� racionalna funkcija od postoje�ih
veliqina). Dakle,

t0 + t1z + � � �+ tk�1zk�1 + zk = 0, (14)

pri qemu je odgovaraju�i polinom nerastavǉiv. To je jednaqina naj-
ni�eg stepena koju z zadovoǉava. No, ona ima k korena zajedniqkih
sa (13), a ova jednaqina ima korene oblika αz gde je α netrivijalan
m-ti koren iz jedinice. Dakle, imali bismo

t0 + t1z + � � �+ tk�1zk�1 + zk = 0 i t0 + t1αz + � � �+ tk�1α
k�1zk�1 +αk zk = 0.

(15)
Mno�eǌem prve od ovih sa αk i oduzimaǌem od druge, dobili bismo
jednaqinu ni�eg stepena koji z zadovoǉava, te to vodi do kontradik-
cije. Stoga svi koeficijenti q, q1, . . . , qm�1 moraju biti jednaki 0.

Koriste�i sada qiǌenicu da su rexeǌa jednaqine (13), sem z i αz,
α2z, . . .αm�1z, zamenom R1/m u (10) sa αi R1/m tako�e se dobijaju koreni
poqetne jednaqine (9). Ovi koreni su svi razliqiti, m ne mo�e biti
ve�e od 5. Ako su y1, . . . , ym tako dobijeni koreni, onda imamo

y1 = p + z +p2z2 + � � �+pm�1zm�1

y2 = p +αz +α2p2z2 + � � �+αm�1pm�1zm�1

...
...

...
. . .

...

ym = p +αm�1z +αm�2p2z2 + � � �+αpm�1zm�1.

Ako se ovo posmatra kao sistem linearnih jednaqina po nepoznatim
p, z, p2z2, . . . , pm�1zm�1, vidimo da imamo sistem od m jednaqina sa m
nepoznatih i to takav da ima jednoznaqno rexeǌe (uoqite koja je
matrica sistema). Stoga se ove ,,nepoznate” sve mogu izraziti kao
racionalne funkcije po y1, . . . , ym a time su i p, p2, . . . , pm�1, z = R1/m (pa
onda naravno i R = zm) racionalne funkcije korena.

Sama veliqina R je mo�da racionalna funkcija nekog ranije uve-
denog radikala v1/n. Ponavǉaǌem prethodnog postupka dobijamo da
su sve iracionalne veliqine koje se pojavǉuju u izrazu za korene
yi zapravo neki radikali racionalnih funkcija korena, ukǉuquju�i
svakako i odgovaraju�e korene iz jedinice. Rufini je poxao od te
pretpostavke, ispuxtaju�i korene iz jedinice i Abel je to oprav-
dao. Posle ovoga on nastavǉa koriste�i prethodne rezultate drugih
matematiqara koje smo naveli i zakǉuquje da se opxta jednaqina ste-
pena 5 ne mo�e rexiti preko radikala.

Dva meseca pre smrti je objavio rad o jednoj klasi rexivih alge-
barskih jednaqina. U klasu koju je razmatrao spada i ciklotomiqna
jednaqina. On tu dokazuje slede�u opxtu teoremu.

Ako su koreni jednaqine takvi da se svi koreni mogu izraziti kao racio-
nalne funkcije jednog od ǌih, na primer x, i ako su ma koja dva korena θ(x) i
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θ1(x) (gde su θ i θ1 racionalne funkcije), tako povezana da je θ(θ1(x)) = θ1(θ(x))
onda se jednaqina mo�e rexiti u radikalima.

Danas naravno grupe u kojima je mno�eǌe komutativno nazivamo
Abelove grupe. Ovde je dokazan specijalni sluqaj opxteg rezultata
koji je dao Galoa. Naime, znamo da je svaka Abelova grupa rexiva i
stoga se odgovaraju�a jednaqina mo�e rexiti preko radikala.

Gaus

Slika 8: Karl Fridrih Gaus

Karl Fridrih Gaus (1777–1855) svakako je bio jedan od najznaqa-
jnijih matematiqara u istoriji, a imao je nemale doprinose i u astro-
nomiji i fizici. Ovde �emo se posvetiti ǌegovim najva�nijim dopri-
nosima naxoj temi, a to je, najpre, kompletno rexeǌe ciklotomiqne
jednaqine xn � 1 = 0, a zatim i rezultatom da svaki realan polinom
mo�e da se faktorixe na linearne i kvadratne faktore, xto pak
povlaqi ,,osnovnu teoremu algebre”: svaki polinom sa kompleksnim
koeficijentima mo�e da se faktorixe na linearne faktore.

Poqnimo od ,,jednaqine deobe kruga” xn � 1 = 0. Jox kao student
matematike, Gaus je doxao do izvanrednog otkri�a, koje je najavio,
pomalo neoqekivano, u literarnom qasopisu koji je izlazio u Jeni.
Evo ǌegove najave (kada ka�e da se mogu geometrijski konstruisati
misli na to da se mogu konstruisati iskǉuqivo koriste�i leǌir i
xestar) od aprila 1796. godine.

Poznato je svakom poqetniku u geometriji da su razni pravilni mnogou-
glovi poput trougla, qetvorougla, petougla, petnaestougla, kao i oni koji se
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dobijaju neprekidnim udvostruqavaǌem strana prethodnih, mogu geometrijski
konstruisati.

To je ve� ura�eno u vreme Euklida i, qini se, generalno se ka�e da se
poǉe elementarne geometrije ne produ�ava daǉe: bar ja ne znam ni za jedan
uspexan pokuxaj da se ǌene granice produ�e u tom pravcu.

Stoga mi se qini da zaslu�uje pa�ǌu otkri�e da, sem navedenih pravilnih
mnogouglova vixe ǌih, na primer 17-ougao dopuxtaju geometrijsku konstruk-
ciju. Ovo otkri�e je samo specijalan dodatak xiroj teoriji, koja jox nije
kompletirana i koja �e biti predstavǉena javnosti qim bude zaokru�ena.

K. F. Gaus iz Braunxvajga,
Student matematike u Getingenu

Ovaj rezultat je predstavio u svom obimnom delu ,,Aritmetiqka
istra�ivaǌa” objavǉenom u leto 1801. godine. Zapravo je tome bila
posve�ena posledǌa, sedma glava ovog dela. Prethodne glave su bile
posve�ene teoriji brojeva.

On tu pokazuje da, ako je broj strana pravilnog mnogougla ob-
lika p1p2 � � �pl � 2k , gde su pi razliqiti prosti brojevi oblika 22n + 1
(Fermaovi prosti brojevi), onda se taj mnogougao mo�e konstruisati
pomo�u leǌira i xestara (priqa se da je on toliko bio ponosan tim
svojim rezultatom da je tra�io da mu crte� pravilnog sedamnaes-
tougla bude uklesan na nadgrobnu ploqu, ali da je kamenorezac to
odbio tvrde�i da se takva figura ne bi razlikovala od kruga. . . ).
U jednom odeǉku ovog dela Gaus navodi da on ima ispravan metod da
doka�e da su to jedini pravilni mnogouglovi za koje je mogu�e izvr-
xiti konstrukciju pomo�u leǌira i xestara i da, mada to prevazi-
lazi granice ovog dela, on to navodi zbog ose�aja odgovornosti za to
da drugi ne bi gubili vreme pokuxavaju�i da ovaj rezultat proxire.

Gaus najpre svodi problem na sluqaj kada je n prost broj, i u daǉem
stalno pretpostavǉa da je to tako. Najpre, na dosta komplikovan
naqin, dokazuje da je polinom xn�1+xn�2+� � �+x+1 (koji on oznaqava sa
X ) nerastavǉiv nad racionalnim brojevima. Skup svih korena ovog
polinoma Gaus oznaqava sa Ω. On navodi potom da se ideja dokaza
sastoji u tome da ako je n�1 proizvod faktora αβγ � � �), koji se svi mogu
smatrati prostim brojevima, onda se jednaqina X = 0 mo�e rexiti
sukcesivnim rexavaǌem jednaqina stepena α,β,γ, . . .. Na primer, za
n = 17, n�1 = 2 �2 �2 �2, te za ovaj sluqaj treba rexiti qetiri kvadratne
jednaqine.

Za dokazivaǌe ovog rezultata, Gaus koristi takozvane ,,periode”.
Taqka 347 glasi: Svi koreni iz Ω razbijaju se na neke klase (periode).
Naime, neka je r neki od korena iz Ω. Smatramo da je n prost. Tada
su svi koreni zapravo r,r 2,r 3, . . . ,r n�1. Gaus je u tre�oj glavi svojih
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,,Istra�ivaǌa” zapravo dokazao da ako je n prost broj, onda je grupa
(Znz{0}, �) cikliqna, te postoji ,,primitivni element” g koji je gener-
ator te grupe. Tada su 1, g , g 2, . . . , g n�2 po modulu n zapravo brojevi
1,2, . . . ,n�1, ali ne nu�no u istom poretku. Stoga su r,r g ,r g 2

, . . . ,r g n�2

tako�e svi koreni iz Ω pri qemu je svaki od ǌih g -ti stepen prethodnog
(primetimo da je i

(
r g n�2

)g = r g n�1 = r tako�e stepen ,,prethodnog” ako
ih gledamo pore�ane na krugu. Postavimo te korene iz Ω tako da dele
krug na n jednakih delova.

Slika 9: Periodi

Oni �e qiniti temena pravilnog n-tougla. Primetimo da na levoj
slici u vrhu umesto r 18 treba da stoji r 16. Neka je n�1 = e f . Razmot-
rimo kakva svojstva imaju sume od po f tih korena tako da f tih temena
koja im odgovaraju qine temena pravilnog f -tougla. Takve sume Gaus
naziva periodima du�ine f (zapravo skup korena koji se pojavǉuje
u ovoj sumi Gaus naziva periodom, ali ka�e da se i sama suma mo�e
tako nazvati). Ako se u toj sumi po�e od korena rλ ona je jednaka

rλ+ rλh + rλh2 + � � �+ rλh f �1
,

gde je h = g e , a ovde je svaki qlan sume h-ti stepen prethodnog (gledano
cikliqki, tj. i prvi qlan je h-ti stepen posledǌeg). Ovu sumu Gaus
oznaqava sa ( f ,λ), pri qemu. Naravno, mo�e se po�i od bilo kog temena,
te je ( f ,λ) = ( f ,λhk ). Ako se stavi λ= 0, dobija se da je ( f ,0) = f . I tu
sumu Gaus naziva periodom, mada ona nema isti status kao prethodne.
Radi preglednosti pisaǌa, umesto rµ pixe [µ]. Tada je [λ] � [µ] = [λ+µ],
a tako�e va�i: ako je λ�µ (mod p), onda je [λ] = [µ]; naravno, tada je i
( f ,λ) = ( f ,µ).

Gaus potom dokazuje niz lema za ove periode, posebno kako se nalazi
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formula za proizvode ( f ,λ) � ( f ,µ). Naime, ako je

( f ,λ) = [λ]+ [λ1]+ [λ2]+ � � � ,

onda je
( f ,λ) � ( f ,µ) = ( f ,λ+µ)+ ( f ,λ1+µ)+ ( f ,λ2+µ) � � � .

Na primer, neka je n = 19, tj. n�1 = 18 i f = 6. Tada je e = 3 i g = 23 = 8
(2 je generator za (Z19z{0}, �)). U tom sluqaju je

(6,1) = [1]+ [8]+ [64]+ [512]+ [4096]+ [32768],

odnosno posle redukcije po modulu 19 i prikaza u rastu�em poretku.

(6,1) = [1]+ [7]+ [8]+ [11]+ [12]+ [18].

Tada je

(6,1)2 = (6,1) � (6,1) = (6,2)+ (6,8)+ (6,9)+ (6,12)+ (6,13)+ (6,19).

No, imamo jednakosti:

(6,8) = (6,8 �8) = (6,64) = (6,7) = (6,56) = (6,18) = (6,144) = (6,11) = (6,88) = (6,12) = (6,96) = (6,1),

(6,9) = (6,72) = (6,15) = (6,120) = (6,6) = (6,48) = (6,10) = (6,80) = (6,4),

(6,13) = (6,104) = (6,9) = (6,4), (6,19) = (6,0) = 6.

Stoga je (6,1)2 = 2(6,1)+ (6,2)+2(6,4)+6.

Evo prikaza perioda u ovom sluqaju:

Slika 10: Periodi za sluqaj n = 19
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Bez daǉeg razmatraǌa, navedimo kako se ti periodi pojavǉuju pri
formiraǌu navedenih pomo�nih jednaqina.

Ako je n = 19, onda je n�1 = 18 = 3�3�2. Tada su periodi (6,1), (6,2), (6,4)
koreni jednaqine x3 + x2�6x�7 = 0. Periodi (2,1), (2,8), (2,7) su koreni
jednaqine x3�(6,1)x2+((6,1)+(6,4))x�2�(6,2) = 0, a r,r 18 su koreni jedna-
qine x2� (2,1)x +1. Kad imamo r imamo i sve ostale.

Za sluqaj n = 17, imamo n�1 = 2 �2 �2 �2. Evo prikaza perioda za ovaj
sluqaj.

Slika 11: Periodi za sluqaj n = 17

Periodi (8,1), (8,3) su koreni jednaqine x2 +x�4 = 0; (4,1), (4,9) su ko-
reni jednaqine x2� (8,1)x� 1 = 0; (2,1), (2,13) su koreni jednaqine x2�
(4,1)x + (4,3) = 0 i r,r 16 su koreni jednaqine x2� (2,1)x +1. Tako smo do-
bili te qetiri kvadratne jednaqine. Kako se rexeǌa kvadratnih jed-
naqina izra�avaju pomo�u kvadratnih korena, a ǌih je mogu�e kon-
struisati pomo�u leǌira i xestara (pod uslovom da je potkorena
veliqina ve� konstruisana), to se i pravilni 17-ugao mo�e konstru-
isati pomo�u leǌira i xestara. Na primer, ako �elimo da vidimo
koliko je cos 2π

17 izra�eno algebarski, onda mo�emo da primetimo da
je r = cos 2π

17 + i sin 2π
17 , te je r 16 = r�1 = r̄ = cos 2π

17 � i sin 2π
17 . Dobijamo da je

cos 2π
17 = 1

2 (r + r 16) = 1
2 (2,1). Samo treba na�i (2,1). . .

Pre�imo sada na razmatraǌe osnovne teoreme algebre. Gaus se
vixe puta vra�ao na ovu teoremu. Prvi dokaz je objavio 1799, drugi
i tre�i 1816, a qetvrti 1849. Qetvrti dokaz je baziran na istim
idejama kao i prvi, te je on zapravo dao tri razliqita dokaza ovog
va�nog rezultata.

Zapravo je Gausova teza, koju je odbranio kod Fafa (Pfaff) 1799. u
Helmxtetu, sadr�ala analizu ove teoreme i prvi dokaz. Naslov teze:
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,,Novi dokaz za teoremu da se svaka cela racionalna algebarska funkcija
jedne promenǉive mo�e razlo�iti u realne faktore prvog ili drugog
stepena”. Teza nije duga, ima nekih 26 stranica. Najpre Gaus ana-
lizira, uz kritiku, ranije pokuxaje dokaza ovog rezultata. Najpre se
to odnosi na Dalamberov dokaz iz 1746. godine, a potom i na Ojlerovu
daǉu razradu. Imaju�i u vidu kritiku koju je dao, Gaus u drugom delu
predstavǉa svoj dokaz.

Gaus razmatra polinom sa realnim koeficijentima

X = xm + Axm�1 +B xm�2 + � � �+Lx +M ,

gde je x neodre�ena. On �eli da doka�e da ili linearan ili kvadratni
faktor od X postoji. Treba primetiti da ako odgovaraju�a jednaqina
ima dvostruki koren, onda je on, kao xto znamo, nula i izvoda tog
polinoma, pa se problem mo�e svesti na polinom maǌeg stepena. Stoga
se mo�e pretpostaviti da X nema vixestrukih korena. Gaus izbe-
gava eksplicitno korix�eǌe kompleksnih brojeva, xto je ra�eno u
prethodnim dokazima i formulixe slede�u lemu.

Lema. Ako je m proizvoǉan pozitivan ceo broj, onda je funkcija sinϕ �xm�
sinmϕ � r m�1x + sin(m�1)ϕ � r m deǉiva sa x2�2cosϕ � r x + r 2.

Konstatuje da se ovo pokazuje direktnom proverom i formulixe
slede�u lemu.

Lema. Ako su veliqina r i ugao ϕ odre�eni na takav naqin da va�e slede�e
jednaqine

r m cosmϕ+ Ar m�1 cos(m�1)ϕ+Br m�2 cos(m�2)ϕ+ . . .+K r r cos2ϕ+Lr cosϕ+M = 0,
(16)

r m sinmϕ+ Ar m�1 sin(m�1)ϕ+Br m�2 sin(m�2)ϕ+ . . .+K r r sin2ϕ+Lr sinϕ= 0, (17)

onda je funkcija xm + Axm�1 +B xm�2 + . . .+K xxLx +M = X deǉiva faktorom
drugog stepena xx�2cosϕ�r x+r r , ako r �sinϕ nije = 0. Ali, ako jeste r �sinϕ= 0,
onda je ta funkcija deǉiva prostim faktorom x� r cosϕ.

Ovu lemu dokazuje uz pomo� prethodne. Gaus potom obrazla�e da
se ovako nexto dokazuje uglavnom korix�eǌem ,,imaginarnih brojeva”
i navodi Ojlera, ali da on, eto, smatra da je dobro videti kako se to
mo�e i direktno dokazati.

Za jednaqine (16) i (17) on govori da su jednaqine algebarskih
krivih stepena m, samo predstavǉene u polarnim koordinatama i levu
stranu u jednaqini (16) oznaqava sa U , a u jednaqini (17) sa T .

Gaus sada �eli da poka�e da sistem jednaqina U = 0, T = 0 ima
rexeǌe, tj. da se ove krive seku. On tvrdi da za dovoǉno veliko R
postoji taqno 2m taqaka preseka krive U = 0 i kruga polupreqnika R,
kao i taqno 2m taqaka preseka krive T = 0 i tog kruga, i to tako da se
taqke preseka jedne i druge krive pojavǉuju jedna izme�u druge. Ove
algebarske krive imaju po m grana i on to ilustruje crte�om:
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Slika 12: Gausov prvi dokaz

Dodaje i sliku

Slika 13: Gausov prvi dokaz – dodatna slika

radi pojaxǌeǌa. Ka�e da je ona dobijena pomo�u funkcije X = x4�
2xx+3x+10. Parni brojevi na prvoj slici oznaqavaju preseke kruga i
grana krive T = 0 (obratite pa�ǌu da je x-osa jedna od grana te krive),
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a neparni se odnose na krivu U = 0. Zaxto se sve dexava bax tako?
Gaus ka�e da ako grana neke algebarske krive ulazi u neki domen,
ona odatle i izlazi. On ovo smatra za jasno i ne dokazuje, daje samo
slede�i komentar u obliku fusnote.

Qini se da je dokazano sa dovoǉnom sigurnox�u da algebarska kriva niti
mo�e da se prekine bilo gde (kao xto se dexava, na primer, sa krivom qija
je jednaqina y = 1/lnx) niti se mo�e izgubiti, da tako ka�emo, u nekoj taqki
posle beskonaqno mnogo namotaja (kao kod logaritamske spirale). Koliko ja
znam, niko nije istakao bilo kakvu sumǌu u vezi ovoga. Ipak, ako bi neko to
tra�io, onda bih se poduhvatio zadatka da dam dokaz, koji ne podle�e bilo
kakvoj sumǌi, nekom drugom prilikom. . .

No, ovo tvr�eǌe o realnim algebarskim krivama nije nimalo jed-
nostavno i danas mnogi smatraju da je Dalamberov dokaz, koji ima
mana, lakxe popraviti no Gausov. Zapravo je tek 1920. godine Alek-
sandar Ostrovski dao nepobitan dokaz svih Gausovih tvrdǌi u ovoj
tezi i to je objavǉenu u nauqnom qasopisu u Getingenu. No, taj dokaz
nimalo nije lak. Zanimǉivo je navesti da je jednostavniji dokaz toga
xto Gaus tvrdi, dat u qasopisu American Mathematical Monthly 2017. go-
dine.

Nastavak dokaza da postoji presek ove dve krive Gaus izvodi ovako.
Pretpostavimo da presek ne postoji. Taqka 0 je povezana sa taqkom 2m
x-osom (videti crte�, tu je m = 4). Taqka 1 se onda ne mo�e povezati
sa nekom taqkom sa druge strane x-ose a da je ne preseqe. Stoga, ako
je taqka 1 povezana sa nekom neparnom taqkom n, onda je n < 2m. Na
isti naqin, ako je 2 povezano sa parnom taqkom n1 mora biti n1 < n.
Primetimo da je razlika n1�2 parna i da je maǌa od razlike 2m�0.
Nastavǉaǌem postupka dolazimo do situacije da je taqka h povezana
sa taqkom h +2. No, sada grana algebarske krive koja ’ulazi’ u krug
u taqki h + 1 mora obavezno se�i granu koja povezuje h i h + 2 xto
protivreqi pretpostavci.

Gausov drugi dokaz je algebarski, ne ukǉuquje geometrijska raz-
matraǌa. On je baziran na dva rezultata.

1. Svaki realni polinom neparnog stepena ima bar jednu nulu.

2. Svaka kvadratna jednaqina sa kompleksnim koeficijentima ima dva
kompleksna korena.

Gaus razmatra realni polinom stepena m

Y = xm�L1xm�1 +L2xm�2����+ � � � (18)

On ovaj polinom meǌa polinomom y qije su nule neodre�ene a,b,c, . . .:

y = (x�a)(x�b)(x� c) � � � (19)
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Posmatra potom pomo�ni polinom σ u novoj promenǉivoj u definisan
kao proizvod

ζ= (u� (a +b)t +ab)(u� (a + c)t +ac) � � � . (20)

Vidimo da je ovo proizvod linearnih faktora koji su dobijeni izborom
para neodre�enih. Stoga je degζ = m1 = (m

2

) = 1
2 m(m� 1). Dakle, ovaj

polinom je izra�en pomo�u u, t i simetriqan je u neodre�enim a,b,c, . . ..
No, elementarne simetriqne funkcije od ovih neodre�enih daju koefi-
cijente L1,L2, . . . polinoma Y (prisetimo se Vijetovih formula; znaci
koeficijenata su tako birani da su koeficijenti bax simetriqne
funkcije). Zamenom dobijamo pomo�ni polinom Z stepena m1. Gaus
sada dokazuje da ako diskriminanta polinoma Y nije nula, onda ni
diskriminanta od Z nije 0 (diskriminanta nekog polinoma je jednaka
nuli akko on ima vixestruke korene). Potom bira za t realnu vred-
nost tako da diskriminanta ostaje razliqita od nule i pokazuje da,
ako je koren od Z poznat, par korena originalnog polinoma se mo�e
dobiti (znamo koliko su a+b i ab, te onda rexavaǌem kvadratne jed-
naqine dobijamo a i b). Glavna stvar u ovom dokazu je da se iteri-
raǌem ovog postupka dobijaju polinomi qiji je stepen sve maǌe deǉiv
sa 2. Naime, ako je m = 2µ(2k +1), onda je m1 = 2µ�1(2k +1)(2µ(2k +1)�1) =
2µ�1(2k 1+1). Tako najzad dobijamo polinom neparnog stepena koji ima
realnu nulu. I onda idemo unazad te dobijamo i nule poqetnog poli-
noma.

Tre�i Gausov dokaz koristi matematiqku analizu. Mo�emo da ga
gledamo i kao dokaz, koji u svojoj osnovi koristi Grinovu formulu
iz Analize 2, ili rezultate iz Kompleksne analize. Svakako je to
direktan dokaz. O ǌemu �emo zaista kratko. Ponovo se polazi od
polinoma sa realnim koeficijentima

X = xm + Axm�1 +B xm�2 + � � �+Lx +M

i razmatraju pomo�ne funkcije

t = r m cosmϕ+ Ar m�1 cos(m�1)ϕ+Br m�2 cos(m�2)ϕ+ � � �+Lr cosϕ+M ;

u = r m sinmϕ+ Ar m�1 sin(m�1)ϕ+Br m�2 sin(m�2)ϕ+ � � �+Lr sinϕ.

Gaus naravno �eli da doka�e da sistem jednaqina t = 0,u = 0 ima re-
xeǌe. Pretpostavimo da to rexeǌe ne postoji, tj. da je t 2 +u2 � 0 za
sve vrednosti r i ϕ. Gaus posmatra funkciju

y = g

r (t 2 +u2)2 ,

pri qemu je g polinom po t ,u, kao i ǌihovim prvim i drugim par-
cijalnim izvodima po ϕ (s obzirom na prirodu ovih funkcija, ti
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parcijalni izvodi su funkcije istog oblika). Zatim tra�i integral
ove funkcije po dovoǉno velikom disku sa centrom u koordinatnom
poqetku.

Ω=
» »

0¤ϕ¤2π,0¤r¤R
y dr dϕ.

Zapravo kod Gausa ϕ uzima vrednosti od 0� do 360�. Mi smo to ipak
malo modernizovali ,. No, ispostavǉa se da ako se integrali prvo
po ϕ dobija se da je Ω= 0, a ako se integrali prvo po r , pa onda po ϕ,
dobija se da je Ω> 0. Ova kontradikcija pokazuje da je t 2+u2 = 0 negde,
a to je i tra�eno.

Galoa

Slika 14: Evarist Galoa

Evarist Galoa (1811–1832) bio je sin gradonaqelnika jednog ma-
log grada u okolini Pariza. Dva puta (1828. i 1829) je pokuxao da
se upixe u École Polytechnique i posle ovih neuspelih pokuxaja upisao
je École Normale. Treba re�i da je Politehniqka xkola bila na znatno
vixem nivou od Normalne, ali je mladog Galoa privlaqila i zbog
jakog studenckog politiqkog pokreta u toj xkoli, a Galoa je repub-
likanske ideje nasledio od svojih roditeǉa. Osim toga, Galoa je
do�iveo porodiqnu tragediju neposredno pre svog drugog pokuxaja da
upixe Politehniku – otac mu je izvrxio samoubistvo zbog skandala
izazvanog ǌegovim falsifikovanim potpisom na nekim dopisima.

ǋegov prvi objavǉeni rad je qlanak od 8 strana o veri�nim raz-
lomcima objavǉen u Matematiqkim analima �ergoǌa 1828. godine
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(�ozef �ergoǌ (1771–1859) bio je francuski matematiqar koji je
izdavao ovaj uticajni qasopis). Tu je on pokazao kako se, ako se jedan
koren algebarske jednaqine ma kog stepena izra�ava neposredno pe-
riodiqnim veri�nim razlomkom, onda se neki drugi koren izra�ava
tako�e periodiqnim veri�nim razlomkom koji se dobija deǉeǌem -1
istim veri�nim razlomkom, ali napisanim u obratnom poretku.

U maju 1829, Galoa je prilo�io svoj prvi rad o svojim istra�iva-
ǌima o rexavaǌu algebarskih jednaqina, Akademiji nauka Pariza, a
drugi, o jednaqinama prostog stepena osam dana kasnije, 1. juna. Oba
rada su poslata Koxiju koji ih je izgubio i oni nikada nisu na�eni.

U februaru 1830. Galoa je Akademiji prilo�io jox jedan rad na
istu tematiku da bi bio razmatran za Veliku nagradu Akademije.
Ovaj put je rad dobio stalni sekretar Akademije Furije, ali je on
umro pre nego xto je stigao da pregleda rad. Ni ovaj rukopis nikada
nije na�en. Nagradu su podelili Jakobi i Abel (posthumno), dok
Galoaov rad nije ni razmatran.

Sofi �ermen (1776–1831, francuska matematiqarka koja je imala
znaqajne rezultate posebno u teoriji brojeva) je pisala o ovome:

. . . smrt gospodina Furijea je bila previxe za ovog studenta Galou koji,
uprkos svojoj drskosti, pokazuje znake pametne prirode. Sve ovo je dovelo do
toga da je on izbaqen sa Normalne xkole. Sada je bez novca. . . Ka�u da �e
potpuno poludeti. Plaxim se da je to taqno.

U aprilu 1830. Galua je objavio ,,notu” (kratak rad) od dve stra-
nice u Biltenu (barona) Ferusaka u kojoj su glavni rezultati rada
koji je prilo�io Akademiji bili navedeni bez dokaza. Prva i naj-
znaqajnija teorema koja je navedena u ovoj noti glasi:

Da bi jednaqina prostog stepena bila rexiva u radikalima potrebno je
i dovoǉno da se svi ostali koreni mogu racionalno izraziti preko neka dva
od ǌih.

Jasno je da ovo pokazuje da opxta jednaqina reda 5, koja ima 5 ko-
rena koji su nezavisni jedan od drugog, ne mo�e rexiti u radikalima.

Izuzetno znaqajan je rad krajǌe jednostavnog naslova ,,O teoriji
brojeva” objavǉen u Biltenu Ferusaka u junu 1830. godine, a u kome
je Galoa odredio strukturu konaqnih poǉa (koja se danas nazivaju i
Galoaovim poǉima). Prika�imo do kojih je rezultata doxao.

I Abel i Galoa su imali jasan pojam ,,poǉa”. Poǉa koja su i Abel
i Galoa razmatrali u problemu rexivosti algebarske jednaqine su
uvek poǉa koja sadr�e u sebi poǉe racionalnih brojeva. Sadaxǌim
jezikom govore�i, radi se o poǉima karakteristike 0. No, u ovom radu
on se bavi poǉima karakteristike p za prost broj p. ǋega zapravo
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zanimaju veliqine koje postaju 0 posle mno�eǌa sa p. Evo xta on
pixe.

Ako se dogovorimo da smatramo za nulu sve veliqine koje pri algebarskom
raqunaǌu jesu umnoxci od p i ako se pokuxa da se, pri ovoj konvenciji,
na�e rexeǌe jednaqine F x = 0, koje gospodin Gaus oznaqava notacijom F x � 0,
obiqaj je da se razmatraju samo celobrojna rexeǌa. Kako sam ja, vo�en svojim
istra�ivaǌima, razmatrao i nesamerǉiva rexeǌa, dobio sam neke rezultate
za koje smatram da su novi.

Dakle, Galua jeste motivisan razmatraǌem rexavaǌa kongruen-
cija, ali za razliku od Gausa koji i za nelinearne kongrupencije,
poput x2 � a (mod p), dopuxta samo celobrojna rexeǌa, Galua bi �eleo
da razmotri i ’iracionalna rexeǌa’, tj. �eleo bi da posmatra raxi-
reǌa od Zp dobijena dodavaǌem novih elemenata. On pretpostavǉa
da je polinom F x nerastavǉiv po modulu p. Pita se da li mo�e na�i
nova rexeǌa uvo�eǌem novih ’simbola’ koji se mogu pokazati isto
tako korisnim kao i uvo�eǌe imaginarne jedinice i u analizu.

Galua oznaqava sa i jedan od korena kongruencije F x � 0 stepena ν

(to i naravno nije iz Z) i formira pν izraza

a +a1i +a2i 2 + � � �+aν�1iν�1. (21)

gde su a, a1, . . . , aν�1 celi brojevi po modulu p. Ovi elementi �e formi-
rati poǉe, koje danas nazivamo Galuaovo poǉe i jedna od oznaka je i
GF (pν).

On daǉe pokazuje da, ako se posmatraju svi nenula elementi (i tako
dobije jedna grupa u odnosu na mno�eǌe) i ovde, kao u sluqaju razma-
traǌa po modulu p postoje primitivni koreni, tj. ova grupa je cik-
liqna (u danaxǌoj terminologiji). Dakle, svaki element Galoaovog
poǉa je koren polinoma xpν�x.

Na kraju svog rada, Galua polazi od ma kog raxireǌa od GF (p)
u kome se gorǌi polinom faktorixe na linearne faktore. Posma-
traju�i samo potpoǉe generisano korenima gorǌeg polinoma, on kon-
statuje da postoji ,,primitivni element” i u tom potpoǉu. Ka�e da je
to jasno na osnovu jedne Abelove teoreme. Taj element je nula nekog
nerastavǉivog polinoma stepena ν. Bez obzira koji polinom da se
uzme, uvek se dolazi do istog poǉa GF (pν). Na primer, u sluqaju p = 7
i ν= 3 konstatuje da se za taj polinom mo�e uzeti x3�2 koji je neras-
tavǉiv po modulu 7.

U januaru 1831. Akademija je primila tre�u, redigovanu verziju,
ǌegovog centralnog rada pod naslovom ,,Memoar o uslovima za rexi-
vost jednaqina radikalima”. Akademija je zamolila Poasona i Lakroa
da napixu recenziju za ovaj rukopis. Poason ga je pa�ǉivo pregledao
i zakǉuqio da ne mo�e da ga razume. Evo i zavrxetka te recenzije.
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Uradili smo sve najvixe xto smo mogli da razumemo Galoaove dokaze.
ǋegovo rezonovaǌe nije dovoǉno jasno, niti je dovoǉno razvijeno da bismo
mogli da damo ocenu ǌegove taqnosti i qak nismo u mogu�nosti da damo
ideju ǌegovog rezonovaǌa u ovoj recenziji. Autor tvrdi da je tvr�eǌe koje
je poseban ciǉ ovog memoara deo opxte teorije, koja potencijalno ima mnoge
primene. Qesto se dexava da razni delovi teorije, koji pojaxǌavaju jedan
drugi, budu lakxe shvatǉivi kao celina, nego izolovani. Stoga, da bi se
formirala sigurna ocena treba priqekati dok autor ne objavi svoje delo kao
celinu. No, u sadaxǌem obliku, za deo koji je podnesen Akademiji ne mo�emo
dati pozitivno mixǉeǌe.

Galoa nije stigao da predstavi svoju kompletnu teoriju u obliku
nauqnog rada. On je poginuo u dvoboju 30. maja 1832. Kako je do
dvoboja doxlo, jeste jedna od misterija koje okru�uju ovog mladog
qoveka. Na osnovu najnovijih istra�ivaǌa, a koja svakako nisu rekla
posledǌu req o ovom pitaǌu, ukratko to mo�emo ovako pojasniti.

Ve� je reqeno da je Galua bio istaknut u svojim revolucionarnim
aktivnostima usmerenim protiv ustavne monarhije ustanovǉene 1830.
godine u Francuskoj. Dana 9. maja 1831. godine 200 republikanaca
se skupilo da proslavi osloba�aǌe 19 artiǉerijskih oficira Na-
cionalne garde koji su krajem 1830. godine uhapxeni i optu�eni za
izdaju. Tokom ove veqere je Galoa, navodno, sa bode�om u ruci, pre-
tio kraǉu. Uhapxen je iste veqeri, ali je, iznena�uju�e, na su�eǌu
15. juna oslobo�en optu�be. Na Dan Bastiǉe 14. jula 1831. je ponovo
uhapxen jer je nosio zabraǌenu uniformu artiǉerijskog oficira Na-
cionalne garde, a nosio je i napuǌenu puxku, vixe pixtoǉa i no�.
Uhapxen je i vra�en u zatvor u kome je prethodno bio. Tokom boravka
u zatvoru, dobio je obavexteǌe da mu je ,,Memoar” odbijen. Pokuxao
je samoubistvo, ali su ga ostali zatvorenici u tome spreqili. U
staǌu pijanstva se �alio drugima koliko mu nedostaje otac. U martu
1832. doxlo je do epidemije kolere u ovom zatvoru i zatvorenici su
prebaqeni na drugo mestu. Tu se, po svemu sude�i, zaǉubio u �erku
lekara iz tog kraja. Poxto je bio otpuxten iz zatvora 28. aprila,
razmenio je neka pisma sa ǌom, ali je jasno da ǌegova ose�aǌa nisu
bila uzvra�ena.

Sve te nevoǉe koje su ga snaxle, ukǉuquju�i i tu neuzvra�enu
ǉubav, dovele su do toga da je rexio da se �rtvuje za revolucionarnu
stvar. Za pokretaǌe oru�anog ustanka, bila je potrebna i neka �rtva
i Galoa je rexio da on bude ta �rtva. U narednim danima je napisao
nekoliko pisama u kojima je naveo da je izazvan na dvoboj od strane
monarhista (a nije propustio da spomene da �e poginuti i zbog ,,ozo-
glaxene kokete”). Zapravo se dogovorio sa svojim prijateǉem da
odglume dvoboj u kome �e Galua stradati. Skoro je sigurno da je
identitet ǌegovog prijateǉa Perxe Derbenvil (a to ime je i Alek-
sandar Dima naveo u svojim memoarima). Galoa je naveo da ne zamere
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onima koji �e ga ubiti, jer imaju dobru nameru. Na ǌegovoj sahrani se
skupilo 3000 ǉudi koji su bili spremni da napadnu policiju i time
zapoqnu pobunu, no tokom sahrane se saznalo da je general Lamark,
koji je tako�e bio veliki kritiqar trenutnog re�ima (general je bio
poznat po znaqajnim vojnim uspesima pod Napoleonom, kasnije je bio
kritiqar i restauracije Burbona i kasnije ustavne monarhije) i onda
je zakǉuqeno da bi ǌegova sahrana bila boǉa prilika za pobunu. Do
te pobune je i doxlo u junu 1832. godine, ali to nije tema za nas.

U svakom sluqaju, za naxu priqu je znaqajno da je Galoa posledǌu
no� pred dvoboj, dakle no� izme�u 29. i 30. maja, proveo sastavǉaju�i
podu�e pismo svom prijateǉu Ogistu Xevalijeu u kome je objasnio
osnovne ideje svoje teorije. Ovo pismo je objavǉeno u Enciklopedij-
skoj reviji u septembru 1832. godine. Galua ga zavrxava molbom pri-
jateǉu da javno zatra�i mixǉeǌe od Jakobija i Gausa, ne o taqnosti,
nego o znaqaju teorema do kojih je doxao.

Posle toga, na�i �e se, nadam se, ǉudi kojima �e biti u interesu da
raspetǉaju sav ovaj galimatijas.

Na�alost, ni Jakobi ni Gaus se nikada nisu izjasnili ovim povodom
i xiri krug matematiqara je tek 1846. godine kada je Liuvil u svom
qasopisu objavio Galoaove matematiqke radove, saznao za ove ǌegove
ideje.

Prika�imo sada, ukratko, sadr�inu Galoaovog ,,Memoara”. Galoa
poqiǌe od jednaqine f (x) = 0. Koeficijenti ovog polinoma su poz-
nate veliqine, na primer racionalni brojevi, ili qak i samo slova.
Sve racionalne funkcije ovih koeficijenata on naziva racionalnim.
Mogu se dodavati i nove veliqine, na primer m-ti koreni iz pos-
toje�ih. U savremenoj terminologiji, Galoa poqiǌe od nekog osnovnog
poǉa i onda dodaje nove elemente, te tako formira raxireǌa poǉa.
On ovde koristi, ali ne sasvim konzistentno, termine permutacija i
supstitucija. Posmatra grupe supstitucija koje imaju slede�e svojstvo:
ako S i T pripadaju nekoj takvoj grupi, onda je u ǌoj i ST . Obratite
pa�ǌu da on zahteva samo da je kompozicija dve supstitucije u is-
toj grupi. No, supstitucije su bijekcije, a grupe koje razmatra su
konaqne i ovo mu je dovoǉno da mo�e da zakǉuqi da je i identiqna
supstitucija tu, kao i da je inverz svake supstitucije u toj grupi
(razmislite zaxto).

Galoaova prva lema ka�e da ako neki polinom f ima zajedniqki
koren sa nekim nerastavǉivim polinomom g , onda je f deǉivo sa g .
Ovaj se rezultat tako�e nalazi u Abelovom radu iz 1829. Ova lema
nam govori da je poǉe K (V ) koje se dobija dodavaǌem nekog korena
nerastavǉivog polinoma poǉu koeficijenata K potpuno odre�eno qim
se zna bazno poǉe K i nerastavǉiv polinom g – mi sada znamo da je
to poǉe izomorfno koliqniqkom prstenu K [X ]/〈g 〉.
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On zatim pokazuje da ako jednaqina g (x) = 0 nema vixestruke korene
i ako su koreni a,b,c, . . . uvek se mo�e na�i funkcija ovih korena V
tako da su sve vrednosti koje se dobijaju svim permutacijama a,b,c, . . .
razliqite. Zapravo Galua ka�e da se za to mo�e uzeti

V = Aa +Bb +C c + � � �

za neke cele brojeve A,B ,C , . . .. Odavde on dobija da se tada svi ko-
reni a,b,c, . . . dobijaju kao racionalne funkcije od V . Drugim reqima,
K (a,b,c, . . .) = K (V ). U ovom dokazu on neke me�ukorake i ne dokazuje, te
je Poason ispravno napisao da je dokaz ovoga nekompletan, ali da je
rezultat taqan na osnovu jednog Lagran�ovog rezultata. Taj element
V je koren nekog nerastavǉivog polinoma. Ako su svi koreni tog poli-
noma V ,V 1,V 2, . . . ,V (n�1) onda slede�a lema konstatuje da ako je a =ϕ(V )
koren poqetne jednaqine, onda je ϕ(V 1) tako�e koren te jednaqine.

Potom dokazuje glavni rezultat.

Stav 1. Postoji grupa permutacija slova a,b,c, . . . tako da

1� Svaka funkcija korena koja je invarijantna na supstitucije u grupi jeste
racionalno odrediva.

2� Obratno, svaka funkcija korena koja je racionalno odrediva je invari-
jantna u odnosu na grupu.

Vidimo ovde nekonzistentnost terminologije u vezi permutacija i
supstitucija, no jasno je o qemu se radi. On potom istra�uje kako
se meǌa grupa jednaqine ako se osnovno poǉe proxiruje dodavaǌem
jednog, ili qak svih korena neke pomo�ne jednaqine (zadate neras-
tavǉivim polinomom). Jasno je da �e nova grupa biti neka podgrupa
H poqetne grupe G. On pa�ǉivije govori o ovome u pismu Xevalijeu.

Pixe da se, ukoliko je H prava podgrupa od G grupa G mo�e rastaviti u
obliku

G = H +HS +HS1+ � � � (22)

ili u obliku
G = H +T H +T 1H + � � � (23)

Ovde se naravno radi, u savremenoj terminologiji, o razbijaǌe grupe
na desne, odnosno leve kosete po nekoj podgrupi. Galoa ka�e da se ove
dve dekompozicije ne moraju poklapati, a ako se poklapaju, on ka�e
da se radi o ,,pravoj” dekompoziciji. U savremenoj terminologiji
naravno imamo tada u pitaǌu normalnu podgrupu. On posebno navodi
da je to sluqaj kada se dodaju svi koreni pomo�ne jednaqine. On dokaz
ne navodi, samo ka�e da se mo�e na�i.

Sada on dolazi do osnovnog pitaǌa: kada se jednaqina mo�e rexiti
pomo�u radikala. Naravno, dovoǉno je posmatrati radikale (korene)
prostog stepena. Galoa ovde pretpostavǉa da se dodaju odgovaraju�i
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koreni iz jedinice na samom poqetku, ali na osnovu radova Gausa,
to nije neophodno pretpostaviti – p-ti koreni iz jedinice mogu se
izraziti preko radikala stepena maǌeg od p.

Pretpostavimo da dodavaǌe radikala r , koji je koren jednaqine

xp � s = 0 (24)

dovodi do redukcije Galoaove grupe. Kako su svi p-ti koreni iz je-
dinice po Galoi ve� u osnovnom poǉu, to smo zapravo dodali sve
korene jednaqine (24) (ostali su oblika αr , gde je α p-ti koren iz
1). Dakle, radi se o ,,pravoj” dekompoziciji (podgrupa je normalna).
Galoa tvrdi, ali ne dokazuje, da je broj qlanova u dekompoziciji (22)
(dakle, indeks podgrupe H u grupi G) jednak p. Va�i i obratno – ako
je H podgrupa indeksa p onda se Galoaova grupa G mo�e redukovati
na H dodavaǌem radikala stepena p.

Dakle, jednaqina f (x) = 0 je rexiva u radikalima ako i samo ako
postoji niz podgrupa

G �H1 �H2 � ��� �Hm = {e}

tako je da Hk normalna podgrupa od Hk�1 qiji je indeks prost broj.
Naravno, te grupe danas nazivamo rexivim grupama.

Galoa potom pretpostavǉa da je jednaqina f (x) = 0 zadata neras-
tavǉivim polinom qiji je stepen prost broj p. Dokazuje da se ova jed-
naqina mo�e rexiti u radikalima ako i samo ako svaka supstitucija
iz G transformixe koren xk u koren xk1 linearnom transformacijom
k po modulu p:

k 1� ak +b (mod p).

Galoaova grupa opxte jednaqine petog stepena nema ovaj oblik, te
stoga ova jednaqina nije rexiva u radikalima.
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Poqeci teorije skupova

Sada �emo pokuxati da prika�emo kako se razvio savremeni pogled
na beskonaqne skupove i kako su skupovi postali osnova na kojoj gra-
dimo savremenu matematiku. No, u tom prikazu vide�emo i kako se
razvijao pojam funkcije.

Naxe izlagaǌe zapoqiǌemo kratkim osvrtom na rad Bernarda Bol-
cana (1781–1848), koji je bio qexki filozof i matematiqar italijan-
skog porekla.

Slika 15: Bernard Bolcano

Sigurno najpoznatije delo ovog matematiqara je ǌegov rad iz 1817.
godine u kojem je dokazao teoremu da svaka neprekidna funkcija uzi-
ma sve me�uvrednosti i koja je svakako svim studentima poznata iz
kursa matematiqke analize (sliqan dokaz je kasnije dao i Koxi u svom
Kursu analize, te je zato ta teorema i poznata kao Bolcano-Koxijeva
teorema).

No, mi se ne�emo zadr�avati na ovom radu, no na ǌegovoj posthumno
objavǉenoj raspravi Paradoksi beskonaqnog (1851). Do ovog rada, qak
i veliki matematiqari poput Dalambera i Gausa, su izbegavali da
prihvate stvarno postojaǌe beskonaqnog, no su o pojmu beskonaqnosti
pisali kao o naqinu izra�avaǌa, u kontekstu promenǉivih veliqina
koje mogu uzimati proizvoǉno velike vrednosti i sliqno. Bolcano
u ovoj svojoj raspravi istiqe da beskonaqni objekti zaista postoje.
Na primer, on ovde navodi da je realna prava beskonaqna, a nije
promenǉiva. Tako�e navodi i slede�i primer (skoro identiqan pri-
mer je kasnije naveo i Dedekind (Julijus Viǉem Rihard Dedekind,
1831–1916, nemaqki matematiqar) u svojoj diskusiji o beskonaqnim
skupovima, a o kojoj �e kasnije biti vixe reqi): skup svih istina
je beskonaqan. Naime, uzmimo bilo koje istinito tvr�eǌe A. Onda
mo�emo formirati novo tvr�eǌe B, koje nije identiqno starom: ,,A je
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istinito”. Dakle, na taj naqin dobijamo novo istinito tvr�eǌe B i
potom C itd. On ukazuje da tako dobijamo beskonaqno mnogo tvr�eǌa,
a i istiqe sliqnost formiraǌa ovih tvr�eǌa formiraǌu skupa svih
(prirodnih) brojeva.

Najzanimǉiviji deo za ovu naxu priqu je verovatno slede�i primer,
koji Bolcano navodi. On razmatra dva skupa: sve realne brojeve (za
ǌega, sve veliqine) izme�u 0 i 5 i sve realne brojeve izme�u 0 i 12 i
istiqe da postoji bijekcija (ovde koristimo savremenu terminologiju,
Bolcano nije to tako iskazao) izme�u ova dva skupa zadata jednaqi-
nom 5y = 12x. No, on na�alost propuxta mogu�nost da prepozna pojam
kardinalnosti beskonaqnih skupova, nego istiqe da ipak ne mo�emo
te skupove smatrati jednakim u odnosu na brojnost svojih qlanova,
poxto, tako ka�e Bolcano, elementima 3 i 4 odgovaraju elementi 7 1

5
i 9 3

5 i dok su elementi 3 i 4 na rastojaǌu 1, dotle su elementi koji
ǌima odgovaraju na rastojaǌu 2 2

5 . I stoga te skupove on ne smatra is-
tobrojnim. Oqigledno je da kod ǌega jox uvek preveliki znaqaj imaju
metriqka svojstva. Iz drugih primera koje navodi vidi se da i Euk-
lidovo ,,celo je ve�e od svog dela” ima veliki uticaj na ǌega, qak i u
razmatraǌima koja se tiqu beskonaqnih skupova (i suma). Zanimǉivo
je da on qak ponegde istiqe da skupovi mogu imati iste elemente, a
da su ipak razliqiti! Navodi kao primer krqag i razbijeni krqag.
Oqigledno je da apstraktan pojam skupa nije jox prisutan kod ǌega.

Na kraju treba jox ista�i da Bolcanovi radovi nisu bili dovoǉno
poznati u svoje vreme, pa qak ni dosta kasnije, te da stoga nisu imali
znaqajan uticaj na razvoj matematike toga vremena.

Prvi veliki matematiqar (Bolcano je kao matematiqar imao odre-
�eni znaqaj, ali sigurno se ne bi moglo re�i da je bio veliki mate-
matiqar), koji je imao znaqajan uticaj na razvoj teorije skupova bio je
svakako Riman (Georg Fridrih Bernhard Riman (1826–1866), nemaqki
matematiqar).

Slika 16: Georg Riman

30



Rimanov �ivot je bio na�alost kratak, ali izuzetno plodotvo-
ran sa matematiqke taqke gledixta. On je zapoqeo studije na uni-
verzitetu u Getingenu 1846. godine da bi godine od 1847. do 1849.
proveo u Berlinu gde je imao priliku da uqi od Jakobija i Dirihlea.
Po povratku u Getingen zapoqela je jedna od sigurno najuspexnijih
decenija u istoriji matematike. Riman je odbranio doktorat 1851.
godine iz oblasti kompleksne analize i u tom doktoratu je uveo pojam
Rimanove povrxi. Godine 1853, predao je svoju tezu za habilitaciju
na temu Furijeovih (�an Baptist �ozef Furije (1768–1830), fran-
cuski matematiqar) redova, u okviru koje je precizirao pojam inte-
grala. Naredne godine je odr�ao svoju lekciju za habilitaciju o
neeuklidskoj geometriji u kojoj je uveo pojam mnogostrukosti i sa
kojom se mo�e re�i da zapoqiǌe moderni razvoj diferencijalne geo-
metrije. Znaqajan rad o Abelovim funkcijama objavio je 1857. go-
dine, a rad o zeta funkciji 1859. godine. Qitaocu je svakako jasno
da bi za prikaz svih ovih radova i ǌihovog znaqaja, bila sigurno
potrebna ne jedna, no vixe kǌiga, ali mi �emo se u naxem istorij-
skom osvrtu zadr�ati samo na najva�nijim elementima koji se tiqu
teorije skupova.

Prvi Rimanov uticaj na razvoj teorije skupova je sadr�an u ǌe-
govoj lekciji za habilitaciju, koju je imao obavezu da odr�i da bi
dobio odobreǌe da predaje u Getingenu. U tu svrhu on je ponudio tri
teme i Gaus je, xto je bilo neuobiqajeno, odabrao da Riman odr�i lek-
ciju na tre�u temu. I Rimana je to iznenadilo (u pismu svom bratu
je pisao da je pripremio prve dve teme dobro i da se nadao da �e Gaus
izabrati neku od ǌih, ali da sada mora da pripremi i predavaǌe
za tu tre�u temu). Ovo predavaǌe je odr�ano 10. juna 1854. godine
i naslov je bio: O hipotezama koje le�e u osnovi geometrije. Sam
Gaus, koji je predlo�io temu, bio je veoma impresioniran Rimanovim
izlagaǌem.

Kako je predavaǌe bilo zamixǉeno za xiru publiku, u ǌemu nije
bilo tehniqkih rezultata, kao xto bi se popularno reklo ,,nije bilo
mnogo formula”, no bilo je bogato dubokim i novim idejama. U ǌemu
je Riman uveo pojam mnogostrukosti, na nemaqkom Mannigfaltigskeit, kao
n-tostruko proxirene veliqine. Tu je praktiqno data savremena defini-
cija mnogostrukosti – (topoloxki) prostor, koji je lokalno euklid-
ski prostor od n dimenzija. Diskutovano je o pojmu rastojaǌa, du�ine
krivih i uopxte o raqunu u takvim prostorima. Treba ista�i da
je Riman tu usputno naveo i mogu�nost razmatraǌa, tj. postojaǌa
i beskonaqno dimenzionalnih mnogostrukosti (mnogostrukosti qije
su taqke funkcije, za koje je potrebno zadavaǌe beskonaqno mnogo
veliqina, drugim reqima vrednosti funkcija). No, za naxu priqu je
znaqajno to xto Riman razlikuje neprekidne mnogostrukosti i diskret-
ne mnogostrukosti. On ka�e da su individualne specijalizacije nepre-
kidnih mnogostrukosti taqke, a diskretnih, elementi mnogostrukosti.
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Zapravo, mo�e se re�i da je on ovim svojim radom �eleo da uqini
i vixe od onoga xto je sadr�ano u samom naslovu. Dok bi se za
neprekidne mnogostrukosti moglo re�i da predstavǉaju istinsku ras-
pravu o geometrijskom prostoru, dotle diskretne mnogostrukosti za-
pravo predstavǉaju prvi poqetak zasnivaǌa svih pojmova matematike
na pojmu skupa. Naime, diskretna mnogostrukost nije nixta drugo
nego skup. Zapravo Kantor (Georg Ferdinand Ludvig Filip Kan-
tor, 1845–1918, nemaqki matematiqar), pod oqiglednim uticajem Ri-
manovih ideja, u svojim prvim radovima posve�enim skupovima nije
koristio za skupove termin Menge, no Rimanov termin Mannigfaltigskeit.
Ovo Rimanovo predavaǌe nije bilo odmah dostupno xiroj publici.
Zapravo, ono je objavǉeno tek 1868. godine, dve godine posle Ri-
manove smrti i imalo je izvanredan uticaj na razvoj matematiqara
te i budu�ih generacija.

Dok se u ovom Rimanovom predavaǌu o geometriji nalazi klica kas-
nijeg zasnivaǌa matematike na pojmu skupa i ono kao takvo predstavǉa
metodoloxko-filozofsku osnovu za poqetak razvoja teorije skupova,
dotle ǌegova habilitaciona teza, koja je posve�ena razmatraǌu Fu-
rijeovih redova, predstavǉa konkretnu osnovu na kojoj su zapoqela
istra�ivaǌa koja su dovela do razvoja apstraktne teorije skupova, os-
novnih topoloxkih pojmova, kao i teorije mere. Stoga �emo posvetiti
pa�ǌu i toj tezi.

Da bismo boǉe shvatili probleme koji su se istra�ivali, moramo
da se vratimo malo unazad u vremenu, do Ojlera.

U svom Uvodu u analizu beskonaqnosti iz 1748. godine, on je defi-
nisao funkciju promenǉive veliqine kao ,,analitiqki izraz”, koji je
na proizvoǉan naqin napravǉen od te promenǉive i raznih konstanti.
Dakle, za funkciju je neophodno da ima zapis u obliku formule. No,
on je u svom ranijem radu iz 1734. u oblasti parcijalnih diferenci-
jalnih jednaqina dopuxtao i mogu�nost da funkcija bude ,,prekidna”,
tj. da nema jedinstven analitiqki zapis u celoj oblasti, nego da krive
koje predstavǉaju grafik funkcije budu sastavǉene od vixe delova
sa potencijalno razliqitim analitiqkim zapisom. To je istakao i u
raspravi sa Dalamberom (�an le Ron Dalamber (1717–1783), fran-
cuski matematiqar) koji je 1747. pokazao da jednaqina strune koja os-
ciluje ima rexeǌe F (x, t ) = 1

2 ( f (x+t )+ f (x�t )). Dalamber je isticao da f
mora biti ,,neprekidna”, tj. da ima jedinstven analitiqki zapis, dok
je Ojler smatrao da mo�e da bude i prekidna u gorenavedenom smislu
te reqi. U tu diskusiju se ukǉuqio i Danijel Bernuli (1700–1782,
xvajcarski matematiqar), koji je na osnovu fiziqkog razmatraǌa o
struni koja osciluje, naveo da funkcija f mora biti predstavǉiva u
obliku reda

f (x) = a1 sin(πx/L)+a2 sin(2πx/L)+ � � � ,
gde je L du�ina strune. Sa matematiqke taqke gledixta, Bernuli-
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jevo tvr�eǌe se svodi na to da se svaka funkcija mo�e predstaviti
trigonometrijskim redom. To tvr�eǌe je ve�ina vode�ih matemati-
qara odbacila.

No, Furije, najpre u svom radu o provo�eǌu toplote iz 1807, koji
nije objavǉen, a potom u svom znaqajnom delu Analitiqka teorija
toplote iz 1822, vra�a se na tu ideju. Zapravo, on tvrdi da se svaka
ograniqena funkcija f na (�π,π) mo�e predstaviti u obliku

f (x) = 1

2
a0 +

8̧

n=1

(an cos(nx)+bn sin(nx)) , (�)

gde su koeficijenti zadati sa

an = 1

π

» π
�π

f (x)cos(nx)d x, bn = 1

π

» π
�π

f (x)sin(nx)d x.

Naravno, ovo su sada svima dobro poznate formule iz teorije Furi-
jeovih redova.

Furije govori o proizvoǉnoj funkciji, ali se iz ǌegovog izlagaǌa
vidi da ipak razmixǉa na naqin svojih prethodnika. Na primer,
ǌemu je funkcija zadata sa e�x za nenegativne x, a sa ex za negativne
x (drugim reqima, funkcija e�|x|) ,,prekidna” poxto je zadata pomo�u
dva analitiqka izraza.

On je zapravo dao dva dokaza svog tvr�eǌa o razvoju proizvoǉne
funkcije u trigonometrijski red. U prvom dokazu je pretpostavio da
se funkcija mo�e razviti u stepeni red i zatim rexavaju�i sistem od
beskonaqno mnogo jednaqina sa beskonaqno mnogo nepoznatih, doxao
do tra�enog razvoja. U drugom dokazu on razmatra ,,proizvoǉnu”
funkciju (pretpostavǉa se da je ograniqena) i polazi od jednaqine
(�). Mno�eǌem te jednaqine sa cos(nx) i sin(nx) i integracijom (pri
qemu integral prolazi kroz sumu) on dobija koeficijente u navede-
nom obliku i time tvrdi da je funkcija f zaista predstavǉena tim
trigonometrijskim redom. Mnogo se primedbi mo�e navesti u vezi
takvog ’dokaza’. Pre svega, nije jasno zaxto se red mo�e integra-
liti qlan po qlan, zaxto qak i kada se integrali qlan po qlan,
navedeni integrali postoje i napokon, zaxto tako odre�eni koefi-
cijenti zaista daju trigonometrijski red qija je suma jednaka da-
toj funkciji. Dakle, mnogo je primedbi, a Furije je pokuxao da
opravda postojaǌe integrala o kojima je req. Naime, on je objasnio
da je funkcija f (x)sin x koja se dobija mno�eǌem proizvoǉne funkcije
funkcijom sinus sliqnog ponaxaǌa kao i sinusna funkcija, ona samo
predstavǉa sinus koji je ’uve�an’ za odgovaraju�i faktor (kao da
imamo oscilaciju tako da veliqina amplitude varira u svakoj taqki)
i da onda integral jeste zadat povrxinom. No, nije dao objaxǌeǌe
zaxto ta povrxina postoji.
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Dakle, moderni koncept neprekidne funkcije se sigurno ne mo�e
na�i kod Furijea i zapravo se prvi put pojavǉuje kod Koxija. U
svom Kursu analize, on uvodi pojam neprekidnosti na slede�i naqin.
funkcija f , koja je definisana i ograniqena na odseqku [a,b] je nepre-
kidna unutar tih granica ukoliko za x iz tog odseqka ,,numeriqka
vrednost razlike f (x +α)� f (x) beskonaqno opada kako to qini α”.
Dakle, Koxi definixe ne pojam neprekidnosti u taqki, nego neprekid-
nosti na odseqku. Zapravo se pojam neprekidnosti i pojam ravnomerne
neprekidnosti kod ǌega ne razlikuju. Godine 1823, Koxi definixe
odre�eni integral neprekidne funkcije pomo�u integralnih suma. On
naime razmatra podelu odseqka a = x0 < x1 < x2 < � � � < xn�1 < xn = b i
sumu S =°n

i=1(xi � xi�1) f (xi ). Uz korix�eǌe ravnomerne neprekidnosti
funkcije f (kao xto je gore napomenuto), on pokazuje da su za podele
qija je norma dovoǉno mala (norma podele je naravno maksimalna
du�ina intervala podele) i odgovaraju�e sume proizvoǉno blizu i
zakǉuquje da postoji jedinstveni limes i taj limes je zapravo odre-
�eni integral. On u daǉem, za neprekidnu funkciju f , razmatra i
funkciju F (x) = ³x

0 f i koliqnik F (x+h)�F (x)
h i pokazuje da je F jedna pri-

mitivna funkcija za f , tj. F 1 = f , kao i da se svaka druga primitivna
funkcija za f od F razlikuje za konstantu.

Kao xto vidimo, rezultati koje je Koxi dobio su sasvim savre-
meni i u modernom duhu. No, i pored toga, Koxi ipak nije razmatrao
opxte funkcije, tj. za Koxija funkcija ipak nije bila proizvoǉno
pridru�ivaǌe, no se i kod ǌega u osnovi krila koncepcija da funkcija
mora biti zadata analitiqkim izrazom. To se najboǉe mo�e videti
u qiǌenici da je Koxi u dokazima koji se tiqu konvergencije Furi-
jeovih redova, u funkciji f (x) realnu promenǉivu x zameǌivao kom-
pleksnom promenǉivom z = x + i y, xto zaista nema mnogo smisla, sem
ukoliko se podrazumeva da je f ipak zadata nekim analitiqkim zapi-
som.

I pored definicije pojma neprekidnosti, Koxi nije u punoj meri
razmatrao mogu�nosti postojaǌa proizvoǉnih prekidnih funkcija.
,,Najnepravilnije” funkcije u tom smislu koje je on razmatrao su za-
pravo bile funkcije oblika (naravno u modernoj notaciji)

χI1 g1 + � � �+χIn gn ,

gde su sa χI j oznaqene karakteristiqne funkcije odseqaka I j , a g j su
neprekidne funkcije u ǌegovom smislu. Dakle, prekidne funkcije
koje je Koxi razmatrao su bile iskǉuqivo one koje su imale naj-
vixe konaqno mnogo taqaka prekida. Prvi matematiqar koji je oz-
biǉno razmatrao funkcije sa beskonaqno mnogo taqaka prekida bio
je Dirihle (Johan Peter Gustav Le�en Dirihle, 1805–1859, nemaqki
matematiqar).

Dirihle je liqno poznavao Furijea, poxto je od 1822. do 1825.
godine boravio u Parizu. On je 1829. godine dao prvi strog dokaz o
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Slika 17: Le�en Dirihle

konvergenciji Furijevog reda date funkcije f (naravno pod odre�enim
uslovima). Naime, on je razmatrao parcijalnu sumu Furijeovog reda
Sn(x) = 1

2 a0 +
°n

k=1(ak cos(kx)+bk sin(kx)) i prikazao je tu sumu u obliku

Sn(x) = 1

π

» π
�π

f (t )
sin (2n+1)(t�x)

2

sin t�x
2

d t ,

koju su sigurno videli svi studenti na kursu analize u kojem se
izuqavaju Furijeovi redovi. Samu formulu naravno nije texko izve-
sti (prisetimo se definicije koeficijenata Furijevog reda – odatle
se dobija integral). Dirihle je pretpostavio da funkcija ima ili
najve�u ili najmaǌu vrednost i da nije neprekidna u najvixe konaqno
mnogo taqaka. Zapravo taj uslov mu je trebao da bi se dokazala egzis-
tencija integrala pomo�u kojih se odre�uju Furijeovi koeficijenti.
Dokazao je da parcijalna suma konvergira ka 1

2 ( f (x � 0)+ f (x + 0)) za
x P (�π,π), a ka 1

2 ( f (�π+ 0)+ f (π� 0)) za x = �π. U dokazu je ipak ko-
ristio i pretpostavku da je funkcija f monotona u dovoǉno malom
intervalu svake taqke x P [�π,π].

Smatrao je da se sluqajevi kada funkcija ima beskonaqno mnogo
ekstremnih vrednosti, ili beskonaqno mnogo taqaka prekida, mogu
svesti na sluqaj koji je razmatrao. Zapravo je smatrao da je jedini
uslov da funkcija ima integral. Kao dovoǉan uslov za postojaǌe in-
tegrala, on je naveo (koristimo modernu terminologiju) da funkcija
mora biti takva da je skup D, taqaka prekida te funkcije, nigde gust
(podsetimo qitaoca da je nigde gust skup onaj skup qije zatvoreǌe ne
sadr�i nijedan interval). Dirihle to tvr�eǌe nije dokazao i naveo
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je da �e dokaz biti prezentiran u nekom narednom radu, ali. . . Taj
dokaz nikada nije objavio.

Godine 1864, u svojoj doktorskoj disertaciji, Lipxic (Rudolf Oto
Sigismund Lipxic,1832–1903, nemaqki matematiqar) je pokuxao da

Slika 18: Rudolf Lipxic

proxiri Dirihleove rezultate o konvergenciji Furijeovih redova.
Interesantno je da je uprkos qiǌenici da je ǌegova teza ra�ena qak
10 godina posle Rimanovih osnovnih rezultata o kojima �emo uskoro
govoriti, ti rezultati nisu uticali na Lipxicov rad i po svemu
sude�i, on ih i nije bio svestan. Kao xto smo ve� napisali, mnogi
Rimanovi glavni rezultati su postali opxte poznati tek posle ǌe-
gove smrti. Lipxic je pa�ǉivo analizirao Dirihleov dokaz i razma-
trao je mogu�nosti pod kojima Dirihleov dokaz ’ne bi proxao’ za datu
funkciju. Ustanovio je da problem nastaje u sluqaju ograniqene i deo-
po-deo monotone funkcije (kao xto smo ve� naveli, te pretpostavke
jesu stajale u osnovi Dirihleovog dokaza), koja ima beskonaqno mnogo
taqaka prekida izme�u �π i π. Zapravo, zakǉuqio je da bi Dirih-
leov dokaz i proxao pod uslovom da ta funkcija ima integral (dakle
ukoliko se pojam integrala mo�e proxiriti i na tu klasu funkcija).
Zakǉuqio je da ukoliko funkcija zadovoǉava uslov koji je Dirihle
naveo (da je skup taqaka prekida D nigde gust), to mo�e biti izvedeno.
Grexka koju je napravio bila je u tome xto je smatrao da se tada mo�e
dobiti da je skup D 1, taqaka nagomilavaǌa skupa D, konaqan. Prob-
lem je zapravo bio i u tome xto u to vreme nije bilo zanimǉivih,
drugim reqima netrivijalnih, primera skupova koji su nigde gusti i
onda nije bilo neoqekivano da se do�e to takvog zakǉuqka.

No, Lipxic je ipak u svojoj tezi doxao i do znaqajnih rezultata.
Naime, on se potrudio da zameni Dirihleov uslov o monotonosti
nekim drugim uslovom i uspeo je da ga zameni drugom pretpostavkom
iz koje je uspeo da doka�e Dirihleov rezultat. Uslov koji je dao
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danas je dobro poznat svim matematiqarima kao Lipxicov uslov:
| f (x +h)� f (x)|¤C |h|α za pozitivne brojeve C i α.

Pre nego xto najzad pre�emo na Rimanov doprinos u ovoj oblasti, a
koji je bio i osnova za poqetak Kantorovog istra�ivaǌa, a kako �emo
videti i poqetak ozbiǉnog razmatraǌa beskonaqnih skupova, nave-
dimo ipak dve znaqajne posledice Dirihleovog rada u ovoj oblasti.
Sa ǌegovim radom je prvi put poqela da se razmatra razlika izme�u
pojma neprekidnih i pojma integrabilnih funkcija. Tako�e je Dirihle
bio prvi znaqajni matematiqar koji je zaista razmatrao opxti pojam
funkcije realne promenǉive, kao pridru�ivaǌe x ÞÑ f (x) nezavisno
od crte�a i formula. Uostalom dobro nam je poznata Dirihleova
funkcija koja je na jedan naqin zadata na racionalnim, a na drugi
naqin na iracionalnim brojevima i koju je svakako nemogu�e nacr-
tati, a i zadati formulom na naqin kako je to ra�eno do tada (pode-
lom datog odseqka na maǌe odseqke i zadavaǌem formulama na tim
delovima). Dirihle je uveo tu funkciju kao primer funkcije za koju
pojam integrala nema smisla. Tek je sa pojavom Lebegovog (Anri Leon
Lebeg, 1875–1941, francuski matematiqar) pojma integrala pokazano
da to nije tako, ali to nije ve� nije deo naxe priqe.

Znaqajan pomak u razumevaǌu pojma integrala i u pitaǌima kon-
vergencije Furijeovih redova dao je Riman. On je imao priliku da u
Berlinu prati Dirihleova predavaǌa iz teorije brojeva, integrala,
kao i parcijalnih diferencijalnih jednaqina. Veoma je cenio Dirih-
lea i smatrao ga je, uz Gausa, za najve�eg �ivog matematiqara.

Interesantno je da je Riman imao razliqit pristup kompleksnim
i realnim funkcijama. Naime, u sluqaju funkcija f (z) kompleksne
promenǉive, on je zahtevao obavezno postojaǌe izvoda f 1(z) dok je u
sluqaju funkcija realne promenǉive dopuxtao, po ugledu na Dirih-
lea, proizvoǉno pridru�ivaǌe. No, treba imati u vidu da je Ri-
man kao i Dirihle i Gaus smatrao da se svaka realna funkcija na
odseqku [�π,π] mo�e predstaviti Furijeovim redom. Zapravo je Di
Bua-Rejmon (Paul David Gustav di Bua-Rejmon, 1831–1889, nemaqki
matematiqar) bio prvi matematiqar koji je dao primer da to u opxtem
sluqaju nije taqno.

U problemu predstavǉaǌa funkcija trigonometrijskim redovima,
Riman je najpre istakao da je znaqajno ustanoviti pod kojim uslovima
integral postoji. Kao i Koxi, on je razmatrao integralne sume i
postavio je pitaǌe pod kojim uslovima te sume imaju graniqnu vred-
nost. Koxi jeste pokazao da je to taqno za (ravnomerno) neprekidne
funkcije, no Rimana su zanimali opxti uslovi. On je istakao da je to
taqno ako i samo ako suma

°n
i=1 Di (xi �xi�1) te�i nuli kada parametar

podele (maksimalna du�ina intervala u podeli) te�i nuli, gde je sa
Di oznaqena oscilacija funkcije f na odseqku [xi�1, xi ]. Osim ovog
uslova razmatrao je i slede�e. Ukoliko je σ neki pozitivan broj, sa
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s(P,σ) oznaqimo zbir du�ina intervala na kojima je oscilacija ve�a
od σ. Prirodno se postavǉa pitaǌe da li mo�da s(P,σ) te�i nuli kada
parametar podele i σ te�e nuli. Riman je pokazao da je taj uslov ek-
vivalentan prethodno navedenom. To su dakle bili uslovi koje je on
dobio kao potrebne i dovoǉne uslove za postojaǌe graniqne vrednosti
integralnih suma, tj. za postojaǌe integrala.

Riman je naravno istakao da takve uslove ispuǌavaju i pojedine
funkcije koje imaju beskonaqno mnogo taqaka prekida na konaqnom
odseqku i dao je slede�i primer. Sa (x) oznaqimo funkciju koja real-
nom broju x pridru�uje rastojaǌe do najbli�eg celog broja, ako takav
postoji i pridru�uje 0 ukoliko je x poluceo broj (tj. broj oblika n/2,
gde je n neparan broj), poxto u tom sluqaju ne postoji jedinstveni ceo
broj koji je najbli�i broju x. Jasno je da je funkcija (x) prekidna u
svim polucelim taqkama i neprekidna u ostalim taqkama. Riman za-
tim razmatra red

°
8

n=1
(nx)
n2 . Taj red zadaje funkciju koja je prekidna

u svim taqkama oblika m
2n , gde su m i 2n uzajamno prosti. Dakle,

funkcija je prekidna u svuda gustom skupu taqaka. I pored toga,
kako je u taqkama x = m

2n , f (x +0) = f (x)+ π2

16n2 i f (x�0) = f (x)� π2

16n2 to je
funkcija f integrabilna poxto je ,,skok“ u svakoj takvoj taqki jednak
π2

8n2 , a oqigledno da za svako σ> 0 i svaki ograniqeni interval realne
prave, postoji samo konaqno mnogo taqaka u kojima je taj skok ve�i od
σ. Stoga je drugi navedeni uslov ispuǌen i funkcija je integrabilna.

Da bi ustanovio potrebne i dovoǉne uslove da bi neka funkcija
bila predstavǉena trigonometrijskim redom

Ω(x) = a0

2
+
8̧

n=1

(an cosnx +bn sinnx),

on je uradio slede�e. Pretpostavio je da niz funkcija An(x) zadat sa:
A0(x) = 1

2 a0, An(x) = an cos(nx)+bn sin(nx), ravnomerno konvergira ka nuli
kada n Ñ8 i formalno je integrirao taj red qlan po qlan te dobio
funkciju F :

F (x) =C +C 1x + A0
x2

2
�

8̧

n=1

An(x)

n2 .

Ovaj red konvergira za sve vrednosti x i predstavǉa neprekidnu
funkciju. Riman je pokazao da ta funkcija zadovoǉava dva va�na
uslova:

D2F (x) = lim
a,bÑ0

F (x +a +b)�F (x�a +b)�F (x +a�b)+F (x�a�b)

4ab
= 0,

lim
aÑ0

F (x +a)�2F (x)+F (x�a)

a
= 0.

Korix�eǌem ovih rezultata, Riman je dobio potrebne i dovoǉne uslo-
ve za predstavǉaǌe date funkcije trigonometrijskim redom u datoj
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taqki. Va�no je ista�i da koeficijenti an i bn nisu dobijeni inte-
gracijom, no su to proizvoǉni nizovi brojeva, koji moraju da zado-
voǉavaju gorenavedeni uslov, koji se tiqe ravnomerne konvergencije
niza funkcija An(x).

Dakle, Riman je proxirio pojam integrala na xiru klasu funkcija,
a dao je i metod za ispitivaǌe mogu�nosti predstavǉaǌa funkcija
trigonometrijskim redom. Kao xto smo ve� rekli, ovi Rimanovi
rezultati su objavǉeni tek 1867. godine i tek tada je xiri krug mate-
matiqara imao priliku da nastavi ta istra�ivaǌa.
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