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7. maj 2024. ronoune

Kao mro cMo Bumenwn, npobieM Hajlaskema pellemha anarebapCcKux jel-
HaumHa Tpeher m 4eTBPTOr CTEeneHa, KOja Ce M3PakaBajy Kao PAIMOHAJHE
¢yHEIUje KOpeHa u3pa3a JOOUjeHuX OX KOepUIUjeHATa jeTHAYNHE, PEIleH
je y penecancuoj Uranuju. Ho, nurame 3a jegHauumue BUIIETr CTEIEHA OC-
TAJIO je HepaspemeHo. Y OBOM Heijly eMo ce mo3abaBUTU TUM MUTAHEM,
Tj. KaKO je pa3MaTpame OBOI ImpolbJseMa MOBeJo OO0 pesyiraTa EBapucte
lasmoa ca rkojum ce moxke pehim na moumme pa3Boj MOAepHE ajnredpe, Hakie
obracTy Koja mpoydaBa aJredapcke CTPYKType HOIMyT I'pyla, MPCTEHA,
oJba.

Bapwunr

Cuura 1: Ensapn Bapusr

Ensapn Bapunr (1736-1798) 6uo je eHrsecku mareMaTdyap KOju je
y IBa cBoja 3HauajHa meua Miscellanea analytica (Kem6puy 1762) u Medita-
tiones algebricae (Oxcdopn 1770) (upu uemy je 3ampasBo APYTO AeN0, YIPKOC
HOBOM HAa3WBY, OUJIO APYTO, IMPOMUPEHO U3IAHE MPBOT) a0 OPBE PEe3yJl-
TaTe Ha TOM myTy. Hamme, ako ce mocMaTpa OIIMTA jeIHAUMHA CTEIICHA



X" —a X" gy — 20,

U BEHU KOPEHU Xi,...,Xp, OHNA HAM je IO3HATO Ja Cy KOeOUIMjEeHTH da;
3alIpaBO eJeMeHTapHe CUMETPUYHE (yHKINje OBUX KOPEHA:

ay X1+---+Xp,

a = X1Xo+xyxX3+---+XxX,_1Xp, WUTH.

Bapuar je y cBOM mpBOM meiy NMOKa3a0 Ia CE CBAKA PAIMOHAJIHA CUMET-
puuYHa (QYHKIZja KODEHa OBe jeTHAUMHE MOYKE M3Pa3UTU Kao DaIMOHAJIHA
¢yHEIMja KoeduujeHaTa Tako IITO je TO HajIpe I0Ka3ao 3a CyMy CTeleHa

Sm=X A+ X

a MOTOM 3a CBe OCTaJie CUMeTpUYHe (QYHKIrje. Y OPYroM AeIy je pasMa-
Tpao pemena IUKIOTOMUYHE jenHauunte (jenHauuse , neobe Kpyra” MOmMTO
ce HaJlaKeIhe MPABUIIHOT N-TOYTJIa YIMUCAHOT Y TAaTW KPYI CBOAU HA pella-
Bambe OBE jeIHAYNHE):

x"—1=0.

Pasmarpao je m mpobiem ga ce Haly jenHaumHe Koje ce MOTY DEMIMTH

cymaMa 00JInKa
x=ar+ Yar+---+ Vay,.

Bamnepmonng

Cnuka 2: Bammepmonn

Anercannap-Teodpun Bannepmonn (1735-1796) 6uo je ppanmnyckn mare-
MaTuuap, koju je 1770. romuHe TIpencTaBUO MAPUCKO] AKameMuju HayKa
pan mox macioBoM , O pemaBamy jemnauuna’. OH mouwmme ox m0Opo



NO3HATUX pellema KBaApaTHe U KyOHe jeqHaywmHe ca ke/boM na Habe om-
MITY TPUHIOUI 3a penaBame aaredapckux jemnauymna. Hajnpe pemema
KBaJpaTHE jeqHAUUHE X],X; HAUIIE Y OOJIUKY

[x1 + X2 4+4/ (X1 — x2)2] .

OBaj ce m3pa3 MO¥Ke HAMUCATUA U Yy OGIUKY

N =

[xl + X2 +\/(x1 +x2)2 —4X1XQ]

N =

U BUOVIMO [Ia C€ OBJE IOjaBJbYjy CUMETpPUUYHE (YHKIUje KOPEHA.

Bammepmona ce moToMm nmura ma v ce ONINTA je IHAUWHA CTEIEeHA N MOKE
pemutu moMohy aHAJIOTHOT U3pa3a

n -1 -1
L+ 4 xp) + o1x1 + - X))+ {) (031 + - phxy) 4+ + V(p{l X1+ x|,
rue cy pPi,...,Pn N-TU KOpeHu u3 jemuuuie. Jlanac uspase obauKa

P1X1++ PpXn

naszuBaMo JlarpamkoBuMm pemaBaynmMa, TOmTo ux je Jlarpamx yBeo y pangy
npuiokeHoM Oepusmacko] Axamemuju 1771. Haumme, BanmepmonmoB pan
jecTe mpenar panuje, aiau je objaB/meH Tek 1774.

BannepMmorznos Meron y ciaydajy kybOHe jemnaunse ¢uno 'pamu’. Hamwme,
axo je (3=1, a {#1, te cy u { u (> IPUMATUBHU KOPCHU U3 jeIUHULE, 2
X1, X2, X3 pelrema KyOHe je THAUMHE, OHOA MMAMO jeIHAKOCT

(x1+x0 +2x3)° = S+30X +30%Y, )
rae je

S = xf+x§+x§+6x1x2x3

X%XZ + x%)@, + x§x1

2

2 2
Y X1X5 + X2 X3 + X3X7.

Bumunmo ma S jecte cuMmerpuuHa (YHKIUja KOpeHa, NOK X u Y HuUCY, HO
X+Y n XY jecy cumerpuvHe QYyHKIUje, Ta TUME U3PA3UBE IPEKO Koehu-
nyjeHara, a U KOPeHu cy kBaapaTHe jemHaumbe. Crora ce mMoske HoOUTH
KOJIMKM je M3pa3 Ha AecHO] crpanu jennaumue (1) Te ce mory mobutu u
KOpeHU jenHaumHe. 3a jenHauuHy crenena 4, BanmepMmonn je HEmTo MO-
IN(UKOBAO CBOj METOJX, NOK 3a jeNHAUNHE BUIIEr CTEIEHa Taj METOX jecTe
yCIEIIaH CaMO y CIeNUjaJJHAM ciydajeBuMa. Ha mpumep, OH je pemmo
jemHaunHy



Hajope jy je peaykoBao Ha jemHAYUHY CTEIEHA D UYUjU CY KOPEHU

—1 2, 2 3. -3 4., —4 5, -5
ptp  p°F+p 5, porp S, ptp o, ptp T,
rme je p IpUMUTUBHU je1aHAECTU KOPEH U3 jeAUHUIEe. 3aTUM je, 3a pema-
Bame Te jeqHaUYMHEe IIeTOr CTeleHa KOPUCTWO DaHUje HaBeleHe peliaBave y
loloRiizing
X1 +axy + (XZX?) + GCSX4 + a4x5,

rie je @ TpUMUTUBHY HeTH KOpeH u3 jeauuaunie. Ho, oBme ce Mopa maskBUBO
nzabpatu pemocien KopeHa X; ma 6u ce L° morao ¢uHO ompeanTd u 3a
OBaj cjy4daj ce TO MOKEe pa3pelmTu TpobameM, aju 3a ONIITH Caydaj je
norpebaH IOKa3 na ce TO MOXe YBeK ypamutu. 1o je m3Beo tex ['ayc.
BanmnepMmonn je TBpano ma ce pemema omnmrTe jenHaunne x"—1 =0, BeroBum
METOZIOM YBEK MOTy Jlako Hahu, Te ce YymHUA ma Huje OMo cBecTaH mpobiaema
u3bopa pengociena KOPeHA.

Jlarpamx

Caura 3: Kozedp Jlyj Jlarpamx

Kozedp Jlyj Jlarpams (1736-1813) poben je y Topuny um kpmreH je
xao Dyzemne Jlogosuko Jlarparba. Ilazac je mo3HaT Kao (paHIyCKU MaTe-
MaTuyap, Mana ra Mranujanu 'Bome’ Kao UTAIUjaHCKOD MaTeMaTudapa. Y
CBaKOM CJIydYajy, leroBa mopoauma je nmasia Besa ca Ppanmyckom. O cam



je myro Bpemena pamuo y Bepauny u y [lapusy, mana je 3amoueo kapujepy
y Uranuju. Buo je cBecTpan maremarwndap, OBAE HABOIUMO CAMO HETOBE
pe3yJiTare O pemaBamy ajrebapCcKuX jenHadvnHA.

Beoma 3anummus (1 obuman) pax on upeko 200 crpanuna, Jlarpamwxk je
npuito:kmo OepiuHcko] Aranemuju. Hacios Tor pana je 6uo ,,PazMummame
0 ajarebapCcKOM pelnraBamy jeqHadwmua’ .

Ty majupe pa3Marpa KyOHY jeqHAUNHY y OOIUKY
x4+ nx+ p=0.

Hapasno, pememe Ham je mo3naro u3 KapmaHoBe Kibure rue ce OHO TParKU
y OBIUKY X = u+v, rae cy u° u v3 KopeHr KBaIpaTHe jenHaumme. Jlarpams
OoKa3yje ma ce U W UV MOTY M3Pa3suTH Kao (YHKIMje KopeHa da,b,c moueTHe
KyOHE jenHAUUHE:

1 1
u= g(a+ab+azc), vzg(a+a2b+ac),

rae je HapaBHO (& NPUMUTUBHU Tpelm KOpeH u3 jeauHure.

Jlarpam kKake Oa ce OBaKaB PE3yITAT MOMXKE NOOUTH U OUPEKTHUM
MeronoMm. Hawmme, oH mona3m on IpOM3BOJbHE IMHeapHe (YHKIMje 10 a,b,c:

y=Aa+Bb+Cc.

IlepmyToBamem ropena a,b,c modbuja ce 6 m3pasa KOju Cy CTOTa KOPEHU
jelHauuHe WecTor creneda. AKO KeJIuMo na TO Oyae jeaHauuHa y Kojoj he
Cce TI0jaBLWBATI CAMO CTeneHr o y° (MO Ia MOKEeMO a je 30BeMo OuKyGHa
jemHaumHA), OHIA Ce MOKe Hoka3aTu na cy A,B,C IpPONOPIMOHAIHUA Ca
1,a,a?, un ca 1,a?,a. Tako ma ce mo6ujajy umax paHuje HABEACH U3PA3H.
Ilakme, 3aHUMJBMBO je Ia OH pa3dMaTpa HOHAIIAKE U3Pa3a IPU MepMy Tallju
KODEeHA.

IToroM pasmarpa jeqHAYMHY YETBPTOT CTEIEHA y OOJIUKY
x4+nx2+px+q=0.

Pepapu je mokazao na ce pemena nobujajy momohy pemnema KyOHe jemHa-
unne (,paspemasajyha xkybura”):

1 1
V' =5ny'—aqy+gng—p*=0.

Jlarpamx moka3yje na ce KOPEHU U, U, W OBe jeOHAUMHE NoOWjajy Kao Cu-
MeTpuyHe (YHKIUje KOpeHa a,b,c,d moJueTHe jeqHAYUNHE YETBPTOT CTEIEHA:

1 1 1
u= 5(ab+cd), v= E(ac+bd), w= E(ad+bc).



Y omemky moxn opojem 100, Jlarpamx pa3marpa panroHaJIHE (QYHKIje
f',x",...,x") xopena ommre jemmaunze cremena n. Tu KopeHu ce pasma-
Tpajy rao Heonpebene. 3a nBe QyHKmMje t U Yy OBUX KOpEHA Kake na Cy
CIWYHE aKO CBaKa IMepMyTaluja OBUX KOPEHa KOja OCTaBJba [ MHBAPUjaHT-
HUM, OCTaBJha M y MHBAPUjAHTHUM 1 oOpaTHO. Jlarpamx mokasyje ciaenehy
TEOpeMY.

Ako cBe nepmyTauuvje Koje OCTaBsbajy ¢ WHBApWjaHTHWUM OCTaBsbajy U J WH-
BapUWjaHTHMM, OHJA Ce y MOXE M3PasnTK Kao paumoHanHa ¢yHkUmja of t n Koepu-
unjeHaTa AaTe jefHauuHe.

On oBy TeopeMmy mprMemyje Ha jemHaumHe cremena 2, 3 u 4, a Kake
a je IpUMeHa Ha jeqHAaYUHe BUIIET CTEIEHA jOUI YBEK IIPEBUIIE KOMIIINKO-
Bana. Takobe je pasmarpao u Heke cuernujaJsue ciaydajeBe Beh maBobhene
OUKIOTOMUYHE jenHauwsae x" —1=0.

Mandaru

Canra 4: Manparu

Baunppanuecko Manpatu (1731-1807) 6uo je uTANN]aHCKN MATEMATHIAD
KOju ce DABMO reOMETPHjOM, MEXAHUKOM U BEPOBATHONOM, ajy HAC 3aHUMA
HeroB IONPUHOC y pemaBamy anrebapckux jemnauwaa. Ou je 1770. mon-
vHeo Aranemuju Hayka y CujeHr mHTEpDECAHTHY DACIpaBy O jeIHAYWHAMA
eTOT CTeleHa U OHa je objaBmena onx crpane Te Aramemuje 1771.



Oun majupe pasMarTpa KyOHY jeIHAUUHY

B+ax+b=0 2)

Caenehin Ojnepos mMeToqn 3a pemaBame OBe jemHaurHe (O KOME UCTHUHA
HUCMO IPUYAJIM, AJIA €BO Cala je IPUIMKA Ia Ce CIOMEHE), OH IOCMaTpa
KOPEH X KOju 3aJ0BOJhaBa JIMHEAPHY jE€THAUUHY

x+mi/f2+ni/f=0. 3

Ha 6u emumvmunucao tpehe kopene, kopuctu Meron ['abpujena Man-
dpemuja (Maudpemu, 1681-1761, 6uo je uranujancku mMaTeMaTudap KOjU
ce HajBulle 0ABUO MU(EPEHIUjaJHUM jelHadYnHaMa). Hawume, ymecTo \3/?
nocmarpa ai/f u a?3/f, rae je a mpuMuTuBHE Tpehy KOpeH U3 jenuHuIE,
3aMenu TO y (3) u mOMHOM¥HM Ta TpuU m3pasa Te nobuje jemHadumny tpeher
cTeneHa

3 362, 3¢ _
x*=3mnfx+m’f +n’f=0. 4)

ITorom mocraBu f =1 u nobuje
2 —3mnx+m*+n’=0. (5)
OBa je jemHaurHa €KBUBAJIEHTHA jenHaurHU (2) akko je

mn=—a, m’+n=h. (6)

Omasgne ce mapasro Mory Hahu m® u n®, a onma mapasHO U m u n (BUmETN

cMmo Beh oBako HemTO KO pemasama jenHaumua tpeher cremena).

Ho, Mandaru cana 0BO :Keay na NPUMEHU HA jeJHAYMHY [IETOT CTEIEHA
x° +5ax> +5bx* +5cx+d =0. (@)

yKenmm napaBHO ma mobuje KOpeH X u3

x+m{/ﬁ+p\5/]73+q{/]?2+n\5/?:0. (8)

Hapasno, cama ymecto {‘/f nocmarpa af{/f 3a k=14, re je a mern
NPYMUTUBHY KODEH n3 jenuruie, popmmpa oarosapajyhe mspase, MHOEU
ux u Tako nobumja 'KaHOHCKY jenHauuHy neror cremeHa. [locraBma f=1
U u3jenHavaBa KOeQUIUjeHTe Te KAHOHCKE jeqHAUWHE C IIOYETHOM jeIHAUM-
mom (7) Te mobuja ycaose 3a m,p,q,n. Ilocrasma 3aTtum mn=y, pq = u,
25uy —5a® +5c¢/3 = z 1 mocyIe mocTa padyHama A00uja jeHAUMHY IIeCTOT
cremneHa mo z. Y OIIITEM CIydYajy, OBa jeqHAYMHA HEMa DaIlOHAJAH (Dak-
Top cremena 1, 2, wan 3, a ako Ou mmasa oHma Ou jemmaumHa (7) Guia
pelnmBa IPeKo PaauKaiia.

HezaBucuo og Mandaruja u Jlarpamx je KoHCTpyucao 'pemasayd’ z KOju
je ¢oyHEIMja KOPpEHA U KOjU UMa IIeCT BPeJHOCTU IPU IepMYTaIllju KOPEHA.
U jeman m npyru pemaBad Cy MHBAPUjAHTHU y OJHOCY Ha MOIArPYIYy TCPyIe



mepMyTanuja ol meT KopeHa Xi,..., X5, kKoja je pena 20 3a kojy ce ke{l,...,5}
ciuka y k' = ak+b (mod5) (npu uemy ymecto 0 yzumamo 5), rue je a€
{1,2,3,4}, a be{0,1,2,3,4}. 3aHUMIBUBO je, ajli HE M HEOUYEKUBAHO I OBa
HOArpyIa MMa 3HAaYajHy yjaory u y lamoaosoj teopuju (HapaBHO, OHA je
pemusa).

Py¢punn

Cauka 5: Pydunn

IMaono Pypunu (1765-1822) 06jaBro je HEKOIUKO pamoBa y pas3nobiby
on 1798. no 1813. (oarosapajyhu ma kpuruke u noupassiajynu mokase) y
KOjuMa je TBPAMO Ma je TMOKa3a0 [a jeAHauuHe cremeHa Beher om wetupu
HE MOr'y OUTH pEIleHEe Y PaIuKauMa.

Oxn pamu canuno Jlarpamky. Ilocmarpa panuonasse QyHKIUje KOpEHA
ONIITE jeqHAUMHE CTeIeHa n. Ako je p Opoj mepmyTamuja Koje QUKCUDPAjy
TakBy (GYHKOU]Y, OHZA je p meauTess on n! m OPOj pazaIndnTUX BPEAHOCTU
KOje (QYHKIMja MOKe y3eTu IpU IepMyToBamy KopeHa je nl/p (ako ce ce-
TUMO ZejCTBa rpyme, opbura u crabunamnsaropa, buhe Ham jacHuje 3amTo je
0BO TauHO). Pypunu je 0BO IeTa/bHO U3ydaBao U MOKA3a0 je Ia y Ciaydajy
na je n=>5 taj 6poj 5!/p moxke Outu 2, 5 mnu 6, anu HEe MOKe OUTU HU
3 uu 4. To 3maum ma JlarpamkoB pemaBad HE MOKE 3a0BOJLABATU j€II-
HaunHy creneHa 3 wiau 4. Ako 5!/p Huje 2, oH Mopa OuTu mesmuB ca b, a



ako je 5!/p =5, ogna 3amucTa NOCTOjU pemaBad KOjU 3a10BOJbABA jeTHAUNHY
cTemeHa 5, aju ce He MOXE CBECTU Ha OUHOMHY jemHauumy z° —m = 0.

Py¢unnjes moras remepanno Huje 6uo mobpo npuxsalieH, memy je He-
IOCTajaJio KOpUINNeme U KOPEHa U3 jeIUHUIE y DPEeIaBamy U TO jé KOM-
mietupao AGer.

Komu

Ciuura 6: Komn

Orucren Jlyj Komm (1789-1857) je mapaBHO 610 CBECTpPAHU (PAHILYCKU
MaTeMaTu4dap HOjM je a0 BEJIUKN JOIIPUHOC y BUIIEC O6J’IaCTI/I MaTeMaTUukKe,
nocebHO y MATEeMATUYKO] aHAJU3M, aJid OBJe e HAC 3aHUMATHU Ja YKPATKO
HaBeeMO HeroBe pesyiTare 3a TeMy Kojy obpabyjemo.

Komwu je mpomwmpuo pesynrare Pydunuja nHa (yHKIUje oI n IPOMEH-
spuBux. Haumme, nokazao je ma axo je p Hajsehu mpoct O0poj kKoju menu n,
OoHJIa OPOJ PA3INUUTUX BPEAHOCTHU KOjy HECUMETPUUHA PDANUOHAIHA (YyHKIT-
ja oI n IPOMEHJLUBUX MOMKE NMAaTH HE MOKEe OUTH MamU O P CeM akKo je
jemnak 2. O=H je yBeo m paznumky u3Mehy mepMmyranuja u CyICTUTYLIUjA.
Hauwme, o je monm mepMmyTanujoMm moapasymeBao pehame n IpPOMEHJbUBUX
(unm cioBa) y HEKOM TMOPETKy (mAKJIe OTIPUINKE OHAKO KAKO Ce O Tep-
MyTal@jaMa Ipuda y CPem|mO] IIKOJN), HOK Cy CYNCTUTyIUje (yHKIUje
KOjUMa ce O] jemHe mepMmyTaluje npeia3u no apyre. [amoa je Takobe
KOPUCTHO Ty TE€PMUHOJIOTHU]Yy, a U Tpebaiio je m3BecHO Bpeme ma ce npebe



Ha HA3UB ,HepMmyTanuje’ 3a Komwujese ,cyncrurynuje”’. Komwm je paszma-
Tpao mpousBojse cyncturynuja. Axko cy S u T cynctuTynuje oH je HUXOB
npousBox o3Hayaao ca ST m OBIe ce IPBO HpUMEHUBAIO S, a moroM T
(nakme, opue cyncrurynuje ,,ByKy’ NIDPOMEHJbUBE, He ,Typajy”’ UX KaKo ce
HOMYJIAPHO KAKe).

Y mepuonmy on 1844. mo 1846. romune, Komu je mammcao HU3 pagoBa
0 CyHCTHUTYIMjaMa. 3a OBe CYICTUTYIMje KasKe na Cy , CIUYHE’ YKOJUKO
uMajy ucTy momerxy Ha muriyce. llokasyje ma cy P m Q ciamyse axo mOC-
Toju R Tako ma je Q=R PR (Bummmo ma je KOPUCTHO MOjaM CIMIHOCTH,
HA KOjU CMO HABUKJIM M3ydaBajyhu Marpuie; mojaM KOHjyramudje je Kac-
Huje yseznen). TakobDe je mokaszao ma je pen rpymne CyNCTUTYyLMja IeJLUB
penoM CBake CYNCTUTYIMje M3 Te Tpyle, Ka0 U Ja je pel Ma Koje Ipyle
CYHNCTUTyLUja 1 IpOMeHLUBUX Aenunan Opoja n!. OBaj pesynrar je Beh
nokazao Jlarpamk. W kom Komwuja ce y mora3y mojaBibyje mapTUIdja
rpyme Ha kocere noarpymne. OmmrTu pesynrar, KOju maHac 3Hamo kao Jla-
rpamkoBa TeopeMa 1ao je Kacuuje rRopaan, anu je mpumucao Taj pe3yaraT
Jlarpamxky. Vcra npuua Basky u 3a RomujeBy Teopemy.

Aoden

Ciuura 7: Aben

Hunc Xenpur AGen (1802-1829) 6mo je HOpBEMIKM MaTeMATAYAD KOJU
je ocmM pe3ysTaTa Be3aHUX 3a pelaBame aarebapCKux jeqHadnHa MMAao
3HAUajHE pe3yirare y o0JIaCTU Teopuje eJIUNTUUYKAX WUHTErPajaa U ITAHAC
MHOTM MAaTEMATUYKU OOjeKTU HOCE MMe IO HeMy.

Ox je 1824. o nmuuyHOM TPOIIKY 00jaBMO HA (PAHIYCKOM IEJO O Pella-
Bamy anrebapckux jemnauumsa, a 1826. je y Kpemosom fRypuany o6jaBuo
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HEIITO TPOIUPEHY Bep3ujy. ¥ TUM paaoBUMa je maT jacaH IOKa3 m1a ce
jemHauuwHe creneHa Beher om 4 He MOTY PENIUTU ¥ PAAUKATIAMA.

OH KOpUCTH pe3yaTaTe OCTAIUX MaTEMaTAYAPA KOjU Cy ce DaBUIM OBUM
npobJeMOM, adM Paad M HEIITO €CEHIMUjaJIHO HOBO INTO KOMILIETHPA OBaj
noka3s. Ilomasu on jenHauumme

V> —ay*+ by —cy? +dy—e=0, 9)

ca ,ommTuM’ KoepUIrjeHTUMa — KOe(PUINjeHTHU CY He3aBUCHE IIPOMEHILUBE.
[Ipernocrasmajyhu na ce y Moske m3pa3uTy Kao PyHKIMja KoeduuujeHaTa
npero pammkaia, AGes Kaxke ma ce y MOKe HAUCATU Y OOIUKY

y=p+piR"" + poR¥™ + -+ pp RUPTDIM (10)

rae je m upoct 6poj. Benuuune R, p, p1,...,Pm—1 Cy CBE UCTOr OOINKA KAO U
¥, Tj. YRIbYUY]y HOBE paauKajie, UTA. CBe JOK ce He nohe MO parnuoHAIHUX
¢yurnuja koepunujenara noderre jennaunae. OH yBek MeDy koedumnujenrte
VKJbYUyje U CBe mM-Te KOPEHe U3 JeIWHUIE, 38 CBE IPOCTE M KOJU Ce IO-
jaBmbyjy Kao ekcmomenTH. R!™ je, ma TAko KasKeMO, HMOCIEIIY PaIUKAI
KOjU CMO YBEJIU.

HapaBHo, OH Kaie Oa ce MOe mpermoctaBuTy ga ce RY™ me mome
M3pa3uTu Kao paluoHaJHa (yHKIWja on a,b,...,p,pi,... HOMTO 06U MHAYE
nonaBame Te BeandmHe 0miio Henmorpebuo. CinyHO nCKBy4dyje MoryhHOCT
na pi,p2,... cBu oyny jemaaru 0.

Y mpBoMm pany mpermocTaBima ma p; # 0 (y ApyroMm morasyje ma To
OorpaHMveRn-e HUje CYyIITUHCKO). 3aMeHoM R ca R/p]* Moe na IpeTnocTaBu
nma je p1=1. Osmaunmo RY™ ca z. Tana je

y=p+z+p2t ot ppaz Tl (11
SamenoMm y (9) mobuja ce ma je
G+ 12+ Gz°+ -+ G121 =0, (12)

roe ¢y q,q1-..,qm—1 DOJuHOMU 1O a,b,...,p,p2,... 1 R (CeTI/IMO ce ma je
z™ =R, Te ce Tako ykJamajy BUAMM CTemeHu of z). Aben cana TBpau ma je
HEOIIXOHO na CBU OBU ¢; Oyny jennaku 0. Hamme, ako ce mpermocraBu na
TO Huje Tako 1 mocMarpa (12) u

Z"—R=0, (13)

BUIUMO 1A je zZ 3ajeTHWYKU KOPEH aBe ajrebapcke jemHaumme. Tana he z
Outu KopeH u HajBeher 3ajeqHUUYKOr neMola OAroBapajyinx MOJIUHOMA.
Axo Taj menmuialn HUje HEPACTABJLUB, OHIA j€ Z KOPEH U HEKOT H>erOBOT
HEPACTABJBUBOT (PAKTOPa 3a KOJU MOXKEMO Ia IPETIOCTABUMO Ia je CTeleHa
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G6ap 2 (jep 6u z mmaue 6uo Beh paunmonanna ¢yurmuja oxn nocrojehux
BesmuuHa). Jakie,

k—1

fo+tz+ +h_125 T+28=0, (14)

npu yeMmy je oaroBapajynu mosmHOM HepacTaBsuB. 10 je jenHauwmHa Haj-
HILKET CTelleHa KOjy Z 3aIoBoJsbaBa. Ho, oHa mMma k KOpeHa 3ajeIHUYIKUX
ca (13), a oBa jemHaumHa uMa KOpeHe OOJIMKa @z TIe je @ HeTPUBUjaJIaH
m-Tu KopeH u3 jenuuune. lakie, umanu 6ucMmo

k—1 k 0

fo+hz+-+1tr_12° +2z2° = k=1 k=1

+akzF=o0.

(15)
Muo:kemeM IpBe OO OBUX Ca & W OMy3UMameM O Apyre, mobuam Gucmo
jemHAauMHy HIDKEr CTelleHa KOjU Z 3a10BOJbaBa, T€ TO BOAU OO KOHTPA,IUK-

uuje. Crora cBu KOEDUUUJEHTH (, q1,...,Jm—1 MOpajy outu jenuaru 0.

u hhthaz+---+ 1

k

Kopucrehu cana yumenuny na cy pemema jennaumte (13), cem z u az,
a’z,...a™ 'z, samenom RV™ y (10) ca a’R'Y™ rakobe ce mobujajy kopemn
nouetHe jenHaunHe (9). OBu KOpeHU Cy CBU DA3JIMYNATH, M HE MOKe OUTH
Behe om 5. Axko ¢y y1,...,Ym TAKO MOOUjeHU KOPEHU, OHIA MMAMO

Y1 = pHz+pritae+pmo12™!
yo = praz+aipezi+---+a™ py, 2"t
Ym = p+a™ lz+a™ P pyt 4+ rap, 2™

Axo0 ce 0BO mocMaTpa Kao CUCTEM JUHEAPHUX jeAHAUMHA MO HEIMO3HATUM
P2, P22% . Pm—12™ !, BUAMMO Oa mMMaMO CHCTEM OX M jeJHAYUHA Ca M
HEIO3HATUX Y TO TaKaB [a KMMa jeNHO3HAUHO pelleme (youuTe Koja je
marpuna cucrema). Crora ce oBe ,HemosHaTe”’ CBe MOTY M3PA3UTU KAO
panuoOHATHE (YHKIH]E IO V1,...,Ym & TUME CY U Py P2,..., Pm—_1, 2=RY™ (ma
oHzma HapasBHO U R=z") panuonanne GpyHKIUje KOpEHA.

Cama BenunumHa R je MOkZa panuoHaJHa (YHKIVja HEKOD DaHUje yBe-
nesor pamukana v/, IloHaBmameM OPETXOIHOT IMOCTYIKA A06MjaMo ma
Cy CBe WpanMoOHAJHE BeJIWYMHE KOje Ce IOjaBJLbyjy y H3pa3dy 3a KOPEeHe
¥i 3aIpaBO HEKM DaIUKAJIM DAIMOHATIHUX (YHKIMja KODEHa, YKBYydyjyhu
cBakako m oarosapajyhe xopene m3 jemmaune. Pydwnu je momao onm te
peTHnoCcTaBKe, ucnymrajyhiv kopene u3 jenunuine u Abes je To ompas-
nao. ITocne oBora o HactaBba rkopuctelim mperxomHe pesyiarare OPYTUX
MaTeMaTrn4dapa Koje CMO HaBeJM U 3aK/bydyje a Cce OIITa jeAHAUYNHA CTe-
meHa 5 HE MOKE PEMUTU IPEKO PaauKaIIa.

IlBa Mecena mpe cMpTH je 00jaBMO PaI O jemHOj KIACU PEIIUBUX AJTe-
Oapckux jemHauymHa. Y KIACY KOjy j€ pa3Marpao Coala U NUKIOTOMUUHA
jemmaumna. OH Ty mokasyje caemehy ommTy Teopemy.

AKO cy KOpeHU jeHauMHe TakBU [a Ce CBM KOPEHU MOTYy M3PasuTu Kao paumo-
HaNHe QyHKUMje jeHOr O HMX, Ha MPUMEP X, U aKo Cy Ma Koja [ABa kopeHa O(x) u
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01 (x) (rae cy O n 81 paumoHanHe dyHKuUmMje), Tako nosesaHa fa je 6(01(x)) = 6;(0(x))
OHfa Ce jeHauMHa MOXe PelnTy y paavkanmima.

Jlanac HapaBHO Ipyle y KOjUMa je MHOKEHme KOMYTATUBHO HA3UBAMO
AbGenose rpyne. OBze je DOKa3aH CIENUjaJHU CJIy4Yaj OMIIITET PE3yJITATa
koju je mao amoa. Hawmme, 3mamo ma je cBaka AGenoBa rpyla pemmBa U
crora ce oarosapajyha jegHadumHa MOKE PEIIUTU IPEKO PaanKaIIA.

I'ayc

Cuaura 8: Kapa ®punpux Iayc

Kapn ®punpux ayc (1777-1855) cBakako je 6uo jenas oxn Haj3HaUa-
JHUJUX MaTeMaTuvyapa y UCTOPHUjU, a UMAO je HeEMAJie JOIPUHOCE U Y aCTPO-
vomuju u ¢pm3unu. OBre heMo ce TOCBETUTH HEMOBUM HAjBAKHUJUM JOIPU-
HOCHMa HAIOj TEMU, a TO je, Hajupe, KOMIUIETHO pPeIleHe IUKIOTOMUYHE
jemaauune x"—1=0, a 3aTUM U PE3yJTATOM O3 CBAKU PEAJAH MOJUHOM
MOke na ce (aKTOPUIIE Ha JIWHEApPHEe U KBaJApaTHE (PaKTope, INITO IaK
MOBJIAYM ,,OCHOBHY TeopeMmy aJjredbpe”’: CBAKU MOJUHOM Ca KOMIIJIIEKCHUM
KOe(pUIUjeHTUMa MOXKe na ce (aKTOpUIle Ha JuHeapHE (PaKTope.

[Mounumo on ,,jemnauwmue neoGe kpyra” x" —1=0. Jom kao crymgeHT
MaTeMaTuke, ['ayc je momao mo M3BaHpemHOT OTKpuha, Koje je HajaBuo,
TMOMAJIO HEOUEKUBAHO, YV JUTEPAPHOM YaCOMUCY KOjU je u3Ia3mo y JeHu.
EBo merose HajaBe (Kama Kaske Ia Ce MOTY M€OMETPHU)CKUA KOHCTPYUCATU
MUCJIM Ha TO Oa C€ MOILY KOHCTDYWCATU WCKJbYYMBO Kopucrehu jemup u
mecrap) ox anpuia 1796. roguue.

Mo3HaTo je cBaKOM MOUETHUKY Yy rEOMETPUjU Aa Cy PasHW NPaBUIIHWU MHOMOY-
r0BW MOMYT TPOYrfia, YeTBOPOYrfa, NeToyrna, NeTHAecToyrna, Kao 1 OHU Koju ce
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nobunjajy HenpekMAHUM YABOCTPYyUaBakeM CTpPaHa NPeTXOAHMX, MOTY reOMeTpUjCKIU
KOHCTpyUncaTu.

To je seh ypabeHo y Bpeme Eyknupa un, umHu ce, reHepanHo ce kaxe fa ce
nosbe efieMeHTapHe reoMeTpuje He Npofyxaea fasbe: Bap ja He 3HaMm HU 3a jeAaH
yCMeLaH nokyLuaj fja ce ieHe rpaHuuUe NpoAyXe y TOM Mpasuy.

Crora My ce unHu Ja 3acnyxyje naxy oTkpuhe fa, ceM HaBeAeHNX NPaBUIHUX
MHOrOyrnoBa BuLLe hUX, Ha NpuMep 17-oyrao AonyLuTajy reoMeTpujCcKy KOHCTPYK-
umjy. Oso oTkpuhie je camo cneuvjanaH AoJaTak LUMPOj TEOPUjU, KOja joL HUje
KOMMeTrpaHa 1 koja hie 6UTK NpefcTaB/beHa jJaBHOCTU YMM Byfle 3a0KpyXeHa.

K. ®. lNayc ns BpayHuwsajra,
CryneHt maTtemaTuke y [eTuHreny

OBaj pesynrar je mpencTaBUO y CBOM ODMMHOM HNENY ,, APUTMETHUKA
ucrtpaskuBama’ objaBmeHoM y sero 1801. romuue. 3ampaBo je Tome buiaa
nocsehena nocnenma, ceaqma riaaBa oBor xeia. lIperxonse riase cy Ouie
nocsehene Teopuju Gpojesa.

On Ty mokasyje ma, ako je OpOj cTpaHa NPABUIHOT MHOTOyrjia 00-
nuka p1pe---p;-2%, roe cy p; pasmmumry npoctu 6pojeBm oGIHEA 22" 41
(PepmaoBu mpocTu 6pojeBn), OHAA Ce Taj MHOTOYTao MOMKE KOHCTPYUCATH
nomofy semupa u mecrapa (mpuda ce ga je OH TOJIUKO OMO MOHOCAH THUM
CBOJUM PE3yJITATOM [a je TPAKUO [Oa My IPTEX OPABUIHOT CEIAMHAEC-
Toyryia Oyne yKJIecaH Ha HAAIPOOHY IJIOUy, aid Aa je KaMEHOPEe3all TO
onbuo tBprehin ma ce rakBa ¢urypa He OM pas3iMKOBaJia O KPyTa...).
Y jemHOM OmeJbKy OBOT meia ['ayc HaBOOW Ia OH MMa MCIPABAH METOI Ja
IOKazKe Na Cy TO jeIVHU TMPaBUJIHU MHOTOYTJIOBU 3a KOje je moryhe u3Bp-
MUTA KOHCTPYKIUjy moMONy jJemupa u mecrapa U Oa, Mala TO MPEBA3U-
Jla3u IPaHUIE OBOTI AeJia, OH TO HaBoau 30or oceliaja oaroBopHOCTH 3a TO
na apyru He Oum ryOmau BpeMme MOKyIIaBajynu ma oBaj pe3yaraTr mpoumpe.

IlNayc majupe cBoau mpobJsem Ha ciaydaj Kaaa je i IpocT 6poj, u y JabeM
CTAJHO MPETNOCTaB/ba Oa je TO Tako. Hajmpe, Ha DOCTa KOMIJIUKOBAH
HauUWH, TOoKasyje na je mommuoMm x"* '+x"2+---+x+1 (koju OH O3HAuUaBa ca
X) HepacTaB/bUB HaJ panuoHaJHUM OpojeBuma. CKyI CBUX KOPEHa OBOI
nosmaOMa ['ayc o3mauaBa ca Q. OH HaBOAM MOTOM [Oa Ce MAeja MOKa3a
cacToju y ToMe na ako je n—1 npousson paxropa afy---), KOju ce CBU MOTY
cMaTpaTd IPOCTUM OpojeBuMa, oHa ce jenHaumHa X =0 MoKe pemuTu
CYKIECUBHUM peIIaBameM jeNHAUMHA cTeneHa a,f,y,.... Ha mpumep, 3a
n=17, n—1=2-2-2-2, e 3a oBaj cayuaj Tpeba pemmuTy YeTUPU KBAIPATHE
jemHaunHe.

3a moka3uWBame OBOT pesyirara, l'ayc KOpucTu Tako3BaHe ,meprome”.
Tauxra 347 raacu: Ceu kopeHn n3 Q pasbujajy ce Ha Heke knace (nepuoge).
Hauwme, mexka je r merm on ropena m3 Q. Cmarpamo na je n mpoct. Tana

cy cBE KOpeHH 3ampaBo 1,72,r3,...,r* 1. Tayc je y Tpehoj rmasu cBojux
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,AcrpaskuBama” 3ampaBo JOKa3a0 [a ako je n mpocT Opoj, oHxa je rpyma
(Z,\{0},") muEIMYHA, Te MOCTOjU ,IPUMUTUBHU eJeMeHT’ g KOjU je reHep-
arop Te rpyme. Tama cy 1,g,g%,...,g" % mo Moaynay n 3ampaBo 6pojeBu
1,2,...,n—1, anu e Hy:KHO y ucTtoM mopetky. Crora cy T, 8,18 .. 18"
rarkobhe cBu KOpeHu u3 () IpU UYeMy je CBAKU Ol lbUX g-TU CTEIEH IPETXO0AHOT
(mpumeTuMo nma je m (rgnfz)g =8 = Takobe cremen ,,uperxogHor”’ akKo
ux raexamo nopebane Ha Kpyry. IlocraBumo Te kKopene u3 Q Tako na mere
KPYT HA N je IHAKUX MEJIOBA.

i3 r#

ré r

e
pree——r"?

ré

n=19,4,.= 2,(6,2) u (3,16) n=i7, ¢,,=3.(83) v {410)

Cunuka 9: Ilepuonou

Onn he ynHUTH TemMeHa TPABUIHOT R-TOyria. lIpuMermmo ma Ha JI€BOj
ciumu y Bpxy ymecro r'8 tpe6a ma croju r'®. Heka je n—1=ef. Pasmot-
PHMO KaKBa CBOjCTBa MMajy CyMe O IO [ THMX KOPDEHa TaKo Oa [ TUX TeMeHa
KOja MM OAroBapajy YuHe TeMeHa InpaBuiHOr f-toyria. Takse cyme I'ayc
HasuBa IIEPUOJVMA nyskube [ (3ampaBo CKyIl KOPEHa KOJU Ce IOjaBibyje
y oBOj cymu l'ayc HazmBa mepmonoM, ajaud Kaxke Ha Ce U caMa CyMa MOKe
Tako HazBatu). Ako ce y Toj cymu nobe ox kopena r* ona je jenmaka

A, Ah | L AR?

-1
A L

)
rae je h=g° a oBme je cBaku 4iaH cyMe B-TU CTENEeH IPEeTXOAHOr (IJienaHo
LIUKJINYKA, Tj. U OPBU wiaH je h-tu creneH nocienmer). OBy cymy [ayc
o3HauaBa ca (f,A), npu uemy. Hapasro, Mmosxe ce mohu ox 6mio Kor TeMeHa,
te je (f,A) = (f,Ah¥). Aro ce craBu A =0, nobuja ce na je (f,00=f. U 1y
cymy ayc HazmBa mepuwomoM, Maga OHA HEMAa UCTU CTATYC KAO MPETXOTHE.
Pamu nperanennoctu nucama, ymecro r#* mume [u]. Tana je [A]-[u] = [A+pul,
a Takobe Bawku: akro je A=p (mod p), ouna je [A] = [ul; HapaBHO, Tana je u

L V)=, 0.

Fayc IIOTOM ,Z[OHa3yje HM3 JIeMa 3a OBE€ Iepuone, moceOHO KaKo ce HaJIa3u
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¢opmyna 3a npousBone (f,A)-(f,u). Haunme, axo je

D=+ VT+ A"+,

OHTA je
- (L =FA+w+ (A +w+ A+

Ha mpumep, Heka je n=19, 1j. n—1=18u f=6. Tamajee=3ug=23=8
(2 je remeparop 3a (Z19\{0},-)). ¥ Tom cayuajy je

(6,1) = [1] + [8] + [64] + [512] + [4096] + [32768],
OJIHOCHO TIOCJIe peayKIuje mo Momnyiy 19 m nmpukasa y pacryhem mopeTky.

(6,1) = [1] +[7]+ [8] + [11] + [12] + [18].

Tana je

6,1)*=(6,1)-(6,1) = (6,2) + (6,8) + (6,9) + (6,12) + (6,13) + (6,19).

Ho, mmamo jemmaroctu:
(6,8) =(6,8-8) =(6,64) = (6,7) = (6,56) = (6,18) = (6,144) = (6,11) = (6,88) = (6,12) = (6,96) = (6, 1),
(6,9) = (6,72) = (6,15) = (6,120) = (6,6) = (6,48) = (6, 10) = (6,80) = (6,4),
(6,13) = (6,104) = (6,9) = (6,4), (6,19) = (6,0) =6.
Crora je (6,1)2=2(6,1) + (6,2) +2(6,4) +6.

EBo mpurasa meprona y OBOM CIydajy:

(2,1) ... (1], [18]

(6, 1){ (2,8) .. [8],[11]

2.7 ... 171112}

(2,2y ...[2),{17]

Q = (18, 1)< (6,2){ (2, 16)...[3].[16]
(2.14) ... [5).[14]

(2.4) ... [4}[15]

(6,4){ (2,13)...[6},[13]

(2.9) ...[9}[10]

Cuura 10: Ilepuomu 3a cayuaj n=19
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Bes mamer pazmarpama, HaBeIUMMO KaKO Ce TU II€PUOIU IOjaBJbYjy IpU
(opMUpamy HaBeNeHUX NOMONHUX jenHAYMHA.

Axo je n=19, onna je n—1=18=3-3-2. Tana cy nepuonu (6,1),(6,2),(6,4)
KODEHU jemHadyuHe XB+x2—6x—7=0. I[Tepuomu (2,1),(2,8),(2,7) cy KOpeHU
jemnaunue x°—(6,1)x%+((6,1) +(6,4)x—2—(6,2) =0, a r,r'® cy xopenu jenna-
ynne x2—(2,1)x+1. Kag umamo r umamo u cBe ocrade.

3a cayuaj n=17, umamo n—1=2-2-2-2. EBo nmpukasa nepuoma 3a OBaj
cayudaj.

(2, ... [1)[16]
!’M' ”{:3.13;...[42‘[131
(8‘”1 (2. 9)... (8. 9]

(4. 9}{ -
S I
IM 31{[; ). (5L [12]
(8.3)1 (2,10)...[7].[10]

‘(4,10]{

(2. 11). .. [6].(11]

Cuura 11: Ilepuomu 3a ciaydyaj n=17

Ilepuonu (8,1),(8,3) cy KopeHu jenHauymue W +x—4=0; (4,1),(4,9) Cy KO-
PEHU jenHaYWHE 2-—@Bx—1= 0; (2,1),(2,13) cy KOpeHU jemHAYMHE x%—
4,1)x+4,3)=0u r,ré Cy KODEHU jeTHaduunHe ¥ —2,1)x+1. Tako cMo mo-
Ounn Te yeTwmpu KBaapaTHe jenHaumHe. Kako ce pemema KBaAPATHUX jen-
HAUYMHA M3PaskaBajy MOMONy KBaIpaTHUX KOPEHA, a BUX je Moryhe KOH-
crpyucatu noMohy Jsemupa m mectapa (HOX yCJIOBOM Ha jeé IOTKOPEHA
BesuuuHa Beh KOHCTpywmcana), TO ce M mpaBuUiIHU 17-yrao MOske KOHCTDY-
ucary nomohy nemupa u mecrapa. Ha mpumep, ako KeanMoO Aa BUAIMO
KOJIMKO je cos%’ U3paKEeHO aiaredapcKu, OHAA MOMKEMO O3 IPUMETUMO 12

2n 16 _ r—l 2n 2m

. _ 2_7-[ ¢ i 2T . _ = _ 2 i i 2T . .
je r=cos{7 +isin{7, Te je r =F=cos{7 —isinfg. Ilobujamo ma je

cosZ =1(r+r%=1(,1). Camo rpeba mahm (2,1)...

IIpebumo cama ma pasmarpame OCHOBHe Teopeme aarebpe. Il'ayc ce
Bume myTa Bpahao mHa oBy Teopemy. IIpBu moka3 je ob6jaBumo 1799, npyru
u tpehu 1816, a uerspru 1849. YerBpTu mokas je Ga3upaH Ha UCTUM
uaejamMa Kao ¥ IOPBU, T€ je OH 3aIPaBO Na0 TPHU Pa3INduTa JOKa3a OBOT
BayKHOT PE3yJITaTa.

3ampaso je T'aycosa rTesa, kojy je omdpanuo kox Pada (Pfaff) 1799. y
XenmmreTy, cagp:kaJia aHaJIu3y OBe TeOPeMe W IMPBU noKa3. Hacios tese:
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»Hoeu doxasz 3a meopemy Oa ce ceaka yeaa payuORasIHa arzebapcra PyrKyuja
Jjeorne NPoMENDHUBE MONCE PABLOANCUMY Y Peasne Paxmope npeoe usl 0pyzoez
cmenena”. Tesa muje myra, mma #Hexkux 26 crpanuna. Hajupe [ayc ama-
IM3Upa, y3 KPUTUKY, PaHUje TOKyIIaje NOKa3a OBOr pesyiarara. Hajupe ce
to omuocu Ha JlamamGepos nokas u3z 1746. ronuue, a morom u Ha OjnepoBy
mnamy paspany. Mmajyhu y Buny kpuTuky Kojy je mao, ayc y apyrom memry
npeacTaB/ba CBOj JOKA3.

Il'ayc pasmaTpa mOIWHOM ca pealHIM KOe(UINjeHTIMA
X=x"+Ax"" 4+ Bx" 2 +.. .+ Lx+ M,

rze je x weonpebena. OH skenu ma HOKaKe na MK JIMHEADAH WU KBAAPDATHU
¢axTop on X mocroju. Tpeba npumeruTny ga ako oaroesapajyha jemHaumsaa
uMa OBOCTPYKM KOPEH, OHIA je OH, Ka0o IITO 3HAMO, HyJa ¥ H3BOJA TOT
MMOJIMHOMA, TIa ce MPOOJIeM MOKe CBECTU Ha MOJUHOM Mamer crernena. Crora
ce MOKe mpermocTtaBuTu na X HeMa BUIIECTPYKUX KopeHa. layc m3be-
raBa EKCINIMIUTHO KOPUIINEme KOMIIJIEKCHUX OpojeBa, mro je pabeno y
NPEeTXONHUM OOKa3uMa u Gopmyiuiie ciaenehy memy.

Jlema. Ako je m npousBossaH nosutmeaH Leo 6poj, oHfAa je byHkuumja sing - x™ —
sinmeg - rm*1x+sin(m —1De- r'™ pemuBa ca x2 —2cosQ-rx+ r2.

Koncraryje na ce oBo mokasyje OUPEKTHOM IPOBEPOM U (HOPMYJIUIIE
caenehy memy.

Jlema. Ako cy BenuumHa r 1 yrao ¢ oapebeHu Ha TakaB HauuH Ja Baxe cnefehe
jeBHaunHe

r™cosme + ArLcos(m — 1)+ Br™2cos(m—2)¢+...+ Krrcos2¢ + Lrcosgp + M =0,
(16)
rMsinme + Ar"™ " sin(m — 1)@ + Br™ 2sin(m —2)@ +...+ Krrsin2¢ + Lrsing =0,  (17)

oHAa je dyHkumja x™+ Ax 1+ Bx" 2 +.. .+ KxxLx+ M = X perusa hakTopom
Lpyror cTeneHa Xxx—2cos@-rx+rr, ako r-sin¢g Huje =0. Anu, ako jecte r-sing =0,
OHAA je Ta dyHKUMja JesbMBa NPOCTUM HAKTOPOM X — I COS (.

OBy nemy morasyje y3 momoh mperxomue. ['ayc morom obpasmaske na
ce OBAKO HEIITO HOKAa3yje yrJIABHOM KOPUITNEemeM ,,MMarnHapaux opojesa”
u HaBogu Ojiepa, amu ma oH, eTO, cMaTpa Aa je ToO6PO BUIETH KAKO Ce TO
MOKE U OUPEKTHO NOKA3aTH.

3a jemmauwuue (16) m (17) om roBopu na cy jemHauumHe airebapCKUX
KPUBUX CTEIIEHA M, CAMO IIPEACTABILEHE Y TTOJAPHAM KOODIMHATAMA U JIEBY
crpany y jennaunnu (16) osmauasa ca U, a 'y jennaumnu (17) ca T.

layc cana skenu nma mokaske ma cucrteM jemnaumua U =0, T =0 uma
pememe, Tj. ma ce oBe KpusBe cexky. OH TBpAm na 3a JOBOJBHO BENUKO R
IOCTOju TA4YHO 2m Tadvaka npeceka kpuBe U =0 u Kpyra noiaynpedysura R,
Kao M Ta4HO 2/ Tadaka npeceka kpuBe T =0 u TOr Kpyra, 1 TO TaKO Aa Ce
Tayke IMpECceKa jeqHe U Apyre KpuBe mojaBipyjy jenHa m3mebhy mpyre. Ose
anrebapcke KpUBE MMajy MO M I'PaHa U OH TO UIYCTPY]je IPTEKOM:

18



Cmuka 12: T'aycosB mpBu moka3s

Honaje n cauky

Cauka 13: I'aycoB npBu mokas — JOIaTHA CIUKA

pams mojammema. Kaske ma je oma nobujena momohy dymrmuje X = x* —
2xx+3x+10. ITapuu OpojeBu Ha TPBOj CAUIM O3HAUABA]Y MpECEeKe KPyra u
rpana kpuse T =0 (oGpaTuTre Kby Ia je X-0ca jeIHa O IPAHa Te KPUBE ),

19



a HemapHU ce omHOce Ha kKpuBy U =0. 3amTo ce cBe memasa Oam Taxo?
layc raske ma ako rpana Heke ajarebapcke KpUBE yJIas3W y HEKU TOMEH,
oHa omatie u m3na3ur. OH OBO cMarpa 3a jacHO W He NOKa3yje, naje caMo
caenehu kKomeHTap y 00IUKY (ycHOTE.

YUnHu ce da je AokazaHo ca JoBOMLHOM curypHolwhy ga anrebapcka KprBa HUTU
MOXe Aa ce npekuHe 6uno rge (kao WTO ce felwasa, Ha MpUMep, ca KP1BOM uuja
je jeAHaumHa y = 1/Inx) HUTK Ce MOXe M3ryBUTH, Aa TaKO KaXKEMO, Y HEKO] TauKm
nocne BeckoHauHO MHOro HamoTaja (kao koA norapuTamcke cnupane). Konvko ja
3HaM, HUKO HUje UCTakao BUNo KakBy CyMmiby y Be3n osora. Vnak, ako 6u Heko TO
Tpaxuno, oHja Bux ce NofdyxBaTWo 3adaTka Aa AaM [0Kas, KOju He noanexe 6uno
KaKBOj CyMHM, HEKOM [PYrOM MPUNVKOM. . .

Ho, oBo tBpheme o peasnum anrebapckuM KpuBaMa HUje HUMAJO je-
HOCTABHO W JaHAC MHOTU cMaTpajy aa je lamamOepoB mOKa3, KOju mMma
MaHa, Jakme monpasuTu HO ['aycos. 3ampaso je Tek 1920. rogune Anek-
capmap OCTPOBCKU A0 HEMOOUTAH MOKA3 CBUX ['ayCOBUX TBPIHU y OBO]
Te3u U TO je objaBieny y HayunoMm vaconucy y ['erunremy. Ho, Taj mora3s
HUMAJIO HUje JaK. 3aHUMJLUBO je HABECTHU M4 je jeIHOCTABHUjU IOKA3 TOra
mro ["ayc tBpau, nat y yaconucy American Mathematical Monthly 2017. ro-
IUHE.

HacraBak mokasa ma mocToju mpecek oBe ABe Kpube l'ayc m3Boau OBako.
[IpernocraBrMo na npecek He nmocToju. Tauka 0 je moBe3aHa ca TAYKOM 2m
x-ocoM (Bumetm uptex, Ty je m=4). Taura 1 ce oHga He MOMke MOBE3ATHU
ca HEKOM Ta4yKOM ca Apyre cTpaHe X-oce a na je He mpeceve. Crora, ako
je Tauka 1 moBe3aHa ca HEKOM HEIIAPDHOM TAYKOM N, OoHZa je n<2m. Ha
MCTU HAYMH, KO je 2 IOBE3aHO ca IapHOM TadykoM n' Mopa 6utu n' < n.
IIpuMeTuMO Ha je pasauka n' —2 DapHa U 12 je Mama O pasiauie 2m — 0.
HacraBmameM mocTynka n0Ja3uMO OO CUTYalllje Ia je Tauyka h ImoBe3aHa
ca taukoMm h+2. Ho, cama rpana anrebapcke KpuBe Koja 'yia3u’ y KPYyT
y Tauku h+1 Mopa oGaBesno cehu rpany koja moBedyje h m h+2 mTo
NPOTUBPEYN MPETIOCTABIMN.

laycoB mpyru moka3 je aiarebapcku, HE YKBYUyje T€OMETPUjCKA pa3-
Marpama. OH je 6azupaH Ha IBa pe3yiaTara.

1. CBaku peajHU IOJIMHOM HENAPHOI CTEIEHA MMa 0ap jeoHy HYIY.

2. Cpaka KBaIpaTHA jeTHAUYMHA Ca KOMILJIEKCHUM KOE(QUIM]EeHTUMA UMa, ABA
KOMIIJIEKCHA KOPEHA.

layc pazmarpa peajHu HOJIUHOM CTEIEHA M
Y=x"—[xm [ (18)
OH oBaj MOJIMHOM MeHBa IMOJWHOMOM ) uuje cy Hyie Heonpebere a,b,c,...:

y=x—a)(x—Db)(x—c): - 19)
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[TocmaTpa moroM noMONHU MOJIMHOM O Yy HOBOj IPOMEHJBMBO] U Me(QUHUCAH
Kao0 IPOU3BOL

(=(u—(a+bt+ab)(u—(a+c)t+ac)---. (20)

Bunumo na je oBo mpom3Bon iMHEApPHUX (PAKTOPA KOjU Cy JOOUjeHu n360poM
napa meoapebernnx. Crora je deg{ =m' = () =1im(m—1). Iaxne, osaj
MOJIMHOM j€ u3paskeH moMONy U, t u cuMeTpuyaH je y neoapebenum a, b, c,....
Ho, enemenrapre cuMmerpuyne GpyHEKIUje 01 OBUX Heonpebhernux najy xoegpu-
mujenre L', L”,... momuroma Y (mpucermmo ce Bujerosux popmyina; smanu
KoepuIMjeHaTa Cy TakO OMpaHM Oa Cy KOepUIMjeHTH Oamr CUMeTPUYHe
¢ymrnuje). 3amenom mobujamo momohmm mosmmmom Z cremema m'. Tayc
caja OOKa3yje na ako OUCKPUMUHAHTA MOJMHOMAa Y HUje Hyja, OHAA HU
muckpuMuHanTa on Z Huje 0 (QUCKPUMUHAHTA HEKOI MOJIMHOMA je jeqHaKra
HyJU aKKO OH MMa BUIIECTPYKe KopeHe). IloTom Gupa 3a ¢ peayHy Bpem-
HOCT TaKO Na NUCKPUMPHAHTA OCTaje Pa3jInduTa Ol HyJIe U IOoKa3yje Ia,
aKO je KODeH o4 Z MO3HAT, map KOPEHa OPUTMHAJIHOT IOJWHOMA CE MOXKE
nobuty (3HAMO KOJIUKO Cy a+b u ab, Te OHIA pellaBameM KBAADATHE jell-
HauuHe nobujamo a u b). I'maBHa cTBap y OBOM IOKa3y je Ia Ce UTepu-
pameM OBOT MOCTYIKA AO0OMjajy MOJUHOMU YUjU je CTEIEH CBE MAame IeJbUB
ca 2. Haume, axo je m=2H(2k+1), orna je m’ =20712k+1)HRk+1)—1) =
24— 2k +1). Tako Haj3aa noOMjaMO MOJMHOM HEMAPHOI CTEIEeHA KOju mMa
peasnny mHyay. V oHma mmeMo yHasam Te OOOHjaMO U HyJ€ MOYETHOT IOJIU-
HOMA.

Tpehu N'aycoB mokas kopuctu MaTeMaTwUYKy aHaauzy. MoskeMmo na ra
raefaMo W Kao NOKa3, KOjU Yy CBOjOj OCHOBM KOpHCTU I'pMHOBY ¢opmyry
u3 Awnanusze 2, unu pesyarare n3z Kommiekcue amanuze. CBakako je TO
mupekran noka3. O memy hemo 3amcra kparko. I[loHOBO ce monasu on
NOJIWHOMA Ca PEAJHUM KOe(UIUjeHTIMAa

X=x"+Ax" '+ Bx" 2 4.+ Lx+ M
u pasmarpajy nmoMohine (QyHKIUje
t=r"cosme+ Ar"™ 1 cos(m—1)¢+Br"™ ?cos(m—2)p+---+Lrcosp + M,

u=r"sinmep+ Ar"™ lsin(m — 1)@+ Br™ ?sin(m —2)¢ +--- + Lrsine.

layc mapaBuO keau ma mokaske ma cucteM jemnauwmua t=0,u =0 uma pe-
meme. IIpeTmocTaBuMo ga TO pelleme He HOCTOju, Tj. Aa je t2+u’ #0 3a
CBe BpeOHOCTH I' U . ['ayc mocMaTpa (yHKIU]Y

_ g
y= r(£2 + u?)?’

npu 4yeMmy je g TOJIMHOM IO f,U, Ka0 U HBUXOBUM IPBUM U APYTUM Iap-
oUjajHuM U3BOAMMa 1O ¢ (C 003MpOM Ha NPUPOLY OBUX QYHKIUja, TU
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HapUKjaIHy U3BOAU Cy (YHKIUje UCTOr OOIMKA). 3ATUM TPasKU MUHTErpPas
OBe (yHKNUje IO TOBOJHHO BEJIUKOM IUCKY Ca LEHTPOM y KOOPIMHATHOM

IOYETRY.
Q= ff ydrde.
0<p<2m,0<r<R

Sampaso kon ['ayca ¢ y3uma Bpemsoctu ox 0° mo 360°. Mwu cmo TO mmak
Masio mMonepumzoBaiaun ®. Ho, ucmocraBipa ce na axko ce MHTErpaJii IPBO
mo ¢ mobuja ce ma je Q =0, a aKO ce MHTErpaJu IPBO MO I, Ta OHIA IO @,
nobuja ce ma je Q>0. OBa KOHTPaIUKNUja MOKA3yje Aa je t*+u’ =0 uerme,
a TO je M TPaKeHO.

Cnuka 14: Epapuct ["anoa

Esapucr Tanoa (1811-1832) 6uo je cuH rpamoHAYESHUKA jEIHOT Ma-
sor rpaga y okosuan Ilapmsa. IBa myra (1828. m 1829) je mokymao na
ce ynume y Ecole Polytechnique u mocie oBUX HeyCIeJUX IIOKyIIaja YIICAO
je Ecole Normale. Tpe6a pehu na je IlommurexHudka MmKoIa OMIa HA 3HATHO
pumeM HuBoy on Hopwmasue, amu je mumagmor ['amoa mpuBnauwmiaa u 360r
JAKOr CTYIEHIKOr IOJUTUYKOD IOKpeTa y TOj IMKoJau, a l'ajsoa je pemy0-
JIUKAHCKE Weje Hacjaemuo o1 cBojux pomuresma. Ocum Tora, [amoa je
MOYKUBEO MOPOAUYHY TPareaujy HEIMOCPETHO MPe CBOT APYTOTr MOKyIIaja Ia
yroume [TomurexHuky — oTall My je M3BPIINO CaMOyOMCTBO 300T CKaHIaJIa
M3a3BAHOT HEroBUM (aJCH(PUKOBAHMM IOTIUCOM HA HEKUM IOMKUCHMA.

Hoeros nmpBu ob6jaBhenu pan je uilaHak o4 8 CTpaHa O BEPWKHUM pa3-
soMmiuMa objaBiben y Mamemamuukum anansuma sReproma 1828. romuue
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("Kozed Keprom (1771-1859) 6mo je ¢ppanHIyCKMm MaTeMaTHdap KOJjU je
M34aBa0 OBaj YTULAJHM Yacomuc). Ty je OH MOKa3a0 KaKo Ce, aKoO Ce jenaH
KOpeH ajirebapcke jeTHAYMHE Ma KOI' CTElleHa M3paykaBa HEIOCPEITHO IIe-
PUOANYHUM BEPWKHUM DPAa3JIOMKOM, OHIA C€ HEKU APYIU KOPEH M3PasKaBa
Takobhe mepuoaMYHUM BEPWKHUM PAa3JIOMKOM KOjU ce mobuja mespemeMm -1
UCTVM BEPIKHUM DAa3JIOMKOM, &y HAIUCAHUM y OOPATHOM MOPETKY.

Y Mmajy 1829, I"'amoa je mIpuiIokuO CBOj MPBU PAL O CBOjUM UCTPAKUBA-
BUMa O pelaBamy aarebapckux jemHauumna, Aramemuju Hayka [lapusa, a
OPyTH, O jeqHAUYMHAMA IIPOCTOr CTEIeHa ocaM maHa kKacHuje, 1. jyHa. O6a
pana cy mocnara Kommujy Koju mx je m3rybmo u OHUM HWKAAa HUCY HabheHu.

Y ¢ebpyapy 1830. 'anoa je ArkameMuju mpuioKWUO jOII jemaH paj Ha
UCTy TeMaTuKy na Ou Owmo pasmarpan 3a Besnury marpamxy Aranemuje.
Osaj myT je pan mobuo cramuu cexkperap Aranemuje Pypuje, amu je on
yMpO Ipe HEero ITo je CTUTAo Oa nperyena pan. Hu oBaj pykomuc HuKana
uuje maben. Harpany cy momenumau Jaxobu m Aben (mOCTXYMHO), HOK
lamoaor pan Huje HU pasMaTpaH.

Co¢u Kepwmen (1776-1831, ppanmycka MaTeMaTUYapKa Koja je UMaJa
3HaUajHe pesyJrare moceOHO y Teopuju O6pojeBa) je mucaza O OBOME:

...cMmpT rocnognHa Pypujea je 6una npesue 3a oBor ctyfeHTa [anoy koju,
YNPKOC CBOjOj APCKOCTU, Mokasyje 3Hake nameTHe npupode. Cee 0BO je [OBeNno Ao
Tora Aa je oH usbauen ca Hopmanue wkone. Capa je 6e3 Hosua. .. Kaxy ga e
noTnyHo nonypetu. lMnawwum ce Aa je To TauHo.

Y ampuay 1830. Taxya je o6jaBuo ,moTy” (kKpaTak pamn) on ABE CTpa-
mune y Buameny (6apona) Pepycaka y KOjoj Cy IVIABHU De3yJiTaTyd Pala
KOju je mpuiaoskuo AkameMuju Ousu HaBemeHu Oe3 mokasa. lIpBa u Haj-
3HAUYajHUja TeOpeMa KOja je HaBeleHa y OBOj HOTU IJIACU:

[a 6u jeaHaunna npocTor cteneHa 6una pewwsa y pagukanuma notpebHo je
1 JOBOJLHO [a C& CBM OCTaNiv KOPEHW MOTY PauMOHasHO U3Pa3nUTU MPeKo Heka [ABa
ol HUX.

JacwHo je ma oBO mOKa3yje ma OMIITA jedHAUYWHA pena b, Koja mMa H KO-
PEHa KOjU Cy HE3aBUCHU jeaH OJ APYIOr, HE MOKE PEUINTU y PaAuKaJIIMAa.

W3yserno 3HauajaH je pan Kpajme jemHocTaBHOT HacioBa ,,O Tteopuju
OpojeBa” objaBmen y Dbuameny Pepycara y jymy 1830. romuue, a y rome
je Tasoa oapenuo cTpyKTypy KOHAUHMX HOba (KOja ce maHAC HA3UBAjy U
lanoaosuMm momnMa). [IpUKAKUMO IO KOJUX je pes3yiaraTa IOMAao.

U AGexn u lN'anoa cy umanu jacan nmojam ,,noma” . [Moma xoja cy u AGen
n [anoa pasmarpanu y npobieMy pemuBOCTH airebapcKe jeTHAUWHE CY
VBEK MOJba KOja caap:ke y cebu mosse panmoHaidHux OpojeBa. Canmamsum
jesurom rosopehu, paau ce o momuma kapakrepucture 0. Ho, y oBom paxy
OH ce DaBM MOJLMMa KapaAKTEPUCTUKE p 3a mpocT 6poj p. Hbera sampaso
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3aHMAajy BeaumduHe Koje mocrtajy 0 mocie MHOX%ema ca p. EBo mra o
TUIIe.

AKo ce AOroBopMMO Aa CMaTpaMo 3a HyNy CBE BENUYMHE KOje Npu anrebapckom
pauyHaky jecy YMHOWLM Of P W ako Ce MOKywa Aa ce, Mnpy OBOj KOHBEHUMU|U,
Habe pellemne jefHaunHe Fx =0, koje rocnoaunH [ayc o3Hauaea HoTaumjom Fx =0,
obuuaj je Aa ce pasmaTpajy camo uenobpojHa pelera. Kako cam ja, BobheH cBojum
NCTPaxMBakMMa, pa3MaTpao 1 HecaMepsbuBa peLlerba, A0BMO CcaM Heke pesynTaTe
3a KOje CMaTpaM fa Cy HOBMU.

Iakne, amya jecre MOTUBMCAH pa3MaTpameM pellaBama KOHIPYEH-
nja, aau 3a pas3auky onx layca koju u 3a HelMHeapHE KOHIDYICHIWjE,
nomyT x* = a (mod p), momymra camo 1neno6pojHa pemema, [arya 6u xemeo
Ioa pa3MOTPU U 'UPAIMOHAJIHA PEmema’, Tj. Kejleo Ou na mocMaTpa palln-
pewma on Z, nobujeHa momaBameM HOBUX enleMmeHara. OH IpeTHocTaBiba
na je monmHoM Fx HepacraBmuB o Monynay p. Ilura ce ma nu moske mahu
HOBa pemena yBohemeMm HOBUX 'cuMbOIa’ KOjU Ce MOTIY MOKAa3aTU KCTO
TAKO KOPUCHUM Kao 1 yBOoDeme mMaruHapHe jeAuHUIe | y aHAJIN3Y.

lanya o3mauvaBa ca i jeman on KOpeHa KOHrpyeHnuje Fx=0 cremena v
(To i mapasuo Huje u3z Z) u popmupa p¥ mspasa

at+aji+azi®+---+ay_1i"" N (21)

rue ¢y a,ay,...,ay—) ueau 6pojesu no moxyiay p. OBu enementu he popmu-
paTu moJbe, KOoje HaHAC Ha3uBaMO l'aayaoBO moJbe M jeqHa OX O3HAKA je U
GF(p").

OH name noka3yje ga, ako ce IOCMaTpajy CBU HEHyJIa eJleMeHTU (U TAKO
nobuje jenHa rpyna y OQHOCY Ha MHO:KEHE) U OBIE, KA y CIydYajy pa3Mma-
Tpama IO MOAYJIY p IOCTOje IPUMMUTUBHU KODEHWU, Tj. OBa I'DyIa je IUK-
muuHa (y JaHAEO0] TepMuHOIOorujn). Ilakie, cBaku eseMeHT 1'aioaoBor
oJba je KopeH moamHoMa xP — x.

Ha xpajy cBor pana, ['amya monaszmu om ma kor pamwupema on GF(p)
y KOMe Ce TOpmU NOJUHOM (akropuire Ha juHeapHe (axrope. Ilocma-
Tpajyhu caMo MOTIIOJbEe T€HEPUCAHO KOPEHUMA TOPHer IMOJWHOMA, OH KOH-
cTaTyje ma mOCTOju ,,TPUMUTHUBHU eJIeMeHT W y TOM MOTHoSLy. Raske ma je
TO jacHO Ha OCHOBY jemHe AGenoBe Teopeme. Taj eseMeHT je HyJia HEKOT
HEPACTABJ/LMBOI MOJMHOMA cTemeHa v. be3 o63upa Koju MOJIMHOM na ce
y3Me, yBeK ce moiasu no ucrtor noska GF(pY). Ha npumep, y cayuajy p=7
7 v =3 KOHCTAaTyje Ha Ce 3a Taj IOJMHOM MOMKE Y3eTH X° —2 KOju je Hepac-
TABJBUB 11O MOAYIY 7.

Y jamyapy 1831. Aranmemuja je mpumuisa tpehy, pemurosamy Bep3ujy,
HeroBOT IEHTPAJIHOT pala MO HACIOBOM ,MemMoap 0O yClIOBMMa 3a peuu-
BOCT jemnaunHa paaukaauma’. Aramemuja je samoiauna [loacona u Jlakpoa
[la, HAIWILY peleH3ujy 3a oBaj pykomuc. [loacon ra je makJpUBO mperienao
U 3aK/bYYMO & He MOe na ra pasyMme. EBo m 3aBpmerka Te peleH3Uje.
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Ypagunm cMo CBe HajBULUE LITO CMO MOrfM Aa pasymemo [anoaose Aokase.
Hberoeo pesoHoBame HMje HOBOSLHO jaCHO, HUTU je HOBOJLHO pasBujeHo da Gucmo
MOrnn Aa [Aamo OLEHY HEeroBe TauHOCTM K Yak HUcMo y moryhiHoCcTM Aa Aamo
WAejy HEroBOr pe3oHOBaka Yy 0BOj peueHsuju. Aytop TepAu Aa je TBphere Koje
je nocebaH Un/b OBOr Memoapa Aeo onwiTe Teopuje, Koja MOTEHUMjaSIHO UMa MHOre
npumeHe. YecTto ce pelwasa da pa3HW LeNIOBM TEOpMje, KOjU MOjalltbaBajy jeAaH
Apyrn, GyAy nakie CXBaT/bMBM Kao UenvHa, Hero nzonosaHu. Ctora, Aa 6u ce
dopmMumpana curypHa oueHa Tpeba npuuekaTu JOK ayTop He objaBu CBOje AeNo Kao
uenuHy. Ho, y capawrem o6nuky, 3a Aeo Koju je nogHeceH AKaileMnju He MOXEMO
LaTW NMO3UTUBHO MULLIJBEHE.

lamoa muje cTurao ma mpeacTaBu CBOjy KOMIJIETHY TEOPUjy Y OOJIUKY
wayunor paga. On je morumyo y mBoGojy 30. maja 1832. Kako je mo
nBoDOOja MOILIO, jecTe jeaHa OJX MUCTEPUja KOje OKPYKY]y OBOI MJIAIOT
yoBeka. Ha OCHOBY HAjJHOBUjUX UCTPaKUBaA, & KOja CBAKAKO HUCY PEKJIa
nocjaenkhy Ped O OBOM HUTAKY, YKPATKO TO MOYKEMO OBAKO IOjACHUTH.

Beh je peueno ma je IN'amya OMO MCTAKHYT y CBOjUM PEBOJYIUOHAPHUM
AKTUBHOCTUMA YCMEPEHUM IPOTUB yCTaBHE MOHApXUje ycraHoBreHe 1830.
rognae y Ppannyckoj. lama 9. maja 1831. rommue 200 pemybiankanaia
ce ckymwio na npociaasu ociaobabame 19 aprumepujckux opunupa Ha-
OuoHAJIHe raple koju cy kpajeM 1830. romune yxXanmeHU M ONTY:KEHU 34
u3najy. Tokom oBe Beuepe je 'amoa, HABOMHO, ca OOmEKOM y PYyIH, Ipe-
THO KpaJpy. Y XallllleH je ucTe Bedepu, aiu je, usHeHabyjyhe, vHa cybemy
15. jyua ocamoboben onry:xbe. Ha Jlan Bactume 14. jyma 1831. je moHOBO
yXaIllleH jep je Hocuo 3abpameny yHUPOPMY apTuibepujckor odunupa Ha-
OUOHAJHE raple, & HOCUO je W HAIYHEHYy IYyIIKYy, BUIIE IUIITOHA U HOXK.
Yxanmen je u Bpahen y 3arBop y Kome je nmpeTrxonao 6mo. TorkoMm GopaBKa
y 3aTBOpY, mobuo je obasemreme na My je ,,Memoap” ombujen. Ilokymao
je camMoybumCcTBO, ajm Cy ra OCTajgyd 3aTBOPEHUNM y TOME CIpednau. Y
CTalkhy MUjaHCTBA CE KAJUO APYTUMa KOJUKO My HeIOCTaje oTal. ¥ MapTy
1832. momwto je mo emmpmeMuje KoJepe y OBOM 3aTBOPY U 3aTBOPEHUIU CY
npebauvenu Ha Apyro mecry. Ty ce, mo cBemy cymehw, 3amybuo y hepky
jekapa m3 Tor kpaja. IlomTo je OGwo oTmymTen u3 3aTBopa 28. ampuia,
pPa3MeHMO je HeKa IMMCMa Ca H’OM, ald je jacHO na meroBa ocehama HuCy
Obuna ysspahena.

Cee Te HEBOJBE KOje Cy ra CHalIUIe, yKBydyjyhm m Ty HeysBpaheny
by0aB, moBeJsie Cy IO TOra Ja je PEemuo Ja Ce sKPTBYje 3a PEBOJIYUUOHADHY
cTBap. 3a MOKpeTame OPY:KAHOr yCTaHKa, Ouiia je noTpebHa 1 HeKa KPTBa
u ['asnoa je pemmo na oH Gymae Ta :KpTBa. Y HAPEIHUM JAHUMA je HAIUCAO
HEKOJIMKO MMCaMa y KOjUMa je HaBeO Ha je m3a3BaH Ha MBODOj O CTpaHe
MOHApPXUCTa (a HUje IPOMYCTUO Aa CIOMEHe na e moruHyTu u 360r ,,030-
riamene Kokere”). 3ampaBo ce NOTOBOPUO Ca CBOJUM IPUjaTEbeM Ia
oarimyme nBob6oj y rome he lamya crpamaru. Cropo je curypro na je
MOEHTUTET HeroBor mnpujaresma llepue IlepGensun (a To uMe je n Amek-
canmap Jluma HaBeo y cBojuM Memoapuma). [asmoa je HaBeo ma He 3amMepe
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oHuMa Koju he ra yourtu, jep umajy mobpy sHamepy. Ha merosoj caxpanu ce
ckynuao 3000 myau Koju Cy OMIAU COPEMHU Oa HAMATHY HOJUIA]Y U TUME
3aloYHy HOOYHY, HO TOKOM CaxpaHe ce ca3HaJo Ja je rexepaJ Jlamapk,
KOju je Takohe GMO BeNUKM KpUTUYAD TPEHYTHOT peskuMa (reHepad je 6mo
MO3HAT IO 3HAYAJHMM BOJHUM ycrmecmMma mon Hamoaeowom, kacuuje je 6mo
KpuTruap u pecraypanuje bypOona u KacHUje ycTaBHe MOHADXU]je) 1 OHIA
je 3akmydeHo ma O6u meroBa caxpana Ouiaa OoJsba mpuiamka 3a mobyny. Ilo
Te mOOyHe je u momo y jyHy 1832. romune, ajnm TO Huje TeMma 3a HAC.

Y cBakoM ciyd4ajy, 3a HAIly IpuU4y je 3HavajHo ma je l'amoa mocnenmy
woh npen nBo60j, nakiae uoh uamebhy 29. u 30. maja, npoBeo cacraBspajyhnu
nonyske mucmo cBom npujareny Ormcry IlleBanujey y rome je oGjacHmO
ocHOBHe mzeje cBoje teopuje. OBo mmcMo je objaBmmeno y EHmumkmone muj-
ckoj peBuju y centeMOpy 1832. roguue. ['amya ra 3aBpmaBa MOJIOOM mTpU-
jaTesmy na jaBHO 3aTpasky Mulljbeme on Jakobuja u ['ayca, He o TauHOCTH,
HEro o0 3Hayajy TeopeMma OO KOjUux je MOoIIao.

[Mocne Tora, Hahu he ce, Hagam ce, mwyAn kojuma he BUTU y UHTepecy Aa
pacneT/bajy caB oBaj ranumaTmjac.

Hasxanoct, Hu Jako6u Hu ['ayc ce HuKana HUCY M3jACHUIN OBUM IOBOIOM
U mupu KPyr mMaremarudapa je tek 1846. romuue rana je JluyBua y cBom
yacomnucy objasro ['amoaoBe maTemMaTuyke pagoBe, CA3HAO 32 OBE IHEI'OBE
uuneje.

[Mpuraxkumo cana, ykparko, caap:kuny [amoaosBor ,,Memoapa”. amoa
noumme on jemHauumHe f(x) =0. KoedunujeHT OBOT HOIMHOMA CYy IMO3-
HATEe BeJIW4YWHE, Ha IPUMED DPAIMOHAJIHU OPOjeBU, WM YaK W CAMO CJIOBA.
Cse panuonasgHe QyHKIUje OBUX KOCPUIMjEeHATa OH HA3UBA PAIMOHAIHUM.
Mory ce momaBaTm M HOBE BEJMYNWHE, Ha IPUMED M-TU KOPEHU U3 IIOC-
tojehux. ¥ caBpemenoj repmunosoruju, I'ajsoa nounme o1 HEKOI OCHOBHOT
moJha W OHAA NOMAaje HOBE eJIEMEHTEe, Te TAKO (opMUpa pallrpema MI0Jba.
OH oBIe KOPUCTHU, AJM HE CACBMM KOH3WUCTEHTHO, TEPMUHE MepMyTauuja u
cynctutyumja. Ilocmarpa rpyne cymcturyimja Koje uMmajy ciaemehe cBOjcTBO:
ako S u T mpumamajy HEKOj TAkKBOj 'pynu, oHma je vy moj u ST. Obparure
MKy & OH 3aXTEeBa CaMO Ma je KOMIO3UWIUja ABE CYICTUTYIUje Yy UC-
toj rpynu. Ho, cymcturynuje cy Oujernuje, a rpyrme Koje pasmarpa Cy
KOHAYHE M OBO My j€ MOBOJRHO Oa MOMKE Oa 3aKBydd O3 j€é U UACHTUYHA
CYNICTUTYIXja Ty, KAO0 U Oa je WHBEP3 CBaKe CYNCTUTYIMje y TOj TPYyIu
(pasMucanre 3amTO).

lNamoaoBa mpBa JsemMa Kamke na akO HEKU IOJWHOM [ MMa 3ajeqHUYKU
KOPEH Ca HEKUM HepPaCTAaBJHUBUM IMOJMHOMOM g, OHHA je f mebuBO ca g.
Osaj ce pesyarar takobe manasu y AbemoBom pamy u3 1829. Osa sema
HaM roBopu na je mosse K(V) kKoje ce mobuja momaBameM HEKOT KOpEHa
HEPAaCTaBJPUBOL IIOJNHOMA NOJBY Koeduinujerara K nornyHo onpebheno umm
ce 3Ha 0a3HO mosbe K m HEpACTAB/HUB IIOJMHOM g — MU Cala 3HAMO na je
TO IOJbe U3OMOP(YHO KOJUUYHUYKOM IpcTery K[X]/(g).
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On 3aTuM moka3yje na ako jenHaymHa g(x) =0 HeMa BUIIECTPYKE KOPEHE
U ako Cy KOpeHu a,b,c,... yBek ce moxke Hahwm (yHEIUMja oBUX KOpeHa V
TAKO na Cy CBe BPEIHOCTHU Koje ce mobujajy cBuM mepMmyrarujama a,b,c,...
pasauumre. 3ampaBo ['agya Kaske ma ce 3a TO MOKE Y3€THU

V=Aa+Bb+Cc+---

3a Heke 1esie 6pojese A,B,C,.... Omasme o mobuja ma ce Tama CBU KO-
peuu a,b,c,... nobujajy xao pammonasae ¢pyuruuje on V. Ipyrum peumma,
K(a,b,c,...)=K(V). ¥ oBoMm moka3y OH Heke MeDhyKopake u HE HOKa3yje, Te
je Ioacon mcmpaBHO HamMCaO Ja je JOKa3 OBOT'a HEKOMIIETAH, ajlid 1a je
pe3yaTar TavaH Ha OCHOBY jenHor JlarpamxkoBor pesynartara. Taj exeMeHT
V je KOpEH HEKOT HepaCTABJLUBOT MOJUHOMA. AKO Cy CBU KOPEHU TOT MOJIU-
moma V,V/, V" .., V"D ouna creneha snema xoncraTyje ma axo je a=@(V)
KODeH moueTHe jemHaunue, ouma je @(V’) takobe xopen Te jemmaumme.

I[Torom moka3yje riaBHU pe3ynaTar.
Cmae 1. lNocToju rpyna nepmyTaumja cnosa a,b,c,... Tako Aa

1° Ceaka ¢yHKUMja KOpeHa KOja je MHBapWjaHTHA Ha CynCTUTYUMjE Yy Fpynu jecTe
pauMoHanHoO oApeAMBa.

2° O6paTHO, cBaka ¢yHKUMja KOpeHa Koja je pauMoHasnHO OApPeAVBa je WHBApW-
JaHTHa y oAHOCY Ha rpyny.

BuaumMo oBIe HEKOH3MCTEHTHOCT TE€PMWHOJIOTHjEe y Be3U IepMyTaluja 1
CYICTUTYyLMja, HO jacHO je o uemy ce pamu. OH mMOTOM HCTPakKyje KaKo
ce Mema Ipyla jeqHadynHe akO Ce OCHOBHO IIOJbE IPOIIUPYje I0AaBaAMKEM
jemHOT, WM YaK CBUX KOpeHa Heke moMohime jenmmnaumue (3amate Hepac-
TaBJLUBUM IOJUHOMOM). JacHO je ma he HOBa rpyma OUTH HEKa MOATDPYIA
H nouetne rpyne G. Ou naxkmuBuje roBopu o oBome y nucmy lllesanujey.

Muwe pa ce, ykonuko je H npasa nogrpyna of G rpyna G Moxe pacTaBuTtu y
06Ky
G=H+HS+HS +--- (22)

unn y obnuky
G=H+TH+T'H+--- (23)

OB1e ce HApABHO palu, Y CABPEMEHOj TEPMUHOJIOTU]HU, O pa3bujame rpyime
Ha IeCcHe, OJHOCHO JIEBE KOCeTe II0 HEKOj noarpymnu. ['anoa kasxke na ce oBe
IOBe DEKOMIIO3UMIje He MOPajy HOKJIamaTh, & aKO Ce IMOKJIANajy, OH KaiKe
oa ce pamu O ,IpaBoj’ MEKOMIO3UNUju. Y CABPEMEHO] TE€PMUHOJIOLUjU
HapaBHO MMAaMO Tala y OUTamy HOopMaJaHy noarpymy. OH moceGHO HABOIU
Ia je TO Cciayd4aj Kazaa ce mo1ajy cBu KopeHu nomohne jennauune. OH mokas
He HABOIM, CaAMO Kayke na ce Moxke Hahwu.

Cana oH mosa3u 4O OCHOBHOL IMTAkbA: Kala Ce jeJHAUNHA MOXKE PEIINTH
nomohy pamukana. HapasHo, TOBOBHO je mocMarparu pamuraie (KopeHe)
IpOCTOr cTeleHa. l'asoa OBAe HpeTHoCTaB/ba & Ce AoAajy oaroBapajyhu
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KOPEHN M3 jenuHUIle HAa CaMOM IIOYETKY, aju Ha OCHOBY panoBa layca,
TO HUj€ HEOIXOJHO IPETIOCTABUTU — pP-TU KOPEHU U3 jeNUHUIIE MOTY Ce
M3Pa3UTU MPEKO PaAUKaJia CTEIeHA MAamer O P.

I[IpernocraBuMo ma momaBame paauKaja ', KOJjU je KOPEH jeTHAUNHE

xP—s=0 (24)

nosomu 1o penyknuje amoaose rpyme. Kako cy cBu p-Tum KopeHu us je-
nueune no [amom Beh y OCHOBHOM MOJBY, TO CMO 3aIpPaBO MOJAJTIU CBE
kopene jemmauune (24) (ocranu cy obauka ar, rie je @ p-TU KOPEH U3
1). Hakne, panu ce 0 ,0paBoj”’ AeKOMIO3UNUjU (MOArPYNA je HOPMAJHA).
lasoa TBpaM, anu He HKOKa3yje, ma je 6poj wiaHoBa y mekoMnosumuju (22)
(makue, nanekc moarpyne H y rpymu G) jemnak p. Basku u oGpaTHO — aKo
je H momrpymna unmgexca p oHma ce LamoaoBa rpyna G Moske PeLyKOBATU
Ha H momaBameM paaukaja CTENeHa p.

Haxme, jemnauwmua f(x) =0 je pemmBa y pamrKaauMa akKO U CAMO aKoO
NIOCTOjM HU3 MOATpyIa

GDODH DH,D> ---DH,,, ={e}

Taxo je ma Hy HOopmasna moarpyna onm Hi_) 4Yuju je mHIOEKC IpocT OpPOj.
Hapasno, Te rpymne naHac Ha3WBAMO PEIIUBUM IpyIaMa.

lNamoa morom mpermocraBma na je jemnauwmua f(x) =0 3amara HEpac-
TABJAMBUM IIOJIMHOM UYMjU je cTemeH mpoct 6poj p. Iloxasyje ma ce oBa jen-
HAUYMHA MOKE PEUIUTH y PAAUKATINMa aKO M CaMO aKO CBaKa CYICTUTYLUja
u3 G TpaHCcHOpMUIIE KOPEH X; Y KOPEH Xp/ JUHEAPHOM TPAHCHOPMAILjOM
k mo monmyny p:
k'=ak+b (mod p).

lNamoaoBa rpymna ommTe jenHadymHe IIETOr CTENeHA HeMa OBaj ODOJIWK, Te
CTOra OBa jeqHAUMHA HUj€ PEIIMBA Y PATAKAIUMA.
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Ilouenmu Teopuje ckymoBa

Cana hemo mokymaTy na IpUKasKEMO KaKO Ce Pa3BUO CABPEMEHU MOTJIE I
Ha OeCKOHAUYHE CKYIIOBE U KaKO CYy CKYIOBM IIOCTAJUX OCHOBA Ha KOjOj Ipa-
AUMO CaBpeMeHy mareMaTukry. Ho, y ToM mpukaly BumeheMo m Kako ce
pa3Bujao mojaM QyHKOUje.

Hamre nznarame 3amounmeMo KpaTKuM OCBpToM Ha pan Bepuapaa Boa-
nana (1781-1848), koju je 6uo yemku GUIO30¢ U MaTEMATUIAD UTAJIL)AH-
CKOI' TIOPEKJIA.

Cnuka 15: Bepuapn Boanano

CurypHo HajIO3HATHjE A0 OBOI MaTeMaTndapa je meros pax us 1817.
rogmHe y KOjeM je NOKa3a0 TeopeMy la CBaKa HEIPeKuIHA (YHKIUja Y3U-
Ma cBe MeDhyBpemHOCTM W KOja je CBAKAKO CBUM CTYAEHTUMA O3HATA U3
Kypca MaTeMaTudke aHaause (CaudaH Ioka3 je kacHuje nao u Komu y cBoM
KRypcy anaause, Te je 3aTo Ta TeopeMa u mosHara kao Loanaxo-Komujera
TeopeMa).

Ho, mu ce mehiemo 3aap:xaBaTi Ha OBOM Pay, HO Ha HE€rOBOj IOCTXYMHO
o6jaBmeno]j pacupasu [lapadoxcu beckonawnoe (1851). Ilo oBor panma, 4ak
u Beauku Maremarudvapu momyT Hamambepa m I'ayca, cy mszberasanu na
IPUXBaTe CTBAPHO IOCTOjame OECKOHAYHOT, HO Cy O MOjMy DECKOHAUYHOCTU
OUCATN KA0 O HAYUHY U3PAHCABGHG, ¥ KOHTEKCTY IPOMEHJ/bUBUX BEIMYNHA
KOje MOry y3uUMaTH IPOM3BOJAHO BEJIMKE BPEIHOCTU UM CINYHO. Bosmaxno
Yy OBOj CBOjOj pacmpaBu KUCTHUYE 1Oa OECKOHAYHU OOjEKTU 3aMCTa IMIOCTOjE.
Ha mpumep, o oBme maBoau ma je peajiHa IpaBa OECKOHAUHA, a HUje
npomensuBa. Takobe HaBomu v cienehin npumep (CKOPO MIEHTUYAH NPU-
Mmep je racuHuje Haeo u enekunn (Jymujyc Bumem Puxapn llenexunn,
1831-1916, memauku mMaTeMarudap) y CBOjO] AUCKYCHjU O OECKOHAYHUM
CKyIOBUMA, & O K0joj Ne kacHuje OUTU BUIIE PEYM): CKYyI CBUX UCTUHA
je Gecronauan. Hawmme, y3ammmo 6umo koje mctuHuTo TBpheme A. Omua
MOkeMO popMupaTu HOBO TBpheme B, Koje HUJE UIEHTUIHO CTApOM: ,,A je
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uctranTo” . Ilakie, Ha Taj HAYMH KOOMjaMO HOBO MCTHUHUTO TBphHeme B u
norom C ura. Om ykasyje ma tako nobujamMo GeCKOHAYHO MHOTO TBpDhema,
a M UCTUYE CIUYHOCT GopMuUparma OBUX TBphema GpopMupamy CKyHa CBUX
(nupupomuux) 6pojesa.

HajzanummuBuju meo 3a 0By HAILy IpUYY je BEpOBATHO cienehu mpumep,
koju Bounano maBomu. OH pasmarpa IBa CKyma: cBe peaiHe 6pojese (3a
mwera, cse geauvune) n3meby 0 u 5 u cBe peasne 6pojese uameby 0 u 12 u
ncTUYe fa moCcToju Oujeriuja (OBIe KOPUCTUMO CABPEMEHY TEPMUHOJIOTH]Y,
Bounano Huje To Tako uckazao) uaMebhy oBa mBa CKyma 3azaTa jeqHauu-
voMm 5y =12x. Ho, on mHaskasmocT npomymra MOryNHOCT na mpemo3Ha mojam
KapAUHAJIHOCTY OECKOHAYHUX CKYNOBa, HErO WCTUYE & WIAK HE MOMXKEMO
T€ CKyMOBE CMaTPaTU jeTHAKWM y OMHOCY Ha OPOJHOCT CBOjUX UIAHOBA,
IIOIITO, TaKO Kaske DLoimaHo, exeMeHTHMa 3 U 4 oarosapajy e€JIeMeHTU 7%
u 9% U OOK cy eyeMeHTH 3 1 4 Ha pacTojamy 1, DOTIE Cy eleMeHTU KOju
BYMa OJroBapajy Ha pacTojamy 2%. W crora Te cKymoBe OH He CMaTpa UC-
To6pojHrM. OuuriaenHo je ma KO Hera joul yBEK IMPEBEIUKA 3HAYA] UMAjy
MeTpUYKa CBOjcTBa. V3 Apyrux mpumepa Koje HaBOAW BUAM ce na u Hyk-
JUOOBO ,,1eJ0 je Behe onx cBor mesna”’ mMa BEIUKM YTHUIA] HA HEra, 4ak U y
pasMaTpamuMa Koja ce TMIy DeCKOHAYHUX CKymoBa (M cyma). 3aHUMILUBO
je ma OH yak IIOHETJe UCTUYE Na CKYIOBM MOTY MMATHU HCTE eJIEeMEHTE, a
na cy wunak paszauuntu! Hasomu kao mpumep kpuar m pazbujenu kpuar.
OuurieqHo je ma ancTpakTaH MOjaM CKyNa HUje jOII MPUCYTAH KOJ Hmera.

Ha xpajy Tpeba jomr ucrahwu na BoamnanoBu pamoBu HUCY OUIU JOBOJLHO
NIO3HATHU y CBOje BpeMe, IIa YaK HU NOCTa KaCHUje, Te na CTOra HUCY MMAaJl
3Ha4YajaH yTUIAj HA PAa3BOj MATEMATUKE TOTa BPEMEHA.

IIpsu Besnuku maremarudap (Bosmano je ka0 MaTeMaTudyap UMao OApe-
benu 3mauaj, anu curypro ce He 6m Morao pehum ma je 6mo Besukm marte-
MaTUyap), KOjUu je UMao 3HadajaH yTUIA] Ha Pa3B0j Teopuje CKyIoBa Guo je
cBakako Puman (leopr ®punpux Bepuxapn Puman (1826-1866), nemauku
MaTeMaTudap).

Cunuka 16: T'eopr Puman
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PumanoB xuBOT je OMO HAKAJIOCT KpaTak, aJu U3y3E€THO IIJIOIOTBO-
paH ca mMareMaTuuke Tauke riexumra. OH je 3amovueo cTyaudje HA YHU-
Bep3utery y ['etunreny 1846. roawne ma Ou romwHe oxm 1847. mo 1849.
npoBeo y Bepauny rae je umao npuinuky na yuu on Jakobuja u Hupuxiea.
ITo mosparky y I'eturren 3amouesia je jemHa ON CUTYPHO HAjyCIENTHUjUX
IeleHrja y mcropuju maremaruxke. Puman je ombpanwo moxropar 1851.
roauHe M3 06JIACTU KOMIIJIEKCHE aHAJIN3€ U Y TOM JOKTOPATY je YBeO IojaM
Pumanose moBpmu. ['ogmue 1853, mpenao je cBojy Te3y 3a XabuaumTaiujy
na temy Pypujeosux (FKam Banrtuct HKozed Pypuje (1768-1830), dpan-
LyCKUA MaTEeMaTU4ap) PelnoBa, y OKBUDPY KOje je IPenu3upao II0jaM HHTEe-
rpanga. Hapenmme romume je omp:kao CBOjy JEKIUjy 3a Xabuauranujy O
HEEYKJIUICKO] TeOMETPUjU y KOjOj je yBeo IMojaM MHOTOCTPYKOCTH U Ca
KOjoM ce Moke pehwn ga 3amouumme MOJAEPHU Pa3BOj MU(pEpPEHIMjaHe [e0-
MeTpuje. 3uaudajan pax o AbGenoBuMm dyurmujama objaBuo je 1857. ro-
ouHe, a pan o 3era ¢GyHrmuju 1859. rommne. Ywmraomy je CBaAKakKO jacHO
na Ou 3a mpWKa3 CBUX OBUX DANOBA W HBUXOBOI 3Hadaja, OMIa CUTypPHO
norpebHa He jedHa, HO BUINE KHUTA, Al MU NeMO ce y HAIleM WCTOPUj-
CKOM OCBPTY 3aIp/KATH CaMO Ha HAJBAKHUIJUM €JIEMEHTUMa KOjU Ce TUUY
Teopuje CKyIOoBa.

[Ipeu PumanoB yTumaj Ha pasBoj Teopuje CKyIOBa je CAIpPKAH Yy He-
roBOj JEKIUjU 3a Xabuiauramujy, KOjy je mMao obaBe3y ma OIp:Ku moa Ou
nobuo omobpeme na npenaje y letunreny. Y Ty CBPXY OH je TOHYIUO TPU
Teme u ["ayc je, mTo je duno Heyobuuajeno, onadbpao na Puman onpsxu mgek-
mujy ma tpehy remy. U Pumana je To msnenamamio (y mucMy CBOM OpaTy
je mrcao ma je mpumpeMuo mpBe aBe TeMe mobpo u ma ce Hamao na he [Nayc
n3abpaTu HEKy O BUX, ajJr Oa Caga MOpPa [a NPUIPEMU U NPEIABAMbE
3a Ty tpehy temy). OBo mpenasame je oxpskano 10. jyma 1854. romuue
u HAcJIoB je Omo: O zunomesama koje aexce y ocnosu zeomempuje. Cam
layc, roju je mpemnoxno Temy, 6uo je Beoma mMIpecuonupan PumanoBum
U3JIarameM.

Kako je mpemaBame OMiI0 3aMUNILEHO 38 MUPY TyOJIUKY, Y HEMy HUjE
OUJIO0 TEXHUYKUX Pe3yJiTaTa, Kao IMITO OU ce MOMyJIapHO PEKJIO ,HUje OmIo
MHOTO ¢popmyina”’, HO 6uyo je Goraro qyOOKMM M HOBUM maejama. Y HeMY
je PuMan yBeo mojaM MHOrocTpykocTu, Ha HeMmMadkoM Mannigfaltigskeit, xkao
N-TOCTPYKO NpoLunpeHe BennumHe. Ty je IpAKTUYHO maTa caBpeMeHa ne(QuHu-
1ja MHOTOCTPYKOCTU — (TOIOJIOMKM) HPOCTOD, KOJU j€ JIOKAJIHO €YKIMI-
CKU IPOCTOP o4 n muMensuja. J[uckyToBaHO je 0 mojMy pacTojama, Ly:KUHE
KPMBUX W YOIIITE O PadyyHy y TakBUM mpoctopuMa. Tpeba mcrahum na
je Puman Ty ycmyTHO HaBeo m MoryhHoOCT pasmMarpama, Tj. IOCTOjaHa
1 BECKOHAUHO JIUMEH3UOHAJHUX MHOTOCTPYKOCTH (MHOTOCTPYKOCTHU YMje
cy Tauke (yHKNUje, 3a Koje je moTpebHO 3amaBame OECKOHAYHO MHOTO
BeNMUMHA, APYTUM peuyumMma BpenHoctu ¢pyHkuuja). Ho, 3a mamy npuay je
3Ha4YajHO TO mTo PrMan pasinkyje HenpekuiHe MHOIOCTPYKOCTY U ANCKPET-
He MHOrOocTpyrocTu. OH Kayke Ja Cy MHAWBWUAyanHe creuujanvsauuvje Hempe-
KUJHUX MHOTOCTPYKOCTU TAYKe, & AUCKPETHUX, €JIEMEHTU MHOTOCTPYKOCTH.
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SanpaBo, Moxke ce pelim ma je OH OBUM CBOjUM PaIOM 3KejJeo Ia YUUHU
U BUIIE OJ OHOTa INITO je caIgp:kaHOo y camMoM HacioBy. Jlok 6um ce 3a
HEIPEKUIHE MHOTOCTPYKOCTH MOryio pehu na npencraBibajy UCTUHCKY Pac-
npaBy O €OMETPUjCKOM MIPOCTOPY, MOTIE OUCKPETHE MHOTOCTPYKOCTU 3a-
npaBoO NPEACTABIAjY IPBU IIOUETAK 3ACHUBAKHA CBUX [I0]MOBA MATEMATUKE
Ha mojMy ckymna. Hawmme, muckpeTHa MHOTOCTPYKOCT HHUj€ HUIITA IPYIO
mero ckymn. 3ampaso Kamrtop (T'eopr ®epmmuann Jlymsur Puaun Kan-
Top, 1845-1918, HemMauku MaTreMaTHJIap), MO OUUTJIETHUM yTUlajeMm Pu-
MaHOBUX KJ€ja, y CBOjUM IPBUM pamoBuMma mocBelleHMM CKymoBUMa Huje
KOPUCTHO 3a CKynoBe TepMmuH Menge, no Pumanos repmun Mannigfaltigskeit.
OBo PumanoBO mpemaBame HUje OUIO OAMax MOCTYHIHO IMUPOj IIyOIUIM.
SanpaBo, oHO je obOjaBimeHo Tek 1868. romume, nBe romuHe mocie Pu-
MaHOBE CMPTHU U MMaJIO je M3BaHpelNaH yTUIA] Ha Pa3BOj MaTeMaTUdapa
Te u Oynyhux remepanuja.

Ilok ce y oBoMm PumanoBoM npenaBamy O T€OMETPUjU HAJIA3U KIUIA KAC-
HUjer 3aCHUBaKHa MaTEMAaTUKE HA [IOjMY CKYIIa M OHO Ka0 TAKBO IPEACTABIbA
METOIOJIOMKO-(PUI030(PCKy OCHOBY 3a IOYeTaK pa3Boja TEOPHje CKYIOBa,
IOTJIe BHeroBa xabuianTanuoHa Te3a, Koja je mocBehiena pasmarpamy Py-
PHMjeOBUX penoBa, MPEICTaB/ba KOHKPETHY OCHOBY Ha KOjOj Cy 3amodesa
NCTPpaKMBama KOja Cy HOBeJia OO pa3Boja alCTPaKTHE TeOPUje CKYyIoBa, OC-
HOBHUX TOTOJIOIIKAX MOjMOBa, Kao u Teopuje mepe. Ctora hemo mocsetutu
NaKBHy U TO] TE3U.

Ila 6bucmo 6oJbe cXBATUIM MPOOIEME KOjU CY CE UCTPAKUBAIN, MOPAMO
Ia ce BpATUMO MaJo yHa3anx y Bpemeny, mo Ojmepa.

Y cBoMm Yeody y anasuszy beckonawnocmu n3 1748. ronune, oH je medu-
HUCAO0 (PYHKIM]Y TPOMEHJPVBE BEJIMUMHE KAO ,,aHAJIUTUYKYA M3pa3”’ , KOju je
HA TPOU3BOJHAH HAUMH HAMIPABJLEH O] T€ TPOMEHJ/LUBE U PA3HUX KOHCTAHTU.
Ilakne, 3a GyHKIUjY je HEONXOMHO Oa uMMa 3amuc y obuauky dpopmyiae. Ho,
OH je y CBOM panujeM pasxy m3 1734. y obractu nmapiujasoux IuepeHu-
jAaJHUX jemHAUYMHA OOIYIITAO W MOryhHOCT ma ¢yHKIUja Oyne ,mpexkumHa’
Tj. ma HEMA jeIWHCTBEH aHAJUTUYKU 3aIMC V I€J0] 00IacTu, HEro aa Kpuse
KOje ImpencTaB/pajy rpadur QpyHKUUje Oymy cacTaB/beHE O BUIIE IEJIOBA
ca TMOTEHINjaJTHO PA3IUYUTUM AHAJIUTUYKUM 3amucoM. 10 je mcTakao m 'y
pacupasu ca JlamamGepom (HKam sme Pon HanamGep (1717-1783), dppan-
IyCKU MaTeMaTudap) Koju je 1747. moka3ao ma jemgHaduHa CTPYHE KOja OC-
nuiryje mMma pememe F(x,t) = %(f(x+ N+ f(x—1). Hamambep je uctunao nga f
MOpa OuUTHU ,HempeKumaHa , Tj. Aa UMa jeTUHCTBEH AHAJUTUYKUA 3AIMUC, MOK
je Ojmep cmarpao ma Moske ga Oyae n IPEKUAHA Y TOPEHABEAEHOM CMUCIY
Te peun. Y Ty muckycujy ce yrpyumo u lamujen Bepuyau (1700-1782,
mBAjIAPCKU MaTeMaTudap), KOjU je Ha OCHOBY (U3UUKOr pasMaTpama O
CTPpYHU KOja OCImMIyje, HaBeo na (GyHKIuja [ MOopa OuUTH NpencTaB/bUBA Yy
obJMKy pena

fx) =a;sin(mx/L) + apsin@nx/L)+---,

rae je L myskmua crpyne. Ca MareMaTWyke Tadyke IJIeAUITa, BepHyu-
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jeBo TBpheme ce cBOOM Ha TO Oa Ce CBakKa (YHKIMja MOKE NPENCTABUATU
TpuronomerpujckuMm penom. To TtBpheme je Behuna Bomehux maremarn-
yapa ogbarmia.

Ho, ®ypuje, majupe y cBoM pany o mpoBobemy Tommore u3 1807, roju
Huje o0jaBibeH, a MOTOM y CBOM 3HAUajHOM nerxy Anasumuuka meopuja
monaome n3 1822, spaha ce Ha Ty mznejy. 3ampaBo, OH TBPAX Oa CEe CBaKa
orpanndeHa (yeiuja f Ha (—7,7) MOKe IPEICTABUTHU Yy ODJIUKY

0

1
f)= §a0+nZ::l(an cos(nx) + by, sin(nx)), (%)

rie cy KoepUIUjeHTH 3aTaTHU ca
1 (" 1 ("
ay = _J f(x)cos(nx)dx, by= —J f(x)sin(nx)dx.
TJ) 5 TJ-n

Hapasno, oBo cy canma cBuma mo0po mo3Hare Gopmysie u3 reopuje Pypu-
jeoBUX pemnoBa.

dypuje roBopu 0 IPOM3BOJLHO] PYHKUUjU, AU CE U3 IHETOBOL M3JIarama
BUAM Ja WIAK Pa3MUIIba HAa HAUYMH CBOjUX IpPeTXOXHuKa. Ha mpumep,
meMy je QyHKuuja 3amaTa ca e ¥ 3a HeHEraTHBHE X, a Ca e 3a HeraTUBHE
x (mpyrum peumma, dyurnuja e”*) | mpexmmma” momto je 3amara momohy
IBa aHAJIUTUYKA U3pa3a.

Ox je 3ampaBo Jao ABa OOKa3a CBOT TBpDema O pa3BOjy IPOU3BOJLHE
GyHEIUje y TPUTOHOMETPUjCKU pen. Y MPBOM JOKa3y je MPETIOCTABUO Oa
ce PyHKIUja MOKE PA3BUTHU Y CTENEHN PeI U 3aTUM pemaBajynu cucreM on
OeCKOHAYHO MHOIO jenHauYMHA Ca OECKOHAYHO MHOI'O HEIO3HATUX, IOIIA0
O TpasKeHOT pa3Boja. Y HAPYroM OOKa3y OH pasMaTpa ,IPOU3BOJLHY”
¢yurmjy (mpeTmocraBmba ce ma je OrPpAHMYEHA) W IMOJA3U Ol jeTHAUYUHEe
(¥). MuokemeM Te jenHaumbe ca cos(nx) u sin(nx) u warerpanujom (mpu
UeMy MHTErpaJl OpoJa3u KPo3 CyMy) OH Ho0uja KoepuuujeHtre y HaBezde-
HOM OOJIMKY W TuUMe TBPAW na je pyHKuuja f 3ancra IPEeACTaB/bEHA TUM
TPUTOHOMETPUJCKUM pemoM. MHOTro ce mpumendbu MOKe HABECTU y Be3U
TakBOr 'mokasza’. Ilpe cBera, Huje jacHO 3amTO Cce PEX MOKE HHTErpa-
JUTU YJaH [0 YaH, 3allTO YaK W KaJa Ce WHTErpPaJii YjaH [0 UJIaH,
HAaBEIEHN WHTErPAaJM IIOCTOje M HAIOKOH, 3aIITO Tako onpehenu koedu-
NUjeHTU 3aucTa Oajy TPUTOHOMETPUJCKU PEN Yuja je cyMa jemaHaka ma-
Toj ¢ymrmumju. Ilakne, MHOTO je mpmMmendbu, a Pypwuje je moxymao na
OompaBa MOCTOjalke MHTerpaja o kojuMa je peu. Hawmme, o je objacHmo
na je ¢pyarnuja f(x)sinx xoja ce nobuja MHOKEH€M IPOM3BOJLHE (YHKIHjE
(YHEIUjOM CHHYC CJIMYHOI MOHANIAKA KAO U CUHYCHA (YHKIMUja, OHA CAMO
npencraBmba cuUHyC koju je 'yBehaw’ 3a omrosapajyhu ¢akrop (kao na
MMaMO OCLUJIALN]Y TAKO Ja BEJIUYMHA aMIUIUTYE BApUPA ¥ CBAKO] TAUKM)
U [a OHJA MHTErpaJt jecTe 3amar nmoBpmwuHoM. Ho, HUje mao objammeme
3alITO Ta IHOBPIINHA IOCTOjMU.
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Jlakme, MOOEpHM KOHIENT HENPEKUAHEe (YHKIMje Ce CUIYPHO HE MOXKE
nahu xkonm Pypujea m 3ampaBo ce mpBuU TyT mojaBimyje konm Komumja. Y
cBoM Kypcy anaause, OH yBOAM IIOjaM HENPEKUAHOCTU Ha cieqenu HadWH.
¢dyurnuja f, koja je mepuHMCAHA UM OTPaHUYEHA Ha OJICEUKY [a,b] je Hempe-
KMOHA YHyTap TUX TPAHUNA YKOJMKO 3a X M3 TOr OACEYKA , HYMEPUUKA
BpenHOCT pasiuke f(x+ a)— f(x) OeckoHayHO Omaza KAKO TO YMHU & .
Iakne, Komm nepurHume He mojaM HEIPEKUTHOCTH ¥ TAUKN, HETO HEIPEKU -
HOCTH Ha OJCEUYKY. 3alpaBo Ce ojaM HEIPEKUIHOCTH U I0jaM PaBHOMEDHE
HENPEKUIHOCTU KOJ Wera He pasiukyjy. lommne 1823, Komwu nepraunme
onpebenu naTEerpas HenperuaHe ¢yHrnuje momohy uaTerpasaux cyma. O
HauMe pa3MaTpa MOAely OACEYKA a =Xg< X < X2 < - < X_1<X,=b u
cymy S=37,(xi — xi—1) f(x;). Y3 xopumheme paBHOMEDHE HENPEKUIHOCTH
¢yurnmje f (Kao WTO je TOpe HANIOMEHYTO), OH MOKa3yje Ha Cy 3a MOomese
yuja je HOpMa JOBOJLHO Madsia (HOpMa IOJese je HAPDABHO MAKCUMAJIHA
Ly:KUHA MHTEPBAJa MOAeNe) U OaroBapajyhie cyme IpOM3BOBHO Gau3y u
3aKJbyUyje Oa MOCTOjU jeIMHCTBEHU JIMMEC U Taj JUMEC je 3alIpaBO Onape-
benu muTerpasn. O y mamem, 3a Henmperkuany ¢yukuujy f, pasmarpa u
¢yurnujy F(x) = ng U KOJIUYHUK w u noxa3yje na je F jemHa mpu-
vMuTuBHA GyHEMMja 3a f, Tj. F' = f, Kao n ma ce cBaka Apyra TPUMHUTHUBHA
¢yurnuja 3a f on F pasiukyje 3a KOHCTAHTY.

Kao mro Bumumo, pesyaratu koje je Komm nobuo cy cacBuM caBpe-
MeHU 1 y MomepHOM nyxy. Ho, m mopen tora, Komwu unak Huje pazmarpao
ommre (yHKIUje, Tj. 3a Komwmja ¢yHKUMja nnak Huje Omia TPOU3BOJHHO
NpUIAPYRUBaAH-€, HO Ce U KOJ H-era y OCHOBY KPUMJIa KOHIENja fa GyHKINja
MoOpa OuTU 3amaTa aHAJUTUYKUM K3pa3oM. To ce HajOObe MOKe BUAETU
y unmeHnnu na je Komm y moka3mma koju ce Tudy KoHBepreuiuje ®ypu-
jeoBUX penoBa, y OYyHKNUju f(x) pealHy OIPOMEHJ/LUBY X 3aMEEHUBAO KOM-
MJIEKCHOM IIPOMEHJBMBOM Z = X + [}, IITO 3aKCTa HEMa MHOIO CMUCJIA, CEM
VKOJIMKO Ce IoApa3yMeBa na je [ WIak 3a1aTa HEKUM aHAJUTUYKUM 3aIU-
COM.

W nopen me¢uHuimje mojMa HEIPEKMOHOCTU, Koun HuUje y MyHOj Mepu
pasmarpao MOTryNHOCTM HOCTOjama NPOM3BOJLHUX IPEKUITHUX (YHKIWja.
,Hajuenpasunauje” ¢QyHKIUje y TOM CMUCIY KOje je OH padMarpao Cy 3a-
npaBo Gune ¢pyHEnUje 06auMKa (HAPABHO y MOIEPHO] HOTAI]Y)

Xn&++X1,8n

rae cy ca Xj; O3Ha4YeHE KaPAaKTEPUCTUYIHE QyHKIMje oncedaka [j, a gj cy
HeIperuaHe (YHKIUje y BeroBoM cmuciay. Jlakme, mpexkunse ¢yHKHuje
koje je Komm pasmarpao cy Ouile MCKbYUMBO OHE KOje Cy WMaJje Haj-
BUIIEe KOHAYHO MHOI'O Tadaka Hpekupa. IIpBu maremarndap kKoju je 03-
OupHO pasmarpao ¢QyHKHuje ca DECKOHAYHO MHOIO TadaKa IPEeKuIa Ouo
je Hupuxne (Joxau Ilerep I'ycras Jlesken Qupuxiae, 1805-1859, nemauru
MaTeMaTudap).

Hupuxne je nmuuno nosnaBao Pypujea, momro je om 1822. mo 1825.
ronnae 6opasuo y Ilapusy. Owm je 1829. roanue nao mpBU CTPOT JOKa3 O
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Cnuka 17: Jlexen upuxie

kouBepreuuuju Pypujesor pena mare pyuruuje f (Hapasuo mox onpebhenum
ycaosuma). Hawmme, oH je pasmarpao nmapuujanny cymy Pypujeosor pena
Sn(x) = %ao + Y - (arcos(kx) + by sin(kx)) n mpukazao je Ty cyMy y ObIuKy

2n+1)(t—x)

1 (" sin >
sn(x>=—j f———=2—a,
TJ)—n

—x
SIHT

KOJy Cy CUTYPHO BUIENM CBM CTYICHTM Ha KypCy aHalu3e y KojeM ce
usy4yaBajy PypujeoBu penou. Camy GopMysry HapaBHO HUje TEIIKO U3Be-
cru (npucerumo ce nepuaunuje koepunujenara Pypujesor pena — omaTie
ce nobuja maTerpasn). Jupuxie je mpeTHoOCTaBUO Oa (QYHKIMja UMa WU
HajBehy wiu HajMamy BPEIHOCT U A4 HUje HEMPEKUIHA Y HAjBUIIE KOHAYHO
MHOTO Ta4aKa. 3alpaBo Taj YCIOB My je Tpebao ma Ou ce JoKa3aja er3uc-
TeHIja UHTerpaJsa noMohy kojux ce onpebyjy ®PypujeoBu koedpunujeHTH.
Ilokazao je ma mapuujajiHa cyMa KOHBEPrupa Ka %(f(x—0)+f(x+0)) 3a
X € (—mm), a Ka %(f(—n+0)+f(n—0)) 3a x=1n. Y moka3y je umax Ko-
PUCTUO U IPETIOCTABKY Aa je QyHKIUja f MOHOTOHA y JOBOJLHO MAaJIOM
VHTEPBAJIy CBaKe Tadke X € [—7,7].

CMmarpao je ma ce ciyyajeBu Kana (QYHKOMja UMa DECKOHAYHO MHOTO
€KCTPEMHUX BPENHOCTHU, WUJINX OECKOHAUYHO MHOTO TadaKa IPEKNAa, MOrY
CBECTH Ha CJIy4daj KOjU je pa3Marpao. 3ampaBO je cMaTpao Oa je jeIuHu
YCJIOB na (YHKIMja mMa mHTerpaid. Kao HOBOJbaH yCIOB 3a IOCTOjaHe WH-
TerpaJia, OH je HaBeO (KOPUCTUMO MOIEPHY TEPMUHOJOTHU]Y) A& (yHKIMja
Mopa OuTu TakBa ma je ckymn D, rTavaka mperuma Te QyHKOUje, HUTIE I'yCT
(momcerrMo YmMTAONA L@ je HUTJE I'YCT CKYI OHAj CKYI Yuje 3aTBOPEHE He
canpsku Hujenad uHTepBads). Hupuxie to tBpheme Huje mokaszao U HaBEO

35



je ma he moka3 OuTu Tpe3eHTUPAH Yy HEKOM HApPEIHOM pamIy, aJju... laj
IOKa3 HUKaJa Huje objaBuo.

Tonune 1864, y cBojoj morropckoj mucepranuju, Jlummun (Pynoad Oro
Curucmysn Jlunmu,1832—-1903, Hemauky MareMarudap) je HOKYIIAO Aa

Cuura 18: Pynond Jlummug

npomupu upuxiaeoBe pesyiTaTe O KOHBepreHnuju PypujeoBux penona.
WuTepecanTHo je ma je yIpKOC YMIEHUIM A8 je Herosa Te3a pabeHa vak
10 romuua mocne PumanHOBUX OCHOBHEX pe3yiTaTra O Kojuma hemo ycKopo
TOBOPUTHU, TU PE3YIATATHU HUCY yTuUnaju Ha JlunmmwmioB pam u mo cBemy
cynehu, on ux u Huje 6mo cBecran. Kao mro cmo Beh mamucamu, MEHOrU
PumasOBU TiaBHM pe3yaTaTy Cy NMOCTAJIU OMIIITE MO3HATU TEK IOCTE He-
roee cMpru. Jlunmun je naskpuBo ananmu3npao JIupuxiaeoB nokas m pasma-
Tpao je moryhuocTtu non kojuma Iupuxieos moxka3 'He 6u mpomao’ 3a JaTy
¢yHEIUjy. Y cTaHOBUO je na mpobJjeM HacTaje y Caydajy OrpaHUYeHe U 1e0-
mo-meo MOHOTOHE (pyHEKMUje (kao mTo cMo Beh Hasenu, Te mpermocTaBke
jecy crajane y ocuoBu JIupuxsieoBor mokasa), KOja uMa GECKOHAYHO MHOTO
Tavaka npeknga udMebhy —m m m. 3anpaBo, 3akpyumo je ma owm Jupux-
JIEOB IOKA3 U IPOIMIA0 MO YCJIOBOM Oa Ta (PyHKIMja MMa uHTerpads (nakie
YKOJIMKO C€ MOjaM MHTErpaJia MOKE MPOIMUPUTH U HA Ty KJIACy QYHKOMja).
3ak/pbydno je ma yKOJIMKO (yHKOMja 3a00BOJbaBa yCJOB koju je lupumxie
HaBeo (& je CKym Tavaka Opekuna D HUrme IyCT), TO MOKe OUTHU M3BeNEHO.
'pemka kojy je HAmpaBmo OmIa je y TOME ITO je CMaTpao Ia Ce TaLa MOKE
nobutu na je ckyn D', Tauaka HarommiaaBama ckyna D, xoHadaH. IIpo6-
JieM je 3ampaBo OMO M y TOME INTO Y TO BpeMe Huje OMIIO 3aHUMJIbUBUX,
APYTUM peurMa HETPUBU]AJTHUX, IPUMEPa CKYMOBA KOjU CY HUTIE TYCTU U
OHJIa HUje OMJIO HEOUEKMBAHO Oa ce JoDhe TO TAKBOI 3aKJ/byUKa.

Ho, Jlunmun je unmak y CBOjOj Te3u HOIMAO M M0 3HAYAJHUX PE3YyJITATA.
Hawmme, o ce morpymwo na 3amenu JIupuxjiaeoB yCIOB O MOHOTOHOCTU
HEKUM APYTUM YCJIOBOM U YCIIEO je Oa Tra 3aMeHW APYTOM IPETIOCTABKOM
u3 Koje je ycmeo na nokaxke [lupuxieoB pesyiarar. Y CIOB KOjU je Iao
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maHac je mo0po Mo3HAT CBUM MaTeMaruyapuMma kKao JIMOmumos ycJioB:
|f(x+h)— f(x)| < Clh|* 3a nosutusHe Gpojese C u a.

IIpe mero mro Hajzan npehemo va Pumanos monpunoc y oBoj obimacru, a
KOju je 61O M OCHOBa 3a moyeTak KaHTOPOBOT MCTpaskMBama, a KaKo hemMo
BUOETH U [IOYETAK O30MJBHOT pa3MaTrpama OECKOHAUYHUX CKyIOBa, HaBe-
[UMO WIIAK [Be 3HauajHe mocienune lupuxieoBor pana y OBOj 00JIACTH.
Ca meroBuM pazoM je OpBU IyT IOYesia Oa Ce pa3MaTpa pasiuka udMebhy
[I0jMa HENPEKUIHNX U TojMa uHTerpabunanx pyaknuja. Taxkobe je dupuxie
Ouo mMpBU 3HAYAJHM MATEMATUYAD KOJU j€ 3aMCTa Pa3MaTpao OIIITU II0jaM
¢yHEIUje peaJsiHe IPOMEHJ/PUBE, KAO NPUAPYKUBaWKmE X — f(X) HE3aBUCHO
on mprexa m ¢opmysa. YocramoM mobpo Ham je mosuara lwpmxieoBa
¢yHKOMja KOja je Ha jelaH HAUMH 3alaTa Ha PAIUOHAJIHUM, a Ha IPYTU
HAUMH HA WPAIVOHAJHUM OpPOjeBMMa M KOjy je CBaKako HeMmoryhie Halip-
TaTu, a U 3axaTé GOPMYJIOM Ha HAUUH Kako je To pabeno no rama (mome-
JIOM [OaTOr ONCEYKA Ha Mamhe OICEeYKe U 33aJaBameM (OopMysiamMa Ha TUM
nmesoBuMa). upuxie je yBeo Ty QyHKIMjy Kao mpumep (yHKIuUje 3a KOjy
mojaMm MHTerpaJja HeMa cMucia. Tek je ca nojaBom JleGerosor (Aupu Jleon
JleBer, 1875-1941, ¢ppanuyckn MaTeMaTA4Yap) MOjMa MHTErpaja MOKA3aHO
Ia TO HUje Tako, aju TO Huje Beh Huje meo Hamre mpude.

3HauajaH MOMaK y padyMeBamy MOjMa WHTErpaJa U y NUTAHUMA KOH-
Bepreanuje PypujeoBux pemnosa nao je Puman. OH je uMao npuiuky na y
Bepauny npartu lupuxieoBa npenaBama U3 Teopuje OpojeBa, mHTErpaa,
Kao0 U IapIlyrjaJHuX OuepeHnujaJnaux jennaunua. Beoma je nenno dupux-
jmea m cmarpao ra je, y3 'ayca, 3a majselier :xkuBor maremaTudapa.

WNurepecanTro je nma je Puman mMao pas3iauumT OPUCTYI KOMIJIEKCHUM
u peanuM ¢yHEIjaMa. Hamme, y cayuajy ¢yurumja f(z) KOMIJIEKCHE
IPOMEHJbUBE, OH je 3axTeBao 00aBe3HO MOCTojame u3Boma ['(z) MOK je y
cay4dajy (YHKIUja peasHe IPOMEHJLUBE NOIYIITAO, IO yrieny Ha Jlupux-
jlea, TPOU3BOJBHO Hpuiapy:kuBame. Ho, Tpeba mmaru y Buny aa je Pu-
maH kao u Hwupuxiae u ['ayc cmarpao ma ce cBaka peanHa (QyHKIMja HA
onceury [—im, 7] Moxke npencrasutu PypujeoBuM pemom. 3ampaso je du
Bya-Pejmon (Ilayn Hasun I'ycras mu Bya-Pejmon, 1831-1889, memauxu
MareMaTudap) OMo IPBU MaTeMaTAYAD KOJU je A0 IPUMeD Aa TO y OINIITEeM
caydJajy HUje TavHO.

Y npobnemy mpencraBibama (YHKINja TPUTOHOMETPU)CKAM PeIOBUMA,
Puman je majupe mcrakao ma je 3HAYAJHO YCTAHOBUTHU IO KOjUM yCJIOBUMA
uuTerpag mocrtoju. Kao m Komm, om je pasmarpao mHTErpajgHe cyMe u
MOCTABUO je MUTAHE MO KOjUM yCJIOBUMA T€ CyMe MMAjy TPAHUYHY BPEI-
moct. Komu jecTe mokazao ma je To TauHo 3a (PABHOMEDPHO) HENPEKUIHE
¢yurnuje, Ho Pumana cy 3anumanu onmru ycaoBu. OH je nCcTakao na je To
TAYHO aKO W CaMO aKO CyMa Z?lei(x,- —Xj—1) TEXW HYJIN Kala IapaMeTrap
nozxesne (MaKCUMAJIHA IY:KUHA WHTEPBAJA y HMONEJN) TEXKU HYJIU, TIAE je ca
D; oszmavena ocmumiaanuja ¢yarmuje f Ha omceury [x;_1,Xx;]. Ocum oBor
ycaoBa pa3MaTrpao je u ciemehe. YKOIMKO je 0 HEKM MO3UTUBAH Opoj, ca
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s(B o) o3HaumMo 30up Oy:KMHA WHTEpBaJa Ha KOjuMa je ocnuiamnuja Beha
on o. Ilpuponno ce mocrapsba muTame na au Mokaa S(P o) Texu HyJId Kala
nmapaMeTap IoJesie U O TexXe Hynau. Puman je moka3ao na je Taj ycJOB €k-
BUBAJICHTAH IMPETXOTHO HaBeneHOM. 1o Ccy makjie OWIM YCIOBU KOje je OH
no6MO Kao MOTpeOHEe U NOBOJBHE yCJIOBE 3a MOCTOjakhe IPAHUNYHE BPEIHOCTU
MHTETPAJHUX CYyMa, Tj. 3a MOCTOjalme MHTErpaJia.

Prmvan je mapaBHO mcTakao Ia TakBe YCJIOBE HCIYHaBajy U IIOjenuHe
¢yHENUje Koje mMajy OEeCKOHAUYHO MHOT'O Tadaka IPEKNAa Ha KOHAYHOM
onceury u nao je ciaenehu npumep. Ca (x) o3HAYNMO QYHKIN]Y KOja peaJ-
HOM OpPOjy X IpuApy:Kyje pacTtojame mo HajOImKer mejaor 6poja, ako TakaB
mocToju 1 npuApy:kyje 0 yKoIuko je x moayueo 6poj (Tj. 6poj obuuka n/2,
rme je n menapas 6poj), MOMTO ¥ TOM CJIydajy HE MOCTOJU je TUHCTBEHU IE0
Opoj koju je HajOmmxu Opojy x. JacHo je ma je pyHEIUja (X) IpexkumHA y
CBUM IOJIYIEJUM TauyKaMa W HENPEKUIHA y OCTAJIMM TadkaMa. PuMaH 3a-
TUM pa3MaTpa pen 220:1 (':l—’zc) Taj pen 3amaje ¢pyHKIUjy KOja je IpEKMOHA
y CBUM Taukama ObJuKa 5., TAe Cy m u 2n ysajamuo mpoctu. Ilakme,
¢yHKIMja je OpeKkugHA y CByZa I'yCcTOM CKymy Tadvaka. VI mopenm Tora,
KaKO je y Tadrama x:%, f(x+0):f(x)+%’212 " f(x—O):f(x)—% TO je
¢ysrnuja f uHTErpadbmiHa MOMITO je ,,CKOK ¥y CBAKOj TAKBOj TAUKMU jeIHAK

2

577, a OYNIJICNHO Ia 3a CBAKO O >0 M CBaKW OT'PAHUYCHU MHTEPBAJI PEAJHE
mpaBe, MOCTOjU CaMO KOHAYHO MHOTO Tavaka y KOojuMa je Taj CKOk Behu on
o. Crora je npyru HaBeIeHU yCJIOB UCIYHEH 1 (YHKIM]a je mHTerpabuina.

Ila 6u ycranoBmo nmorpebHe M NOBOJbHE YCJIOBe Oa Ou Heka (yHKIUja
Ouita TpeaCTaBbeHa TPUTOHOMETPH]CKAM PEIOM

e e}
a
Qx) = 2y Z (ay cosnx+ by sin nx),
2 n=1

oH je ypamuo ciaenehe. IIpermocrasuo je na Hu3 dpysarnuja A,(x) 3amar ca:
Ap(x) = %ao, Ay (X) = ancos(nx) + by, sin(nx), paBHOMEPHO KOHBEPIUpa Ka HYJIU
Kaga n— o0 u OPMAJHO je MHTEerpupao Taj pen YiaaH IO 4jIaH Te noduo
¢yurunjy F:

2 o0

X A,(x)
Fx)=C+C'x+Ay=— — -
(x) x 05 n§=1 2

OBaj pen KOHBeprupa 3a CBe BPEIHOCTUH X W IPEICTaB/ba HEIPEKUIHY
¢yrrnujy. Puman je mokazao ma Ta (QyHEKOUja 3a00BOJbaBa OBA BAKHA
ycioBa:

2R = lim L&*tarD —Fa—a+bh)—Fa+a—b+Fa—a—-b

0,
a,b—0 4ab

. F(x+a)—2Fx)+F(x—a)
lim =0
a—0 a

Kopumhemem oBux pesynrara, Puman je no6uo morpebue n 1OBOJLHE YCIO-
Be 3a NPEICTaBbalme HaTe (YHKNOUje TPUTOHOMETPU)CKUM PEIOoM y IaToj
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Tayku. BaxksOo je mcrahm na xoepunujeHtu a, um b, HUCY TOOUjeHU UHTe-
rpammrjoM, HO Cy TO TPOM3BOJBLHU HU3OBU OpOjeBa, KOjU MOPAjy ma 3a10-
BOJbABAjy TOPEHABENEHU YCJOB, KOjU Ce TUUYE DPABHOMEDHE KOHBEPIEHIIU]je
HU3a QyHEIUja Ay, (x).

Harne, Pumasn je npommpuo nojaMm nHTErpaja Ha mupy KiIacy GpyHKITja,
a a0 je m MeToJ 3a WCIMTUBame MOryNHOCTU IpencraB/bama (yHKINja
TPUTOHOMETPUjCKUM pemoM. Kao mro cmo Beh perau, oBu Pumanosu
pe3ynararu cy o6jaBsbenu Tek 1867. roquHe U TEK Tana je MUpPU KPYTr MaTe-
MaTAYapa MMao MPUINKY 18 HACTABU TA UCTPAKUBAIHA.
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