
Poqeci teorije skupova (2)

Zoran Petrovi�

14. maj 2024.

Georg Kantor je 14. decembra 1866. godine zvaniqno zavrxio svoje
studije u Berlinu.

Slika 1: Georg Kantor

On je najve�i deo svojih studija proveo upravo u Berlinu uqe�i od
vode�ih matematiqara tog vremena koji su se tamo nalazili – Kumera
(Ernst Eduard Kumer, 1810–1893, nemaqki matematiqar), Kronekera
(Leopold Kroneker, 1823–1891, nemaqki matematiqar) i Vajerxtrasa
(Karl Teodor Viǉem Vajerxtras,1815–1897, nemaqki matematiqar).
ǋegov primarni interes je u poqetku bio vezan za teoriju brojeva,
iz te oblasti je i ǌegova disertacija, kao i kasnija habilitacija.
Poxto je neko vreme predavao u lokalnoj xkoli za devojke i polo�io
pruski dr�avni ispit, Kantor je prihvatio poziciju privatdocenta na
univerzitetu u Haleu. Posao privatdocenta je specifiqan za nemaqki
obrazovni sistem i zanimǉivo je napomenuti da privatdocent nema
platu od univerziteta, no ǌegov prihod zavisi od toga koliko se stu-
denata prijavi na ǌegov kurs. Zvaǌe mu samo omogu�ava da predaje
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na univerzitetu, no ne garantuje prihod. No, Kantor nije imao fi-
nansijskih problema i ta qiǌenica nije uticala na ǌega.

Slika 2: Kumer, Kroneker i Vajerxtras

Kako je u ranije navedenim radovima drugih matematiqara bilo
dosta reqi o mogu�nosti predstavǉaǌa funkcije Furijeovim redom,
to se prirodno postavilo pitaǌe o jedinstvenosti tog prikaza. Dakle,
ako funkciju f prika�emo pomo�u dva trigonometrijska reda, da li
oni moraju biti jednaki, tj. da li su svi odgovaraju�i koeficijenti
jednaki. Jasno je da se to svodi na slede�e pitaǌe. Ako je a0
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8

n=1(an cosnx + bn sinnx) = 0, za sve x P [�π,π], da li nu�no sledi da
je a0 = an = bn = 0 za sve n¥ 1?

Kao xto smo ve� ranije navodili, ako bi bilo dopuxtena inte-
gracija reda qlan po qlan, onda bi dokaz bio jednostavan. Pomno�ili
bismo datu jednakost sa cos(mx), izvrxili integraciju qlan po qlan
na odseqku [�π,π] i dobili da je am = 0. Na sliqan naqin bi se moglo
pokazati da su i ostali koeficijenti jednaki nuli. No, integracija
na ovaj naqin nije uvek mogu�a. Studenti koji su uqili o pojmu uni-
formne konvergencije redova znaju da ona omogu�ava postupak inte-
gracije qlan po qlan. U to vreme je na znaqaj uniformne konvergencije
stalno ukazivao Vajerxtras.

Slika 3: Hajne

Inspirisan takvim idejama, Hajne (Hajnrih
Eduard Hajne, 1821–1881, nemaqki matematiqar),
za koga su naxi studenti najpre quli zbog
definicije graniqne vrednosti funkcije preko
nizova, a koji je u ovo vreme ve� bio pro-
fesor u Haleu, dokazao je jedinstvenost Fu-
rijeovog razvoja funkcije pod slabijom pret-
postavkom od uniformne konvergencije. Naime, on
je dokazao jedinstvenost pod pretpostavkom da pos-
toji konaqno mnogo taqaka u odseqku [�π,π] tako da
je konvergencija uniformna na svakom intervalu
koji ne sadr�i ove taqke.
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Jasno je da ovakav rezultat podstiqe na generalizaciju i to u dva
smera. Najpre se postavǉa pitaǌe da li se mo�e oslabiti uslov za
uniformnu konvergenciju, a potom i da li se mo�e iskǉuqiti i vixe
taqaka od ǌih konaqno mnogo. Na taj naqin je razmixǉao i Kantor.

Kantor je 1870. dokazao slede�i rezultat: ako an cos(nx)+bn sin(nx)
te�i nuli kada n te�i beskonaqnosti za sve vrednosti x iz nekog
otvorenog intervala, onda i nizovi (an), (bn) konvergiraju ka 0. Da
bi dokazao jedinstvenost prikaza nula funkcije trigonometrijskim
redom, Kantor je iskoristio Rimanov metod. Naime, on je posmatrao
ranije navedeni red (funkciju) F koja se dobija dvostrukom formal-
nom integracijom datog trigonometrijskog reda qlan po qlan. Da bi
pokazao ono xto je �eleo, bilo mu je bitno da dobije da je ta funkcija
zapravo linearna.

Slika 4: Xvarc

Zapravo je bax to u pismu od 17. febru-
ara pitao svog kolegu Xvarca (Herman Amandus
Xvarc, 1843–1921, nemaqki matematiqar). Xvarc
mu je napisao da je to zaista tako i poslao mu
je dokaz tog tvr�eǌa. Odavde je sledilo da va�i
slede�a jednakost:

a0
x2

2
�C x�C 1 =

8̧

n=1

an cosnx +bn sinnx

n2 ,

gde je naravno pretpostavǉeno da je 0 = a0
2 +°

8

n=1(an cosnx +bn sinnx). Kako je funkcija sa desne
strane dobijene jednakosti periodiqna sa peri-
odom 2π, to mora biti i polinom sa leve strane
periodiqan, a to je mogu�e jedino u sluqaju da je
taj polinom konstantan, tj. a0 = C = 0. Ovo je omogu�ilo Kantoru da
poka�e da ostatak goredobijenog reda ravnomerno te�i nuli, te je
mogao daǉe da primeni ideju o integraciji reda qlan po qlan (ne
mo�emo navoditi sve detaǉe u dokazu) i napokon je dobio da su svi
koeficijenti jednaki 0. Dakle, na taj naqin je dokazao jedinstvenost
prikaza u obliku Furijeovog reda pod pretpostavkom da Furijeov red
konvergira u svakoj taqki i da se u svakoj taqki poklapa sa vrednox�u
funkcije, ali bez pretpostavke o uniformnoj konvergenciji Furijeovog
reda.

Slede�i korak koji je Kantor preduzeo je da, poxto se ve� ,,oslobo-
dio” pretpostavke o uniformnoj konvergenciji Furijeovog reda, poku-
xa da oslabi i pretpostavku o konvergenciji Furijeovog reda u svakoj
taqki. To je i uspeo slede�e godine. U ,,noti” (tako matematiqari
qesto nazivaju kratke radove) objavǉenoj 1871. godine, on navodi po-
jednostavǉeǌe prethodnog dokaza koji mu je poslao Xvarc, ali i
pokazuje da tvr�eǌe va�i pod slabijom pretpostavkom da red ne kon-
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vergira ka vrednosti funkcije u svim taqkama iz [�π,π], no da pos-
toji konaqno mnogo taqaka x0 < x1 < � � � < xn, u kojima se to ne dexava.
Ideja dokaza sastoji se u tome da se najpre primeti da, prema ranijem,
funkcija F je linearna na svakom intervalu (xi , xi+1), tj. da je linearna
funkcija oblika ki x + li na tom intervalu, a potom da se poka�e da se
zapravo radi o istoj linearnoj funkciji na svim intervalima i tako
se sve svede na prethodno dokazano. Slede�i korak je naravno da se
pokuxa sa daǉim slabǉeǌem pretpostavki, tj. da postoji beskonaqno
mnogo taqaka u kojima red ne konvergira poqetnoj funkciji. Ovaj ko-
rak zapravo predstavǉa prvi korak u izgradǌi teorije beskonaq-
nih skupova.

Dakle, pretpostavimo da je skup izuzetih taqaka, tj. onih taqaka
u kojima ne red ne konvergira ka 0, beskonaqan. Prema Bolcano-
Vajerxtrasovom stavu taj skup ima taqku nagomilavaǌa. Razmotrimo
najpre sluqaj da ima samo jednu taqku nagomilavaǌa x1 i koncen-
triximo se na konvergenciju trigonometrijskog reda na ograniqenom
intervalu (a,b) (svejedno je naravno na kom). Posmatrajmo intervale
(a, x1) i (x1,b). Ako je (s, t ) bilo koji pravi podinterval od (a, x1), onda
u ǌemu ima samo konaqno mnogo izuzetih taqaka (inaqe bi u ǌemu
postojala taqka nagomilavaǌa skupa svih izuzetih taqaka, a po pret-
postavci je to samo taqka x1). No, sluqaj konaqno mnogo izuzetih
taqaka je ve� obra�en i onda znamo da je Rimanova funkcija F lin-
earna na (s, t ). No, to je neprekidna funkcija koja je linearna na svakom
pravom podintervalu od (a, x1), pa proxirivaǌem tog proizvoǉnog pod-
intervala do celog (a, x1) dobijamo da je F zapravo linearna na (a, x1).
Sliqno se dobija da je F linearna i na (x1,b), a potom, kao i ranije,
da je to zapravo linearna funkcija na (a,b).

Analogni dokaz prolazi i u sluqaju da imamo konaqno mnogo taqaka
nagomilavaǌa skupa izuzetih taqaka (na konaqno mnogo podintervala
je F svuda linearna, a onda se kao i ranije poka�e da je to jedna te ista
linearna funkcija). Xta se dexava u sluqaju u kome skup izuzetih
taqaka ima beskonaqno mnogo taqaka nagomilavaǌa? Postupa se kao u
prethodnom. Pretpostavi se najpre da taj skup taqaka nagomilavaǌa
ima samo taqno jednu taqku nagomilavaǌa x2. Razmatraǌem intervala
(a, x2) i (x2,b), odnosno ǌihovih pravih podintervala (s, t ) dobija se
da u ǌima ima samo konaqno mnogo taqaka nagomilavaǌa skupa svih
izuzetih taqaka. No, to je ve� ura�eno i na takvim podintervalima
je F linearna. Daǉe se postupa kao i u prethodnom.

Mo�emo da zakǉuqimo da postoji jasna ideja kako se rezultat gene-
ralixe i to je bilo jasno i Kantoru. No, jedno je ideja, a drugo je
realizacija. Da bi uspexno dokazao to xto se naslu�uje kao rezul-
tat, on je morao da se pre svega malo pozabavi preciziraǌem osnovnih
rezultata koji se tiqu teorije realnih brojeva. Ma koliko to bilo
iznena�uju�e qitaocu, u to vreme ta teorija nije bila jox dobro za-
snovana.
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Stoga Kantor u svom radu iz 1872. godine poqiǌe bax sa tim. On
polazi od skupa A, svih racionalnih brojeva, kao datih i ciǉ mu je
da zasnuje teoriju iracionalnih brojeva. U tu svrhu posmatra fun-
damentalne nizove racionalnih brojeva (studentima je sigurno poz-
natiji termin Koxijevi nizovi, pri qemu treba imati na umu da se
pretpostavǉa da je ε, koje se pojavǉuje u definiciji Koxijevog niza
obavezno racionalan broj) i ka�e da je svakom takvom nizu pridru�en
jedan simbol. Potom definixe ure�eǌe na tim simbolima, kao i
aritmetiqke operacije (racionalne brojeve vidi kao konstantne ni-
zove) i poxto sve to uvede u daǉem te novodobijene objekte naziva
brojevima. Tako je dobio skup brojeva B. Slede�i korak savremenom
qitaocu deluje zbuǌuju�e. Naime, Kantor sada posmatra fundamen-
talne nizove brojeva iz B i formira novi domen C (sic!). On je potpuno
svestan da time ne dobija nixta novo, kao xto i naxi qitaoci znaju,
ali istiqe konceptualnu razliku B i C (podsetimo se da je ovo ipak
rad o jedinstvenosti trigonometrijskog reda i da Kantor ima na umu
prethodno navedene ideje). Posle λ takvih konstrukcija dolazi do
domena L. Dakle, u L su fundamentalni nizovi fundamentalnih ni-
zova . . . Naravno da svakom elementu iz L odgovara broj iz B, ali kao
xto je ve� navedeno, Kantoru je ta distinkcija va�na.

Slede�i korak je uspostavǉaǌe bijekcije izme�u tako dobijenih
realnih brojeva i geometrijskog (jednodimenzionog) kontinuuma, tj.
prave. Jasno je da izborom koordinatnog poqetka i osnovne jedinice
mereǌa na datoj pravoj imamo u potpunosti odre�ene racionalne taqke,
tj. taqke sa racionalnim koordinatama. Ako se uzme neka druga taqka
na pravoj, onda se ǌoj mo�e ,,pri�i” fundamentalnim nizom racional-
nih taqaka a1, a2, . . . , an , . . . Kantor ka�e da je rastojaǌe b te taqke od
koordinatnog poqetka onaj broj u B koji odgovara tom fundamental-
nom nizu. Jasno je da Kantor ne mo�e da doka�e da obratno, svakom
iracionalnom broju odgovara jedinstvena taqka na pravoj i stoga on
to postavǉa kao aksiomu, tj. svakom broju iz B jedinstveno odgovara
taqka na pravoj qija je koordinata upravo taj broj. Korix�eǌem
ove aksiome, Kantor uspostavǉa obostrano jednoznaqnu koresponden-
ciju izme�u (aritmetiqki) dobijenih skupova brojeva i geometrijskih
taqaka na pravoj.

Dolazimo do fundamentalnog pojma skupa taqaka prve vrste (Kan-
tor istiqe da kad god koristi termin ,,taqka”, on zapravo ima u vidu
broj koji odgovara taqki na pravoj). Najpre Kantor definixe pojam
izvodnog skupa: ako je dat neki skup taqaka P , onda je neka taqka
taqka nagomilavaǌa tog skupa ukoliko se u svakom intervalu oko ǌe
nalazi beskonaqno mnogo taqaka tog skupa. Naravno, taqka nagomila-
vaǌa mo�e, a ne mora pripadati poqetnom skupu P . Skup svih taqka
nagomilavaǌa Kantor je nazvao ,,prvi izvodni skup skupa taqaka P”
i oznaqio sa P 1. Ovde je va�no ista�i da je skup P 1 na taqno odre-
�en naqin pridru�en skupu P . Naime, za svaku taqku je jasno da ona
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ili jeste taqka nagomilavaǌa skupa P , ili to nije. Dakle, skupu P
pridru�ujemo skup P 1. Takvo ’barataǌe’ sa skupovima nije bilo uo-
biqajeno u to vreme i predstavǉalo je novost i omogu�avalo dubǉi
prodor u problematiku, koja se istra�ivala.

Ako je skup P beskonaqan skup u nekom ograniqenom intervalu, onda
on ima taqke nagomilavaǌa, tj. skup P 1 nije prazan (zapravo se u to
vreme prazan skup pomalo izbegavao, pa se govorilo da P ima izvodni
skup). Ukoliko je skup P skup svih racionalnih taqaka, onda se narav-
no dobija skup svih taqaka prave. No, kao xto se iz B konstruixe
C , . . . ,L, tako se formiraju i vixi izvedeni skupovi P2, . . . ,Pλ. Naravno
P2 formiramo u sluqaju beskonaqnosti skupa P 1 na konaqnom inter-
valu itd. Skup P je skup taqaka prve vrste ukoliko je P (ν) konaqan
skup za neki prirodan broj ν.

Kada je ove pojmove jasno definisao i precizirao, Kantoru nije
bilo texko da doka�e generalizaciju teoreme o jedinstvenosti trigo-
nometrijskog reda. Naime, dokazao je da je trigonometrijski red
jedinstveno odre�en pod uslovom da je skup izuzetih taqaka skup taqa-
ka prve vrste. Dokaz se zasniva na ranije navedenim svojstvima Ri-
manove funkcije F . Evo kako se on izvodi. Kako je poqetni skup
P takav da je za neki prirodan broj ν odgovaraju�i izvodni skup
konaqan, to u naxem intervalu (a,b) ima samo konaqno mnogo taqaka
iz P (ν). Te taqke dele interval na konaqno mnogo podintervala. Ako
posmatramo bilo koji interval (a1,b1), koji je pravi podinterval od
nekog od ǌih, onda u ǌemu ima samo konaqno mnogo taqaka iz P (ν�1).
U suprotnom, u tom podintervalu se nalazi taqka iz P (ν), a to nije
mogu�e, jer su te taqke van tog skupa kao deone taqke poqetnog in-
tervala (a,b). Postupak ponavǉamo sa svim takvim podintervalima u
kojima ima samo konaqno mnogo taqaka iz P (ν�1). Posle konaqno mnogo
koraka dobi�emo konaqan broj podpod...intervala u kojima je samo
konaqno mnogo taqaka iz P . Na ǌima je Rimanova funkcija linearna
i onda postepenim pove�avaǌem tih intervala i ǌihovim ,,lepǉeǌem”,
kao xto je ve� navedeno, dobijamo da je ta funkcija linearna na celom
poqetnom intervalu. Time je dokaz sveden na osnovni sluqaj.

U dokazu teoreme o jedinstvenosti trigonometrijskog reda, Kan-
tor se koncentrisao na skupove taqaka prve vrste, dakle na skupove
kod kojih je P (n) prazan skup za neki prirodan broj n. No, ve� je
u tom radu implicitno spomenuto da se postupak nala�eǌa izvod-
nih skupova mo�e produ�iti i iza konaqnog podruqja. Kantor pixe:
,,koncept broja, u smislu u kome je uveden ovde, nosi u sebi klicu
neophodne i apsolutno beskonaqne ekstenzije”. Skupovi taqaka druge
vrste, tj. oni kod kojih P (n) nije prazan skup ni za jedan prirodan broj
n ekspilicitno se pomiǌu tek u Kantorovim kasnijim radovima. No,
on u napomeni uz svoj rad iz 1880. navodi da je on niz skupova

P (8),P (n88),P (88+1),P (88+n ),P (8)n8 ,P (88
n

),P (88
8

),
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gde je sa 8 oznaqen najmaǌi beskonaqni broj ve�i od svih prirodnih
brojeva, otkrio jox pre deset godina. Skup P (8) se prirodno defin-
ixe kao presek svih P (n) za konaqne n, a onda se postavǉa pitaǌe
postojaǌa ǌegovog izvodnog skupa (ukoliko on ima beskonaqno mnogo
taqaka) (P (8))1 koji Kantor oznaqava sa P (8+1). Sigurno da pa�ǉiv qi-
talac, upoznat sa pojmom ordinala, ne mo�e propustiti da uoqi sliq-
nost sa ranije vi�enim (ω1 =ω+1), no koncept transfinitnih brojeva
(onih koje dolaze ,,iza konaqnih”) nije odmah formulisan i bilo je
potrebno vreme da ti pojmovi budu usvojeni. No, jasno je da je klica
sadr�ana u ovim poqetnim radovima.

Vidǉivo je da kod generalizacije teoreme o jedinstvenosti trigono-
metrijskog reda, sam trigonometrijski red ima sekundarnu ulogu.
Glavna je bila manipulacija realnim brojevima i potpuno je prirodno
da se Kantor u svom daǉem istra�ivaǌu koncentrixe upravo na svoj-
stva skupa realnih brojeva, tj. na realnu pravu. No, pre nego xto
izlo�imo Kantorove poqetne rezultate, a s ǌima u vezi i ulogu,
koju je Dedekind imao u tim prvim ispitivaǌima, kao i o uticaju
Dedekinda na uvo�eǌe skupa kao centralnog pojma u matematici, odgo-
vori�emo na nepostavǉeno pitaǌe pa�ǉivog qitaoca.

Naime, mi priqamo o izvedenim skupovima prve i druge vrste, ali
da li postoje takvi primeri? Ne samo to, nego da li su takvi primeri
bili poznati u vreme o kojem govorimo. Odgovor je potvrdan.

Pozabavimo se najpre pitaǌem skupova prve vrste.

Slika 5: Hankel

Hankel (Herman Hankel, 1839–1873, nemaqki
matematiqar) je naveo jedan takav primer. To je
skup svih brojeva oblika 1

2n . Jasno je da taj skup
ima jednu jedinu taqku nagomilavaǌa 0, te on jeste
skup prve vrste. Naravno, ovo je veoma jednostavan
primer, ali to je uz primer skupa svih racional-
nih brojeva (koji je naravno skup druge vrste) bio
u poqetku jedini poznat primer.

Znatno boǉe primere dao je Henri Smit (Henri
�on Stiven Smit, 1826–1883, britanski mate-
matiqar). On se prvenstveno bavio teorijom bro-
jeva, ali je boravio i u Francuskoj te je bio up-
oznat sa problemima kojima se bave matematiqari
na kontinentu (kao xto bi rekli pravi Britanci).

Na�alost ǌegovi rezultati nisu bili poznati (na kontinentu), a
da jesu sigurno bi to ubrzalo razrexavaǌe nekih problematiqnih
pitaǌa, koja se tiqu svojstava skupova realnih brojeva. Smit je pos-
matrao generalizaciju Henkelovog primera. Naime, uoqimo skup

P2 =
{

1

n1
+ 1

n2
: n1,n2¥ 1

}
.
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Jasno je da je P
1

2 = {0}Y {1/n1 : n1¥ 1} i P
2

2 = {0}. Sada se vidi xta treba
raditi.

Slika 6: Smit

Skup

Pk =
{

1

n1
+ � � �+ 1

nk
: n1, . . . ,nk ¥ 1

}
zadovoǉava uslov P (k)

k = {0}. Dakle, tako dobijamo
skupove prve vrste (tipa n, tj. takve da je n-ti
izvodni skup konaqan). Kako dobiti primer skupa
druge vrste?

Prvi takav primer dao je Di Boa Rejmon.
Neka je p bilo koji realan broj. Posmatramo dva
niza taqaka (an) i (bn), za koje je an < bn, a osim
toga oba niza konvergiraju ka p. Na svakom in-
tervalu (an ,bn) izaberimo skup Pn tipa n (mo�emo

da uzmemo translaciju gorenavedenog skupa uzimaju�i da su ni ¥ s za
neko dovoǉno veliko s). Neka je P =�n¥1 Pn. Nije texko uveriti se
da je P (8) =�n¥1 P (n) = {p}.

Slika 7: Di
Boa Rejmon

Vratimo se sada glavnom toku naxeg izlagaǌa.
Ono xto sledi je mo�da i najinteresantniji deo ove
priqe. Naime, pojasni�emo kako je Kantor doxao do
dokaza neprebrojivosti realnih brojeva. Ovaj dokaz
nam sada ne predstavǉa problem, ali ne smemo zabo-
raviti kakvo je staǌe sa osnovama analize tada bilo
(qitalac se u to, nadamo se, mogao do sada uver-
iti). I ne, prvi dokaz nije bio baziran na dijago-
nalnom postupku (dijagonalni postupak je tek dosta
kasnije otkriven). Evo kako se to sve desilo (sled
doga�aja su istoriqari rekonstruisali na osnovu
pisama i skica pisama, koje su razmeǌivali Kantor
i Dedekind).

Godine 1873, preciznije, 29. novembra te godine, Kantor je uputio
slede�e pitaǌe Dedekindu. Da li postoji uzajamno jednoznaqna korespon-
dencija (ili, kako bi mi to kra�e danas rekli, bijekcija) izme�u skupa
svih pozitivnih celih brojeva i svih pozitivnih numeriqkih veliqina (to
jest pozitivnih realnih brojeva)? Kantor navodi da bi neko mogao da
uka�e da je to nemogu�e poxto su celi brojevi diskretni, a realni
nisu, ali on istiqe da se tom napomenom nixta ne dobija i mada on
misli da takva korespondencija ne mo�e postojati, on ipak nema dokaz
te qiǌenice.

Dedekind je odmah odgovorio na to pismo i naveo da ni on ne mo�e
da doka�e da takva korespondencija ne postoji, ali da smatra da taj
problem nije od posebnog interesa. No, on je uspeo da doka�e da pos-
toji bijekcija izme�u skupa svih algebarskih brojeva i skupa pozi-
tivnih celih brojeva i taj dokaz je prilo�io. Ovde treba napomenuti
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da su Dedekindova pisma izgubǉena, ali da su skice tih pisama saqu-
vane, kao i to da je Dedekind bio izuzetno metodiqan i organizovan
nauqnik, koji je vodio veoma uredne zapise (qak je zapisivao i dnevne
temperature!).

Slika 8: Dedekind

Kantor je u pismu od 2. decembra potvrdio da je Dedekind za-
ista poslao dokaz tog rezultata. Evo kako je Dedekind dokazao tu
qiǌenicu. Svaki algebarski broj je nula nekog nerastavǉivog poli-
noma sa racionalnim koeficijentima. No, uz pomo� mno�eǌa odgo-
varaju�om konstantom, mo�emo pretpostaviti da se radi o polinomu
sa celobrojnim koeficijentima kod koga je najstariji koeficijent
pozitivan. Dakle, ako je ω neki algebarski broj, onda postoji poli-
nom p(x) (koristimo oznake koje su ovi matematiqari koristili) takav
da je

p(ω) = a0ω
n +a1ω

n�1 + � � �+an = 0.

Broj N = n�1+|a0|+ |a1|+ � � �+|an | nazivamo visinom polinoma p(x) (da,
mogli smo da ne pixemo apsolutnu vrednost uz a0, poxto smo pret-
postavili da je to pozitivan broj). Mo�emo da primetimo da za
svaki pozitivan broj N postoji najvixe konaqno mnogo polinoma sa
celobrojnim koeficijentima, koji imaju visinu bax N (obratite pa�-
ǌu na znaqaj qiǌenice da se stepen polinoma n pojavǉuje u definiciji
visine polinoma). No, svaki od tih polinoma ima najvixe konaqno
mnogo nula. Dakle, za fiksirano N , postoji konaqno mnogo nula poli-
noma sa celobrojnim koeficijentima koji imaju visinu n. Te nule
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mo�emo da uredimo na proizvoǉan naqin i tako dobijamo da ima pre-
brojivo mnogo algebarskih brojeva (najpre uzimamo brojeve visine 1,
pa visine 2, itd.).

Kantor je prethodno razmatrao postojaǌe bijekcije izme�u skupa
pozitivnih celih brojeva i skupa ν-torki takvih brojeva. Ideja mu je
bila da svakoj ν-torci (n1, . . . ,nν) pridru�i broj n2

1 + � � �+n2
ν = R. Ideja

je onda sliqna Dedekindovoj – za svaki R, urediti sve n-torke qiji je
zbir kvadrata R na proizvoǉan naqin i tako pokazati da n-torki ima
koliko i pozitivnih celih brojeva. Kantoru se qinilo da je to prak-
tiqno isti dokaz kao i Dedekidnov, no to nije bax tako. Naime, ako
bi se u sluqaju polinoma postupilo po ovoj ideji, onda bismo imali
problema sa qiǌenicom da se nigde ne pojavǉuje stepen polinoma i
da, naravno, neki od koeficijenata polinoma budu jednaki nuli, te
bismo dobili beskonaqno mnogo polinoma za koje je zbir kvadrata ko-
eficijenata jednak fiksiranom broju. Dakle, bez dodatka stepena,
ovakav dokaz ne bi mogao da ,,pro�e”. No, kada je video Dedekindov
dokaz, Kantor je smatrao da on u suxtini ima sliqan dokaz i nije
imao problema da Dedekindov dokaz u potpunosti kasnije navede u
radu bez spomiǌaǌa da je dokaz zapravo Dedekindov (inaqe Kantor do
tada nigde nije pisao o tome da ima dokaz prebrojivosti algebarskih
brojeva, niti da je taj problem uopxte razmatrao). No, vixe o tome
kasnije.

Kantor se u pismu od 7. decembra ponovo vra�a pitaǌu prebro-
jivosti realnih brojeva i navodi da je uspeo da doka�e neprebro-
jivost. Evo kako je izgledao taj prvi dokaz.

Pretpostavimo da se svi realni brojevi mogu pore�ati u niz

ω1,ω2, . . . ,ωn . . . .

Po�imo od ω1 i potra�imo prvi slede�i qlan niza ωα, koji je ve�i
od ω1. Neka je zatim ωβ prvi slede�i qlan koji je ve�i od ωα (β >
α) itd. Na taj naqin dobijamo rastu�i podniz ω1

1,ω2
1, . . . ,ωn

1 . . . (posle
preoznaqavaǌa) poqetnog niza. Ponavǉaǌem postupka dobijamo novi
podniz itd. Dakle, na ovaj naqin Kantor dobija beskonaqnu matricu

(1) ω1
1,ω2

1, . . . ,ωn
1 . . .

(2) ω1
2,ω2

2, . . . ,ωn
2 . . .

...
...

...
...

...
...

...
(k) ω1

k ,ω2
k , . . . ,ωn

k . . .
...

...
...

...
...

...
...

Svaka vrsta ove beskonaqne matrice je rastu�i niz. Sada posmatramo
odseqak [p, q] u kome nema elemenata iz prve vrste (npr. bilo koji
odseqak sadr�an u intervalu (ω1

1,ω2
1)). Ukoliko u ovom odseqku nema
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elemenata iz preostalih vrsta, dokaz je gotov (bilo koji element iz
tog odseqka je tra�eni realni broj koji nije nabrojen u poqetnom
nizu). U suprotnom, neka je k najmaǌi broj takav da u tom odseqku
ima qlanova niza iz k-te vrste. Tada taj odseqak sigurno sadr�i
pododseqak [p(1), q (1)] u kome nema elemenata k-te vrste (k-ta vrsta pred-
stavǉa rastu�i niz i dovoǉno je uzeti pododseqak sadr�an u inter-
valu koji definixu uzastopni qlanovi niza koji su u [p, q], a ako je
samo jedan qlan k-te vrste u [p, q] to je jox lakxe). Postupak nastav-
ǉamo i dobijamo opadaju�i niz odseqaka [p(ν), q (ν)], koji, kao xto dobro
znamo, mora da ima neprazan presek. Ma koji element tog preseka je
tra�eni realan broj poxto se on ne mo�e nalaziti u poqetnom nabra-
jaǌu – tada bi onda bio u nekoj vrsti l , a pododseqak [p(ν), q (ν)] za
dovoǉno veliko ν ne sadr�i elemente vrste l .

Kao xto vidimo, dokaz nije bax jednostavan i Dedekind je u pismu
od 8. decembra naveo pojednostavǉeǌe ovog dokaza, a tako�e je to
odmah uradio i Kantor. Dokaz koji je objavǉen dokazuje da se za
svaki niz realnih brojeva i svaki interval (α,β) mo�e na�i element
η iz tog intervala, koji nije u tom nizu.

Neka je dat niz x1, x2, x3, . . .. Oznaqimo sa α1,β1 prva dva qlana tog
niza koji se nalaze u intervalu (α,β) i za koje je α1 <β1. Sa α2,β2 oz-
naqavamo prva dva qlana navedenog niza u intervalu (α1,β1) za koje je
α2 < β2. Nastavǉamo ovaj proces i dobijamo niz umetnutih odseqaka
[αn ,βn]. Sada se razlikuju dva sluqaja. Mo�e se desiti da je ovaj niz
konaqan i ukoliko je [αn ,βn] posledǌi odseqak u tom nizu onda bilo
koji element u (αn ,βn) nije u datom nizu (sem mo�da jednog—mo�e se
desiti da je u tom intervalu jedan qlan niza, ali ne i dva, pa zato
ne mo�emo nastaviti proces). Ukoliko smo dobili beskonaqan niz
umetnutih odseqaka, onda zapravo imamo dva niza brojeva — rastu�i
i odozgo ograniqeni niz (αn) i opadaju�i odozdo ograniqeni niz (βn).
Dedekind je u svojoj verziji dokaza naveo da sada na osnovu principa
neprekidnosti (Dedekind je smatrao da qiǌenica da svaki rastu�i
odozgo ograniqeni niz ima graniqnu vrednost, predstavǉa suxtinu
pojma neprekidnosti za realne brojeve) dobijamo da prvi niz ima
graniqnu vrednost α8, a drugi β8. Kantor u publikovanoj verziji
izbacuje spomiǌaǌe principa neprekidnosti i samo navodi da ove
graniqne vrednosti postoje (kasnije �emo prodiskutovati zaxto je to
uradio). Sada postoje dva sluqaja: u prvom je α8 = β8 i tada za η

uzimamo tu graniqnu vrednost, a u drugom je α8 < β8 i za η mo�emo
uzeti ma koju vrednost iz intervala (α8,β8). Ovim je dokaz zavrxen.

Dakle, videli smo kako je Kantor doxao do va�nog rezultata (i
kakvu je ulogu tu imao Dedekind) u kome se pokazuje da ne postoji bi-
jekcija izme�u skupa prirodnih brojeva i skupa realnih brojeva, tj.
da postoje dva beskonaqna skupa izme�u kojih se ne mo�e uspostaviti
bijekcija. Taj rezultat zapravo predstavǉa poqetak razvoja teorije
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beskonaqnih skupova. No, pogledajmo kako je taj rezultat Kantor
predstavio. Vide�emo da je on to uradio na pomalo neobiqan naqin.

Kantor je 25. decembra 1873. godine pisao Dedekindu da je napisao
i poslao u Journal für die Reine und Angewandte Mathematik rad pod naslovom
O jednom svojstvu kolekcije svih realnih algebarskih brojeva. Napisao
je da u poqetku nije imao nameru da objavǉuje ove rezultate, ali je u
Berlinu razgovarao sa Vajerxtrasom i on mu je rekao da treba da ob-
javi rezultate dok god su u vezi sa algebarskim brojevima. Kantor je
Dedekindu napisao da je iskoristio ǌegove komentare i naqin izra�a-
vaǌa. Dedekind mu je sugerisao da izbaci req ,,realnih” iz naslova,
poxto rezultat o prebrojivosti va�i za sve algebarske brojeve, no
Kantor je ipak zadr�ao prvobitni naslov. Interesantno je da je Va-
jerxtras smatrao da je rezultat o prebrojivosti algebarskih brojeva
posebno zanimǉiv i da je to zapravo glavni rezultat tog rada (te je
stoga Kantor rad tako i nazvao), a ne qiǌenica da ne postoji bijek-
cija izme�u realnih i prirodnih (samim tim i algebarskih brojeva).
Naime, Vajerxtras je rezultat o prebrojivosti algebarskih brojeva
kasnije iskoristio da da primer neprekidne funkcije koja ima izvod
u svakoj transcendentnoj taqki, a ni u jednoj algebarskoj. Osim toga,
u to vreme, Vajerxtras je imao izuzetno negativan stav po pitaǌu
pore�eǌa beskonaqnih skupova. On je u leto 1874. dr�ao kurs u kome
je naveo da dve beskonaqno velike veliqine nisu uporedive i da pri-
mena pojma jednakosti na beskonaqne veliqine ne daje nove rezultate
(sic!). Kasnije se ǌegov stav promenio, ali je u to vreme bio upravo
takav.

Kantor je rad organizovao na slede�i naqin. U prvom delu rada
naveden je dokaz (kako ga je dao Dedekind) prebrojivosti skupa alge-
barskih brojeva, a u drugom je pokazano da ne postoji bijekcija izme�u
skupa realnih i prirodnih brojeva i zatim su ovi rezultati prime-
ǌeni na novi dokaz Liuvilovog rezultata o postojaǌu transcendent-
nih brojeva. Dedekindov doprinos nigde nije naveden.

Videli smo da je pod uticajem Vajerxtrasa istaknuta prebrojivost
algebarskih brojeva, dok je napomena o nepostojaǌu bijekcije izme�u
skupa prirodnih brojeva i skupa realnih brojeva samo ukratko nave-
dena i to pri ispravǉaǌu rada u pripremi za xtampu (naveli smo ne-
gativan Vajerxtrasov stav po pitaǌu pore�eǌa beskonaqnih skupova).
Razlog za iskǉuqivaǌe spomiǌaǌa Dedekinda, pa i neisticaǌe prin-
cipa neprekidnosti u dokazu, sastoji se u slede�em. Kantor je bio
uqenik veoma uticajne berlinske xkole i znao je da vode�i profe-
sori u Berlinu Kumer i Kroneker imaju pomalo negativan stav prema
Dedekindu zbog ǌegove algebarske teorije brojeva. Naime, Kroneker
je tvrdio da je istu tu teoriju on imao jox 1858. godine, ali da je
nije objavio i oni nikada nisu priznali Dedekindov prioritet u toj
oblasti. Kantor je kasnije, razvijaju�i daǉe svoju teoriju beskonaq-
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nih skupova doxao u sukob sa Kronekerom, no u vremenu o kome govo-
rimo, on je bio u dobrim odnosima sa berlinskom xkolom i raqunao
je da su mu oni potrebni za daǉu karijeru (no, ispostavilo se da
on nikada prexao iz Halea na neko presti�nije mesto). Dedekind je
izrazio svoje qu�eǌe xto je Kantor naveo ǌegove dokaze bez spomi-
ǌaǌa izvora i od tada su ǌihovi odnosi pomalo zahladneli i na
pisma koja mu je Kantor upu�ivao qesto nije odgovarao.

Zbog ograniqenosti (po obimu) ovog pregleda, ne�emo se baviti
Kantorovim daǉim radom. Taj rad je izuzetno znaqajan i bilo bi
potrebno dosta prostora da bi se opisao.

Radi kompletnije slike poqetaka teorije skupova i to posebno uvo-
�eǌa terminologije skupova i funkcija u sve matematiqke oblasti
posveti�emo se malo Dedekindovom doprinosu.

Dedekind je svoju habilitaciju odbranio 1854, samo nekoliko dana
posle Rimana, tako�e u Getingenu. Naslov teme bio je: ,,O uvo-
�eǌu novih funkcija u matematiku“. U okviru te teme on je go-
vorio o trigonometrijskim funkcijama, integraciji i elementarnoj
aritmetici. Dedekind je time zapoqeo jedan program, koji je za-
pravo sledio tokom cele svoje karijere. Naime, ideja gra�eǌa bro-
jeva poqev od prirodnih brojeva je nexto o qemu je on pisao u vixe
objavǉenih i neobjavǉenih radova. Na samom poqetku je centralnu
ulogu dao operacijama (dakle funkcijama), tj. ideja konstrukcije sve
xire klase brojeva bila je uslovǉena operacijama koje vrximo u
postoje�oj klasi, preciznije mogu�nosti, odnosno nemogu�nosti izvo-
�eǌa inverznih operacija. U svojim kasnijim radovima, same skupove
je postavio u centar interesovaǌa.

Godine 1857, Dedekind je proqitao Hamiltonovo

Slika 9: Hamilton

(Ser Vilijam Rouen Hamilton, 1805–1865, bri-
tanski matematiqar) delo Lekcije o kvaternio-
nima. Kao xto se kompleksni brojevi dobijaju
kao ure�eni parovi realnih brojeva sa odgo-
varaju�e definisanim operacijama, na sliqan
naqin se kvaternioni dobijaju iz kompleksnih.
Mno�eǌe kvaterniona nije komutativno, ali sva
ostala svojstva su zadr�ana. Dedekind je oqi-
gledno zakǉuqio da su te konstrukcije (kom-
pleksnih brojeva i kvaterniona) dobro izvedene
i nikada se u svojim radovima nije bavio pi-
taǌem konstrukcije npr. kompleksnih brojeva.
No, bavio se konstrukcijom celih i racional-
nih brojeva, kao i realnih brojeva. Cele i
racionalne brojeve je konstruisao poput konstrukcije koju mi danas
koristimo – pomo�u ure�enih parova sa odgovaraju�im identi-
fikacijama, a xto se tiqe konstrukcije realnih brojeva, prisetimo
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se Dedekindovog reza iz Analize 1. Nas �e ovde najvixe zanimati
Dedekindov pogled na prirodne brojeve.

Glavno Dedekindovo delo, koje se bavi zasnivaǌem matematike je
Was sind und was sollen die Zahlen, objavǉeno 1888. Najqex�i prevod ovog
naslova je Xta su i qemu slu�e brojevi, ali, imaju�i u vidu sadr�aj
dela, prevod mogao da bude i Xta su i qemu bi trebalo da slu�e bro-
jevi. Mi �emo se pozabaviti ovim delom, kao i rukopisima, koji su
mu prethodili.

Kao xto smo ve� naveli, Dedekind je bio temeǉan matematiqar,
koji nije �urio sa objavǉivaǌem radova pre nego xto bi oni dostigli
onaj nivo sveobuhvatnosti i celovitosti koji je on �eleo. Dakle, on
je sledio Gausovu maksimu: malo, ali zrelo. Bilo je sluqajeva kada
se to loxe odrazilo na ǌegovu karijeru (nedovoǉan broj objavǉenih
radova), ali on se tog principa dr�ao celog �ivota.

U rukopisima nastalim izme�u 1854. i 1872. godine mo�emo na�i
da je Dedekind prirodne brojeve gradio poqevxi od broja 1 i formi-
raju�i sledbenike brojeva dodavaǌem jedinice. Sabiraǌe je defi-
nisao formulom a+(b+1) = (a+b)+1. Zanimǉivo je da je Dedekind mnoge
ideje na osnovu kojih su bazirani rezultati iz tog glavnog ǌegovog
rada o zasnivaǌu brojeva, navodio u pismu izvesnom gimnazijskom
profesoru Keferxtajnu, a propustio da ih navede u samom radu i time
taj rad uqinio nerazumǉivijim i maǌe shva�enim od strane profe-
sionalnih matematiqara. Kasnije je operaciju sabiraǌa definisao
apstraktnije, kao funkciju ϕ, koja ima svojstva ϕ(a,d(b)) = dϕ(a,b) i
ϕ(a,1) = d(a), gde je d : NÑ N funkcija koja predstavǉa ,,dodavaǌe je-
dinice”.

Pre�imo sada na samo delo. Na samom poqetku, Dedekind uvodi os-
novnu skupovnu terminologiju: sistem (skup), stvar (element skupa),
deo (podskup), pravi deo (pravi podskup), kombinovan sistem (unija
skupova), zajednica sistema (presek skupova).

Slika 10: Hilbert

Qitaoci koji su upoznati sa Hilbertovim
(David Hilbert 1862–1943, nemaqki mate-
matiqar) delom Osnovi geometrije, sigurno su
ovu terminologiju prepoznali poxto na poqetku
ovog dela Hilbert navodi: ,,Razmatra�emo tri
sistema stvari. Stvari prvog sistema zva�emo
taqke.” Hilbert je tada koristio Dedekindovu
terminologiju.

Pored pojma skupa naveo je i pojam preslika-
vaǌa i to praktiqno u smislu u kome se u mod-
ernoj matematici ono i uvodi – preslikavaǌe
sistema S je zakon po kome stvari s iz S odgovara
stvar ϕ(s), koja se zove slika od s. Definisao je
i kompoziciju preslikavaǌa. Dedekind je naveo
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da je ovim dao definiciju pojma preslikavaǌa, mada sa logiqke taqke
gledixta to se ne mo�e nazvati definicijom (jer, xta je to zakon?),
no samo pojaxǌeǌem.

Slika 11: Frege

Kao glavne nedostatke Dedekindove prezentacije
skupova, istaknuti logiqar Frege (Fridrih Lud-
vig Gotlib Frege, 1848–1925, nemaqki matem-
atiqar) je naveo:

1) Nejasno razlikovaǌe relacije pripadnosti i
podskupa.

2) Qesto nerazlikovaǌe jednoqlanog skupa i ǌe-
govog elementa.

3) Izbacivaǌe praznog skupa.

Naravno, qiǌenica da postoje ovakvi problemi
kod Dedekinda, ne opravdava sadaxǌe studente
matematike da prave takve grexke! Podsetimo se
da je Peano (�uzepe Peano, 1858–1932, italijan-
ski matematiqar) bax u vezi sa ovakvim primed-
bama uveo posebnu oznaku, koju i danas koristimo, za pripadnost ele-
menta skupu, dok je Dedekind ranije imao pojam praznog skupa, ali ga
je ipak iz publikovanog rada izbacio.

Slika 12: Peano

Veliki nedostatak Dedekindovog pogleda na
skupove je i u prihvataǌu postojaǌa univerzalnog
skupa, tj. skupa svih skupova, a znamo da se na taj
naqin paradoksi pojavǉuju u teoriji skupova, no u
trenutku objavǉivaǌa, to jox nije bilo vidǉivo.

Posvetimo se za kraj najzanimǉivijem pojmu, sa
aspekta teorije skupova, koji je Dedekind uveo u
ovom radu, a to je pojam lanca. Upozorimo odmah
da se ne radi o pojmu lanca u vezi parcijalnog
ure�eǌa.

Ideja lanca je dobijena iz ideje matematiqke
indukcije, tj. razmatraǌem dokaza pomo�u induk-
cije. Ako je dato preslikavaǌe ϕ : SÑ S, onda pod-

skup K od S zovemo lanac ukoliko je ϕ[K ]�K (sa ϕ[S] oznaqavamo sliku
podskupa K pri preslikavaǌu ϕ). Dedekind uvodi pojam lanca sis-
tema (setimo se da je tako Dedekind nazivao skup). Naime, ako je
A � S i ϕ : S Ñ S, onda je lanac sistema A po definiciji presek svih
lanaca (dakle svih podskupova K skupa S za koje je ϕ[K ]� K ), qiji je
A podskup. Oznaka koju Dedekind koristi da oznaqi lanac skupa A je
A0 (a ponekad koristi i oznaku ϕ0(A)). Vide�emo uskoro kako je ova
ideja povezana sa aksiomatikom prirodnih brojeva, kao i sa Kantor-
Bernxtajnovom teoremom.
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Dedekind je imao originalnu ideju – da zasnuje konaqno (prirodne
brojeve) na beskonaqnom. Stoga mu je bio potreban pojam beskonaqnog
skupa. Tu definiciju je on formulisao jox 1872. godine. Naime,
skup S je beskonaqan ako postoji bijekcija (koristimo savremenu ter-
minologiju) izme�u S i nekog ǌegovog pravog podskupa. U suprotnom
je konaqan. Originalnost ove ideje je naravno u qiǌenici da se ovde
nexto xto uopxte nije sporno, poput prirodnih brojeva zasniva na
neqem xto su mnogi matematiqari kao xto smo videli, izbegavali da
koriste, tj. na pojmu stvarne beskonaqnosti.

Evo kako je Dedekind uveo prirodne brojeve. Osnovni pojam je po-
jam prosto beskonaqnog skupa. Skup N je prosto beskonaqan ukoliko
postoji ,,1–1” preslikavaǌe ϕ : N Ñ N (Dedekind je ,,1–1” preslika-
vaǌa nazivao sliqna ili istaknuta), tako da je N lanac jednog ele-
menta koji ne pripada ϕ[N ]. Ovaj istaknuti element zove se bazni
element i oznaqava sa 1. Ovde ponovo imamo problem sa Dedekid-
novom terminologijom, poxto zapravo N ne mo�e biti lanac nekog
elementa, no lanac jednoqlanog skupa sa tim elementom kao jedinim
svojim qlanom, ali vidimo da se to lako ispravǉa. Dakle imamo qe-
tiri va�na uslova:

(α) ϕ[N ]�N ;
(β) N = {1}0;
(γ) 1 ∉ϕ[N ];
(δ) ϕ je ,,1–1“.

Da li je neko spomenuo Peanove aksiome? Peano je svoje aksiome ob-
javio 1899. godine i naveo je da jeste konsultovao ovaj Dedekindov rad,
no sam je pre toga doxao do ǌih. No, evo ih i ovde kod Dedekinda.

Za kraj izlagaǌa o Dedekindovom doprinosu teoriji skupova, nave-
dimo i gore spomenutu vezu lanaca i Kantor-Bernxtajnove teoreme.

Kantor i Dedekind su se u septembru 1882. godine sreli u Har-
cburgu i naravno razgovarali o matematici. Kantor je tada in-
formisao Dedekinda (a to se vidi i iz pisma iz novembra te godine)
da ima problema sa dokazom slede�eg tvr�eǌa:

Ako je M2�M 1�M i ako postoji bijekcija izme�u M i M2 onda postoji
bijekcija izme�u M i M 1.

Jasno je da je ovo tvr�eǌe ekvivalentno Kantor-Bernxtajnovoj teo-
remi.

Evo koje se tvr�eǌe mo�e na�i u navedenom Dedekindovom radu o
brojevima.
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Neka je ϕ dato preslikavaǌe i uvedimo oznaku K 1 = ϕ[K ]. Pret-
postavimo da je K 1� L�K . Dakle i K i L su lanci. Dedekind pixe da
se pri ovim uslovima uvek mo�e izvrxiti slede�a dekompozicija L i
K . Neka je U = K zL i V = K zU0. Tada je

K =U0YV i L =U 1
0YV.

Ovaj dokaz Dedekind ostavǉa qitaocima (a to �emo i mi uraditi!) i
daǉe ga uopxte ne komentarixe. No, nije texko videti da se u sluqaju
da je ϕ ,,1–1” dobija tra�eno Kantorovo tvr�eǌe (sugerixemo qitaocu
da to sam uradi). Podsetimo se da je Dedekind bio vrlo sistematiqna
osoba, tako da nije mogu�e da se on nije prisetio pitaǌa koje mu je
postavio Kantor. Pre �e biti da je Dedekind rexio da se malo, da se
tako izrazimo, naxali sa Kantorom (a treba imati u vidu i ranija
iskustva koja je imao u prepisci sa ǌim) i da proveri da li �e on
uspeti da prepozna tra�eno tvr�eǌe. Texko je poverovati, ali Kan-
tor ne samo da je qak i 1895. godine smatrao da teorema jox nije
dokazana, nego se i negativno izrazio o ovom Dedekindovom radu, koji
je opisao kao vextaqki sistem od 172 tvr�eǌa, koji se bave najelemen-
tarnijim i ponekad najtrivijalnijim svojstvima brojeva i koji umesto
da pojasne, samo jox vixe zamagǉuju prirodu brojeva! Kao pouka ove
priqe mo�e se zakǉuqiti da treba pa�ǉivo qitati dela istaknutih
autora—mo�da su oni dokazali bax ono xto nam treba, a nisu to
�eleli da istaknu!

Kratak pregled
filozofije matematike XX veka

Ako se matematika smatra naukom, onda se filozofija matematike
mo�e smatrati za granu filozofije nauke uz, na primer, filozofiju
fizike ili filozofiju biologije. No, zbog svog predmeta istra�i-
vaǌa, filozofija matematika zauzima posebno mesto u filozofiji
nauke. Dok prirodne nauke istra�uju entitete koji su locirani u
prostoru i vremenu, nikako nije oqigledno da je to tako sa objektima
koji se izuqavaju u matematici. Ne samo to, metodi istra�ivaǌa se u
matematici znaqajno razlikuju od metoda istra�ivaǌa u prirodnim
naukama. Dok se u prirodnim naukama opxta znaǌa stiqu induktivnim
metodama, za matematiqka znaǌa se qini da se dobijaju na drugaqiji
naqin: dedukcijom iz osnovnih principa. Status matematiqkog znaǌa
tako�e izgleda razliqito od statusa znaǌa u prirodnim naukama.
Teorije u prirodnim naukama deluje mnogo maǌe sigurno i mnogo su
otvorenije za revizije nego xto je to sluqaj sa matematiqkim teori-
jama. Zbog ovih razloga matematika pred filozofiju postavǉa prob-
leme sasvim drugaqije vrste. Stoga su filozofi posvetili posebnu
pa�ǌu ontoloxkim i epistemoloxkim pitaǌima u vezi matematike.

17



1 Filozofija matematike, logika i zasnivaǌe
matematike
Sa jedne strane, filozofija matematike se bavi problemima koji

su blisko povezani sa centralnim problemima metafizike i episte-
mologije. Na prvi pogled, qini se da matematika istra�uje apstrak-
tne entitete. Postavǉa se pitaǌe xta je priroda matematiqkih en-
titeta i kako mo�emo imati znaǌa o ǌima. Ako se ovi problemi
smatraju za pretexke, mo�da treba pokuxati da se vidi da li mate-
matiqki objekti ipak nekako pripadaǌu konkretnom svetu.

S druge strane, pokazalo se da je do neke mere mogu�e matematiqke
metode iskoristiti za filozofska pitaǌa koja se tiqu matematike.
Okru�eǌe u kome je to ura�eno predstavǉa matematiqka logika koja
u sebi ukǉuquje teoriju dokaza, teoriju modela, teoriju skupova i
teoriju izraqunǉivosti kao svoje podoblasti. Dakle, u XX veku su
zapoqela matematiqka istra�ivaǌa u suxtini filozofskih teorija,
koja se tiqu prirode matematike.

Kada se profesionalni matematiqari bave osnovima svog predmeta
istra�ivaǌa, za ǌih se ka�e da se bave istra�ivaǌem zasnivaǌa
matematike. Kada profesionalni filozofi istra�uju filozofski pi-
taǌa o matematici, za ǌih se ka�e da doprinose filozofiji mate-
matike. Naravno, razlika izme�u filozofije matematike i osnova
matematike je suptilna i xto vixe ima interakcije me�u filozofima
i matematiqarima o pitaǌima koja se tiqu prirode matematike, tim
boǉe.

2 Qetiri xkole
Pojasnimo najpre xta je to matematiqki platonizam. Kratko

reqeno, u ǌegovoj su osnovi tri teze.

Postojaǌe. Postoje matematiqki objekti.

Apstraktnost. Matematiqki objekti su apstraktni.

Nezavisnost. Matematiqki objekti su nezavisni od inteligent-
nih bi�a, ǌihovog jezika, misli i prakse.

Dakle, matematiqke istine se otkrivaju, one se ne izmixǉaju.

Opxti filozofski i nauqni pogled u XIX veku bio je usmeren ka em-
pirijskom: platonistiqki aspekti racionalistiqkih teorija o mate-
matici se ubrzano gubili podrxku. Posebno je na, nekad visoko hva-
ǉenu, sposobnost racionalne intuicije gledano sa sumǌom. Tako da se
postavio izazov da se formulixe filozofska teorija matematike koja
bi bila slobodna od platonistiqkih elemenata. U prvim decenijama
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XX veka, qetiri neplatonistiqka pristupa matematici su razvijena:
logicizam, formalizam, intuicionizam i predikativizam. Zbog
sluqajnih istorijskih uslova, ovaj posledǌi nije razvio svoj puni po-
tencijal do xezdesetih godina, ali ipak zaslu�uje svoje mesto pored
tri prve tradicionalne xkole.

2.1 Logicizam
Program logicizma sastoji se u pokuxaju da se matematika re-

dukuje na logiku. Kako bi logika trebalo da je neutralna u pogledu
ontoloxkih pitaǌa, izgledalo je da je ovaj projekat u skladu sa anti-
platonistiqkom atmosferom tog vremena.

Ideja da je matematika preruxena logika bila je, kao xto smo
naveli, prisutna jox kod Lajbnica. Ali jak pokuxaj da se u pot-
punosti sprovede program logicizma bio je mogu� jedino kada su se
u XIX veku osnovni principi centralnih matematiqkih teorija jasno
formulisali, a principi logike razotkrili od strane Fregea.

Frege je posvetio znaqajan deo svoje karijere pokuxavaju�i da
poka�e kako se matematika mo�e svesti na logiku. Uspeo je da izvede
principe Peanove aritmetike drugog reda iz osnovnih zakona sistema
logike drugog reda. To izvo�eǌe nije imalo grexku. No, on se osla-
ǌao na jedan princip za koji se ispostavilo da ipak nije bio logiqki
princip. Radilo se o ǌegovom Osnovnom zakonu V:

{x : F x} = {x : Gx} akko @x(F x ðñ Gx).

U quvenom pismu Fregeu iz 1902, Rasel je pokazao da ovaj zakon
ukǉuquje kontradikciju. To nam je danas poznato kao Raselov paradoks.
Naime, ako za F x uzmemo x ∉ x, a za Gx uzmemo x P S, gde je S = {x : F x},
onda imamo da je

{x : x ∉ x} = S = {x : x P S},

te leva jednakost va�i. No, ako se posmatra navedena ekvivalencija,
ona se svodi na @x(x ∉ x ðñ x P S). A ako za x uzmemo bax S onda
dobijamo S ∉ S ðñ S P S.

Sam Rasel je potom pokuxao da redukuje matematiku na logiku na
drugi naqin.

Slika 13: Rasel

Fregeov Osnovni zakon V je ukǉuqivao u sebi
da za svaku osobinu matematiqkih entiteta pos-
toji klasa matematiqkih entiteta koji zadovoǉo-
vaju tu osobinu. To je evidentno bilo suvixe jako
poxto je bax to dovelo do Raselovog paradoksa.
Stoga je Rasel postulirao da samo svojstva mate-
matiqkih objekata, za koja je ve� pokazano da pos-
toje, odre�uju klase. Predikati koji implicitno
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upu�uju na klase za koje tek treba da bude utvr-
�eno da li postoje, ne odre�uju klasu. Tako je do-
bijena struktura svojstava po tipovima: svojstva
osnovnih objekata, svojstva osnovnih objekata i

klase osnovnih objekata, itd. Ova struktura svojstava po tipovima
odre�uje slojevit univerzum matematiqkih objekata polaze�i od os-
novnih objekata za kojima slede klase osnovnih objekata, potom klase
osnovnih objekata i klasa osnovnih objekata, itd.

Na�alost, Rasel je otkrio da principi ǌegove logike tipova nisu
bili dovoǉni qak ni da izvedu osnovne zakone aritmetike. Bilo mu
je neophodno, izme�u ostalog, da postavi kao osnovni princip posto-
jaǌe beskonaqne kolekcije osnovnih objekata. To bi se texko moglo
smatrati logiqkim principom. Tako da ni drugi pokuxaj svo�eǌa
matematike na logiku nije uspeo.

I tako su stvari stajale vixe od pedeset godina. Godine 1983, po-
javila se kǌiga Krispina Vrajta o Fregeovoj teoriji prirodnih bro-
jeva. U ǌoj je autor ,,udahnuo” novi �ivot logicistiqkom projektu.
Primetio je da se Fregeovo izvo�eǌe Peanove aritmetike drugog reda
mo�e podeliti u dve etape. U prvoj etapi, Frege koristi nekonzisten-
tan Osnovni zakon V da izvede ono xto je postalo poznato kao Hjumov
princip:

broj F -ova = broju G-ova akko je F �G,

gde F �G znaqi da su F -ovi i G-ovi u ,,1–1” korespondenciji jedan sa
drugim (ova se relacija mo�e izraziti u logici drugog reda). Potom
se, u drugoj etapi, principi Peanove aritmetike drugog reda izvode
iz Hjumovog principa i prihva�enih principa logike drugog reda.
Posebno, Osnovni zakon V nije potreban u drugom delu izvo�eǌa.
Xtavixe, Vrajt je postavio hipotezu da je, za razliku od Fregeovog
Osnovnog zakona V, Hjumov princip konzistentan. Kasnije su drugi
autori pokazali da je to zaista tako.

Slika 14: Hjum

Vrajt je otixao qak dotle da tvrdi da se Hju-
mov princip mo�e smatrati za logiqku istinu.
Ako je to tako, onda se bar Peanova aritmetika
drugog reda mo�e redukovati na logiku. Tako
je ro�ena nova forma logicizma. Danas je taj
pogled poznat kao neo-logicizam. Ve�ina danax-
ǌih filozofa matematike sumǌa u to da je Hju-
mov princip logiqki princip. Ipak, ve�ina ose�a
da je uvo�eǌe prirodnih brojeva preko Hjumovog
principa privlaqno i sa ontoloxke i sa episte-
moloxke taqke gledaǌa. Neki smatraju da nije
mnogo potrebno da bi se Hjumov princip prihva-
tio. Iz ovih razloga za prirodne brojeve i mate-
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matiqke objekte koji se ovako mogu uvesti koriste naziv laki mate-
matiqki objekti.

Vrajtov rad je skrenuo pa�ǌu filozofa matematike na vrstu prin-
cipa poput Osnovnog zakona V i Hjumovog principa. Oni se nazivaju
principi apstrakcije. Trenutno, filozofi matematike pokuxavaju
da konstruixu opxte teorije principa apstrakcije koje bi objasnile
koji su od ovih principa prihvatǉivi, a koji ne i zaxto je to tako.
Osim toga, pokazalo se da je u kontekstu oslabǉenih verzija logike
drugog reda, Fregeov Osnovni zakon V konzistentan. No, te oslabǉene
teorije omogu�avaju izvo�eǌe veoma slabih aritmetiqkih teorija iz
Osnovnog zakona V.

2.2 Intuicionizam
Intuicionizam potiqe od rada holandskog matematiqara Brauera

i inspirisan je Kantovim stavovima o prirodi objekata.

Slika 15: Brauer

Po intuicionizmu, matematika je suxtin-
ski aktivnost konstruisaǌa. Prirodni bro-
jevi su mentalne konstrukcije, realni brojevi
su mentalne konstrukcije, dokazi i teoreme
su mentalne konstrukcije, matematiqko znaqeǌe
je mentalna konstrukcija. . .Matematiqke kon-
strukcije proizvodi idealni matematiqar, tj.
izvodi se apstrakcija iz fiziqkih ograniqeǌa
stvarnih matematiqara. Ali, qak i idealni
matematiqar ostaje konaqno bi�e. Ni ide-
alni matematiqar ne mo�e izvesti beskonaqnu
konstrukciju, mada mo�e dovrxiti proizvoǉno
velike poqetne delove te konstrukcije. To
pokazuje da intuicionizam oxtro odbija posto-

jaǌe stvarne (ili zaokru�ene) beskonaqnosti. Samo su potencijalno
beskonaqne kolekcije date pri aktivnosti konstrukcije. Osnovni
primer je sukcesivna konstrukcija u vremenu, pojedinaqnih prirodnih
brojeva.

Iz ovih opxtih razmatraǌa o prirodi matematike, baziranih na
staǌu ǉudskog uma, intuicionisti izvode revizionistiqki stav u
logici i matematici. Oni ne prihvataju nekonstruktivne egzistenci-
jalne dokaze. Takvi dokazi tvrde da pokazuju postojaǌe matematiqkih
entiteta sa odre�enim svojstvom bez, qak i implicitno, davaǌa metoda
da se generixe primer takvog entiteta. Intuicionisti odbaciju nekon-
struktivne dokaze egzistencije kao ’teoloxke’ i ’metafiziqke’. Karak-
teristiqno svostvo nekonstruktivnih dokaza egzistencije je da oni
suxtinski koriste princip iskǉuqeǌa tre�eg

φ_ φ
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ili neki od ǌegovih ekvivalenata, kao xto je princip dvostruke ne-
gacije

  φñφ.

U klasiqnoj logici, ovi principi su validni. Logika intuicionis-
tiqke matematike se dobija odstraǌivaǌem principa iskǉuqeǌa tre-
�eg (i ǌegovih ekvivalenata) iz klasiqne logike. To naravno dovodi
do revizije matematiqkog znaǌa. Na primer, klasiqna teorija elemen-
tarne aritimetike vixe nije prihvatǉiva. Umesto toga, predla�e
se intuicionistiqka teorija aritmetike (koja se naziva Hejtingova
aritmetika), koja ne sadr�i princip iskǉuqeǌa tre�eg. Mada je
intuicionistiqka elementarna aritmetika slabija od klasiqne ele-
mentarne aritmetike, razlika nije velika.

Slika 16: Hejting

Postoji prost sintaksni prevod koji prevodi
sve klasiqne teoreme aritmetike u teoreme koje
su intuicionistiqki dokazive.

U prvim decenijama XX veka, delovi mate-
matiqke zajednice su imali simpatija prema in-
tuicionistiqkoj kritici klasiqne matematike
i alternativama koje je predlagala. To se
promenilo kada je postalo jasno da je u napred-
noj matematici intuicionistiqka alternativa
drastiqno razliqita od klasiqne teorije. Na
primer, intuicionistiqka matematiqka analiza
je veoma komplikovana teorija i veoma je ra-
zliqita od klasiqne matematiqke analize. Ovo
je priguxilo entuzijazam matematiqke zajed-
nice ka intuicionistiqkom projektu. Bez obzira na to, sledbenici
Brauera su nastavili da razvijaju intuicionistiqku matematiku i
do danaxǌih dana.

2.3 Formalizam
David Hilbert se slagao sa intuicionistima da su u odre�enom

smislu prirodni brojevi osnovni u matematici. No, za razliku od in-
tuicionista, Hilbert nije smatrao da su prirodni brojevi mentalne
konstrukcije. ǋegov argument je bio da se prirodni brojevi mogu
uzeti kao simboli. Simboli su, striktno govore�i, apstraktni ob-
jekti. No, esencijalno za simbole je to xto oni mogu biti ostvareni
konkretnim objektima, tako da ih mo�emo nazivati kvazi-konkretnim
objektima. Mo�da fiziqki objekti mogu igrati ulogu prirodnih bro-
jeva? Na primer, mo�emo uzeti konkretan trag mastila oblika | da
bude broj 0, konkretno realizovan trag mastila ‖ da bude broj 1, itd.
Hilbert je smatrao da je sumǌivo da bi se napredna matematika mogla
interpretirati na sliqan direktan ili qak mo�da konkretan naqin.
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Za razliku od intuicionista, Hilbert nije bio spreman da zauzme
revizionistiqki stav ka postoje�em matematiqkom znaǌu. Umesto toga
je zauzeo instrumentalistiqki stav u odnosu na naprednu matematiku.
Smatrao je da je napredna matematika nixta drugo do formalna igra.
Tvr�eǌa matematike vixeg reda su neinterpretirani nizovi simbola.
Dokazivaǌe tih tvr�eǌa nije nixta drugo do igra u kojoj se sim-
bolima manipulixe u skladu sa fiksiranim pravilima. Poenta ’igre
vixe matematike’ sastoji se, po Hilbertovom gledixtu, u dokazivaǌu
tvr�eǌa elementarne aritmetike koja imaju direktnu interpretaciju.

Hilbert je smatrao da ne postoji osnovana sumǌa u ispravnost kla-
siqne Peanove aritmetike – ili bar u ispravnost ǌenog podsistema
koji se naziva primitivna rekurzivna aritmetika. I smatrao je
da se svako aritmetiqko tvr�eǌe, koje se mo�e dokazati korix�eǌem
napredne matematike, mo�e tako�e direktno dokazati u Peanovoj arit-
metici. Naravno, rexavaǌe aritmetiqkih problema u aritmetici je
u nekim sluqajevima praktiqno nemogu�e. Istorija matematike nam
je pokazala da ’skretaǌe’ u vixu matematiku mo�e ponekad voditi
do dokaza aritmetiqkog tvr�eǌa koji je mnogo kra�i i koji nam daje
dubǉi uvid, nego xto je to qisto aritmetiqki dokaz tog tvr�eǌa.

Hilbert je, ne bax najjasnije, shvatio da se za neka od ǌegovih
ube�eǌa mo�e smatrati da su zapravo matematiqke hipoteze. Naime,
dokaz je, u formalnom sistemu naprednije matematike, ili i elemen-
tarne aritmetike, konaqan kombinatorni objekat koji se mo�e kodi-
rati kao prirodan broj. No, dvadesetih godina XX veka detaǉi kodi-
raǌa dokaza kao prirodnih brojeva nisu jox bili potpuno shva�eni.

Za formalistiqko gledixte, minimalni zahtev za formalni sis-
tem naprednije matematike je da mora biti bar konzistentan. Inaqe
bi se svako tvr�eǌe u ǌemu moglo dokazati. Hilbert je, tako�e ne
sasvim jasno, video da konzistentnost takvog sistema ukǉuquje da je
on bar delimiqno aritmetiqki ispravan. Stoga su Hilbert i ǌegovi
studenti poqeli da dokazuju tvr�eǌa poput konzistentnosti standard-
nih postulata matematiqke analize. Naravno, takva tvr�eǌa moraju
biti dokazana u ,,bezbednom” delu matematike, kao xto je elementarna
aritmetika. Inaqe dokaz ne bi uve�ao naxe uvereǌe u konzistent-
nost matematiqke analize. I, sre�om, izgledalo je da je u prin-
cipu to mogu�e uraditi, poxto su u konaqnoj analizi, tvr�eǌa o
konzistentnosti, ponovo do na kodiraǌe, aritmetiqka tvr�aǌa. Tako,
radi preciznosti, Hilbert i ǌegovi studenti su zapoqeli dokazivaǌe
konzistentnosti, na primer, aksioma matematiqke analize u klasiqnoj
Peanovoj aritmetici. Ovaj projekat je postao poznat kao Hilbertov
program. Ispostavilo se da je mnogo te�i nego xto su oni oqekivali.
Zapravo, nisu qak uspeli da doka�u konzistentnost aksioma Peanove
aritimetike u Peanovoj aritmetici.

Tada je Kurt Gedel dokazao 1931. godine, da postoje aritmetiqka
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tvr�eǌa koja su neodluqiva u Peanovoj aritmetici.

Slika 17: Gedel

Ovaj rezultat je postao poznat kao Gedelova
prva teorema o nekompletnosti. Ovo nije bilo
dobro za Hilbertov program, ali je ostav-
ǉalo otvorenom mogu�nost da konzistentnost vixe
matematike nije jedno od tih neodluqivih tvr-
�eǌa. Na�alost, Gedel je brzo shvatio da, ako
je Peanova aritmetika konzistentna, sama ǌena
konzistentnost se ne mo�e dokazati u okviru ǌe
same. To je Gedelova druga teorema o nekomplet-
nosti. Ispostavilo se da se Gedelove teoreme o
nekompletnosti generalno mogu primeniti na do-
voǉno jake, ali konzistentne rekurzivno aksima-
tizabilne teorije. Sve zajedno ovo dovodi do
propasti Hilbertovog programa. Ispostavǉa se

da se vixa matematika ne mo�e interpretirati na qisto instrumen-
talan naqin. Vixa matematika mo�e dokazati aritmetiqka tvr�eǌa,
poput stavova o konzistentnosti, koji su van domaxaja Peanove arit-
metike.

Sve ovo ne znaqi kraj formalizma. Qak i ako se uzmu u obzir
teoreme o nekompletnosti, koherentno je smatrati da je matematika
nauka o formalnim sistemima.

Jednu verziju ovog pristupa predlo�io je Kari krajem pedesetih
godina XX veka. U ovom pristupu se matematika sastoji od kolekcije
formalnih sistema koji nemaju interpretaciju ili predmet izuqa-
vaǌa, sem xto se to ne primeǌuje na metamatematiku, koja prouqava
samu matematiku. U odnosu na formalni sistem, ka�e se da je tvr�eǌe
taqno ako i samo ako se mo�e izvesti unutar sistema. Ali, na fun-
damentalnom nivou, svi matematiqki sistemi su ravnopravni. Mogu
eventualno postojati neki praktiqni razlozi za preferiraǌe jednog
sistema u odnosu na drugi. U nekonzistentnim sistemima se mogu
dokazati sva tvr�eǌa, te su oni beskorisni. Tako da ako se za sistem
ustanovi da je nekonzistentan, on mora biti modifikovan. Prosto,
lekcija koju dobijamo od Gedelovih teorema o nekompletnosti je da
dovoǉno jaki konzistentni sistemi ne mogu dokazati sopstvenu konzis-
tentnost.

Postoji standardna primedba protiv Karijeve formalistiqke pozi-
cije. U stvarnosti matematiqari ne tretiraju naizgled konzistentne
sisteme kao ravnopravne. Mnogi od ǌih nisu spremni da priznaju da
se preferenca ka aritmetiqkim sistemima u kojima su aritmetiqka
tvr�eǌa koja izra�avaju konzistentnost Peanove aritmetike izvo-
diva, u odnosu na one u kojima je ǌena negacija izvodiva, mo�e zapravo
objasniti u qisto pragmatiqkim terminima. Mnogi matematiqari
�ele da tvrde da je uoqena korektnost (nekoreknost) nekih formal-
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nih sistema ipak objaxǌiva qiǌenicom da oni korektno (nekorektno)
opisuju neku oblast istra�ivaǌa.

Detlefsen (1986) je istakao da teoreme o nekomplektnosti NE is-
kǉuquju da se konzistetnost delova vixe matematike koja se u praksi
koristi za rexavaǌe aritmetiqkih problema za koje su matematiqari
zainteresovani, mo�e aritmetiqki ustanoviti. Na ovaj naqin, nexto
se mo�da mo�e ,,spasti” qak i ako je Hilbertov instrumentalistiqki
stav u odnosu na svu vixu matematiku naposletku neodr�iv.

Ajzakson (1987) je uqinio drugaqiji pokuxaj da spase deo Hilber-
tovog programa. On brani stav da, u nekom smislu, Peanova arit-
metika ipak mo�e biti kompletna. ǋegov argument je da se istinite
reqenice koje su neodluqive u Peanovoj aritmetici mogu dokazati
pomo�u koncepata vixeg reda. Na primer, konzistentnost Peanove
aritmetike mo�e se dokazati indukcijom do beskonaqnog ordinala
(Gencen, 1938). Ali pojam ordinala je teoretsko-skupovni i stoga
nearitmetiqki koncept. Ako jedini naqini da se doka�e konzistent-
nost aritmetike suxtinski koriste pojmove koji svakako pripadaju
matematici vixeg reda, onda je konzistetnosti aritmetike, mada se
mo�e izraziti jezikom Peanove aritmetike, nearitmetiqki problem.
I, generalixu�i ovo, mo�emo se zapitati da li je Hilbertova pret-
postavka da se svaki aritmetiqki problem mo�e razrexiti pomo�u
aksioma Peanove aritmetike, ipak taqna.

2.4 Predikativizam
Kao xto je ranije napomenuto, predikativizam se obiqno ne smatra

za jednu od xkola. No, to je samo zbog sticaja okolnosti da se pre
Drugog svetskog rata predikativizam nije uzdigao do nivoa drugih
xkola.

Poqetak predikativizma je zapravo u Raselovom radu. Na insi-
stiraǌe od strane Poenkarea, Rasel je doxao do slede�e dijagnoze
Raselovog paradoksa. Rezonovaǌe u Raselovom paradoksu definixe
kolekciju S svih matematiqkih objekata x koji zadovoǉavaju  (x P x).
Zatim se proverava da li sam S zadovoǉava ovaj uslov i dolazi se do
kontradikcije.

Poenkare-Raselova dijagnoza ukazuje na to da ova definicija ne
istiqe uopxte neku kolekciju: nemogu�e je definisati kolekciju S
uslovom kojim se implicitno poziva na sam S.

Slika 18: Poenkare

To se naziva principom zaqaranog kruga.
Definicije koje krxe ovaj princip nazivaju
se impredikativnim. Zdrava definicija neke
kolekcije se poziva samo na entitete koji pos-
toje nezavisno od kolekcije koja se definixe.
Takve definicije nazivaju se predikativnim.
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Kao xto je Gedel kasnije istakao, Plato-
nista bi smatrao da je ovaj naqin razmixǉaǌa
neubedǉiv. Ako matematiqke kolekcije postoje
nezavisno od qina definisaǌa, tada nije odmah
jasno zaxto ne bi postojale i kolekcije koje se
mogu definisati samo impredikativno.

Sve ovo je dovelo Rasela da razvije prostu
i razgranatu teoriju tipova, u koju su ugra-
�ene sintaksne restrikcije koje qine im-
predikativne definicije loxe formiranim. U
prostoj teoriji tipova, slobodne promenǉive u definixu�im for-
mulama prolaze kroz entitete kojima kolekcija koja se definixe ne
pripada. U razgranatoj teoriji tipova, zahteva se dodatno da oblast
vezanih promenǉivih u definixu�im formulama ne ukǉuquje kolek-
ciju koja se definixe. Raselova teorija tipova se ne mo�e videti
kao redukcija matematike na logiku. Ali, qak i ako to ostavimo
po strani, rano je prime�eno da je, posebno u razgranatoj teoriji
tipova, priliqno komplikovano formalizovati obiqne matematiqke
argumente.

Kada se Rasel okrenuo drugim oblastima analitiqke filozofije,
Herman Vajl je preuzeo na sebe da podr�ava predikativizam u svom
radu iz 1918. godine.

Slika 19: Vajl

Kao i Poenkare, Vajl nije delio Raselovu �eǉu
da matematiku svede na logiku. I odmah od
poqetka je uvideo da bi u praksi bilo nemogu�e
raditi u razgranatoj teoriji tipova. Vajl je
razvio filozofski stav koji je u suxtini izme�u
intuicionizma i platonizma. Smatrao je da je
kolekcija prirodnih brojeva bez problema zadata.
Ali koncept proizvoǉnog podskupa skupa prirod-
nih brojeva nije bio neposredno prihvatǉiv za
matematiqku intuiciju. Samo oni podskupovi koji
su zadati aritmetiqkim (tj. onim prvoga reda)
predikatima su smatrani za predikatski prih-
vatǉive.

Sa jedne strane pokazalo se da su mnoge definicije u matematiqkoj
analizi impredikativne. Na primer, minimalno zatvaraǌe operacije
na skupu se obiqno zadaje kao presek svih skupova koji su zatvoreni u
odnosu na primene te operacije (na primer, podgrupa generisana nekim
skupom elemenata, ili zatvoreǌe skupa u metriqkom ili topoloxkom
prostoru). Ali samo minimalno zatvoreǌe je jedan od skupova koji
je zatvoren u odnosu na primene te operacije. Stoga je takva defini-
cija impredikativna. Na ovaj naqin, pa�ǌa se postepeno prebaci-
vala sa brige o teoretsko-skupovnim paradoksima na ulogu impredika-
tivnosti u matematici koju ve�ina matematiqara razvija. Sa druge
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strane, Vajl je pokazao da je qesto mogu�e zaobi�i impredikativne
pojmove. Qak se pokazalo da je najve�i deo matematiqke analize XIX
veka potvr�en na predikativnoj osnovi.

Dvadesetih godina XX veka, doxlo je do promene. Vajl se prikǉu-
qio Brauerovom radikalnijem intuicionistiqkom projektu. U me�u-
vremenu, matematiqari su postali ube�eni u to da je visoko impredi-
kativna teorija beskonaqnih skupova koju su razvijali Kantor i Cer-
melo mnogo maǌe ugro�ena Raselovim paradoksom nego xto se pre sum-
ǌalo. Ovi faktori su uticali na to da se predikativizam prebaci u
staǌe mirovaǌa tokom vixe decenija.

Korix�eǌem opxte teorije rekurzije, Solomon Feferman je xezde-
setih godina XX veka ponovo obnovio projekat predikativizma proxi-
rivxi ga na ordinale. ǋegovi, ali i radovi drugih, pokazali su
da je najve�i deo analize XX veka prihvatǉiv sa stanovixta predika-
tivizma. No, naravno da nije sve xto danaxǌa savremena matematika
prihvata, prihvatǉivo i sa te taqke gledixta.

3 Platonizam
U godinama pred Drugi svetski rat, postalo je jasno da su mnoge

ozbiǉne primedbe bile postavǉene protiv svakog od tri glavna an-
tiplatonistiqka programa u filozofiji matematike. Predikativizam
je mo�da izuzetak, ali je u to vreme to bio program bez onih koji ga
mogu braniti. Stoga je stvoren prostor za ponovno interesovaǌe za
platonistiqke poglede o prirodi matematike. U platonistiqkoj kon-
cepciji, predmet istra�ivaǌa u matematici sastoji se od apstrakt-
nih entiteta.

3.1 Gedelov platonizam
Gedel je bio platonista u odnosu na matematiqke objekte i u odnosu

na matematiqke koncepte, ali je ipak ǌegov platonistiqki pogled bio
sofisticiraniji nego onaj obiqnog matematiqara.

Gedel je smatrao da postoji jak paralelizam izme�u uverǉivih
teorija matematiqkih objekata i pojmova sa jedne strane i uverǉivih
teorija fiziqkih objekata i svojstava sa druge strane. Kao i fiziqki
objekti i svojstva, matematiqki objekti i pojmovi nisu konstruisani
od strane ǉudi. Kao i fiziqki objekti i svojstva, matematiqki ob-
jekti i pojmovi se ne mogu svesti na mentalne entitete. Matematiqki
objekti i pojmovi su isto onoliko objektivni kao xto su to fiziqki
objekti i svojstva. Matematiqki objekti i pojmovi su, kao i fiziqki
objekti i svojstva, postulirani da bi se dobila dobra zadovoǉavaju�a
teorija naxeg iskustva. Zaista, na naqin koji je analogan naxem
odnosu percepcije fiziqkih objekata i svojstava, kroz matematiqku
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intuiciju mi smo u odnosu kvazi-percepcije matematiqkih objekata i
pojmova. Naxa percepcija fiziqkih objekata i pojmova je podlo�na
grexkama i mo�e se korigovati. Na isti naqin, matematiqka intu-
icija nije imuna na grexke, ali se mo�e uve�bati i popraviti. Za
razliku od fiziqkih objekata i svojstava, matematiqki objekti ne pos-
toje u prostoru i vremenu i oni nisu realizovani u prostoru niti u
vremenu.

Naxa matematiqka intuicija nam daje unutraxǌu potvrdu mate-
matiqkih principa. Praktiqno se svo naxe matematiqko znaǌe mo�e
izvesti iz aksioma Cermelo-Frenkelove teorije skupova sa dodatkom
aksiome izbora (kratko ZFC). Po Gedelovom mixǉeǌu, mi imamo ubed-
ǉivu unutraxǌu potvrdu istinitosti ovih aksioma. Ali, on se tako�e
brinuo da li je matematiqka intuicija dovoǉno jaka da omogu�i uver-
ǉivu potvrdu aksioma koje znaqajno proxiruju snagu ZFC.

Osim unutraxǌe potvrde, po Gedelu je tako�e mogu�e dobiti ek-
sternu potvrdu matematiqkih principa. Ako su matematiqki prin-
cipi uspexni, tada, qak i ako ne mo�emo da dobijemo unutraxǌu
potvrdu za ǌih, oni se mogu smatrati verovatno taqnim. Gedel (1947)
ka�e:

. . . uspeh ovde znaqi plodnost posledicama, posebno ’proverivim’ posledicama,
tj. posledicama koje se mogu proveriti bez nove aksiome, qiji je dokaz uz
pomo� nove aksiome znaqajno jednostavniji i lakxi za nala�eǌe, xto omogu�a-
va da se u jedan dokaz kontrahuju mnogi razliqiti dokazi. . .Mo�da postoje
aksiome toliko bogate proverivim posledicama, koje bacaju toliko svetla na
celo poǉe, daju�i mo�ne metode za rexavaǌe problema. . . tako da, bez obzira
na to da li jesu ili nisu unutraxǌe neophodne, bile bi prihva�ene bar
onoliko koliko su to dobro ustanovǉene fiziqke teorije.

Ovo je inspirisalo Gedela da traga za novim aksiomama koje mogu
biti motivisane spoǉa i koje mogu odluqiti pitaǌa kao xto su Hipo-
teza kontinuuma, a koje su veoma nezavisne od ZFC.

Gedel je delio Hilbertovo uvereǌe da sva matematiqka pitaǌa
imaju potpuno odre�en odgovor. Ali, platonizam u filozofiji mate-
matike ne bi sam po sebi trebalo da znaqi da je posve�en tome da
tvrdi da sva teoretsko-skupovna tvr�eǌa imaju odre�enu istinitosnu
vrednost. Postoje verzije platonizma koje smatraju, na primer, da su
sve teoreme ZFC taqne po odre�enim teoretsko-skupovnim qiǌenicama,
ali da nema teoretsko-skupovnih qiǌenica koje qine neka tvr�eǌa,
koja su veoma nezavisna od ZFC, takvim da im se mo�e odrediti is-
tinitosna vrednost. Qini se da je i Pol Koen delio to gledixte.
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3.2 Naturalizam i neizostavnost

Slika 20: Kvajn

Kvajn (1969) je formulisao metodoloxku kri-
tiku tradicionalne filozofije.

Predlo�io je drugaqiju filozofsku metodolo-
giju, koja je postala poznata kao naturalizam.
Po naturalizmu, naxe najboǉe teorije su naxe
najboǉe nauqne teorije. Ako �elimo da dobi-
jemo najboǉi odgovor, koji mo�emo da dobijemo,
na filozofska pitaǌa kao xto su ,,Xta znamo?”
ili ,,Kakve vrste entiteta postoje?”, ne treba da
se okre�emo ka tradicionalnim epistemoloxkim
ili metafiziqkim teorijama. Tako�e potrebno je
da se uzdr�imo od zapoqiǌaǌa fundamentalnog
epistemoloxkog ili metafiziqkog istra�ivaǌa
od prvih principa. Ono xto treba da radimo je da
konsultujemo i analiziramo naxe najboǉe nauqne
teorije. One sadr�e, doduxe qesto samo implicitno, naxa najboǉa
trenutna znaǌa o tome xta postoji, xta znamo i kako to znamo.

Slika 21: Patnam

Patnam je primenio Kvajnov naturalistiqki
stav na matematiqku ontologiju. Bar od
Galileja, naxe najboǉe teorije u prirodnim
naukama su matematiqki izra�ene. ǋutnova
teorija gravitacije je bazirana na diferen-
cijalnom i integralnom raqunu. Tako da se
qini da je ontoloxka posve�enost matematiqkim
entitetima inherentna naxim najboǉim nauq-
nim teorijama. Ovaj naqin razmixǉaǌa mo�e
biti daǉe ojaqan pozivaǌem na Kvajnovu tezu
o potvr�uju�em holizmu. Empirijski dokaz ne
daje svoju potvrdnu mo� bilo kojoj pojedinaq-
noj hipotezi. Radije, iskustvo globalno potvrd-
juje teoriju u koju je pojedinaqna hipoteza umetnuta. Kako su matem-
atiqke teorije bitan sastojak nauqnih teorija, one se tako�e potvrd-
juju iskustvom. Stoga imamo empirijsko potvr�ivaǌe za matem-
atiqke teorije. I vixe od toga je taqno. Qini se da je matematika
neizostavna za naxe najboǉe nauqne teorije: nije uopxte jasno kako
bismo ih izrazili bez matematiqkog reqnika. Stoga nas naturalis-
tiqki stav prisiǉava da prihvatimo matematiqke entitete kao deo
naxe filozofske ontologije. Ovaj naqin razmixǉaǌa naziva se argu-
ment neizostavnosti.

Ako prihvatimo matematiku koja je ukǉuqena u naxe najboǉe nauqne
teorije zdravo za gotovo, onda se qini da smo se obavezali nekoj
formi platonizma. Ali je to ipak dosta skromnija forma platonizma
nego xto je Gedelov platonizam. Poxto se qini da prirodne nauke
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’mogu da pro�u’ sa (grubo govore�i) prostorima funkcija na realnim
(i kompleksnim) brojevima. Naprednije oblasti teorije beskonaq-
nih skupova se qini popriliqno irelevantnim za qak i najnaprednije
teorije u prirodnim naukama. Ipak, Kvajn je u nekom trenutku sma-
trao da su skupovi koji su postulirani pomo�u ZFC prihvatǉivi sa
naturalistiqke taqke gledixta; oni se mogu gledati kao adekvatno
zaokru�ivaǌe matematike koja je ukǉuqena u naxe nauqne teorije.
Ova Kvajnova ocena nije univerzalno prihva�ena. Feferman, na pri-
mer, tvrdi da su sve matematiqke teorije koje se suxtinski koriste u
naxim trenutno najboǉim nauqnim teorijama predikativno svedive,
xto nije sluqaj sa teorijom skupova.

U Kvajnovoj filozofiji su prirodne nauke krajǌi sudija koji pre-
su�uje o matematiqkom postojaǌu i matematiqkoj istini. Ovo je dovelo
do primedbi da takva slika qini oqiglednost elementarne matematike
pomalno misterioznom. Na primer, pitaǌe da li svaki prirodni broj
ima sledbenika, po Kvajnovom gledixtu, naposletku zavisi od naxih
najboǉih empirijskih teorija; no, naravno da se taj fakt qini znatno
neposrednijim od toga.

Slika 22: Madi

Penelopa Madi je primetila da se mate-
matiqari ne smatraju na bilo koji naqin
ograniqenim u onome xto rade, od strane
prirodnih nauka. Zaista, mo�emo se zapi-
tati da li se i matematika mo�e smatrati i
sama naukom i da li je ontoloxku posve�enost
matematici boǉe oceǌivati na bazi racional-
nih metoda koje su implicitne u matematiqkoj
praksi.

3.3 Redukcija platonizma

Slika 23: Bernajs, Karnap i Tejt

Pol Bernajs (1935) je ukazao na to da kada
matematiqar radi, on ,,naivno” tretira objekte sa kojima radi na
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platonistiqki naqin. Svaki aktivni matematiqar je, kako on ka�e,
platonista. Ali kada matematiqar nije na svom radnom mestu, da se
tako izrazimo, i kada ga filozof pita u vezi ǌegovih ontoloxkih
razmixǉaǌa, spreman je da se promeni i da se povuqe na nejasno ne-
platonistiqku poziciju. Ovo dovodi do toga da neki ukazuju na to da
je nexto pogrexno u vezi filozofskih pitaǌa o matematiqkim objek-
tima i matematiqkom znaǌu.

Karnap (1950) je uveo distinkciju izme�u pitaǌa koja su interna
za okvir rada i pitaǌa koja su eksterna u odnosu na taj okvir. Ar-
gumentovano je da Karnapova distinkcija na neki naqin pre�ivǉava
propast logiqkog empiristiqkog okvira u okviru kojeg je najpre for-
mulisana.

Tejt (2005) je pokuxao detaǉno da razradi kako se ta distinkcija
mo�e primeniti na matematiku i to je rezultovalo neqim xto bi se
mogla nazvati redukovanom verzijom platonizma.

Po Vilijamu Tejtu, pitaǌa postojaǌa matematiqkih objekata se
jedino razumno mogu postaviti i na ǌih se razumno mo�e odgovoriti
jedino unutar (aksiomatskog) matematiqkog okvira. Ako se neko bavi
teorijom brojeva, na primer, onda on mo�e postaviti pitaǌe da li
postoje prosti brojevi sa datim svojstvom. Takva pitaǌa se tada
razrexavaju na qisto matematiqkim osnovama. Filozofi imaju ten-
denciju da zakoraqe izvan matematiqkog okvira i pitaju ,,sa strane”
da li matematiqki objekti zaista postoje i da li su matematiqka
tvr�eǌa zaista taqna. U ovom sluqaju oni postavǉaju pitaǌa sa
metafiziqke osnove o matematiqkoj istini i postojaǌu. Tejt argumen-
tuje da se texko mo�e na�i neki smisao takvim eksternim pitaǌima.
Pokuxava da ih redukuje i da ih dovede tamo gde ona i pripadaju:
u samu matematiqku praksu. Naravno da se ne�e svako slo�iti sa
ǌim oko ovoga. Drugi su razvili sistemski naqin za odgovore bax na
vrstu eksternih pitaǌa kojima je Tejt pristupio sa prezirom.

Nije iznena�uju�e da Tejta nimalo nije zanimalo Gedelovo pozi-
vaǌe na matematiqku intuiciju u filozofiji matematike, ni za filo-
zofsku tezu da matematiqki objekti postoje ,,van prostora i vremena”.
Xtavixe, Tejt veruje da matematici nije potrebna filozofska os-
nova; on �eli da matematika govori sama za sebe. U ovom smislu
ǌegova pozicija podse�a na prirodni ontoloxki stav za koji se za-
la�e Artur Fajn u debati o realizmu u filozofiji nauka.

3.4 Benaserafov epistemoloxki problem
Pol Benaseraf je formulisao epistemoloxki problem za razne

platonistiqke pozicije u filozofiji nauka u svom radu ,,Matematiqka
istina” iz 1973. godine.
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Slika 24: Benaseraf

Argument je posebno upu�en protiv prikaza
matematiqke intuicije poput Gedelovog. Be-
naserafov argument polazi od premise da je
naxa najboǉa teorija o saznaǌu, kauzalna
teorija o saznaǌu. Potom se istiqe da, po pla-
tonizmu, apstraktni objekti nisu prostorno i
vremenski lokalizovani, dok matematiqari od
krvi i mesa to jesu. Naxa najboǉa episte-
moloxka teorija nam potom ka�e da znaǌe o
matematiqkim objektima rezultira iz kauzalne
interakcije ovih entiteta. Ali je texko za-
misliti kako se to mo�e desiti.

Danas malo epistemologa smatra da je
kauzalna teorija o saznaǌu naxa najboǉa
teorija o saznaǌu. Ali se pokazalo da je Benaserafov problem iz-
nena�uju�e otporan pri promeni epistemoloxke teorije. Na primer,
pretpostavimo, qisto diskusije radi, da je pouzdanost naxa najboǉa
teorija o saznaǌu (dakle da smo do saznaǌa da je nexto taqno doxli
preko nekog pouzdanog procesa). Tada se pojavǉuje problem kako ob-
jasniti kako uspevamo da dobijemo pouzdana verovaǌa o matematiqkim
entitetima.

Formulisana je i semantiqka varijanta Benaserafovog epistemo-
loxkog problema. Po trenutno najboǉoj semantiqkoj teoriji, uzroqno-
istorijske veze me�u ǉudima i svetom konkretnih objekata omogu�a-
vaju naxim reqima da se pozivaju na fiziqke entiteta i svojstva. Po
platonizmu, matematika se poziva na apstraktne entitete. Stoga nam
je platonist du�an uverǉivog objaxǌeǌa kako mi (ǉudi sa fiziqkim
telima) mo�emo da se pozivamo na ǌih. Kako stvari stoje, qini se da
kauzalna teorija pozivaǌa ne mo�e da nam obezbedi tra�eno objax-
ǌeǌe ’mikrostrukture pozivaǌa’ u matematiqkoj raspravi.

3.5 Obilni platonizam
Verzija platonizma je razvijena sa ciǉem da omogu�i rexeǌe Be-

naserafovog epistemoloxkog problema. Ova pozicija je poznata kao
obilni platonizam. Centralna teza ove teorije je da se svaka logiqki
konzistentna matematiqka teorija obavezno odnosi na apstraktan en-
titet. Da li je matematiqar koji je formulisao tu teoriju toga
svestan ili nije, praktiqno je bez znaqaja. Razvijaju�i konzistentnu
matematiqku teoriju, matematiqar automatski dobija znaǌa o oblasti
istra�ivaǌa te teorije. Tako da, pri ovom pogledu, ne postoji epis-
temoloxki problem koji treba rexiti.

U jednoj verziji, obilni platonizam postulira vixe matematiqkih
univerzuma od kojih svaki odgovara konzistentnoj matematiqkoj teo-
riji. Tako da, na primer, problem kontinuuma ne dobija jedinstven
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odgovor: u jednom teoretsko-skupovnom univerzumu kontinuum hipoteza
va�i, u drugom ne. No, ne sla�u se svi da je takva slika odr�iva.
Postoji argumentacija koja pokazuje da se vixestruki univerzumi
mogu u velikoj meri ,,akumulirati” u jedan.

U drugoj verziji obilnog platonizma, matematiqki entitet koji
postulira konzistentna matematiqka teorija, ima taqno ona mate-
matiqka svojstva, koja mu teorija dodeǉuje. Na primer, apstraktan
entitet koji odgovara ZFC je poseban u tom smislu xto ne qini kon-
tinuum hipotezu ni taqnom ni la�nom. Razlog je u tome xto ZFC
ne povlaqi ni kontinuum hipotezu ni ǌenu negaciju. Ovo ne znaqi
da su svi naqini konzistentnog proxireǌa ZFC ravnopravni. Neki
naqini mogu biti plodonosni i mo�ni, neki su maǌe takvi. Ali
ovaj pogled zabraǌuje da neki konzistentni naqini proxireǌa ZFC
budu po�eǉniji zato xto sadr�e istinite principi dok drugi sadr�e
la�ne principe.

4 Strukturalizam i nominalizam
Benaserafov rad je motivisao filozofe da razviju i strukturalis-

tiqke i nominalistiqke teorije u filozofiji matematike. A od kraja
osamdesetih godina, kombinacija strukturalizma i nominalizma se
tako�e razvija.

4.1 Xta brojevi ne mogu biti
U radu iz 1965. ,,Xta brojevi ne mogu biti” Benaseraf je for-

mulisao izazov teoretsko-skupovnom platonizmu. Evo o qemu se radi.
Postoji beskonaqno mnogo naqina da se prirodni brojevi identifikuju
sa skupovima. Na primer, Cermelo je to uradio ovako:

0 :=H, 1 := {0}, 2 := {1}, 3 := {2}, . . .

dok je fon Nojman predlo�io:

0 :=H, 1 := {0}, 2 := {0,1}, 3 := {0,1,2}, . . .

Jednostavno pitaǌe koje Benaseraf postavǉa je:

Koja je od mogu�ih identifikacija prirodnih brojeva i skupova istinska?

Jasno je da je veoma texko odgovoriti na ovo pitaǌe. Nije texko
videti kako se mo�e definisati funkcija sledbenika, kao i sabiraǌe
i mno�eǌe, u oba navedena sluqaja, tako da sva aritmetiqka tvr-
�eǌa za koja uzimamo da su taqna ’ispadnu’ taqna. Zaista, ako se to
uradi na prirodan naqin, dobijamo izomorfne strukture (u teoret-
sko-skupovnom smislu reqi), a u izomorfnim strukturama su iste
reqenice istinite (one su elementarno ekvivalentne). Jedino kada
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postavimo pitaǌa koja nisu qisto aritmetiqka, poput ,,Da li 1 P 3?”
ova dva pristupa prirodnim brojevima daju razliqite odgovore. Tako
da ne mogu oba pristupa biti korektna.

Da rezimiramo, dolazimo do slede�e situacije. S jedne strane ne
vidi se da postoji razlog zaxto bi jedan pristup bio superioran u
odnosu na drugi. S druge strane, ne mogu oba pristupa biti korektna.
Ova neprilika se ponekad zove Benaserafov problem identifikacije.

Ispravan zakǉuqak koji se mo�e izvesti iz ove zagonetke izgleda
da je da nijedan od ova dva pristupa nije korektan. Kako bi se sliqna
razmatraǌa pojavila ako bismo poredili druge razumne pokuxaje da
se prirodni brojevi redukuju na skupove, qini se da prirodni brojevi
ipak nisu skupovi. Jasno je da se sliqan argument mo�e formulisati
i sa racionalne brojeve, realne brojeve. . . Benaseraf zakǉuquje da ni
oni uopxte nisu skupovi.

Nije uopxte jasno da li je, na primer, Gedel, bio posve�en re-
dukciji prirodnih brojeva na skupove. Platonista mo�e podr�avati
tvrdǌu da se prirodni brojevi mogu utopiti u teoretsko-skupovni
univerzum istovremeno zadr�avaju�i stav da na utapaǌe ne treba
gledati kao na ontoloxku redukciju. Zaista, kao xto smo videli
kod pristupa u obilnom platonizmu, prirodni brojevi nemaju nikakva
druga svojstva osim onih koje im pridru�uje naxa teorija prirodnih
brojeva (Peanova aritmetika). Ali se onda qini da bi platonisti
morali da zauzmu isti stav u odnosu na racionalne brojeve, kom-
pleksne brojeve. . .Mada zadr�avaǌe stava da su prirodni brojevi sui
generis (jedinstveni) svakako ima izvesnu privlaqnost, qini se da je
maǌe prirodno smatrati da su i kompleksni brojevi, na primer, sui
generis. I, bilo kako bilo, qak i ako se prirodni brojevi, kompleksni
brojevi. . . u nekom smislu ne mogu redukovati na nexto drugo, ipak je
prirodno zapitati se da li postoji neki drugi naqin da se razjasni
ǌihova priroda.

4.2 Ante rem strukturalizam
Stjuart Xapiro (1997) istiqe korisnu distinkciju izme�u al-

gebarskih i nealgebarskih teorija. Grubo govore�i, nealgebarske
teorije su teorije, koje su, na prvi pogled, teorije o jedinstvenom
modelu: ciǉani model za teoriju. Znamo za primere takvih teorija:
aritmetika, matematiqka analiza. . . Algebarske teorije, pak, nisu o
jedinstvenom modelu. Primeri su teorija grupa, topologija, teorija
grafova. . .

Benaserafov izazov se mo�e postaviti objektima za koje se qini da
nealgebarske teorije opisuju. Ali se taj izazov ne mo�e postaviti al-
gebarskim teorijama. Algebarske teorije se ne zanimaju samim mate-
matiqkim objektima; one se zanimaju strukturnim aspektima mate-
matiqkih objekata. To je navelo Benaserafa da se pita da li to mo�e
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biti taqno tako�e i za nealgebarske teorije. Mo�da se iz Benasera-
fovog problema identifikacije mo�e zakǉuqiti da qak ni aritmetika
ne opisuje specifiqne matematiqke objekte, nego samo opisuje struk-
turne veze?

Slika 25: Xapiro i Reznik

Xapiro i Majkl Reznik (1997) imaju stav da sve matematiqke
teorije, qak i nealgebarske, opisuju strukture. Ova pozicija je poz-
nata kao strukturalizam. Strukture se sastoje od mesta (pozicija),
koja stoje u strukturnim odnosima jedno prema drugom. Stoga mate-
matiqke teorije opisuju mesta (pozicije) u strukturama. Ali one ne
opisuju objekte. Broj 3, na primer, pri ovom gledixtu ne�e biti
objekat, nego mesto u strukturi prirodnih brojeva.

Sistemi su primeri struktura. Sistemi koji daju primer struk-
ture koja je opisana nealgebarskom teorijom su izomorfni jedan dru-
gom i stoga, xto se teorije tiqe, podjednako dobri. Sistemi navedeni
u prethodnom odeǉku mogu se videti kao primeri strukture prirod-
nih brojeva. {{{H}}} i {H, {H, {H}}, {{H, {H, {H}}} su podjednako pogodni da
igraju ulogu broja tri. Ali nijedan od ǌih nije broj tri, poxto je
broj tri slobodno mesto u strukturi prirodnih brojeva i to slobodno
mesto nema nikakvu unutraxǌu strukturu. Sistemi tipiqno sadr�e
strukturna svojstva osim onih koja su relevantna za strukture za koje
se uzimaju kao primeri.

Razumna pitaǌa identiteta su ona koja mogu biti postavǉena unu-
tar stukture. To su pitaǌa na koja je mogu�e odgovoriti na osnovu
strukturnih aspekata strukture. Pitaǌa identiteta koja idu izvan
strukture nemaju smisla. Mo�e se postaviti pitaǌe da li 3 P 4, ali
ne ubedǉivo: ovo pitaǌe ukǉuquje kategornu grexku. Ono mexa dve
razliqite strukture: P je teoretsko-skupovni pojam, dok su 3 i 4 mesta
u strukturi prirodnih brojeva. Qini se da je to zadovoǉavaju�i
odgovor na Benaserafov izazov.

Po Xapirovom gledixtu, strukture nisu ontoloxki zavisne od
postojaǌa sistema koji predstavǉaju primere za ǌih. Qak i ako ne
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bi bilo beskonaqnih sistema u Prirodi, struktura prirodnih bro-
jeva bi postojala. Tako da su strukture, kako ih Xapiro shvata,
apstraktni platonski entiteti. Xapirova vrsta strukturalizma se
qesto naziva ante rem (pre stvari) strukturalizam.

U u
benicima teorije skupova mi tako�e nalazimo pojam struk-
ture. Teoretsko-skupovna definicija nam, kao xto dobro znamo, ka�e
da je struktura (n +1)-torka koja se sastoji od skupa, vixe operacija
na tom skupu, vixe relacija na ǌemu i vixe istaknutih elemenata tog
skupa. Ali to ne mo�e biti pojam strukture koji strukturalizam u
filozofiji matematike ima na umu. Naime, teoretsko-skupovni pojam
strukture pretpostavǉa pojam skupa, koji se po strukturalizmu i sam
mora objasniti u strukturnim terminima. Ili, da to ka�emo dru-
gaqije, teoretsko-skupovna struktura je samo sistem koji je primer
strukture koja mu ontoloxki prethodi.

Bez obzira na ovo, motivacija za proxirivaǌe ante rem struktura-
lizma qak do teorije skupova nije potpuno oqigledna. Prisetimo se
da glavna motivacija za primenu strukturalistiqkog shvataǌa mate-
matiqke oblasti le�i u Benaserafovom problemu identifikacije. Za
teoriju skupova je texko postaviti izazov identifikacije: skupovi
se obiqno ne definixu pomo�u jednostavnijih pojmova.

Qini se da ante rem strukturalizam opisuje pojam strukture na
pomalo kru�ni naqin. Struktura se opisuje kao mesta koja stoje u
odnosu jedno prema drugom, ali se mesto ne mo�e opisati nezavisno
od strukture kojoj pripada. No, to nije obavezno problem. Za ante
rem strukturalistu, pojam strukture je primitivni koncept, koji se
ne mo�e definisati preko osnovnijih termina. U najboǉem sluqaju,
mo�emo konstruisati aksiomatsku teoriju matematiqkih struktura.

Ali, Benaserafov epistemoloxki problem ipak se i daǉe qini ur-
gentnim. Strukture i mesta u strukturama mo�da nisu objekti, ali
jesu apstraktne. Tako da je prirodno da se pitamo kako uspevamo da
do�emo do znaǌa o ǌima. Ovaj problem je bio nekim filozofima ra-
zlog da razviju nominalistiqku teoriju matematike i da potom pomire
tu teoriju sa osnovnim naqelima strukturalizma.

4.3 Matematika bez apstraktnih entiteta
Gudman i Kvajn (1947) su zapoqeli projekat preformulacija teori-

ja iz prirodnih nauka bez korix�eǌa apstraktnih entiteta. Nomi-
nalizam u matematici je shvataǌe po kome ili matematiqki objekti,
relacije i strukture uopxte ne postoje, ili ne postoje kao apstraktni
objekti. U ovom drugom sluqaju se predla�u neke konkretne zamene za
matematiqke objekte.
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Nominalistiqka rekonstrukcija nauqnih teorija se pokazala kao
te�ak zadatak. Kvajn ga je odmah, posle poqetnih pokuxaja, napustio.
U proteklim decenijama mnoge teorije su predlo�ene koje navodno
daju nominalistiqku rekonstrukciju matematike.

U nominalistiqkoj rekonstrukciji matematike, konkretni entiteti
moraju da igraju ulogu, koju apstraktni entiteti igraju u platonis-
tiqkoj viziji matematike, a konkretne relacije treba da budu korix-
�ene za simuliraǌe matematiqkih relacija me�u matematiqkim ob-
jektima. Ali, tu se pojavǉuju problemi. Najpre, jox je Hilbert
1925. primetio da, imaju�i u vidu diskretizaciju prirode u kvant-
noj mehanici, prirodne nauke mogu naposletku da tvrde da ima samo
konaqno mnogo konkretnih entiteta. No, qini se da bi nam trebalo
beskonaqno mnogo ǌih koji bi igrali ulogu prirodnih brojeva – zabo-
ravimo na realne brojeve na trenutak. Gde nominalista nalazi tra�e-
nu kolekciju konkretnih entiteta? Drugo, qak i ako se pretpostavi
egzistencija beskonaqno mnogo konkretnih objekata, nije uopxte jasno
da se qak i elementarne matematiqke teorije mogu simulirati pomo�u
nominalistiqkih relacija.

Slika 26: Fild

Hartri Fild (1980) je uqinio ozbiǉan pokuxaj
da izvede nominalistiqku rekonstrukciju ǋut-
nove mehanike. Osnova ideja je ova. Fild je
�eleo da koristi konkretne surogate za realne
brojeve i funkcije na ǌima. Zauzeo je realis-
tiqki stav ka prostornom kontinuumu i smatrao
oblasti prostora za fiziqki realne kao xto su to
stolice i stolovi. I uzeo je da te oblasti budu
konkretne (uostalom, one su locirane u prostoru).
Ako raqunamo i veoma nepovezane, onda imamo ono-
liko oblasti ǋutnovog prostora kao xto ima pod-
skupova skupa realnih brojeva. I onda ima do-
voǉno konkretnih entiteta da igraju ulogu prirodnih brojeva, real-
nih brojeva i funkcija na realnim brojevima. A to je dovoǉno za
formulaciju ǋutnove mehanike. Naravno, bilo bi jox vixe intere-
santno imati nominalistiqku rekonstrukciju jox savremenije nauqne
teorije poput kvantne mehanike. Ali, s obzirom da se projekat mo�e
izvesti za ǋutnovu mehaniku, odre�eni stepen poqetnog optimizma je
opravdan.

Jasno je da ovaj projekat ima svoja ograniqeǌa. Mo�e biti mogu�e
nominalistiqki interpretirati prostore funkcija na realnim bro-
jevima, ali je previxe oqekivati da �e se na taj naqin na�i nomina-
listiqka interpretacija teorije skupova. Ipak, ako je uspexan unu-
tar svojih ograniqeǌa, onda Fildov program ipak nexto posti�e.
Poxto bi to znaqilo da su, bar u nekom obimu, (apstraktni) matema-
tiqki entiteti neobavezni. To bi bio znaqajan korak ka podrivaǌu
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argumenta neizostavnosti za Kvajnov skromni platonizam u matema-
tici.

Fildova strategija ima xanse samo ako Hilbertov strah da u fun-
damentalnom smislu naxe najboǉe nauqne teorije impliciraju da pos-
toji samo konaqno mnogo konkretnih entiteta, nije osnovan. Ako neko
ima razumevaǌa za Hilbertovu zabrinutost, ali ne veruje u posto-
jaǌe apstraktnih entiteta, onda mo�e tvrditi da ima samo konaqno
mnogo matematiqkih entiteta, dakle opovrgavaju�i osnovne principe
elementarne aritmetike. Ovo dovodi do pozicije koja je poznata kao
ultra-finitizam.

U ve�ini prikaza, ultra-finitizam dovodi, kao i intuicionizam,
do revizionizma u matematici. Poxto se qini da bi onda moralo
biti prihva�eno, na primer, postojaǌe najve�eg prirodnog broja.

Gledano sa strane, teorija koja postulira samo konaqan matemati-
qki univerzum qini se teorijski slabom sa aspekta nala�eǌa dokaza i
stoga je verovatno konzistentna. Ali Vudin (2011) je razvio argument
koji navodno pokazuje da, iz ultra-finitistiqke perspektive, nema
osnova da se tvrdi da je ova teorija verovatno konzistentna.

Bez obzira na Vudinov argument, mnogima je ve� tvrdǌa da postoji
najve�i broj pretexka da je ’progutaju’.

4.4 In re strukturalizam
Fildova fizikalna interpretacija aritmetike i analize ne samo

da podriva Kvajn-Patnamov argument neizostavnosti nego i delimiqno
daje odgovor na Benaserafov epistemoloxki izazov. Naravno, nije lak
zadatak objasniti kako ǉudi dobijaju saznaǌa o prostorno-vremenskim
regionima. Ali su ipak, po mixǉeǌu ve�ine filozofa ti regioni
realni. Tako da ne moramo vixe da objaxǌavamo kako matematiqari
od krvi i mesa ostaju u kontaktu sa nefiziqkim entitetima. Ali Be-
naserafov problem identifikacije ostaje. Mo�emo se zapitati zaxto
bax neka taqka prostor-vremena ili ǌegov region, a ne neki drugi,
igraju ulogu broja π, na primer.

Qini se da je privlaqno u odgovoru na problem identifikacije
kombinovati strukturalistiqki pristup sa Fildovim nominalizmom.
To vodi ka verziji nominalistiqkog strukturalizma koji se mo�e
ovako skicirati. Fokusirajmo se na matematiqku analizu. Nomi-
nalistiqki strukturalist odriqe da je neki konkretan fiziqki sis-
tem jedinstvena planirana interpretacija analize. Svi konkretni
fiziqki sistemi koji zadovoǉavaju osnovne principe realne analize
(R A) bi isto tako dobro mogli da se iskoriste. Tako da je sadr�aj
reqenice φ jezika analize grubo dat sa:

U svakom konkretnom sistemu S u kome je R A taqno, taqno je i φ.
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Ovo povlaqi da su, kao i u ante rem strukturalizmu, samo struk-
turni aspekti relevatni za istinu ili la�nost matematiqkih tvr-
�eǌa. Ali, za razliku od anti rem strukturalizma, nijedna apstraktna
struktura nije postulirana iznad i izvan konkretnih sistema.

Po in rebus (kra�e: in re) (u stvari) strukturalizmu, nema apstrak-
tnih struktura iznad sistema koji ih ostvaruju; strukture postoje
samo u sistemima koji ih ostvaruju. Zbog ovog razloga, in re struk-
turalizam se ponekad opisuje i kao ,,strukturalizam bez struktura”.
Nominalistiqki strukturalizam je oblik in re strukturalizma, ali to
nije ǌegov jedini oblik. Qak se i verzije platonizma koje smatraju da
se matematika zapravo bavi stukturama u teoretsko-skupovnom smislu
reqi, mogu videti kao oblici in re strukturalizma.

U matematiqkom razgovoru na nealgebarske objekte (kao xto su
prirodni brojevi) i matematiqke objekte (kao xto je broj 1) pozivamo
se pomo�u taqno odre�enih opisa. To jako sugerixe da matematiqki
simboli (N,1) imaju jedinstvenu referencu a ne ,,podeǉenu” kao xto
bi to �eleo in re strukturalizam. Ali in re strukturalisti arge-
mentuju da takvi matematiqki simboli funkcionixu kao posve�ene
promenǉive kao xto se u obiqnom govoru koristi neko odre�eno ime
za slogan koji se koristi u opxtoj situaciji.

Ako je Hilbertova briga osnovana, u smislu da nema konkretnih
fiziqkih sistema, koji qine postulate matematiqke analize taqnim,
onda gorǌe prenoxeǌe sadr�aja reqenice jezika analize od strane
nominalistiqkog strukturaliste pogrexno daje uslove istitinosti
takvih reqenica. Naime, tada bi za svaku univerzalno kvantifikovanu
reqenicu φ ǌena parafraza bila prazno (bezsadr�ajno) istinita. Tako
da je egzistencijalna pretpostavka u smislu da postoje konkretni
fiziqki sistemi koji mogu poslu�iti kao model za R A potrebna da bi
se podr�ala gorǌa analiza sadr�aja matematiqkih tvr�eǌa. Mo�da
bi u tu svrhu moglo da poslu�i nexto poput Fildove konstrukcije.

Patnam je rano (1967) primetio da ako se gorǌe objaxǌeǌe sadr�aja
matematiqkih reqenica donekle izmeni, suxtinski slabija osnovna
pretpostavka je dovoǉna za dobijaǌe korektnih istinitosnih uslova.
On je predlo�io slede�u uslovnu izvedbu sadr�aja reqenice u jeziku
analize:

Obavezno, u svakom konkretnom sistemu S u kome je R A taqno, taqno je i φ.

Ovo je jaqe tvr�eǌe nego xto je prethodna neuslovna izvedba bila.
Ali qini se da je podjednako uverǉiva. I prednost ove interpretacije
je da je slede�a uslovna egzistencijalna osnovna pretpostavka do-
voǉna da uqini istinitosne uslove za matematiqka tvr�eǌa ispravnim:

Mogu�e je da postoje konkretni fiziqki sistemi koji mogu poslu�iti
kao model za R A.
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(,,Mogu�e je” ovde znaqi ,,Jeste, ili je bio sluqaj da je”.) Qini
se da je tako Hilbertovoj zabrinutosti adekvatno posve�ena pa�ǌa.
Poxto po Patnamovom pristupu, istinitost matematiqkih reqenica
ne zavisi vixe od fiziqkih pretpostavki o stvarnom svetu.

Naravno, nije lako dati zadoǉavaju�u priqu kako znamo da je ova
uslovna egzistencijalna pretpostavka ispuǌena. Ali, mo�emo se na-
dati da je zadatak ipak lakxi od zadatka da se objasni kako uspevamo
da saznajemo qiǌenice o apstraktnim entitetima. I ne treba zabo-
raviti da strukturalistiqki aspekt ove (uslovne) nominalistiqke
pozicije, uspeva da kontrolixe Benaserafov problem identifikacije.

Patnamova strategija tako�e ima svoja ograniqeǌa. U sluqaju
primene te strategije na teoriju skupova, gruba verzija uslovne pret-
postavke je:

Mogu�e je da postoje konkretni fiziqki sistemi koji mogu poslu�iti kao
model za ZFC.

Parsons (1990) je primetio da kada su potrebni svetovi koji sadr�e
kolekcije fiziqkih entiteta koji imaju velike beskonaqne kardinal-
nosti ili su qak toliko veliki da uopxte imaju kardinalni broj,
postaje texko da se oni vide kao mogu�i konkretni fiziqki sistemi.
Ne qini se da ima razloga da verujemo da postoji fiziqki svetovi
koji sadr�e ,,veoma beskonaqno mnogo” entiteta.

4.5 Fikcionalizam
Na osnovu prethodnih predloga, tvr�eǌa obiqne matematike su

istinita kada se pogodno interpretiraju. Nominalistiqki prikaz
matematike, koji �e sada biti diskutovan smatra da su sva egzisten-
cijalna matematiqka tvr�eǌa la�na prosto zato xto ne postoje mate-
matiqki entiteti (iz istih razloga �e sva univerzalna matematiqka
tvr�eǌa biti taqna).

Fikcionalizam smatra da su matematiqke teorije kao izmixǉene
priqe poput bajki i romana. Matematiqke teorije opisuju izmixǉene
entitete, na isti naqin na koji literatura opisuje izmixǉene likove.
Ova pozicija je najpre uobliqena 1989. i posledǌih godina dobija na
popularnosti.

Ovaj grubi opis fikcionalistiqke pozicije neposredno otvara pi-
taǌe kakva su vrsta entiteta izmixǉeni entiteti. Qini se da je to
duboko metafiziqki ontoloxki problem. Jedan naqin da se ovo pi-
taǌe u potpunosti izbegne je da se tvrdi da ne postoje izmixǉeni
entiteti. Matematiqke teorije treba da budu vi�ene kao pozivi za
uqex�e u igrama u kojima se pravimo da neki matematiqki entiteti
postoje.
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U svakom sluqaju, kao xto je reqeno, po fikcionalistiqkom gledix-
tu, matematiqka teorija nije bukvalno istinita. Bez obzira na to,
matematika se koristi da se do�e do istina. Tako da moramo da
oduzmemo nexto iz onoga xto je bukvalno reqeno kada govorimo o
fiziqkoj teoriji koja ukǉuquje matematiku, ako �elimo da do�emo
do istine. Ali to zahteva teoriju o tome kako to oduzimaǌe sadr�aja
funkcionixe. Takva teorija je razvijena od strane Jabla 2014.

Ako je fikcionalistiqka teza ispravna, tada je jedan od zahteva
koji se mora postaviti na matematiqke teorije, sigurno taj da one
moraju biti konzistentne. Fild dodaje i drugi zahtev: matematika
mora biti ‘konzervativna’ u odnosu na prirodne nauke. To, grubo
govore�i, znaqi da kad god se tvr�eǌe empirijske teorije mo�e izvesti
iz matematike, mora, u principu, biti mogu�e izvesti ga bez korix-
�eǌa ma koje matematiqke teorije. Ako to ne bi bio sluqaj, tada
bi argument neizostavnosti mogao biti iskorix�en protiv fikciona-
lizma. Da li je matematika zaista konzervativna u odnosu na fiziku
je trenutno kontroverzno pitaǌe. Xapiro je 1983. formulisao argu-
ment nekompletnosti koji bi trebalo da ospori Fildovu tvrdǌu.

Ako zaiste ne postoje matematiqki (izmixǉeni) entiteti, kao xto
tvrdi jedna forma fikcionalizma, onda se Benaserafov epistemoloxki
problem i ne pojavǉuje. Fikcionalizam stoga deli prednost nad ve�i-
nom varijanti platonizma sa nominalistiqkom rekonstrukcijom mate-
matike. Ali pozivaǌe na pretvaraǌa povlaqi to da se logiqka forma
matematiqkih reqenica razlikuje ponexto od ǌenog povrxnog oblika.
Ako postoje izmixǉeni objekti, onda se za tu formu mo�e uzeti da je
istog oblika kako i izgleda. Ali, ako postoje apstraktni entiteti,
Benaserafov epistemoloxki problem se pojavǉuje.

Da li je Benaserafov problem identifikacije rexen ili nije,
nije sasvim jasno. Generalno, fikcionalizam je neredukcionistiqki
prikaz matematike. Da li je entitet u jednoj matematiqkoj teoriji
identiqan entitetu koji se pojavǉuje u drugoj teoriji se obiqno os-
tavǉa neodre�enim. No, Burges je 2014. ispravno istakao da se mate-
matika ipak razlikuje od literature u tome xto su literarni likovi
obiqno ograniqeni na jedno delo, dok se isti matematiqki entiteti
pojavǉuju u razliqitim matematiqkim teorijama. Uostalom, entiteti
sa istim imenom (poput π) pojavǉuju se u razliqitim teorijama. Mo�-
da fikcionalista mo�e da smatra da kada matematiqar razvija novu
teoriju u kojoj se ,,stariji” matematiqki entitet pojavǉuje, onda �e
taj entitet biti vixe preciziran. Odre�enija svojstva mu se pridaju
nego ranije i to je u redu dok se zadr�ava puna konzistentnost.

Standardna primedba formalizmu je tako�e pogodna i za fikciona-
lizam. Fikcionalisti moraju da na�u neko objaxǌeǌe qiǌenice da
se proxirivaǌe matematiqke teorije na jedan naqin, qesto smatra
vixe zadovoǉavaju�im nego na drugi naqin, koji je nespojiv sa prvim.
Qesto postoji bar privid da postoji pravi naqin da se matematiqka
teorija proxiri.
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