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Valis

Slika 1: �on Valis

�on Valis (1616–1701) bio je jedan od prvih qlanova Kraǉevskog
druxtva u Engleskoj i smatra se za najuticajnijeg engleskog prethod-
nika ǋutna. Bio je profesor na Oksfordu i na toj poziciji je nasle-
dio Brigza o kome je bilo reqi u temi o logaritmima. Godine 1665.
Valis je objavio dve izuzetno znaqajne kǌige od kojih se jedna bavi
daǉim razvojem analitiqke geometrije (,,Traktat o konusnim prese-
cima”), no druga je ipak posebnija, poxto nije imala svog pandana.
Radi se o kǌizi ,,Aritmetika beskonaqno malih” u kome je Valis
izvrxio ’aritmetizaciju’ Kavalijerijevih ideja o nedeǉivim. On je
gledao da te ideje oslobodi geometrijskih razmatraǌa poput onih
manipulacija koje je izvodio Kavalijeri porede�i du�i u trouglu i
paralelogramu, a koje smo videli u Kavalijerijevom postupku nala�e-
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ǌa, de facto integrala
³a

0 xnd x. Evo kako on objaxǌava kako se, na
primer, dolazi do rezultata

³1
0 x3d x.

On poredi sume tre�ih stepena qlanova aritmetiqkog niza, za koji
zapravo uzima da je 0,1,2, . . . sa sumama tre�eg stepena najve�eg od ǌih.
Naime, ova suma tre�ih stepena odgovara trouglu koji se sastoji od
paralelnih du�i qije du�ine qine aritmetiqki niz (a polazi se od
taqke, temena trougla i raqunaju se kubovi ǌihovih du�ina), a suma
tre�eg stepena najve�eg od ǌih odgovara sumama kubova du�i u pa-
ralelogramu koji se sastoji od jednakih paralelnih du�i (on ka�e
da se ,,takore�i trougao sastoji od paralelnih du�i...”; naravno da
je za ovo ,,takore�i” bilo kritike od strane drugih matematiqara
kasnije). Kako je

0+1

1+1
= 1

4
+ 1

4

0+1+8

8+8+8
= 1

4
+ 1

8
0+1+8+27

27+27+27+27
= 1

4
+ 1

12
0+1+8+27+64

64+64+64+64+64
= 1

4
+ 1

16
0+1+8+27+64+125

125+125+125+125+125+125+125
= 1

4
+ 1

20
0+1+8+27+64+125+216

216+216+216+216+216+216+216
= 1

4
+ 1

24
,

on zakǉuquje da se po indukciji mo�e zakǉuqiti da je odnos uvek za
1

4n ve�i od 1
4 ukoliko je n najve�i qlan kojim stepenujemo. Naravno

da se ne radi o strogoj matematiqkoj indukciji, i zbog toga je bio
kritikovan od strane francuskih matematiqara, nego o naslu�ivaǌu
pravila na osnovu postoje�ih primera. Konstatuje da kada imamo
sumu beskonaqno mnogo qlanova (da ne ulazimo sada u pitaǌe kako je
to zamislio da se realizuje, jasno je intuitivno xta �eli) onda tog
dodatka i nema, te je tra�eni odnos 1

4 . Ovo on konstatuje za sve n od
1 do 10. No, sada mo�e da zakǉuqi i to da je

³1
0

n
?

xd x = n
n+1 . Naime,

funkcija y = xn mo�e se zapisati i kao x = n
?

y, te je povrxina ispod
krive y = n

?
x (kada je 0¤ x ¤ 1 ), a koja se mo�e zapisati i kao x = yn

zapravo komplement povrxini ispod krive y = xn kada je 0 ¤ x ¤ 1.
Poxto za ǌu zna da je jednaka 1

n+1 , ova druga je 1� 1
n+1 = n

n+1 = 1
1+ 1

n
.

Onda on smelo zakǉuquje da je povrxina ispod krive y = xm/n (moderne
oznake, on je koristio nexto drugaqije oznake) jednaka 1

1+ m
n
= n

m+n .

Evo jox jednog ǌegovog zanimǉivog zakǉuqivaǌa, u kome je an-
ticipirao kasnije Ojlerove rezultate o Gama i Beta funkciji. Znaju-
�i prethodne rezultate, on je mogao da izraquna povrxine ispod
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krivih y = (x � x2)n za 0 ¤ x ¤ 1 (dakle, de facto
³1

0(x � x2)nd x). Poxto
je izraqunao za nekoliko vrednosti n, zakǉuqio je da je rezultat (u
naxim sadaxǌim oznakama) (n!)2

(2n+1)! . S druge strane je znao da je in-

tegral
³1

0(x� x2)1/2 zapravo povrxina polukruga polupreqnika 1/2, te
mora biti jednak π

8 . No, nije znao kako da tog rezultata direktno
do�e poxto nije znao kako da ’razvije’ (x � x2)1/2 u nexto xto bi mu
omogu�ilo raqunaǌe, tj. nije znao binomnu formulu za eksponent 1/2.
No, ipak je smelo zamenio n = 1/2 u gorǌu formulu i dobio da je

» 1

0
(x�x2)1/2d x = ( 1

2 !)2

2!
,

te je tako dao smisao izrazu 1
2 !:

1

2
!=

?
π

2
.

(Podsetite se formula za Gama i Beta funkciju.)

Jox jedan ǌegov vredan rezultat, koji nosi naziv po ǌemu, je Va-
lisova formula:

π

2
= 2 �2 �4 �4 �6 �6 � � �

1 �3 �3 �5 �5 �7 � � � .
Naqin na koji je doxao do ǌe je izuzetno zanimǉiv, ali ga ipak ne�emo
navoditi.

Barou

Slika 2: Isak Barou
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Isak Barou (1630–1677) bio je drugi engleski matematiqar koji
je izvrxio veliki uticaj na ǋutna. On je bio profesor na Kem-
bri
u i ǌegov pristup matematici je bio dijametralno suprotan od
Valisovog. Nije voleo algebarske formalizme i smatrao je da alge-
bra treba da bude deo logike, a ne matematike. Veliki poxtovalac
grqke nauke, ure�ivao je dela Euklida, Apolonija i Arhimeda. ǋe-
gova dva znaqajna dela su ,,Lekcije iz optike” iz 1669. i ,,Lekcije
iz geometrije” iz 1670. ǋemu je u pripremama za objavǉivaǌe ovih
dela pomogao ǋutn koji je sluxao ǌegova predavaǌa na Kembri
u.
Kao xto je i sam Barou rekao, ,,Lekcije iz geometrije”, koje se sas-
toje iz 13 lekcija, nisu u potpunosti sre�ene, ali je ipak, na nagovor
prijateǉa (ǋutna) rexio da ih objavi takve kakve su ,,u prirodnom
odelu, kao xto su i ro�ene”. U ǌima nalazimo razne rezultate o
nala�eǌu tangenti, povrxina i du�ina lukova. Koristio je najpre
kinematiqki pristup, zatim i metod nedeǉivih, metod blizak Fer-
maovom za nala�eǌe tangente. Sve je prikazano na geometrijski naqin
te stoga nije bilo tako lako da se prepozna va�nost tih rezultata.
Evo kako je on prikazao (i dokazao) rezultat koji danas znamo kao
ǋutn-Lajbnicovu formulu, ili kao Osnovnu teoremu Calculusa.

Slika 3: ǋutn-Lajbnic geometrijski

Neka je ZGE neka kriva qija je osa V D i neka su ortogonalne ordinate na
ovu osu (V Z , PG, DE) takve da neprekidno rastu od poqetne ordinate V Z .
Neka je V I F kriva takva da ako se postavi prava linija EDF ortogonalno na
V D, a koja seqe krive u taqkama E i F , a V D u taqki D, pravougaonik koji je
odre�en du�inom DF i datom du�inom R jednak je povrxini V DE Z , a osim
toga je taqka T takva da je DE : DF = R : DT . Ako se spoje taqke T i F , onda
�e T F dodirivati krivu V I F .
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Uverimo se najpre, korix�eǌem savremenih znaǌa i oznaka da ovde
zaista imamo ǋutn-Lajbnicovu formulu u geometrijskom obliku. Neka
je y = f (x) jednaqina krive ZGE, a y = g (x) jednaqina krive V I F . Po
pretpostavci je Rg (x) =�³x

0 f (t )d t . Osim toga je (� f (x)) : g (x) = R : DT .
Qiǌenica da je T F tangenta na krivu V I F nam daje da je g (x) : DT = g 1(x).
Dakle

d

d x

(» x

0
f (t )d t

)
=�Rg 1(x) =�R

g (x)

DT
=� R

DT
g (x) =�� f (x)

g (x)
g (x) = f (x).

Evo kako je to Barou dokazao (dodajemo ponovo sliku radi lakxeg
pra�eǌa).

Uzmimo bilo koju taqku I na krivoj V I F (najpre sa iste strane F sa koje je
i V ) i kroz ǌu postavimo IG paralelno sa V Z i I L paralelno sa V D, koje
seku date linije u taqkama kao na slici. Tada je LF : LK = DF : DT = DE : R,
odnosno R �LF = LK �DE .

Ali, iz prirode navedenih linija DF i LK , imamo da je R �LF jednako
povrxini PDEG. Stoga je LK �DE jednako povrxini PDEG koja je maǌa od
DP �DE . Te je LK < DP = LI . Na sliqan naqin se pokazuje da ako se I uzme
na drugoj strani od F (u odnosu na V ), i ista konstrukcija ponovi, lako se
pokazuje da je LK > DP = LI .

Odavde je jasno da se cela prava T K F nalazi ispod krive V I F .

On zatim dodaje da se na sliqan naqin tra�eno mo�e dobiti ako
ordinate V Z , PG i DE opadaju.

Ako postoji neka nedoumica zaxto je R �LF jednako povrxini PDEG,
primetimo da je R � I P jednako povrxini V PG Z , te odatle sledi i to
xto je navedeno, jer je LF = DF �DL = DF � I P .
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ǋutn i Lajbnic

Da bi se privelo kraju formiraǌe Calculusa bilo je potrebno nekako
ujediniti geometrijski pristup (Kavalijeri, Barou) i raqunski (De-
kart, Ferma, Valis) i precizno ista�i vezu izme�u tra�eǌa tangenti
i kvadrature. To su izveli ǋutn i Lajbnic, a kasnije su ǌihovi sled-
benici nastavili da pojaxǌavaju i razvijaju metod. Naravno, kao xto
smo ve� rekli, sve je to najzad postavǉeno na qvrste osnove tek krajem
devetnaestog veka, ali do glavnih rezultata se doxlo znatno ranije.

ǋutn je do svoje verzije Calculusa doxao u godinama 1664–1668, dok
je Lajbnic svoju verziju formirao u periodu 1672–1676. Jasno je da
je ǋutn doxao do rezultata ranije, ali ih je objavio dosta kasnije,
dok je Lajbnic svoju verziju objavio neposredno po otkrivaǌu svojih
rezultata. Lajbnicova verzija je bila praktiqnija i jasnija i brzo
se razvijala kroz radove bra�e Bernuli, Ojlera i drugih. Markiz
de Lopital (1661–1704)

Slika 4: Gijom Fransoa Antoan Markiz de Lopital

je objavio qak i u
benik ,,Analiza beskonaqno malih” 1696. godine na
francuskom u kome su ove ideje izlo�ene. On je tu naveo da je i ǋutn
doxao do odgovaraju�ih rezultata, ali je Lajbnicov metod znatno
lakxi i efikasniji pre svega zbog pogodnije notacije. Zanimǉivo je
napomenuti da taj u
benik zapravo predstavǉa sre�ene lekcije koje je
Lopitalu o novim rezultatima dr�ao Johan Bernuli.
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Slika 5: Johan Bernuli (1667–1748)

Recimo, danas nam dobro poznato Lopitalovo pravilo je zapravo
Bernulijev rezultat. Naime, za dobar honorar, Bernuli je pristao
da daje lekcije Lopitalu, koji je bio vrlo sposoban matematiqar ama-
ter, uz to veoma imu�an qovek i plemi�. Bernuli mu je tako�e slao,
prema dogovoru, svoje nove rezultate, koje nije smeo da xaǉe drugim
matematiqarima. Pitaǌe je zaxto je Bernuli napravio takav dogovor,
poxto mu je pozicija profesora u Groningenu ipak obezbe�ivala do-
voǉno sredstava. Verovatno je �eleo da iskoristi dobar polo�aj
imu�nog plemi�a. Sve u svemu, u
benik je bio odliqno napisan i
objavǉivan je u vixe izdaǌa. Lopital je umro kao mlad qovek i
posle ǌegove smrti Johan Bernuli je naveo da su to ǌegovi rezultati,
posebno ,,Lopitalovo pravilo”. Zanimǉivo je da mu je retko ko u to
poverovao, poxto je on bio poznat po svojim raspravama o prvenstvu
otkri�a, dok je Lopital va�io za vrlo pristojnu osobu. Bernulijeva
priqa je potvr�ena tek poqetkom dvadesetog veka nala�eǌem odgo-
varaju�e korespondencije i lekcija koje je on dr�ao Lopitalu. U
svakom sluqaju, danas se smatra da je tu i Lopital dao znaqajan do-
prinos u izlagaǌu rezultata.

ǋutnove ideje su daǉe razvijali Tejlor, Mekloren i drugi bri-
tanski matematiqari. Razlog zaxto su se time bavili samo britan-
ski matematiqari treba najpre potra�iti u raspravi o prioritetu
otkri�a. Zanimǉivo je da je ǋutn u poqetku u potpunosti priznavao
Lajbnicu nezavisno otkri�e, ali je drastiqno promenio mixǉeǌe
kada su mu neki poqeli da priqaju kako se Calculus na evropskom kon-
tinentu u potpunosti smatra za Lajbnicovo otkri�e. Krenule su
optu�be za plagijat i svaqega je tu bilo. Mi se time ne�emo ba-
viti. Jasno je da su obojica imali znaqajan udeo u formiraǌu Calcu-
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lusa. Tek poqetkom devetnaestog veka su britanski matematiqari pri-
hvatili Lajbnicove oznake, najvixe pod uticajem Laplasovih rezul-
tata. ǋutnova oznaka ẋ, za izvod po vremenu, je ipak ostala do danas.
Fiziqari je posebno dosta koriste.

Najpre �emo se pozabaviti ǋutnovim rezultatima, poxto je ipak
on do ǌih doxao ranije.

ǋutn

Slika 6: Isak ǋutn

Isak ǋutn (1643–1727) je, na preporuku ujaka koji je zavrxio
Kembri
 upisao Triniti Kole
 1661. godine i svakako nije plani-
rao da postane matematiqar poxto je do tada vrlo malo uqio mate-
matiku. Qak se i na samom Kembri
u u to vreme veoma malo predavala
matematika. No, on je odmah krenuo da uqi Euklida, a potom i Van
Shutenovo izdaǌe Dekartove ,,Geometrije”, veoma ceǌen u to vreme
Otredov u
benik ,,Kǉuq za matematiku”, Keplerovu ,,Optiku”, Vije-
tove radove i, naravno, Valisovu ,,Aritmetiku”. Osim toga, sluxao
je i Barouove lekcije. Posle 1663. se upoznao i sa delima Galileja,
Ferma, Hajgensa i drugih matematiqara.

Od 1664. poqiǌe sopstvena istra�ivaǌa. Prvi rezultat do koga
je doxao je bila binomna teorema za racionalne izlo�ioce. Zapravo
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je on samo otkrio formulu, nije je nikada dokazao, a nije je ni sam
objavio. ǋegova razmixǉaǌa na tu temu nalaze se u pismima koja
je slao Oldenburgu, Nemcu koji je bio stalni sekretar Kraǉevskog
druxtva i koji je vodio intenzivnu korespondenciju sa mnogim mis-
liocima u to vreme, nexto poput Marina Mersena u Francuskoj. Radi
se o dva pisma, koja su zapravo nastala kao odgovor na Lajbnicovo
interesovaǌe o tome xta je ǋutn uradio u vezi beskonaqnih redova.
Ova pisma su kasnije objavǉena u okviru Valisove ,,Algebre”.

Prvo pismo je iz juna 1676. godine. Ono poqiǌe pohvalama Lajb-
nicu, koji je, kako ka�e ǋutn, sigurno do svega toga doxao i sam, qak
mo�da i boǉe, ali kad se ve� raspituje xta su Englezi po tom pitaǌu
uradili, evo da on, koji je do toga doxao pre nekoliko godina, bar
delimiqno ispuni ǌegove �eǉe.

Razlomci se svode na beskonaqne redove deǉeǌem; a veliqine koje u sebi
sadr�e korene, nala�eǌem korena, izvo�eǌem operacija sa simbolima kao
xto se one uobiqajeno rade za decimalne brojeve. To su osnove ovih redukcija.
Ali nala�eǌe korena se znatno uprox�ava ovom teoremom

(P +PQ)m/n = P m/n + m

n
AQ + m�n

2n
BQ + m�2n

3n
CQ + m�3n

4n
DQ + itd.

gde je P +PQ veliqina qiji se koren ili neki stepen ili koren nekog stepena
tra�i.

Ovde najpre da ka�emo da je ǋutn koristio malu drugaqiju no-
taciju. U to vreme se umesto zagrada koristila crta iznad izraza.
ǋutn je zapravo pisao P +PQ|m/n. Ovo i nije neobiqno koliko nam se
qini. Zapravo ostatak toga imamo u zapisu korena. Koren je zapravo`
, a mi onda postavǉamo crtu iznad svega xto je pod tim korenom.

Dakle, da bi bilo jasnije, pixemo
?

a +b, a ne samo
`

a+b. Kod ǋutna
je to ovako zapisano:

`
a +b.

ǋutn zatim objaxǌava malo ovu notaciju, pa pixe, na primer, da
umesto

?
c : a5 pixe a

5
3 (
`

c : se koristilo za kubni koren). A i ka�e da
A, B, C , D, predstavǉaju ceo prethodni izraz. Pa je A = P m/n, B = m

n AQ
i sliqno za C i D. Daje i primer

(c2 +x2)
1
2 = c + x2

2c
� x4

8c3 + x6

16c5 �
5x3

128c7 + 7x10

256c9 + itd,

koji detaǉno obrazla�e.

Ostali primeri daju rexeǌe jednaqina y3�2y�5 = 0 i y3+ax y+a2 y�
x3�2a3 = 0, redove za sin x, sin2 x, rexeǌe jednog Keplerovog problema za
elipsu, rektifikaciu luka elipse i hiperbole, povrxinu hiperbole
uz pomo� razvoja za logaritam, kvadrature kvadratrise i zapreminu
odseqka rotacionog elipsoida. ǋutn ne �eli bax sve da otkrije, te
navodi rezultate koji su poznati.
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Naravno, ovde je prirodno zapitati se kakve veze imaju rexeǌa
ove dve navedene jednaqine sa razvojem u red. Naime, ǋutn je 1669.
godine, kada je prouqio rad Merkatora ,,Logarithmotechnia” iz 1668. i
Gregorija ,,De vera circuli et hyperbolae quadratura” iz 1667. u kojima su
razmatrani i neki razvoji u redove, sastavio rukopis ,,O analizi
jednaqinama sa beskonaqno mnogo qlanova”, koji je objavǉen tek dosta
kasnije, 1711. godine. U tom delu razmatra bax ta dva primera. Evo
kako je on to radio.

Najpre se pozabavio numeriqkim rexeǌem gorenavedene jednaqine
y3�2y�5 = 0. Prime�uje da je jedno rexeǌe blizu dvojci, te postavǉa
y = 2+p. Zamenom u gorǌu jednaqinu dobija p3+6p2+10p�1 = 0. Kako je
p malo, on zanemaruje deo p3 +6p2 i postavǉa 10p�1 = 0. Dobija da je
p = 0,1. Naravno, p nije toliko, ali je blizu, stoga postavǉa p = 0,1+q
i to stavǉa u jednaqinu po p. Dobija q3 +6,3q2 +11,23q +0,061 = 0. Zna
da je q malo, pa zanemari q3 +6,3q2 i dobije 11,23q +0,061 = 0. Stoga
za q uzima pribli�no �0,0054 (ovde je izvrxio zaokrugǉivaǌe, ali
nema to znaqaja) i postavǉa q = r � 0,0054. Dobija jednaqinu po r i
zanemarivaǌem vixih stepena dobija r =�0,00004853 (kao xto i ovde
vidite, ǋutn je voleo da raquna). Tako da dobija pribli�no rexeǌe
jednaqine 2,09455147. Evo tablice koju je dao da prika�e raqun.

Zatim prelazi na, de facto, simboliqko rexavaǌe jednaqine

y3 +a2 y�2a3 +ax y�x3 = 0.

Najpre tra�i xta se dobija kada je x = 0. Dobije jednaqinu y3 +a2 y �
2a3 = 0 i konstatuje da je rexeǌe y = a. Sada u poqetnu jednaqinu
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zameni y = a +p i posmatra samo linearne i konstantne qlanove po p,
tj. 4a2p +a2x = 0. Dakle, p je ,,pribli�no” � 1

4 x. Zameni p =� 1
4 x +q i

ponovi postupak. Na slede�oj tablici mo�emo videti tra�eni razvoj
y i postupak raqunaǌa.

Vratimo se korespondenciji ǋutna i Lajbnica preko Oldenburga.
Lajbnic je odgovorio na ovo pismo u avgustu i u ǌemu je naveo neke
svoje rezultate o kvadraturama, aludiraju�i na to da ima opxti
metod. Tako�e je naveo neke primere redova, poput 1� 1

3 + 1
5� 1

7 +� � �, koji
predstavǉa odnos povrxine kruga i ǌemu opisanog kvadrata (dakle
π/4).

ǋutn je odgovorio u oktobru du�im pismom u kome je pohvalio
Lajbnica na rezultatima i naveo da je i on doxao do takvih rezultata.
Pa �e u ovom pismu ukazati na drugi naqin kako je doxao do nekih
razvoja.

Na poqetku svojih studija matematike, kada sam se upoznao sa radovima
naxeg slavnog Valisa, pri razmatraǌu redova qijim je umetaǌem on sam
odredio povrxine kruga i hiperbole, qiǌenica je da se u nizu krivih qija
je zajedniqka baza ili osa x a ordinate

(1�x2)
0
2 , (1�x2)

1
2 , (1�x2)

2
2 , (1�x2)

3
2 , (1�x2)

4
2 , (1�x2)

5
2 , itd.
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ako se povrxine svake druge me�u ǌima, naime

x, x� 1

3
x3, x� 2

3
x3 + 1

5
x5, x� 3

3
x3 + 3

5
x5� 1

7
x7, itd.

mogu interpolirati, morali bismo dobiti povrxine onih izme�u ǌih, od
kojih je prva (1�x2)

1
2 krug: da bih interpolirao ove redove primetio sam da

je kod svih ǌih prvi qlan x i da su drugi qlanovi 0
3 x3, 1

3 x3, 2
3 x3, 3

3 x3, itd. u
aritmetiqkom nizu, i stoga prva dva qlana reda koji nastaje umetaǌem treba
da budu x� 1

3

( 1
2 x3

)
, x� 1

3

( 3
2 x3

)
, x� 1

3

( 5
2 x3

)
, itd. Da bih umetnuo ostale qlanove,

primetio sam da su imenioci 1, 3, 5, 7, itd. u aritmetiqkom nizu, tako da
samo jox vrednosti brojilaca treba odrediti. Ali, u datim povrxinama
pojavǉivale su se cifre brojeva koji su stepeni broja 11, naime 110, 111, 112,
113, 114, tj. najpre 1; onda 1,1; na tre�em mestu 1, 2, 1; na qetvrtom 1, 3, 3, 1;
na petom 1, 4, 6, 4, 1, itd. I onda sam poqeo da razmixǉam kako se ostali
brojevi u nizu mogu dobiti pomo�u prva dva i naxao sam da ako stavimo m
za drugi broj, ostali se dobijaju neprekidnim mno�eǌem qlanova ovog niza

m�0

1
� m�1

2
� m�2

3
� m�3

4
� m�4

5
, itd.

Na primer, ako je m = 4, onda �e 4� 1
2 (m� 1), tj. 6 biti tre�i qlan i 6�

1
3 (m�2), tj. 4 �e biti qetvrti, 4� 1

4 (m�3), tj. 1 �e biti peti i 1� 1
5 (m�4),

tj. 0 �e biti xesti u kom trenutku se niz zaustavǉa. U skladu sa tim sam
primenio ovo pravilo i kako je, za krug, drugi qlan 1

3

( 1
2 x3

)
, stavio sam m = 1

2
i onda su qlanovi koji su se pojavili bili

1

2
�

1
2 �1

2
ili � 1

8
, �1

8
�

1
2 �2

3
ili + 1

16
,

1

16
�

1
2 �3

4
ili � 5

128
,

i tako do beskonaqnosti. Tako sam razumeo da je povrxina kru�nog odseqka
koju sam tra�io

x�
1
2 x3

3
�

1
8 x5

3
�

1
16 x7

7
�

5
128 x9

9
itd.

Potom konstatuje da se tako mogu formirati odgovaraju�i redovi
i za ostale sluqajeve. No, onda je primetio da se i

(1�x2)
0
2 , (1�x2)

2
2 , (1�x2)

4
2 , (1�x2)

6
2 , itd,

tj.
1, 1�x2, 1�2x2 +x4, 1�3x2 +3x4�x6, itd.

mogu na isti naqin interpolirati kao i povrxine koje oni odre�uju.
Samo nema imenioca 1,3,5,7, itd. Dakle, pomo�u ranije prime�enog
pravila dobio je da je

(1�x2)
1
2 = 1� 1

2
x2� 1

8
x4� 1

16
x6 . . .
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kao i razvoje za (1� x2)
3
2 i (1� x2)

1
3 . Tako je dobio opxte pravilo za

razvoj koje je prezentovao u prvom pismu. Da bi proverio te razvoje
pomno�io je 1� 1

2 x2� 1
8 x4� 1

16 x6 . . . sa samim sobom i zaista dobio 1�x2,
jer su ostali qlanovi reda nestali. Sliqno je 1� 1

3 x2 � 1
9 x4 � 5

81 x6 . . .
pomno�io dva puta sa samim sobom i dobio zaista 1� x2, te je tako
proverio i razvoj za (1� x2)

1
3 . Napokon je izveo i drugaqiju proveru.

Naime, naxao je
?

1�x2 pomo�u standardnog metoda kojim se tra�i
kvadratni koren iz nekog broja formiraǌem cifara, a koji smo ranije
objasnili. Ovde nam stepeni x-a predstavǉaju cifre. I naravno da
je dobio isti rezultat.

Zanimǉivo je ovo xto je ǋutn pisao prokomentarisati. Vidimo
da je on ,,poga�ao” rezultat na jedan dosta jednostavan naqin. To
verovatno nije neobiqno, poxto je bio inspirisan Valisovim radom, a
kod ǌega toga dosta ima. No, ipak je izvrxio proveru kasnije na drugi
naqin. Druga je stvar da on uopxte ne govori o obiqnom binomnom
razvoju i odgovaraju�im koeficijentima (Paskalov trougao), nego do
toga dolazi iz razmatraǌa povrxine. Zabavna je i napomena u vezi
stepena broja 11. Nama je jasno da se taj fenomen dexava zbog obiqne
binomne formule i qiǌenice da je 11n = (10+ 1)n. No, tako mo�emo
dobiti samo binomne koeficijente koji su jednocifreni. Ako bismo
�eleli da dobijemo dvocifrene, onda bi trebalo posmatrati 101n.
Na primer 1015 = 1 05 10 10 05 01. Za vixecifrene naravno treba gledati
stepene brojeva 1001,10001, itd.

ǋutn potom u pismu navodi slede�i anagram

6accdæ13effi3l9n4o4qrr4s8t12vx.

Naravno, mi smo navikli na zanimǉivije anagrame, gde treba od neke
reqi ili reqenice, koje sve imaju smisla, permutacijama slova napra-
viti novu req ili reqenicu. No, ovde je samo naveden broj pojedinih
slova. Ako bi Lajbnic mogao ovo da raspetǉa, dobio bi

Data æquatione quotcunque fluentes quantitates involvent fluxiones invenire et
vice versa.

U prevodu:

Za datu jednaqinu koja ukǉuquje ma koji broj teqnih veliqina, na�i pro-
toke, i obratno.

Pre nego xto prokomentarixemo ,,xta je pisac hteo da ka�e”, nave-
dimo, kao zanimǉivost da su nauqnici u to vreme koristili anagrame
da objave neki svoj rezultat i da tako ustanove svoj prioritet u
pronalasku. Na primer, Hajgens je 1655. objavio svoje otkri�e Sa-
turnovog meseca (to je tada bio prvi, sada znamo da je to najve�i
ǌegov satelit Titan) u obliku anagrama:

ADMOUERE OCULIS DISTANTIA SIDERA NOSTRIS UUUUUUU CCCRRHNBQX.
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Rexeǌe: Saturno luno sua circunducitur diebus sexdecim horis quatuor, u pre-
vodu: Saturnov mesec ima orbitalni period od 16 dana i 4 sata.

Dakle, ǋutn je �eleo da obezbedi svoj prioritet. U qemu? On tu
navodi da ima opxti metod i to je ǌegov metod fluksija. Ovde odmah
treba re�i da smo u prevodu anagrama preveli, da se tako izrazimo,
i vixe nego xto je trebalo. Naime, ’teqne veliqine’ �emo ubudu�e
zvati ’fluente’, a ne�emo koristiti ni termin ’protok’, nego fluk-
sija. ǋutn je razmatrao veliqine koje se meǌaju u vremenu (to su te
fluente) i brzine ǌihovih promena (fluksije). Vrati�emo se na ovo
vrlo brzo.

U pismu navodi kratko kako se nalazi kvadratura krive zθ(e+ f zη)λ

(ovde umesto y koristi z, dok su f i e konstante, a θ, λ i η racionalne
konstante). Zapravo ovde vidimo osnovni ǌegov metod rexavaǌa prob-
lema kvadrature. Na poqetku svog ranije spomenutog dela ,,O analizi
jednaqinama sa beskonaqno mnogo qlanova” ǋutn navodi tri pravila
za raqunaǌe povrxine ispod krivih.

Pravilo 1. Ako je y = ax
m
n , onda je povrxina ispod y jednaka a n

n+m x
n+m

m .

Pravilo 2. Ako je y suma vixe qlanova, kojih mo�e biti i beskonaqno,
onda je povrxina ispod y data sumom povrxina za sve qlanove.

Pravilo 3. Da bi izraqunali povrxinu ispod krive f (x, y) = 0, treba
razviti y kao sumu qlanova oblika ax

m
n i primeniti Pravilo 1 i

Pravilo 2.

Videli smo da je Valis izveo to prvo pravilo. Evo kako je ǋutn
dokazao to pravilo.

Treba da doka�e da, ako je ax
m
n = y, onda je an

m+n x
m+n

n = povrxina ABD.
Zapravo, on dokazuje obrat, tj. iz pretpostavke da je povrxina data
navedenom formulom, onda je i y tako kao xto je navedeno!
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Najpre je, kao pripremu, detaǉno dokazao specijalan sluqaj, kada
je 2

3 x
3
2 = z. Sa crte�a vidimo oznake, a jox je Bβ= o i BK = v. Evo kako

on dokazuje opxti sluqaj.
Ako se stavi da je na

m+n = c i m+n = p, tada je cx
p
n = z, ili cn xp = zn . Tada

zamenom x +o umesto x i z +ov (ili, xto je isto z +oy) umesto z, dobija se

cn(xp +poxp�1 itd.) = zn +noy zn�1 itd.

pri qemu ispuxtam ostale qlanove koji �e na kraju krajeva nestati. Daǉe,
ako odbacim jednake cn xp i zn , a ostale podelim sa o, ostaje

cn pxp�1 = ny zn�1
(
= ny zn

z
= nycn xp

cx
p
n

)
ili, kada se podeli sa cn xp :

px�1 = ny

cx
p
n

ili pcx
p�n

n = ny.

Kada se c zameni svojom vrednox�u na
m+n , a p sa m +n. . . dobija se ax

m
n = y .

Dakle, on ovde koristi da su operacije kojima barata, a koje su, de
facto nala�eǌe integrala

³x
0 f (t )d t i izvoda, inverzne jedna drugoj da

bi doxao do zakǉuqka. Zapravo on navodi posle i tablicu krivih i
povrxina, odnosno, de facto, tablicu integrala. U vezi dokaza mo�emo
da kratko prokomentarixemo da mu je o ta mala veliqina (bez obzira
xto na slici izgleda veliko!) i da promenom x za to o se povrxina z
pove�a za povrxinu pravougaonika (svejedno da li za stranicu uzme
y ili v i jedno i drugo je pribli�no, a na kraju v postaje y – u
dokazu specijalnog sluqaja, on koristi v i radi razvoje do kraja,
dakle detaǉnije i pa�ǉivije).

ǋutnu je od centralnog znaqaja bilo to xto je i sa redovima mogao
da radi isto kao i sa konaqnim izrazima. Evo xta je o tome rekao u
ovom delu:

I xta god da obiqna Analiza (misli na algebru) ostvaruje pomo�u jed-
naqina sa konaqno mnogo qlanova, novi metod mo�e to isto da uradi pomo�u
beskonaqnih jednaqina. Tako da nisam imao nikakav problem da mu dam ime
Analiza. Poxto rezonovaǌe nije maǌe sigurno nego u prethodnom niti su
jednaqine maǌe egzaktne . . . Da zakǉuqimo, mo�emo bezbedno da prihvatimo
da to sve pripada Analitiqkoj vextini pomo�u qega mo�emo odrediti
povrxine i du�ine lukova krivih egzaktno i geometrijski.

Kao xto znamo, Vijet je za Algebru koristio naziv Analitiqka
vextina. O tome ovde ǋutn govori. Zapravo sa ǋutnom i ǌegovim
vextim korix�eǌem redova pri raqunaǌu povrxina, kao i prihvata-
ǌem od strane drugih matematiqara, poqiǌe to terminoloxko odva-
jaǌe Algebre, za koju se vezuju konaqni izrazi i Analize koja mani-
pulixe sa beskonaqnim izrazima (pojednostavǉeno govore�i naravno),
a koju imamo danas.
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Ve� smo spomenuli fluente i fluksije. ǋutn je pripremio rad ,,O
metodu redova i fluksija” do 1671, ali je taj rad dosta kasnije ob-
javǉen. Dakle, tu imamo kinematiqku ideju o veliqinama koje ,,teku”
u vremenu. Na primer, taqka generixe liniju, linija generixe povrx.
Takve veliqine se nazivaju fluente, a ǌihove brzine promene fluk-
sije. Kod ǋutna se na odre�enim mestima pojavǉuju i momenti koji
predstavǉaju beskonaqno male priraxtaje takvih veliqina u besko-
naqno malim intervalima vremena (to �e kasnije ǋutn izbegavati).
U beskonaqno malim intervalima smatra da su fluksije konstante, te
se mo�e smatrati da su momenti proporcionalni ǌima.

Uveo je i notaciju da oznaqi taj svoj raqun. Sa a,b,c,d je oznaqavao
konstante, sa v, x, y, z fluksije, a odgovaraju�e fluente sa l ,m,n,r , dok
je beskonaqno mali interval vremena bio o. Kasnije je, u devedesetim
godinama XVII veka uveo oznake v̇ , ẋ, ẏ , ż. Same fluksije imaju svoje
fluksije, pa je tako posmatrao i ẍ, pa i ˙̈x. A fluentu qija je fluksija
x oznaqavao je sa x́. Povrxinu ispod krive y je oznaqavao sa Q y ili
sa y .

ǋutn je naveo jednostavan algoritam kojim bi dobijao vezu izme�u
fluksija na osnovu veze izme�u fluenti. Naime, ako bi imao izraz
axn, on bi ga zameǌivao sa anxn�1ẋ. Tako bi uradio za sve qlanove u
izrazu po svim fluentama i onda sve to sabirao. Na primer, ako ima

x3�ax2 +ax y� y3 = 0, (1)

dobio bi
3x2ẋ�2axẋ +aẋ y +ax ẏ�3y2 ẏ = 0. (2)

To bi opravdao na slede�i naqin. Na x i y bi dodao beskonaqno male
priraxtaje ẋ0 i ẏo i zamenio u jednaqinu (1).

(x + ẋo)3�a(x + ẋo)2 +a(x + ẋo)(y + ẏo)� (y + ẏo)3 = 0, (3)

Sredio bi (3) koriste�i (1), dele�i sa o, a onda zanemario qlanove
koji jox u sebi sadr�e o, jer je ,,o beskonaqno malo”. Tako bi dobio
zaista (2).

On se tu bavio problemima maksimuma i minimuma, nala�eǌa tan-
gente, krivine, povrxina, du�ina lukova. Svi se ti problemi svode
na dva problema.

Problem 1. Ako je poznat pre�eni put u svakom trenutku vremena,
na�i brzinu u svakoj taqki.

Problem 2. Ako je poznata brzina u svakoj taqki, na�i pre�eni put
u svakoj taqki.

Vidimo da se radi o dva inverzna problema. Problem nala�eǌa
tangenti, ekstremnih vrednosti i krivine, svodi se na prvi problem.
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Imamo krivu u ravni datu jednaqinom f (x, y) = 0. Kako je x(t +o)�
x(t ) = ẋo (na slici umesto x(o) treba da stoji x(t )) i y(t +o)� y(t ) = ẏo
i kako je o beskonaqno malo, mo�e se smatrati da trougao koji je
izdvojen na slici sliqan trouglu koji qine taqke preseka tangente i
x-ose, (x(t ),0) i P (t ), te je

t g γ= ẏo

ẋo
= ẏ

ẋ
.

Naravno, ẏ
ẋ se mo�e na�i ranije navedenim algoritmom. Ekstremna

taqka je data sa ẏ
ẋ = 0, dok je ǋutn pokazao da je polupreqnik krivine

ρ dat sa

ρ =
(
1+ (

ẏ/ẋ
)2

)3/2

(
ÿ/ẋ2

) .

Godine 1687. ǋutn je objavio svoje ,,Matematiqke principe prirod-
ne filozofije”. To je svakako jedno od najznaqajnijih nauqnih dela
ikada. Put koji je doveo do ǌegovog objavǉivaǌa je bio zanimǉiv i
nimalo jednostavan. Ne�emo se ǌime baviti zbog nedostatka vremena,
navedimo samo kao zanimǉivost da se, da bi obezbedio objavǉivaǌe
tog dela, Edmond Halej (svi smo quli za Halejevu kometu) obavezao
da �e on finansirati izdaǌe tog dela. Naime, Kraǉevsko druxtvo
je praktiqno bankrotiralo izdaju�i ,,Istoriju riba”, delo koje se
uopxte nije prodavalo. Poxto je Halej obezbedio xtampaǌe ǋut-
novog dela, dobio je na poklon od druxtva 50 primeraka te kǌige koju
niko nije �eleo da kupi. Smatra se da je prvo izdaǌe imalo oko 300
primeraka.
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Glavni problem je bio da se na osnovu zakona univerzalne gra-
vitacije, po kome sila gravitacije opada sa kvadratom rastojaǌa, us-
tanove Keplerovi zakoni, posebno da se planete kre�u po elipsama sa
Suncem u jednoj �i�i. Postojao je i ozbiǉan tehniqki problem kako
pri ovim razmatraǌima redukovati tela, na ono xto sada zovemo,
materijalnu taqku – kako pokazati da se mo�e pretpostaviti da je
sva masa, na primer, Zemǉe skupǉena u taqku. ǋutn je uspeo da
razrexi te i druge probleme, poput kretaǌa tela kroz sredinu koja
je pru�ala otpor (dakle, ne kroz vakuum). Sam naziv dela daje i
kritiku ranije Dekartove filozofije koja nije odgovarala fiziqkoj
stvarnosti. Ovde se radi o matematiqkim principima a ne o qisto
filozofskom razmixǉaǌu.

Samo delo je napisano u geometrijskom duhu, tu se praktiqno fluk-
sije i ne pojavǉuju. No, na samom poqetku dela nalazimo, posle os-
novnih zakona (ǋutnovih zakona kako ih sada zovemo) 11 matematiqkih
lema. Zapravo prva glava prve kǌige (delo se sastoji od tri kǌige)
nosi naziv Metod prvih i zavrxnih odnosa veliqina pomo�u kojih dokazu-
jemo tvr�eǌa koja slede.

Ovih 11 lema su razmatrali mnogi autora tokom vixe od 300 godi-
na od pojavǉivaǌa ǋutnovog dela. Zanimǉivosti radi, 1995. godine
su izaxle qak qetiri kǌige koje se bave ǋutnovim Principima. Mi
�emo pokuxati samo ukratko da ka�emo o qemu se ovde radi.

Lema I

Veliqine, ili odnosi veliqina, koji u svakom konaqnom vremenu konvergiraju
neprekidno ka jednakosti, i pre isteka tog vremena se pribli�avaju bli�e
jedna drugoj od svake date razlike, postaju napokon jednake.

Dokaz sledi

Ako to odriqete, pretpostavite da su napokon razliqite i neka je D ǌi-
hova krajǌa razlika. Onda se one ne mogu prima�i vixe jednakosti nego xto
je ta data razlika D; xto je suprotno pretpostavci.

Vidimo da ovde imamo neki oblik limesa, odnosno zakǉuqak da ako
imamo dve veliqine qija razlika te�i 0, onda se ǌihove graniqne
vrednosti jednake (sadaxǌim jezikom reqeno). Pretpostavǉa se ’ko-
naqno vreme’ da veliqine ne bi postale beskonaqno velike. Ovo je
samo komentar, ne i ozbiǉna diskusija, vidimo da mogu da postoje
razne primedbe na ovo zakǉuqivaǌe.

Lema II de facto govori o postojaǌu integrala monotone funkcije.

Ako se u datu figuru AacE , koju ograniqavaju prave linije Aa, AE i kriva
acE upixe ma koji broj paralelograma Ab, Bc, C d , itd. nad jednakim bazama
AB , BC , C D, itd. i stranicama Bb, C c, Dd , itd. paralelnim stranici Aa
figure; i paralelogrami aK bl , bLcm, cMdn, itd. se kompletiraju: tada ako
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se pretpostavi da se xirine paralelograma smaǌuju, i ǌihov broj pove�a do
beskonaqnosti, ka�em da �e zavrxni odnosi koje �e upisana figura AK bLcMdD,
opisana figura AalbmcndoE i krivolinijska figura AabcdE imati jedna
prema drugoj biti odnosi jednakosti.

Dakle, tvrdi se da koliqnici ovih povrxina te�e ka 1, pa se time
implicitno tvrdi i da sve povrxine te�e ka istoj vrednosti. Dokaz
nije te�ak. ǋutn konstatuje da je razlika izme�u suma povrxina
opisanih i upisanih pravougaonika (on naravno ka�e paralelograma)
jednaka povrxini pravougaonika ABl a, ali ta povrxina te�i ka nulu
kada se AB neograniqeno smaǌuje. Dakle, on zapravo pokazuje da raz-
like ovih povrxina te�e nuli, pa onda dobija tra�eno uz pomo� prve
leme.

Slede�a lema govori da se sliqno mo�e zakǉuqiti i ako osnove
nisu jednake. Zapravo na gorǌoj slici to vidimo. Tu se pretpostavi
da je najve�a osnova AF , pa opet razlika bude maǌa od povrxine
pravougaonika AF f a, koja opet te�i nuli.

Lema IV poredi dve figure poput ovih sa prethodne slike, od kojih
je jedna uve�ana u odnosu na drugu i tvr�eǌe je da ako se odnosi suma
upisanih povrxina pravougaonika pribli�avaju nekoj vrednosti, onda
�e odnosi i tih povrxina biti jednaki toj vrednosti. Ovde vidimo
neka jednostavna svojstva integrala (ali monotone funkcije). Lema
V nam tako�e ne predstavǉa problem, ona ka�e da su odgovaraju�e
strane sliqnih figura, bilo krivolinijskih bilo pravolinijskih,
proporcionalne jedna drugoj i da se povrxine sliqnih figura odnose
kao kvadrati odgovaraju�ih stranica.

No, kasnije leme su slo�enije i vixe bi vremena odnelo da pokuxa-
mo da ih protumaqimo. Recimo samo da postoje jaki argumenti da se
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u ǌima prepozna definicija izvoda funkcije, da se odre�uje izvod
sinusa (zapravo da se pokazuje da t g x

x i cos x te�e istoj vrednosti kada
se x pribli�ava 0, a poxto se zna da se cos x pribli�ava 1, onda imamo
i poznati rezultat da sin x

x te�i ka 1, a to naravno odgovara rezultatu
da je izvod sinusa jednak kosinusu). Tako�e se me�u tim lemama krije
i razmatraǌe drugog izvoda, a i ǋutn-Lajbnicova formula.

ǋutn jeste bio svestan problema u vezi ǌegovih krajǌih odnosa.
Poxto on tu, de facto, razmatra limese oblika 0

0 ; on pokuxava da ob-
jasni da to mo�e da postoji mada se, jasno, ne mogu direktno zameniti
vrednosti. Biskup �or
 Berkli je bio veliki, ali i dobronameran
kritiqar tih i sliqnih, neprecizno definisanih pojmova i te kri-
tike su svakako ozbiǉno shvatane i u daǉem su qiǌeni pokuxaji da se
stvari poprave. Naravno, posle dosta vremena smo doxli i do dobro
zasnovanog pojma limesa, ali ǋutn jeste te stvari anticipirao.

Lajbnic
Gotfrid Vilhelm Lajbnic (1646–1716) ro�en je u Lajpcigu u pro-

testantskoj porodici me�u qijim je daǉim precima sigurno bilo i
Slovena. Da li je bax bio lu�iqki Srbin ili ne, ne�emo ovde
raspravǉati. ,

Slika 7: Lajbnic

ǋegov otac, Fridrih Lajbnic (1597–1652), bio je profesor filo-
zofije morala na univerzitetu u Lajpcigu i imao je bogatu biblio-
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teku gde je mladi Lajbnic rano mogao da poqne sa svojim obrazova-
ǌem. Studirao je filozofiju i pravo na univerzitetima u Lajpcigu,
Jeni i Altdorfu. Xto se matematiqkih znaǌa tiqe, tu je imao samo
elementarno obrazovaǌe. No, rano je zamislio projekat konstruk-
cije matematiqkog jezika pomo�u koga bi se deduktivno zakǉuqivaǌe
moglo izvoditi. Te ǌegove ideje su anticipirale kasniji razvoj al-
gebre logike u XIX veku. Taj program on nikada nije ni napustio,
te i na ǌegova kasnija matematiqka istra�ivaǌa treba gledati u tom
svetlu. Poxto je 1666. doktorirao na univerzitetu u Altdorfu, uxao
je u slu�bu nadbiskupa u Majncu. Polo�aj nadbiskupa u Majncu je
bio izuzetno va�an u Svetom rimskom carstvu. Naime, nadbiskup u
Majncu je bio jedan od sedam ǉudi koji su birali cara.

Lajbnic je godine 1672–1676. proveo u diplomatskoj misiji u Fran-
cuskoj. Naime, nemaqke dr�ave su bile priliqno oslabǉene posle
tridesetogodixǌeg rata (1618–1648) i zapravo je Carstvo postojalo
samo na papiru. Bilo je mnogo dr�ava i teritorija koje su mogle
da odr�avaju svoju vojsku. Stoga je postojala opasnost od ujediǌene
Francuske i agresivne politika kraǉa Luja XIV (,,Kraǉ Sunce”). Laj-
bnicova ideja, koju je izlo�io u Consilium Aegyptiacum, je bila da se
pa�ǌa Francuske sa Nemaqke i Holandije skrene na turski Egipat,
da je to ono xto bi trebalo da interesuje jednog hrix�anskog kraǉa.
No, kada je stigao u Pariz, nije mu bio dozvoǉen prijem kod kraǉa,
a jedan od kraǉevih ministara mu je rekao da krstaxki ratovi nisu
vixe interesantni. Zapravo je ve� tada Luj XIV rexio da izvrxi
invaziju na Holandiju, na naciju ,,prodavaqica riba i trgovaca” po
ǌegovim reqima.

No, Lajbnicov dolazak u Pariz mu je omogu�io da upozna mnoge
znaqajne nauqnike, a posebno holandskog nauqnika Hajgensa, koji je
�iveo u Parizu od 1666. do 1681.

Slika 8: Kristijan Hajgens (1629–1695)
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Hajgens je bax u to vreme pripremao svoje znaqajno delo Holorogium
Oscillatorium, koje je bilo posve�eno raznim fiziqkim i matematiqkim
aspektima kretaǌa klatna. On je video da Lajbnic ima talenta, ali
da je slabo matematiqki obrazovan, te ga je uputio u to xta da uqi.
Godine 1673. nova diplomatska misija odvela je Lajbnica u Englesku.
Radilo se o sugestiji nadbiskupa Majnca da engleski kraǉ posre-
duje u sukobu Francuske i Holandije. U svakom sluqaju, Lajbnic
je upoznao Nemca Oldenburga (koga smo ve� spomenuli) i uz ǌegovu
pomo� mnoge znaqajne nauqnike Engleske. Zapravo, on je u Kraǉevskom
druxtvu dobio priliku da prika�e rad svoje maxine za raqunaǌe,
koja je bila unapre�eǌe u odnosu na Paskalovu po tome xto je mogla
da vrxi i mno�eǌe i deǉeǌe. Malo zbog te maxine, a vixe zbog veza
koje je Oldenburg imao, Lajbnic je uspeo da postane qlan Kraǉevskog
druxtva. Od 1676. godine Lajbnic je u slu�bi Ku�e Hanover, samim
tim, na samom kraju, i u slu�bi engleskog kraǉa �or
a I.

U periodu 1672–1673. Lajbnic se bavio redovima. Posebno mu je
bilo zanimǉivo da razmatra numeriqke nizove razlika, tj. nizove (bn)
za koje je

b1 = a1�a2, b2 = a2�a3, b3 = a3�a4, . . .

za neki niz (an). Naravno, tada je lako mogao da na�e sumu b1+b2+� � �+
bn = a1�an+1. Ova jednostavna ideja mu je kasnije pomogla i u razvoju
diferencijalnog raquna, po ǌegovim sopstvenim reqima. Prvi primer
na kome je primenio ovaj postupak je, dobro nam poznati red

°8
n=1

2
n(n+1) .

Naime, 2
n(n+1) = 2

n � 2
n+1 , te se lako dobija da je suma reda jednaka 2.

Dakle ove, kako ih sada zovemo ,,teleskopske sume” su mu bile posebno
znaqajne. S tim u vezi, formirao je ‘harmonijski trougao’ (Paskalov
trougao se zove i ‘aritmetiqki trougao’):

1

1

2

1

2

1

3

1

6

1

3

1

4

1

12

1

12
1
4

1

5

1

20

1

30
1

20
1
5

1

6
1

30

1

60

1

60

1

30

1

6

1

7
1

42
1

105

1

140

1

105

1

42

1

7

Ovaj se trougao formira pomo�u razlika. Naime n+1-va ’dijagonala’
ima qlanove koji su razlike odgovaraju�ih qlanova n-te ’dijagonale’.
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Na primer: 1
20 = 1

4 � 1
5 i 1

42 = 1
30 � 1

105 . Stoga je suma brojeva u n-toj
dijagonali zapravo teleskopska suma pomo�u dobijena od brojeva u
prethodnoj, te je ta suma jednaka broju na poqetku prethodne dijago-
nale. Na primer,

1

4
+ 1

20
+ 1

60
+ 1

140
+ � � �= 1

3
,

1

5
+ 1

30
+ 1

105
+ � � �= 1

4
, itd.

Godine 1673. Lajbnic se sreo sa idejom takozvanog karakteristiqnog
trougla qitaju�i Paskalova Lettres de ‘A. Detonville iz 1659. godine. U
ovim pismima je Paskal

Slika 9: Blez Paskal (1623–1662)

prikazao razne rezultate o kvadraturama. Amos Detonville je zapravo
anagram od Louis de Montalte (uz izjednaqavaǌe v i u), pseudonim koji je
Paskal koristio u svojim ,,Pismima iz provincije”. Paskal je u tom
konkretnom problemu razmatrao infinitezimalni trougao pridru�en
taqki na krugu, ali je Lajbnic tu ideju generalizovao.

U proizvoǉnoj taqki P na krivoj y = f (x) postavǉena je tangenta i
formiran je taj ’karakteristiqni (krivolinijski) trougao’ koji qine
beskonaqno mali pomeraj du� x-ose, tj. d x, beskonaqno mali pomeraj
du� y-ose, tj. d y i beskonaqno mali pomeraj du� same krive d s. Sa
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t je oznaqen deo tangente od te taqke do preseka sa x-osom, a sa n
deo normale od te taqke tako�e do preseka sa x-osom. Sa s, odnosno
σ je oznaqena projekcija tangente t na x-osu (podtangenta), odnosno
normale n na x-osu (podnormala).

Poxto se radi o infinitezimalnom trouglu, mo�e se smatrati da
se kriva u tom beskonaqno malom delu poklapa sa tangentom te mo�emo
smatrati da se trougao sa stranicama d x,d y,d s poklapa sa trouglom
PQR, koji je sliqan i trouglu UV P i trouglu PV W . Stoga je

d y

d x
= σ

y
i

d s

d x
= n

y
.

Lajbnic je, da bi imao konkretan problem, pretpostavio da je pod-
normala (σ) obrnuto proporcionalna ordinati, tj. pretpostavio je da
je σ= a2/y. Tada iz prve relacije dobija

»
y2d y =

»
a2d x,

qime dobija da kriva ima jednaqinu y3/3 = a2x te konstatuje da je kriva
sa navedenom osobinom kubna parabola.

Iz druge relacije dobija
»

yd s =
»

n d x,

xto daje formulu za povrxinu tela koje se dobija obrtaǌem krive oko
x-ose.

Tokom 1675. Lajbnic je napravio suxtinske korake koji su ga doveli
do formulacije metoda koji se, u nexto promeǌenoj formi i sada
koristi. U tu svrhu su mu posebno bili znaqajni karakteristiqni
trougao i posmatraǌe povrxine ispod krive kao sume beskonaqno mnogo
traka.

Lajbnic je zamislio deǉeǌe x-ose ispod zadate krive na beskonaqno
mnogo beskonaqno malih intervala qiji su krajevi x1, x2, x3, . . .. Dife-
rencijal je definisao kao d x = xn+1� xn. Na samoj krivoj imamo odgo-
varaju�e taqke s1, s2, s3, . . ., kao i ordinate y1, y2, y3, . . . na y-osi, kao i
diferencijale d s = sn+1� sn, d y = yn+1� yn. Karakteristiqni trougao
je izdvojen na slici i ima strane d x,d y,d s, a videli smo ve� da
mo�emo smatrati da je sliqan trouglu koji formiraju s, y, t (oznake
sa prethodne slike). Stoga je t g γ = d y

d x , gde je sa γ oznaqen ugao koji
tangenta u datoj taqki zaklapa sa x-osom. Povrxina ispod krive je
unija traka yd x. Lajbnic je u poqetku koristio Kavalijerijev sim-
bol omn. ali je kasnije, verovatno na sugestiju Johana Bernulija (od
koga potiqe i naziv integralni raqun), prexao na oznaku

³
kao iz-

du�enu varijantu slova s, a naravno od reqi suma. Prvo Lajbnicovo
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publikovano pojavǉivaǌe oznake diferencijala je bilo 1684, a inte-
grala 1686. godine.

Simboli d i
³
mogu se primeǌivati vixe puta te se tako mo�e pos-

matrati i, na primer, dd x, koje je beskonaqno malo u odnosu na d x. Za
d ponovǉeno n puta koristio se simbol d n, pa je n-ti diferencijal
od x bio d n x. Izraz d y

d x kod Lajbnica ne treba smatrati izvodom
funkcije, nego prosto odnosom diferencijalnih veliqina d y i d x.
To olakxava algebarske manipulacije diferencijalima. Na primer
,,lanqasto pravilo”, tj. izvod slo�ene funkcije se mo�e videti kao
prosta manipulacija razlomcima:

d y

d x
= d y

du

du

d x
.

Ako se y posmatra kao zavisna promenǉiva od x u kojoj se uzima da
su xn ekvidistantne, tada je d x konstantno, pa je d 2x = dd x = 0 i svi
ostali diferencijali od x vixeg reda nestaju. Za raqunaǌe d(x y)
koristio je formulu

d(x y) = (x +d x)(y +d y)�x y = xd y + yd x +d xd y,

a potom je, bez daǉeg obrazlo�eǌa, izostavio d xd y kao beskonaqno
malu vixeg reda. Naravno, iteracijom ovog postupka, ako je y = x
mo�e se dobiti i d(xn) = nxn�1d x. Za racionalne izlo�ioce, tj. za
sluqaj y = xa/b, posmatrao je izvedenu jednakost yb = xa, primenio
prethodno pravilo, te dobio byb�1d y = axa�1d x, te je odatle izveo
da je d(xa/b) = a

b x
a�b

b d x. Lajbnic je svoja pravila za diferencijalni
raqun objavio u radu u qasopisu Acta Eroditorum, qiji je on bio i jedan
od urednika, 1684. godine, sa dugaqkim naslovom u kome se de facto
opisuje xta se sve mo�e uraditi ǌegovim korix�eǌem: Nova methodus
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pro maximis i minimis, itemque tangentibus, quae nec fractas nec irrationales quan-
titates moratur et singulare pro illis calculi genus. Lajbnic se veoma trudio
da reklamira svoje ideje, komunicirao je sa mnogim matematiqarima
van Britanije i to je, uz jednostavniji i boǉi zapis od ǋutnovog,
svakako doprinelo velikom xireǌu ǌegovog pristupa van Britanije.

Devedesetih godina XVII veka, kao i u prvim dekadama XVIII jedna od
glavnih oblasti istra�ivaǌa u Lajbnicovom kalkulusu sastojala se
u razvoju pravila za diferenciraǌe i integraciju transcendentnih
funkcija – trigonometrijskih, logaritma i eksponencijalne funkcije.
Johan Bernuli je tu bio posebno aktivan. Doxao je do pravila za,
kako ga je nazivao, ’eksponencijalni kalkulus’:

d(lnu) = du

u
, d(uv ) = vuv�1du +uv lnud v.

Lajbnic je
³

yd x video kao ’sumu’ beskonaqnog niza traka (pravo-
ugaonika) yd x. Iz rada sa redovima znao je da se suma reda mo�e
dobiti pomo�u nizova razlika. Da bi redukovao

³
yd x na sumu raz-

lika, treba da na�e z tako da je d z = yd x (setite se nizova (bn) i (an):
treba sumirati bn a zna se da je bn = an �an+1). Tako da zakǉuquje da
je »

yd x =
»

d z = z.

Kada je otkrio tako inverznu prirodu diferenciraǌa i integracije,
odmah je mogao da na�e i pravilo za parcijalnu integraciju. Naime,
iz d(x y) = xd y + yd x sledi

x y =
»

d(x y) =
»

xd y +
»

yd x.
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Ojler

Slika 10: Leonard Ojler

Leonard Ojler (1707–1783) je bio uqenik Johana Bernulija i si-
gurno je najpoznatiji xvajcarski matematiqar, a mo�da i najplod-
niji matematiqar u istoriji matematike. Kako je on najve�i deo
svog radnog veka proveo u Rusiji, mo�emo ga smatrati i ruskim mate-
matiqarom. Matematiku je uqio od Johana Bernulija i dru�io se sa
ǌegovim sinovima Nikolom i Danijelom. Uz podrxku Bernulijevih,
dobio je poziciju u Petrogradu 1727. godine. Ojler je bio svestrano
obrazovan i zapravo je dobio mesto na medicini i fiziologiji, kas-
nije na prirodnoj filozofiji. No, Nikola Bernuli je umro 1726, a
Danijel se 1733. iz Petrograda preselio u Bazel i Ojler tako ostaje,
u svojoj 26-oj godini najznaqajniji matematiqar u Petrogradu.

Zapoqnimo najpre Ojlerovim doprinosom matematiqkoj notaciji.
On je uveo i promovisao korix�eǌe slova e za bazu prirodnog loga-
ritma. Simbol π jeste korix�en i ranije, ali ga je Ojler znaqajno
promovisao. Pred kraj �ivota je uveo i simbol i za koren iz �1.
Zanimǉivo je da ga je ranije koristio za oznaku beskonaqnosti, pa
je tako pisao i ex = (

1+ x
i

)i , gde je i beskonaqni broj. U elementarnoj
geometriji je tako�e imao znaqajan doprinos u notaciji. Stranice
trougla je oznaqavao sa a,b,c, a odgovaraju�e uglove sa A,B ,C , dok je
sa R,r, s oznaqavao polupreqnike opisanog i upisanog kruga i poluobim
trougla. Od drugih oznaka treba navesti da je Σ koristio za sumu, a
da je sa f (x) je oznaqavao funkciju.

U svom delu ,,Introductio in Analysin Infinitorum” iz 1748, koje daje os-
nove matematiqke analize, uveo je funkciju od promenǉive veliqine
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kao ‘bilo koji analitiqki izraz saqiǌen od te promenǉive veliqine i
brojeva ili konstantnih veliqina’. Jasno je da takva definicija nije
precizna, no poslu�ila je Ojlerovoj svrsi – forsirao je analitiqki
pristup, pa i u radu sa trigonometrijskim funkcijama; sinus je zadat
preko reda sin z = z� z3

6 + z5

120 �+ � � �. Na primer, jox je u pismu Johanu

Bernuliju iz 1740. naveo formulu ex
?
�1 +e�x

?
�1 = 2cos x.

Poka�imo sada kako je Ojler naxao sumu reda
8̧

k=1

1

k2 . Po�imo od

slede�e qiǌenice: ako su x1, x2, . . . , xn nule polinoma p(x) = 1+a1x+a2x2+
� � �+an xn, onda je

1

x1
+ 1

x2
+ � � �+ 1

xn
=�a1.

Nije se texko uveriti da je ovo taqno. Naime, ako je

1+a1x +a2x2 + � � �+an xn = 0,

deǉeǌem sa xn dobijamo

1

xn +a1
1

xn�1
+a2

1

xn�2
+ � � �+an = 0.

Ako je y = 1
x , onda iz yn+a1 yn�1+a2 yn�2+� � �+an = 0 i Vijetovih formula

dobijamo y1 + y2 + � � �+ yn =�a1, tj.

1

x1
+ 1

x2
+ � � �+ 1

xn
=�a1.

Ojler sada ovo ekstrapolira na funkciju sinus. Naime, na osnovu
razvoja u red:

sin z = 0 i z > 0 akko 0 = 1� z2

3!
+ z4

5!
���� .

Smenom w = z2 dobija se

0 = 1� w

3!
+ w2

5!
� w3

7!
+ � � �

Po analogiji sa konaqnim sluqajem, ako su nule ovog reda w1, w2, . . .
(xto su zapravo kvadrati nula sinusa), onda je

1

w1
+ 1

w2
+ 1

w3
+ � � �=�(� 1

3!
) = 1

6
.

No, znamo da su pozitivne nule sinusa π,2π,3π, . . ., pa su ove nule za-
pravo π2, (2π)2, (3π)2, . . .. Stoga dobijamo

1

π2 + 1

22π2 + 1

32π2 + � � �= 1

6
,
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odnosno 1
12 + 1

22 + 1
32 +� � �= π2

6 . Ojler je naxao sume
8̧

k=1

1

k2l
za sve l P {1,2, . . . ,13}.

Na primer, dobio je

8̧

k=1

1

k26 = 224 �76977927 �π26

27!
.

Navedimo i Ojlerov dokaz beskonaqnosti skupa prostih brojeva
korix�eǌem divergencije harmonijskog reda.

Pretpostavimo da postoji samo konaqno mnogo prostih brojeva i
neka su to p1, p2, . . . , pk . Neka je n neki prirodan broj. Tada je

n = pα1
1 pα2

2 � � �pαk
k ,

za neke αi ¥ 0. Uzmimo α= max{α1, . . . ,αk }. Posmatramo proizvod

P =
(
1+ 1

p1
+ � � �+ 1

pα
1

)(
1+ 1

p2
+ � � �+ 1

pα
2

)
� � �

(
1+ 1

p1
+ � � �+ 1

pα
k

)
.

Jasno je da se u razvoju ovog proizvoda u zbir pojavǉuju svi brojevi
od 1 do 1

n , te je P > 1+ 1
2 + � � �+ 1

n . No,

P <
(

1+ 1

p1
+ 1

p2
1

+ � � �
)(

1+ 1

p2
+ 1

p2
2

+ � � �
)
� � �

(
1+ 1

pk
+ 1

p2
k

+ � � �
)

= 1

1� 1
p1

� 1

1� 1
p2

� � � 1

1� 1
pk

= p1

p1�1
� p2

p2�1
� � � pk

pk �1
.

Dakle, dobili smo da je

1+ 1

2
+ � � �+ 1

n
< p1

p1�1
� p2

p2�1
� � � pk

pk �1
,

no, kako izraz na desnoj strani ne zavisi od n dobijamo da je suma
1+ 1

2 + � � �+ 1
n ograniqena, a znamo da to nije taqno. Stoga mora postojati

beskonaqno mnogo prostih brojeva. Ojler je mnogo eksperimentisao
sa beskonaqnim redovima, ali o tome ne�emo sada pisati.

U pismu Goldbahu iz 1746. Ojler je naveo slede�i zanimǉiv rezul-
tat: i i = e�π/2. Naime, iz Ojlerove formule e iθ = cosθ+ i sinθ za θ =π/2
dobija se da je e iπ/2 = i . Stoga je

i i = (e iπ/2)i = e i 2π/2 = e�π/2.

Zapravo, Ojler je 1749. pokazao da se svaki kompleksan stepen kom-
pleksnog broja, tj. (a + bi )c+di mo�e izraziti u obliku p + qi . Ovaj
aspekt Ojlerovog rada je zanemaren i priqa o realnim vrednostima i i

se ozbiǉnije razmatrala tek u XIX veku.
Nemogu�e je i pribli�no navesti sve Ojlerove ideje i rezultate

iz teorije obiqnih i parcijalnih diferencijalnih jednaqina, raquna
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konaqnih razlika, eliptiqkih integrala, specijalnih funkcija i dru-
gih oblasti. U vezi notacije navedimo jox ǌegovu oznaku[

p

q

]
= p(p�1) � � � (p�q +1)

1 �2 � � �q ,

koja je, evidentno preteqa moderne oznake
(p

q

)
.

Za kraj navedimo i Ojlerov dokaz male Fermaove teoreme, koja ka�e
da je, ako je p prost broj, koji ne deli ceo broj a, onda p deli ap�1�1.

On je zapravo dokazao da p | (ap �a) za sve a , indukcijom po a. Na-
ravno da je tvr�eǌe taqno za a = 1. I, ako pretpostavimo da je taqno
za a, lako se poka�e za (a + 1)p � (a + 1) (naravno koristimo moderne
oznake u dokazu radi kra�eg zapisa):

(a +1)p � (a +1) = ap +
p�1̧

k=1

(
p

k

)
ak +1�a�1 = ap �a +

p�1̧

k=1

(
p

k

)
ak .

Kako p | (p
k

)
za sve 1¤ k ¤ p�1, rezultat sledi iz induktivne hipoteze.

Godine 1736. Ojler je objavio rad za koji se smatra da je prvi rad
iz oblasti teorije grafova. U tom radu je on dao rexeǌe Problema
o kenigzberxkim mostovima. Naime, u gradu Kenigzbergu koji je bio
znaqajan univerzitetski grad u Istoqnoj Pruskoj, a u kome je dugi niz
godina �iveo i Imanuel Kant, na reci Pregal bilo je sedam mostova
koji su spajali dva ostrva sa kopnom, a i izme�u sebe.

Slika 11: Kenigzberg u sredǌem veku

Problem se sastojao u tome da se ustanovi da li se mo�e pre�i
preko svakog mosta ali taqno jednom. Ojler je problem pojednos-

30



tavio tako xto je i ostrva i obe obale zamenio taqkicama, a mostove
lukovima koji ih povezuju. Tako je dobio graf sa slike.

Slika 12: Kenigzberxki mostovi i pridru�en graf

Ako �elite da pro�ete ivicom svakog grafa taqno jednom, onda u svako
teme ulazite i izlazite paran broj puta sem u sluqaju poqetnog i
zavrxnog temena. Vidimo da u svakom temenu ima po tri luka (stepen
svakog temena je 3). Stoga je nemogu�e pro�i svim mostovima taqno
jednom, bilo da je zahtev da se vratite u poqetnu taqku ili ne. Put
u grafu koji prolazi svakom ivicom taqno jednom, naziva se Ojlerov
put. A Kenigsberg se danas zove Kaliǌingrad i nalazi se u Rusiji.
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