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1 KoHcTpyKIuje 1eHUPOM UM IIECTAPOM

1.1 Popmynamuja npodJjieMa M KJIacUYHA IMUTAHA

Y mKOJIM CMO MMaJM IPUIWKE O3 M3y4aBaMO KOHCTPYKIUje KOje Ce MOry
U3BPIIUTH JEeHUPOM U mectapoM. HapaBHo, Ty ce monpa3ymMmeBa na Jiemup
Huje ’0askmapen’, Tj. Ja HE MOXKEMO OAMEepaBaTU AY:KWHE moMohy nemupa
(6e3 003upa Ha YUHECHUILY T4 JCHUPU KOJU Ce MPOJAjy KAO IIKOJCKA NMPU-
Gop JECY Gaskmapenu). Jlemupu camo ciayske 3a MOBJIAYEHE NPABUX KDPO3
IoBe mare Tadyke. Y BE3U Ca TUM Cy OOODPO MO3HATA TPU KOHCTPYKTWUBHA
npobiema AHTrKe (3a KOjU Cy BEPOBATHO HEKU OJ YUTAJALA U UYJIH).

1. Y aBocTpyuaBame KOIKe. 3a JaTy KOUKy, Hahu KOIKy mBoCTpyko Behe
sampemune. C 063UpOM 1a je 3ampeMWHa KOIKe CTPAHWIE ¢ jeJHAKA a°
3a HaJaxkeme cTpamune b 3a kojy je b® = 2a® moTpeGHO je M MOBOJLHO
KOHCTpyHcaT 6poj /2.

2. Tpucerknuja yraa. Ilatu yrao momenuTtu Ha Tpu jenHaka nena. lobpo
HaM je IO3HATO KaKO Aa IPENOJOBUMO YTrao, a M KaKo Ja AaTy Iy:K IoIe-
JIUMO Ha, TPU jeIHAKA Neja, ajy KaKO MOJEJUTU YIao Ha TPU jeHaKa mena’
[Torazahemo ma ce u TO cBOAM HA TUTARKE KOHCTPYKNOUje OPOja Koju je per-
eme Heke jenHaumbe Tpelier crenena (kao wro je u /2 pememe jemnaunne
3 =2).

3. KBagparypa kpyra. 3a maru kpyr Hahwu KBagpaT uuja je MOBPIIUHA
jenHaka nmoBpmuHU HaTor Kpyra. C 063upoM na je TOBPIIMHA KPYTa MOJIY-
OpeuHnKa r 1aTa (GOPMYJIOM 772, a Ia je MOBPIIMHA KBAIPATa CTPAHUIE a
jemnaka a? pemasame mMpobieMa ce CBOAM Ha KOHCTPYKIW]Y Gpoja /7.

Y oBOM omemKy, YKpaTko heMo omucaTu riiaBHe ajgrebapcke uaeje Koje
ce Hajlasze y OKBUPY mpobieMa KOHCTPYKIHMjEe JCHUPOM U MIECTAPOM U
MOKA3aTu Ja Ce MpBa ABa HaBeNeHa NpobieMa He MOTY PEIIUTU Ha Taj
HAYUH.



CBe KOHCTPYKIMje HapaBHO BPIIMMO y paBHU. Y ®0j hiemo mzabparu
jemuy taurky O u nBe HOpMAaJIHe IpaBe Koje KPo3 By mpoJsiade. Samucanhe-
MO, PAIU JAKIIEr ONKUCA Ia je jefHa XOPU3OHTaJHA , a Apyra BepTUKAJIHA
(ome mpencrasmajy KoopauHaTHe oce). Ha xopumsonrannoj ocu, mzabpa-
hewmo 'ca mecue crpane’ ox tauke O jemny taurky P u cmarpahemo ma mys
OP upencrasiba jenuaudny ay:k. lakme, rauka P he mvmaru koopaunarte
(1,0).

OcHOBHa KOHCTDYKIZja JIEHBUPOM je THOBJaveme mpaBe Kpo3 ase Beh
KOHCTPyHCaHE TadyKe, NOK je OCHOBHA KOHCTDPYKIMja MIECTAPOM IPTAHE
Kpyra ca HEeHTPOM Y jeHOj KOHCTPYUCAHO] TAUYKU KOja IPOJIa3u KPO3 APYTY
KOHCTPYHUCAHY Taudky. Y MPECEKy TaKO KOHCTPYUCAHUX IMPABUX U KPYroOBa,
mobujamo HOBe Tauke. Tauka y paBHU j€ KOHCTPYKTUBUNHA YKOJIMKO Ce MOKE
NOOUTHU MOHABJ/bAKEM OCHOBHUX KOHCTPYKIMja KOHAYHO MHOIO IIyTA.

I[IpumeTnMO na MOkEMO IOCEOHO pa3MaTpaTH M KOHCTPYKIHMje Tadaka
Ha KOODAMHATHUM Ocama. Tako mobujaMo U mojaM KOHCTPYKTUOUIHUX pe-
asHUX OpojeBa. Huje temko yBeputu ce ma Basku ciaenehu cras.

Cras 1. Tauka y paBHu ca koopAuHaTtama (a,b) je KOHCTPYKTUBMAHA aKo 1 CaMo
aKo cy a U b KOHCTPYKTUBUAHN peanHn Bpojesu.

Tauke y paBHI MOKEMO Ia BUAXMO U Kao KOMILIEKCHe BpojeBe Ha CTaH-
napaaH HAUMH.
Cunenehu craB je 3aHUMJIBUB.

CraB 2. KoHcTpykTnbunHm 6pojeBn unHe nosse.

Iokas. Ilajemo mokas 3a peasire OpojeBe. C 0063UpPOM HaA TO KAKO CE U3BOIE
omepaluje ca KOMILUIEKCHUM OpOjeBHMMa, JIAKO Ce MOTOM Ho0uja pe3yisTar u
3a KOMILIeKCcHe OpojeBe. Mu hemo mokasaTu ma peajHU KOHCTPYKTUOWITHUA
OpojeBu umie mormome o R. Y Ty cBpxXy Tpeba moka3aTu aa, ako Cy a U
b koHCTPYKTUOMIHY peasuu OpPojeBu, oHOA Cy TO u Opojesu a+b, a-b, Kao
u 1a je % KOHCTPYKTUOMIIaH 6POj 3a CBAaKM KOHCTPYKTUOMIan 6poj a # 0.

Huwuje Temko yBeputu ce na je ZOBOJLHO OBO IIOKA3aTH KaJa UMaMO IO3U-
TUBHE peaJiHe OpojeBe (HeraTUBHU GPOjEBM CaMO YBOZE BHUIIE CJydajeBa).
Koucrpykmnuja 6poja a + b mara je caemehum nprerom.

R/

b
O R a Q> S >

Hauwme, aro je 6poj a ompeben Taurom (), a 6poj b taukom R, omma
Hajupe Kpo3 Heky Tauxky 1 (TakBy ma je myskuna mysku OT HEKA KOH-



cTpyKTuOMIan 6pOj) HA BEPTUKAIHO] OCH KOHCTPYHUIIEMO IPABY MaPAJIeIHy
XOPU30HTAJIHO] ocu (TO 3HAMO Ha KOHCTPYyHUIIEMO MOMONy Jsemupa u mec-
rapa). [orom kpo3 Tauky R KOHCTPYUIIEMO PaBy MaPAJIEIHY BEPTUKAIHO)]
ocu u y mpeceky mobujamo tauky R'. IloBmaunmo m mpaBy Kpo3 Tauke T u
Q. Ha xpajy mosmaunmo npaBy kpo3 R’ mapanesnny npasoj kpo3 tauke T u
Q. Y mpecery ca XOPU30HTAJIHOM OCOM AOOMjaMO TAuKy S KOja U OAroBapa
opojy a + b.

Yuraonmma ocTaBbaMO & TPOBEPE KAKO CE MO:KE KOHCTPyUCaTu OPoj
a—b.

3a KoHCTpYEKIUjy Opoja a-b rkopuctumo cinenehy npomopumjy: ab: b =
a: 1. EBo uprexa (rauka P o3mauasa mosunmjy Gpoja 1).

Q Q'

IMocrasmamo kpyrose ca nearpoM y O kKoju nposase kpo3 tauke P (koja
oarosapa Opojy 1) u tauxy R (koja omroapa 6pojy b). Y mpeceky mo-
bujamo tauke P’ m R’ ma Bepruraanoj ocu. IIpasa kpo3 R’ mapaJsenna
npaBoj Kpo3 Tauke P’ u (Q cede XOpU3OHTAJNHY OCy y Tauku Q' m Ta Tadka
omrosapa Tauku a - b. Haume, mpaBoyram tpoyriaosu AQOP u AQ'OR'
cy camunm, 1a je OQ : OP' = OQ' : OR', omsocuo a : 1 = OQ' : b. Crora
tauka () 3amcrTa onaroBapa Taudku a - b.

OcraBmaMo yMTAOIUMA 34 BEKOY M8 MOKAKYy KAKO CE€ MOKE KOHCTPY-

1 .
ucatu o axo je a eh KoHcTpyucas. m|

Huje tauno camo 10 ma KOHCTPYKTUOUIHM OpojeBu umHe nornosse ox R.

Cras 3. Ako je no3uTurBaH peanaH 6poj a KOHCTPYKTUBUMIAH, KOHCTPYKTUOUIaH
jen V.

Ilokas. IIpenopyuyjemMo untaonuMa na ce yBepe Ia IPTEX



O/

naje pemewe. OBne tauka P omrosapa, kKao m panuje 6pojy 1, taura @)
6pojy —a, a S je memrap koHCcTpyucamor kpyra. Iy:xmma OO’ omrosapa
6pojy va. O

CraB 4. Heka cy pate tauke A, B, C, D uuje cy koopAnHaTe y HEKOM noTnosby F
nosa R. Taga cy koopAvHaTe Tauaka koje ce fobujajy y npeceky [Be rnpase, [Ba
Kpyra, Uiv npaBe W Kpyra, Koju nponase Kpo3 [Be Off OBMX Tayaka unu y nome F
nan y nomy F(y/r), rae jer € F.

Hoxas. Ilakue, nare cy tauke A(z1,y1), B(x2,y2), C(zs,y3) n D(z4,ys).
Jemmauuna mpase kpo3 Tauke A u B mara je ca:

r — To — X1

y—yr  Y2—ur

IOK je jemHaumHa Kpyra kKoju mMma mentap y C' u nposa3u kpo3 D gara ca:
(x —23)° + (y — y3)® = (34 — 23)% + (g1 — y3)*.

Crora ce Haja:keme MPECEeKa Te MpaBe W TOI KPyra CBOAU Ha PElIaBame
cucTeMa O jeoHe JUHEAPHE U jenHe kBaaparHe jenHauuHe. [locMmarpamem
IIPBO JIMHEApHE jeNHAUNHE, MOYKEMO jeTHY KOODIVWHATY U3Pa3UTU IIPEKO
npyre (unu ce dak nobuja ma je jeqHa KOOpPAMHATA GUKCUDPAHA, MTO OIET
3HAYM [& je U3PaskeHa [PEKO Apyre, CaMoO IPEKO KOHCTAHTHE (YHKIUje)
Y TAKO 3aMEHOM y jemHauwHy Kpyra mnoOujamMo KBaIpaTHY jeIHAYUUHY, a
3HAMO [Oa HHEHO pelaBalke YKbydyje Hajlaskeme KBaAPATHOT KODEHa u3
HEKOI' eJIEMEHTa KOjU je M3PakKeH y OOJIMKY KOJUYHUKA IOJUHOMA IO KO-
epunujeETNMa, a cTrora mpunana nmosy F. Ilakie, HOBe KOOpauHATE CY
wim u3 F unu cy y momy F(+/r), Tme je r Taj 6poj uuju ce KOPEH TPaEKHU y
MOCTYIKY PellaBarma jeQHAYWHE, a CUTYPHO IpuIana mnomy F.

Y caydajy ma mocMaTpaMo TMPECeK OBe mpaBe, CUTyallrja je jomr jen-
HOCTaBHUja, jep pelema MOpajy OpUnagaTé nossy F', mok ce ciydaj mpe-
CeKa OBa KPpyra CBOIU, OAYy3UMAKEM, HA CIIyYaj TPAKEHha PelleHmha CUCTEMA
jenHe nuHeapHe U jeqHe KBaapaTHe jenHaurHe (KBaApaTHU YJIAHOBU fe ce
OIy3UMAaHE€M CKPATUTH ). O

HaBenumo cana HajBasKHU]y TEOpPEMY Yy OBOM OIEJbKY.



Teopema 5. Heka je o KoHCTpykTnbunaH peanan 6poj, koju Hnje nz Q. Tapa
nocToju HM3 notnoska o R

Q=FcFHhHcCcFkcC---CF,=F,
Tako fla o € F, F; = F;_1(\/r7), tRe je r; > 0, r; € Fi_y, \/1; # F;_1. Hakne,
Q) s Q] = 2°
3a Heko s > 1.

Iloxa3. Kao mrTo 3HaMO, HEKa Tayka je KOHCTPYKTUOWIIHA aKO Ce MOKE
[O0OUTH O KOHCTPYKTUOMIIHUX Tadyaka y KOHAYHO MHOTO KOPaKa OJ KOJUX
Cce CBaKM CaCTOjU OJ HaJIaKeHa IpeceKa IBe IpaBe, Wiu Opase u Kpyra. A
peasian 6POj je KOHCTPYKTUOUIAH YKOJIUKO je KOOPAWHATA HEKE KOHCTPYK-
tubunue tauke. Jlaksie, o je koopauHATa Heke Tauke A, Koja je mobujeHa
Ka0 IOCJIeqiha TAYKa y HU3Y. KKao mTo 3HaMO, CBM DAIMOHAJHU OpOjeBuU
ce Mmory koHcTpyucatu moueB oxm 0 m 1. 3aTuMm, eBEeHTyaJsHO, I0IajeMO
KOPEH HEKOT NMO3UTHBHOI PalMOHAJIHOr 6poja ri n mobujamo nome Q(/71),
opu uemy /71 ¢ Q Ha ocmoBy crasa, y cireneheM kopaky, HajBuIme OITO
je morpebHO momaTwm je omer KOpeH Hekor Opoja m3 Q(/T1), Koju ce Ty He
nasasu. llakie, 3amcTa mobmjaMoO HU3 TOJba KAO IITO je HaBeIeHO u o € F,
rae je F' To nocremme nosme. Ho, ¢ o6supom na je F; = Fj_1(\/r;), npu
uemy je r; € Fy_y m /ry # Fj_1, jacHo je na je

[Fz : Fi,ﬂ = 2,

jep je momumoM X? — r; MMHUMAJAH IIOJMHOM EJIEMEHTA, ,/T; HAI IIOJbeM
F;_1. Crora je

[F:Q=[Fn:Fn 1] [Fno1:Fua]---[F1: F)=2"

Ho, xaro o € F, nobujamo na je

re je 3aucra [Q(«a) : Q] = 2° 3a mero s > 1. O

Hanomena 6. Oarosapajyhu pesynarar BaxKy 1 38 KOHCTPYKTUOUIHE KOM-
mwiekcHe 6pojese: ako je a € C\ Q roucrpyrrubuian, ounga je [Q(a) : Q] =
2% 3a HEKO s > 1. ®

Canma Mo:xkeMO ma pemmMo oHa aBa npobuema. IlozabaBumo ce majupe
YABOCTPYUYABAEM KOIKE.

CraB 7. YaBocTpyyuaBatbe Kouke Huje Moryhe nsspwmnti kopuwhewem NCKIbYUMBO
newMpa v Wwecrapa.



JTokas. Bumemn cMO ma ce TO CBOAM HA KOHCTPYKTUOUIHOCT Opoja v/2.
Ho, momuuom X3 — 2 je mepacrasmus Hanx Q. To maMm je 1ako mokasaru
KopumiemeM 3HaWHa U3 MPETXOMHMX KypceBa. Ha mpumep, MOXKEMO KO-
puctuTu Aj3€HMTAjHOB KPUTEPUjYM, UJIU KOHCTATOBATHU Ja MOJUHOM HEMA
pAIIMOHAJIHY HYJIy. Y BEPUTE C€ y OBO.

Taxne, monumonm a(X) = X3—2 je nepacrasmus nan Q u kaxo je a(V/2) =
0, To je a(X) vMunmMagEM TONMMHOM enementa /2, Te je [Q(V/2) : Q] =
dega(X) = 3, mTO MPOTHMBpEYU NPETXOMHO] TEOPEMU, jep 3 HUje CTeleH
TBOjKeE. O

Ia 6bucmo norazainu ga Huje MOryhe M3BPIINTHU TPUCEKIN]Y IPOU3BOJFHOT
yriaa kopumhemeM Jielhupa U IIecTapa, JOBOJHO je IOKa3aTU Oa Ce He
Moske KoHcTpyucaru yrao ox 20°. Hawmme, mobpo HaMm je mo3HaTo na ce
yrao ox 60° MOke KOHCTPYUCATHU JICHUPOM U IECTAPOM, & AKO je MOKA3aHO
na ce yrao on 20° He MOKE€ KOHCTPYUCATU JEHUPOM HU IECTAPOM, TO Ce
HU yrao on 60° He MOKe MOMEJUTU HA TPU jeAHAKA TEJIa.

PasmarpameM je AMHUYHOT KPpyTa, BUIUMO 18 Ce HEMOTr'y NHOCT KOHCTPYK-
nuje yria ox 20° cBoau Ha HeMOTy HOCT KOHCTpYKIMje Opoja cos 20°. Iloka-
JKUMO TO.

CtaB 8. bpoj cos20° Hnje KOHCTpYKTUOUNAH.
Ioka3. Kopucrtuhemo caenehu muenturer
cos 3¢ = 4 cos® p — 3cos p.

Yuraomu 6u Tpebaso ma mpoBepe Kako ce mobuja OBaj WACHTUTET.
CBAKOM CJIy4ajy, ako y3MeMo na je ¢ = 20° mobujamo

1
4 cos® 20° — 3 cos 20° = cos60° = 7

Iaxkie,

cos® 20° — %COS 20° — = =0.

| =

IMocmarpajmo mommaom a(X) = X? — 3X — 1 € Q[X]. Ilokaxmumo ma je on
mepacrasimus HaL Q. C o63upom na je y nuramy noiamHoM tpeher crenena,
IOKa3 Ce CBOIMW Ha MPOBepy aa ju nmojauHoM uMa uyay y Q. To 6u buma u
myna momuroMa 8a(X) = 8X3 —6X — 1. Ho, ako je % € Q jemua mysa Tor
noJuHOMA, npu YeMy je ¢ > 0 1 0Baj pas3ioMar HeCKpaTus, oHna p | —1, a
q | 8 1o mo6Gpo HaM mo3HATOM KpuTepujyMy on panuje. Jlako je npoBepuru
Ia TaKBU P U ¢ HE TOCTOje.

Hobunu cmo na nomuaoMm a(X) muje pacrasmus Han Q, Kako je wmc-
nymeno: a(cos20°) = 0, 3akmyuyjemo ma je a(X) MUHUMAJIHU MOJIUHOM 34
cos 20° man Q, e je [Q(cos20°) : Q] = 3, mro nokasyje na 6poj cos20° uuje
KOHCTPYKTUOUJIIAH. O



OsBaj pesyarar HaM [OKasyje Oa JEHBUPOM U IIecTapoM Huje Morylie
KOHCTpyucaTtu npaBuinu 18-oyrao. Hawmme, jacHOo je ma ce KOHCTPYKIHja
MPABUIIHOT N-TOYTJIa MOYKE CBECTU HA KOHCTPYKIU]Y MEHTPAJHOT yIJa HaI
BErOBOM CTPAHUIIOM, & TO je yrao O %, OHOCHO y HAIEeM CJIy4ajy, TO
je yrao ox 20°.

1.2 Hampenmnuja nurama

Cunenehu pe3ynTar je HEMTO TEXM 38 TOKA3.

CraB 9. [lomohy newupa 1 wecrtapa Huje moryhie KOHCTpyMcaTu NpaBuUAHU Cefl-
MOyrao.

IToka3. Kao mro je Beh peueno, moka3 ce CBOOM HAa HEMOI'YNHOCT KOH-

cTpyknuje 6poja cos & (cama hiemo, 360r kpaher 3anuca, kopucturu panu-

7
jame). Hera je ¢ = 005277r + i sin 27” IIpumerumo ma je ( 3ampaBo ceamMu

xopen u3 jenuuune: (7 = 1. Kaxo je ¢ # 1, nobujamo na je
CHC+ P HE+CHC+L=0.
Ioxenumo oBy jemmaxocT ca (3. Ilo6ujamo

1 1 1

z§+2<2c03277r>.

oBomHO je, makie, ma MOKa:KeMO Ha z HUje KoHCTpykrmbummaan. Ho,

z3=<3+1+3<<+1),

[Ipumernmo na je

& ¢
Te je
G+ 1 =2% -3z
IE
Ha canuan mauun
2A=C+2+ 1
= @
Te je
<2 + i _ 22 )
&

Crora u3 jenHauune nobujamo
23—3z+22—2+z+1:0,

Tj.

P42 —22—-1=0.



Hokaxumo ma je nommaom a(X) = X3+X2—-2X 1 € Q[X] nepacrasmus Haa
Q. Kao u mpe, noBo/mHO je moka3aru na oH HeMa Hyaa y Q. Yromauro je g €
Q meka HyJ1a OBOT OJIMHOMA, IPU YeMy je ¢ > 0 1 0BO HECKPATUB Pa3IOMaK,
OHZa OHa Mopa Outwm mcmymeno: p | —1, ¢ | 1, Tj. g € {-1,1}. Ho, nako
ce TpoBepU na OBO HuUCY Hyise moiuuoMa a(X), Ia OH HUje PACTABILUB
vang Q. Crora je oH MUHUMAJHU TOJMHOM 3a €JIEMEHT z. Kako je Taj
MIOJIMHOM CTEIeHa 3, Taj €JIEeMEHT HUje KOHCTPYKTUOmIIaH, mTO je Tpedaso
" OOKa3aTH. O

JoraskmMo cana jauyu pesyiaTaTr ol OBOL.

Cras 10. Axo je p HenapaH npocT 6poj 1 ako je Mmoryhe KOHCTpyMcaTn nNpasunaH
p-yrao, onfia je p Gepmaos npoct 6poj, Tj. NpocT 6poj obnuka p = 22" + 1 3a Heko
n > 0.

Ioxa3s. IlocmaTpamo moJIUHOM

a(X)=XP 4 XP 2 4 X 41
[To mpernocrasmu je Gpoj ¢ = e roucTpykTubmtan (1,(,...,(P~ ! uune
TeMeHa NmpaBuUIHOr p-Toyria). Baxu na je (P =1 u, karo je ¢ # 1, 10 je
a(¢) = 0. Ilomuuom a(X) € Q[X] je HepacTaB/bUB AKKO je HEPACTABJHUB
monuuoM a(X + 1). Kaxko je

(X - Da(X) = X 1,

TO je
p p—1
Xa(X+1)=(X+1)P 1= (pfk)xpk 1= <pfk)xp’f.
k=0 k=0
Crora je

a(X +1) = XP~1 4 pXxP~2 4 (§>Xp—3 + -+

Kako 3a cee 1 < k < p— 1 Basku na p | (Z)’ p>fpuptl, To je mommEOM
a(X 4 1) vepacrasmus no AjsenmrajuoBoMm kpurepujymy. Crora je a(X)
muHIMAasHEE moaurHoM ereMenTa ¢ u [Q(() : Q] = dega(X) = p — 1. Kaxo je
¢ roHCcTpyKTUOUMIAH OpOoj, mobujamo ma je p — 1 = 2™ 3a HEKUM NPUPOIAH
6poj m. Hera je m =2"(2l+ 1) 3ameke n >0 u !l > 0. Axo | # 0, onzna je

p= 27n + 1= 22“(2[—0—1) 4 1= (22" + 1)(227l21 _ 22“(2[—1) + .. + 1),

Te p He Gu 6mo mpoct Gpoj. Crora mopa GuTu p = 22" 4 1 3a Hexo n > 0,
Tj. p je PepMaoB mpoct OpPOj. O

Hanomena 11. Axo je F,,: = 22" 41, onna 3HaMO 1a Cy OBO IPOCTH GpOjeBu
3an = 0,4. Hucy mosuatu apyru $epmaosu npoctu 6pojesu. [locebno, 3a
n = 2 umamo na je Fy = 17. T"ayc je mokazao, kana je umao 19 ronuua, na je



moryhie koHcTpyrcaru npasuiasu 17-oyrao (jou je oxn Eykianna nmosnaTto na
je Moryhe KOHCTpyMCATH NPABUIHMA TPOYTao U NPABUJIHU IETOYTao) U TO
My je, IO ’berOBUM peurMa, yKa3aJo Ha TO na je mareMarura obehasajyha
npodecuja 3a mera. . . ')

Iakae, 3HaMO nma, ako je OpOj a KOHCTPYKTHUOWIJIAH OHOA MOpa Ouru
[Q(«) : Q] = 2% 3a Heko s > 0. IToraskumo npuMepoM na o6paT He BarKU.

IIpumep 12. He mory cu koperu moamaoMa X +4X +2 € Q[X] na 6ymxy
KOHCTPYKTUOUIIHUA.

[IpumeTuMo Hajupe na je maTyU MOJUMHOM HEPACTABBUB IO Aj3eHmrajoy
(22,2]4,211, 22¢42) Te je cremen cpaxor kopena Hax Q jenmax 4 mToO
je cremeH IBOjKe.

Pemmwvo jemnaunny x4 +42+2 = 0. Axo je p(z) = 2*+42+2, Moxemo na
npuMeTuMo ma, momTo je p(x) >03a x>0, p'(z) <03az < —1, p'(z) >0
3a x> —1,p(—1)=—-1<0up(z)>03axr<<0, OBaj HOIUHOM IMa TAYHO
IBE peajiHe HyJe U TO Cy HeraTUBHU OPOjEBH.

Kopuctuhemo OjnepoB meron. Y TOM METOLy Ce peliewme TPaKd Y
obmury * =u+v+w. Tana je

22 = u? + 0% + w? + 2(w + vw + vw),

Te je
(22 — (u? + v + w?))? = 4(uww + uw + vw)>.
Ilakme
ot —2(u?+v? +w?) 2+ (v v’ +w?)? = 4w Futw? Foiw? 2 (uPvwtuv® Fuvw?)).
I[Ipumerumo ma je
u?vw 4 wv? 4+ wow? = vow(u + v + w) = uvwe.

AKXO OBO MCKOPUCTUMO U CPeIUuMO MPETXOAHY jeTHAKOCT, H00UjaMo:
zt = 2(u? + v+ w?)z? — Suvwz + (u? + v +w?)? — 4(u*v? + vPw? +viw?) = 0.
Kaxo je z* + 42 +2 = 0, nobujamo zma je

u? + v? + w? =
—Suvw

(u? + v +w?)? — 4(u*0? + v + v*w?) =

Il
N A O
—
w
N

—
=~
~—

W3 npse u tpehe jemnauumue mobujamo ma je

1
w202 + u2w? + v2w? = ~5



a u3 Ipyre na je

uwow = — =,
Te je
w2olw? = 1
1
IloBbuam cMO HOBU CHCTEM jeIHAUMHA:
w4+ fuw? = 0 (5)
1
w?v? +utw? +otu? = —3 (6)
u?w? = 1 (7)
1

2

Bumuvo ma cy u?,v?, w? Hysze momurOMA

(X)) = (X —u?)(X —0?)(X —w?) = X? — %X - i € Q[X].
[Ipumerumo ma je
8q(X) =8X% —4X —2=(2X)*-2-(2X) =2.

Bamenom Y = 2X nobujamo nmonunom 7(Y) = Y3 —2Y —2 € Q[Y] u om je
HepacTaBbuB no Ajsenmrajuy (3a npoct p = 2 mapasuo). Crora je u g(X)
HepacTaspus Hag Q Te merose mymre u?, v?, w? HUCY KOHCTPYKTUOMIHE GpO-
jesu. Ho, Ta ce jeqnaumua MOe PEMUTH 1 Tako Kobutu 6pojesm u?, v?, w?.
Mu moskemo ma nzabepeMo HekKe KOpeHe M3 OBUX OpOojeBa U MPOracuMO UX
3a u,v,w. Ho, ako je £1 = u+ v+ w jenHo on periema MOYETHE jeTHAYNHE,
OHJZIA Cy OCTAJa pelemna:

To=Uu—vV—w (8)

Tz3=—u+v—w (9)

T4 =—u—v+w. (10)

Bakno je mpumetuTu na je uvw = —% 3a cBaku u300p u, v, w, Te HEMaMO 16

MoryhHOCTU Kako ce, MOXKIa, HA OPBU MOrJen ynHU. Ram uzabepemMo HeEke
u, v, w, OCTajy camo jom Tpu MoryhaocTu koje cy naBemene. Ho, axko ou
CBU X1, %2,T3, T4 OUIU KOHCTPYKTUOUIHU, OHIZA OM OMO KOHCTPYKTUOUIAH
u 6poj 2u = x1 + X9, Ha OHZA U U, Te HYKHO U u2, a 3HAMO Oa OH HuUje
KOHCTpyKTUOUMaH. /lakjge, He MOTy CBU KOPEHU OUTU KOHCTPYKTUOUIHU U
TO IOKa3yje na oOpaT y HaBENEHOM CTABY HE BAKU. &

2 HopwmagHa pammupema modba

2.1 Hexu OCHOBHM MOjMOBU U PE3YyJITATU

[Moncerumo ce majupe ciaenehe uumenure.
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CraB 13. Axo je ¢: K — L xomomop¢unsam nosba, oHAA je ¢ HY>KHO MOHOMOp-
Pusam.

Joxka3. 3uamo na je Ker ¢ unean y K. Takobe 3namo na je o(lx) =1y, Te
1k & Kerp. Kako cy y momy K jemunn nneanu {0} u K, 1o je Ker ¢ = {0},
Te je ¢ MOHOMOD(U3aM. ]

Ha mpumep, He moctoju HuKakaB xoMmoMopduszam ¢: C — R, jep 6u TO
3Haumio na R canpsxu y cebu mornosme n3omopduo ca C.

Iedumuumnuja 14. lNpocto nose je nosbe Koje HemMa NpaBUX MNOTMNOJbA.

Cras 15. 1. llome je kapakTepuCTUKe Hyfla akO MU CaMO aKO CaJpXu Kao CBoje
notnosse nosbe nsomopeHo ca Q.

2. [Nosme je KapaKTEPUCTUKE P aKO M CaMO ako CafpXM Kao CBOje MOTMOsbe MOJsbe
n3oMopdHO ca Zj,.

Ioxka3. IIpumerumo Hajupe ma je KapaKTepUCTUKA mosa K jemHaka Kapak-
TEPUCTUNM Ma KOTI' HErOBOT INIOTIOJbA, NOUITO CBa IOTIOJA MMAjy 3ajen-
HUYKY jenuHuny lx u cangpske cBe eseMmeHTe obiuka nlyx 3a n > 1. Taxo
na je moTpebHO MOKa3aT! caMoO jedaH CMep y MOKa3y €KBUBAJICHIUjE.

1. Heka je K mnosme rapakrepucturke 0. Tama je nlix # Ox 3a cse
n € Z\ {0}. Heduammumo ¢: Q — K ca:

m _
e (%) = (ml)(nix) ™
[Tora:xkumo na je ¢ moOpo meduHMCAHO:

m r

i = sm=nr
= (sm)lg = (nr)lk

= (slg)(mlk) = (nlk)(rlk)

= (mlg)(nlg) " = (rlg)(slgx) ™"

Hapasno, ¢ je xomoMop¢pu3am:

o(Z+t)=o (i)
(sm 4+ nr)lg((ns)lg) ™"
((s1x)(mlg) + (nlx)(rlx))(nlx) " (s1x) ™"

= (SlK)(le)(an)il(SlK)il + (an)(’l’lK)(an)il(SlK)il
= (le)(’an)_l + (SlK)_l

m r
o (3)+e(5):
n S
IIposepa 3a mpoussox je jom jemnocrasauja. Hapasmo, (1) = 1. Kako

je (¢ HY)XKHO MOHOMOpP(U3aM IO IPETXOJHOM cTaBy, TO je Im ¢ mormosme on
K m3omop¢uo ca Q.
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2. Hera je K mome xapaxrepuctuke p. Tana je plg = Ox. Ilepuunmemo
p: L, — K ca: o(r) :=rlg, 3ar € Zy(={0,1,...,p—1}). OBze mapaszo
HEe MOpaMo na mpoBepaBamo nobpy mepunucanoct. I[IpoBepumo camo na
je ¢ xomomop¢usam. Hexra cy r,s € Z,. Illoncerumo ce ma cy omepamnuje y
Z, cabupame U MHOKEHE II0 MOLYILY p: T -5 s = p(r-s,p), rae je ca p(m,p)
O3HAUEH OCTaTakK IPHU Jelbemy m ca p. Ilakne, rs = gp +r -, s, 38 HEKn
q € N. Crora je

e(r)-p(s) = (rlk)-(slk) = (rs)lx = q(plk)+(rps)lx = (rps)lg = @(rps).
=05

Cnarame y omHocy Ha cabupame ce jomn jakmie npoBepasa. lakime, Kako

je ¢ xoMoMop(@ur3aM 1osba, ¢ je Hy:KHO MOHOMOD({u3aM, na K canpsxu mot-

I0Jbe U30MOPOHO ca Zy. a

Hamomena 16. Y namem hemo mosve Z, o3navaBaru Hajuemhe ca F,. 36or
IpPeTXOJHOT pe3ynTarta, nosba Q n F, HaszuBajy ce m OCHOBHVM IOJLUMA
u yecto hemo cmarparu ma je bam Q C K ykoauko je K KapaKTepUCTUKE
0, omrocro ma je F, C K axko je K rapakrepucrture p. To xopmctumo Beh
y caenehem crasy. »

Cras 17. Heka je K nosme kapaktepuctuke 0 n ¢ € Aut(K). Taga je p(q) = ¢
3a cee ¢ € Q.

Hoka3z. Karo je Q C K, 1o je 1x = 1(= 1g). C ob63upom Ha TO ma je
»(1) = 1, nanykoujoM ce smako morake xa je p(n) =n 3a cee n € N, a u3

unmenune na je p(—a) = —p(a) 3a cse «, mobujamo na je u p(m) = m 3a
cee m € Z. Crora je o(m/n) = p(m)/p(n) = m/n 3a cee m € Z, n € N\ {0},
Te je 3aucra ¢(q) = q 3a cBe g € Q. ]

2.2 IlojaMm HOpMAJIHOT palIpeEmHa
3aMOYHUMO jeJHUM IIPUMEPOM.
IMpumep 18. Hexra je K = Q(¥/2). Ompemutu rpymy Aut(K).

Heka je ¢ € Aut(K). 3mamo na mo craBy Baxkm: p(q) = ¢q 3a cBe ¢ € Q.
Cpaxu enement u3 o € K je obmuka o = a+by/2+c(V/2)? 3a mexe a,b, ¢ € Q.
Iakie,

ola) = (a +bV2 + c(\?/i)2>
= p(a) + (D) p(V2) + p(c)p(V2)?
=a+bp(V2) + cp(V2)>.
[pewma Tome, BpeasocT p(a) je mormyro oapebhena Bpemmomhy o(4/2). Ho,
R

(/2)% =2, ma je p(¥/2)% = 2. C ob3upom ma T0 ma p(V/2) € Q(v/2) C
3

%8
Ia U3 Cpenme IKOoJe 3HaMO Oa je jemuHo pememe y R jenmauwmne x° = 2
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Gamr /2 To je p(¥/2) = /2 u ¢ = idg. Crora je rpynma Aut(K) Tpusnjasma:
Aut(K) = {idk }. &

Crora, ga 6ucMo gobuIM 3aHUMJBUBU]Y IPyIy, Mopamo y K momartu jomr
rpehux kopena u3 2. 3mamo na cy cBu Tpehu kopenn u3 2: V/2,e/2,e24/2,
rzle je € = cos 2?” + isin 2?” verpuBujasau Tpehu xopen u3 jenunaune. Ompe
busame rpynme Aut(L) 3a L = Q(V/2,¢) je cBakako 3aHUMJBUBUje OJ TpeT-
XOJIHOT NIPUMEPA.

MoTuBucanu OBUM IpPUMepPOM, majeMmo cienehy medpuaunujy.

Iedwmuumnuja 19. Anrebapcko pawmpere F' noma K je HOPMAJIHO yKONMKO
Baxu cnefiefie. Ako je nonuntom p € K[X] HepacTasnue y K[X]| n ako F' capxu
HeKy Hyny TOr MOfMHOMa, OHAA cy y F' cBe Hyne Tor nonvHoMa.

Ha npumep, pamupeme K mosma Q u3 mperxomHor mpuMepa Huje HOP-
MasHO, jep mosmHOM X° — 2 € Q[X] jecre mepacrasmus y Q[X], a K me
canp:ku cBe HyJe oBor moiwmuHoMma. ok pammpeme L canp:xku cBe He-
rose Hyse. HapaBoo, Mu He 3HaMO Gam caMo Ha OCHOBY TOra Ia je TO
pamupeme HOPMAJIHO, jep MOKAa IOCTOjU HEKU APYTU IMOJUHOM KOjU HAM
To ,,mokBapu”’ . Ho, caemehu craB HaMm y ToMe momazke.

IIpe popmymanuje Tor craBa, MOACETUMO Ce HEKUX UMmbeHUIA. AKO je
p € K[X] oHIa je KOPEHCKO MOJbe OBOT MOJMHOMA MUHUMAJHO DAMUPEHe
noma K y KOMe ce MOJMHOM p pacrasiba (,mena’) Ha JuUHEApHE (aKTOpe,
IaKjIe MUHUMAJHO PAallupeme KOje CAIPXKU CBe KOPEHE OBOI' IOJMHOMA.
Baxu crenehe. Axo je mome K usomopduo momy K, ¢: K — K m3omop-
dusam, p=ag+ a1 X + -+ a, X" € K[X] u nomuom p € K[X| nepunmcan
ca: p = p(ao) + p(a1)X + -+ + ¢(a,)X™, onna axo je F KOPEHCKO mOJbE
HOMUHOMA P, a F KOpeHCKO mosbe moamHoMa P, Baskn: F = F. Iloce6Ho,
CBaKa [Ba KOPEHCKA IO0Jba jeJHOr MOJMHOMA Cy M30MODP(HA.

CraB 20. KoHauHo pawupetbe F' noma K je HOpManHO ako M CaMO aKo je OHO
KOPEHCKO MoJsbe Hekor nonuHoma p us K[X].

ITokas crasa <—=. Heka je F ropencko nome nomuaoma p € K[X],
q € K[X] mepacrasmus nommaoMm u « € F taxso ma je q(a) = 0. Tpeba
JOKa3aTu 1a cBe HyJje moamuoma q aexke v F. Hera je E KopeHCKO mome
nosuaoMa p - q € K[X] u 8 € E rakxso ma je ¢(f8) = 0. Tpeba nokasatu na
B € F. N3 xypca Aarebpe 2 3uaMo na je

K(a) = K[X]/(g) = K(8),

nomTo je ¢ HepacTtaBpu. llome F' je KOPEHCKO moJbe 3a MOJIUHOM P, OUIIo
na ra ruaexamo kao noiuuoM u3 K[X], 6uno rao moaumnom u3 K(«)[X]
(ceakarko a € F'). Ocum Tora je F(ff) KOpEHCKO IOJbe 3a HOJIUHOM p €
K(B)[X]. Ho, raro je K(f) = K(a), npema IpeTXOIHOM CJIeAN 1a Cy U Ta
kKopeHcka noma F(3) u F monunoma p nzomopdhua. To moceGHO 3HAUM na Cy
OHa U30MOpP(HA U KAO BEKTOPCKU npocropu Han nosmeMm K. Crora cy F(f)
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u F KOHAYHO AVMEH3VMOHAJHYM BEKTODPCKM IpocTopu Hax K wmcre nuMmensuje,
npu uemy je F C F(f). 3arkmyuyjemMo ma ce OHU MODAa]jy HOKJIANATH, U3
yera caemnu na 3 € F.

—>. Hera je F xomauno m HOpMaJiHO pamupeme Han K. IHakme, F =
K(ai,...,ay) 3a Heke «; € F, koju cy mapasrHo anrebapcku Han K jep je
F komauno pamupeme. Hera Cy fq,, ..., o, € K[X]| MunuMansan noam-
HOMU OBUX ejeMmeHaTa. llomro je F HOpMmasHO pammpeme moma K, fq,,
HepacraBpus noauHoM u3 K[X] 3a koju je pq,(a;) = 0, y F ce Hamaze u
CBe OCTaJle HyJIe IIOJUHOMA [i,,. OBO je HapaBHO Ta4HO 3a cBe ¢, Te je F
3aIpPaBO KOPEHCKO I0JbE IMOIUHOMA P = [ig, * * * Lo, - O

Hedpuuannumja 21. Ako je L pawwperse nosba K, oHfia je HOPMAJIHO 3ATBO-
PEWE nossa L Hajmare pawupewse L noma L Tako Aa je pawwperse L/K Hop-
MaJiHo.

Ha npumep, axo je L = K(aq,...,q,), Toe cy «; anrebapcku Han K,
oHZIa je L 3ampaBo KOPEHCKO HOJbe HMOIMHOMA [l * * * fa, s THE j€ fq, € K[X]
MUHIMAJIHU TIOJMHOM eJleMenTa ;. Yxosmko je L = K(¥/2), L = K(V/2,¢).

3 CenapabuaHa pamupemna HoJba

Bungenu cmo nma cy HOpMAadHa palmpema HEKOT MOJha OHA PAlIApPEeHna Y
KOjUMa ce Hajla3e CBe HyJle HepACTaBJ/LUBUX IIOJIMHOMA Ca KOe(PUINIjeHTIMa
y MOYETHOM IOJbY, uuM je Ty jemHa uyna. Cana he mac 3aHuMaru ma Ju
cy Te Hyne ,paszaBojene” (,cemapupame”).

Hexka cy F' u F kopencka nosma noausoMa p € K[X] u p: F — F uzomop-
¢usam ,uman’ K, rj. takas uzomopdusam na je p(c) = ¢ 3a cse ¢ € K. Kaxko
cy F u F me camo BekTOpcEHM mpocTopu Han K, mero u aaredope man K,
OBJle IMaMO 3ampaBo m3oMopdusam anrebpu Han K (K-anrebpu).

Wzomopduszam ¢: F — F mosemo mpomyssutu 10 uzomopdusma : F[X] —
F[X] raxo mro hemo , momedpunucaru” na je p(X) = X. Axo je @ = p(a),
3a a € F| ouna je

p(a) =0 arro je (p(a)) =0 axxo je p(a) = 0.
He camo To, mero 3a cee k > 1 Bazku:

(X —a)f [py FIX] arxo (X —@)* | p y F[X].
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Hawume:

(X —a)*|p akxo p= (X —a)¥q, 3a mexu q € F[X]

axvo G(p) = & (X — a)¥q) (7 je ,1-17)
axkko  4(p) = (X —@)"@(q)

axxo p— (X —@)*3(q)

akko p = (X —a)*q, 3a mexu g € F[X]

akko (X —a)k | p.

[Mpernocnenma ekBUBaJIEHNja HAPDABHO Basku 300T Tora mro je ¢ ,Ha'.

Iare, cBaka HyJia IOJUHOMA P Y HEKOM KOPEHCKOM II0JbY TOT IOJIUHOMA
OAroBapa HEKOj HyJU Y OPYTCOM KOPEHCKOM IOJbY U TO Ca MCTUM MYJITU-
munureroM. Cuenehu craB HaMm maje morpebGaH U JOBOJbAH YCJIOB Ha CY
CBe HyJe NaTor IOJWHOMA MPOCTE y HEKOM KOPEHCKOM II0JbY TOT MOJIU-
vHoma. [Ipema mpeTxOomHOM je OHOA TO TAYHO U 33 CBAKO KOPEHCKO IOJbE
TOT TOJIMHOMA.

Cras 22. Ako je f € K[X]\ K, oHla Cy CBe +eroBe Hyse y HEKOM HErOBOM
KOpeHckoM nosby npocte akko je NZD(f, f/) = 1. MocebHo, ako je f HepacTaB/buB
NONMHOM, CBE HEroBe Hyne Cy npocte akko je [’ # 0.

Ioka3. Hera je d = NZD(f, f'). Tanma nocroje nonuuomu a,b € K[X] taksu
na je

af +bf =d. (11)
<—. Arxo je F kopeHCcko mojre mosuHoMa [ u « € F Bumecrpyka Hyna
nosuHOMa f OHJA je OHA, KA0 IITO MOOPO 3HAMO, M HyJa HErOBOT M3BOIA
f', ma je Ha ocHOBY OHa U HyJa noguHoMa d, Te je d # 1.

=—. Hera je d # 1. Kaxro d | f, To nocroju ¢ € K[X], tako na je f = dq.
Ako je F KOPEHCKO moJse moauHoMa d 1 o € F Heka HyJa MOJIUHOMA d, OHIA
je f(a) = d(a)g(a) = 0, na o npunaga HEKOM KOPEHCKOM N0y F' mosuHOMa
f, roje je pammpeme nmoma F. Ho, raro d | f' To je a m mysna mommrOMA
f', ma f mma BumeCTpyKy HyJy y TOM KOPEHCKOM IOJbY.

ITpernocrasumo cana na je f mepacrasmus. Kako d | f, To mopa Gurn
wiu d =1 unu d = f. Iakaie,

d#1 akko d = f arko f | f arko f =0

[Mocrenma eKBUBAJEHIM]a CJIEIM W3 YME-CHULE 1A je CTElmeH mojauHoma f’
Mamu on cremena moiaumuoma f. Bymyhu ma cmo ycramoBuiau na cy cse
HyJe mojuHoMa [ mpocTe akko je d = 1, 3ak/mbydyjeMo na Cy CBe HyJle
HEPACTABJBMBOI' moauHOMa f mpocTe akko f' # 0. O

Hepunumnuja 23. NonvHom je CETAPABUJIAH aKo Cy CBE HErOBE Hyfe Y HEKOM
HErOBOM KOPEHCKOM MOJby MPOCTe.
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HapaBro, oHma cy oHe mpocTe X y CBAKOM JIPYI'OM KODPEHCKOM IIOJbY
OBOT TIOJIMHOMA.

Hepunumnuja 24. Heka je L anrebapcko pawuperse noma K. Enement o € L
je CENTAPABUJIAH (Hag K) yKonvKo je HeroB MUHMMaNHU NONUHOM L, € K[X]
cenapabunaH. Pawwupetse L je cenapabunHo pawuvperbe nomba K, ako je cBaku
enemeHT u3s L cenapabunan Hag K.

Iedunumnuja 25. MNomwe K je CABPUIEHO ako je char K = 0 nnu je char K = p
mKP={zP:z€ K} =K.

CaBpireHa moJ/ba KOHAYHE KapaKTepUCTUKe nmocrtoje. Ha mpumep, To cy
CBa KOHAYHA II0JbA.

Cras 26. CBako KOHaYHO MOJbE j€ CaBPLUEHO.

Ioxa3. Heka je K xkomauno mosme u char K = p. [locmarpajmMo mpecauka-
Bame ¢: K — K 3anaro ca; ¢(x) = 2P. Jacno je ma je p(lx) = 15, = 1x
u na je p(xz-y) = (x-y)? = 2P - y? = p(x) - p(y). Ho, umamo ma je u
plr+y) = (x4 y)? = 2P + yP, mOWTO Cy CBU OCTAIU UIAHOBU y OUHOM-
HOM pPa3BOJy jeOHaAKW HYJIU jep Cy TU KOe(UIVjeHTU CBU NEJLUBU Ca P, Kao
mro cMo Beh manmomenynu panuje. Ilarne, ¢ je emmomopousam nosa K, a
CBaKM je eHAoMOp(du3aM moJpa Hy:XHO 1 MoHOMOp¢du3zaMm. Ho, kako je mome
K romauno, 10 je ¢ u ,Ha” Te 3a cBako y € K mocroju x € K Tako na je
p(z) =y, Tj. 2P = y. 3armyuyjemo na je K caBpueHo. O

Hanomena 27. Ayromopduzam ¢: K — K mosba KapakTEePUCTUKE P 3a,0aT
ca p(z) = 2P 30Be ce PPOBEHUIYCOB AYTOMOP®U3AM mosma K. Ilakie, y
CBAKOM CaBPIIEHOM I0JpY mocToju PpobenujycoB ayTomopdusam. ®

Teopema 28. Heka je L/K anreBapcko pawmperbe caspiieror noma K. Taga je
TO pawmperbe cenapabunHo, a noswe L je N camo caBpLUEHO.

Iloxa3. Heka je L anrebapcko pamupeme mompba K kapakrepucture 0 u
a € L. Axo je py € K[X] Hmerop MUHAMAJHA MOJUHOM (3a MUHMMAJHE
noauHOMe NeMO yBEK MPETIOCTABLATHA A& Cy MOHUYHM) CTENEHA N, OHIA je
Bonehu unanm nonuroma pl, jemnak nX" ! u om Huje jemmak Hysu, jep je u
L xapakrepucrure 0. Crora je pamupeme L/K cenapabuiHo.

Heka je cama L anrebapcko pammpeme cappiieHor nosa K, mpu yemy
jecharK = p, « € L n p, € K[X] meros MunuMaiaay moiauHoM. Axo je
fo = X" +ap 1 X" 1+ +a; X +ag u p), =0, orna je ma,, =0 3a csaxo
m € {0,...,n}. To 3maun

3a ceako m € {0,...,n} : mlx =0 unnm a,, = 0.

Ilakne, ako je a, # 0, omma p | m. IpyruMm peuymma, DOJMHOM (i, j€
obuka:
o = XP5 + ap(s,l)Xp(s_l) + -+ ag.
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Kako je K cappmeno mosee, TO mocroje esnementu b; € K TakBu na je
b = ap; 3a cBe 0 < i < p. lobBujamo ma je

fo = (X5 4B (X oo b = (X 4 by 1 X5 o 4 bg)7,

mro Huje moryhe, jep je i, HepacTaBmuB y K Kao MUHUMAJIHU IOJIUHOM
enementa o € L. Iakne, p!, # 0 re je pammpeme L/K cenapabumino.

Hokaxxkumo na je L cappmieHo mosse. [la OMCMO TO HOKA3aIM, MOKEMO
na upernocraBuMo na je L/K konauno pamupesme. Haume, momro skeammo
Ia MOKa:KeMoO Ha je cBaku eseMeHT « obaura (P 3a Heko [, HOBOJBHO je
na mocMarpamo pamupewe K(a)/K, roje je romauno. Ilakue, y mamem
mocMaTpaMo KOHAUHO pamwupene L/K.

[Ipumernmo ma je MP mormosme om M, 3a cBako mosme M kKaparrepuc-
Tuke p. [locebuo je To Tauno u 3a moswe L. Takobhe je u LP BeKTOPCKM mpoc-
rop Han KP (ako je L/K pammpeme moma KapakTepucTuke p). JlOKaKuMo
na je

[L:K]<[LP: KP].
Heka je [l1,...,l,] 6a3a 3a L nan K. Hokaxkumo na cy IJ,... P

P nuHeapHO
HezaBucHU Han KP. YkKomuko je

oylf + -+ 4ol =0,

ouma je (aily + -+ + auly)? = 0 Te nobujamo ma je aily + -+ + ayl, = 0,
ITO, U3 JIMHEPHE HE3aBUCHOCTU [i,...,l,, maje a3 = - = a,, = 0. Cana
nMaMo na je

K je caBpIIEHO
[L: K] <[L?: KP] [L?: K] < [L:K].

[Mocnenma mejemmakocT Basku, jep je LP mormosse mosba L. 3arbydyjemo
na je [L: K] =[LP: K], a kako je L/K wonauno pamupeme u LP normnome
on L, To mopa burtu LP = L, Te je mome L cappiieHo. O

Hexku ayropm nedurmMImy caBpuieHa IoJ/ba KaO OHA [OJbA UMja Cy CBa
anrebapcka pamupema cenapabuinna. Cuenehwu cras, y3 cBe mro je 1o
cazla PEYeHO, OIMPABIABA Ty AJTEPHATUBHY HEOUHUIIN]Y.

CraB 29. Heka je K nosme KapakTepuUCTMKe p TakBO Aa je CBako anrebapcko
pawwuperbe L/K cenapabunHo. Taga je K caspLueHo nosbe.

Hoxa3. Heka je a € K. Ilocmarpajmo nomuuaom f(X) = XP —a € K[X].
Hera je L wopencko nome nosmuoma f(X) m 3 € L jenan xKopeH OBOT
nosmaoMa. Tana je B — a = 0. IHobujamo na je

FX)=XP—a=XP—p° = (X — @)

Kako je, mo mpernocrasum, L/K cemapabuiHo pamupeme, TO je MUHU-
MaJIHU IOJIUHOM eseMeHTa 3, ug € K[X] cenapabumnan, Tj. CBe lBErose HyJe
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cy npocre. Ho, raro ug | (X — B)P, 3armyuyjemo ma je ug = X — (3, na
B€ K uae KP. Kako je a Ouo mpousBosbaH ejeMeHT u3 K 3armydyjemo
na je K? = K u nome K je caBpIIeHO. |

HapaBno, HECY CBa mOJba CaABPIICHA.

Ipumep 30. Mome F,(X) = {“(X> L a(X),b(X) € F,[X],b(X) # o} je mpu-

B(x) - @
Mep HEeCaBPIIEHOr MOJbA.

IToraxkumo ma y oBoMm mosby jemHaumHa P = X Hema pemema. lokas je
IPaKTUYHO MICHTUYAH NOKa3y na \/2 Huje pamuoHanas 6poj. Hamme, aro
6u nocrojanu ysajamuo mpoctu monuaomu a(X),b(X) € Fy[X] raksu ma je

(i) =

(a(X))" = (b(X))"X (12)

oHZa Ou ciemuio na je

y Fp[X] u, raxko je X HepacTaBmus, Ia THME M IPOCT, Ko0uan GucMO na

X | a(X). Hakxre, a(X) = a;(X)X. 3amenom y no6ujamo

(a1(X))PXP = (b(X))P X. (13)
Ioce ckpahuBama 106ujaMo

(a1 (X))PXP~ = (b(X))P, (14)

omakie cinemu u qa X | b(X), mro nporuspeun npermnocrasmu ga cy a(X)
n b(X) y3ajaMHO IPOCTH. &

Moncerumo ce ma 3a pamupeme E/F kaxkemo na je MTPOCTO YKOJIUKO
nocToju eneMenT « Ttakas ga je E = F(a). 3a raj erement raskeMo na je
[IPUMUTUBAH enemenT Tor pamwupema. Craemeha Teopema mam rosopu o
€r3UCTEeHIN]U IPUMUTUBHOL €JIEMEHTA.

Teopema 31. Ako cy y koHauHom pawmpersy L = K(aq,...,q,) CBM eNeMeHTu
a;, 3a 1 > 2, cenapabunun Hag K, onfa noctoju A\ € L takas fa je L = K(\).
MoceBHo, CBakO KOHAUHO palUMperbe CaBPLUEHOr MOJba je MPOCTO.

Hoxa3. 1) Heka je K womauno mosme. Y TOM cayuajy je u L, Kao HeroBo
KOHAYHO pammupeme, Takohe koHauno nose u rpyna (L\{0},-) je unkanyna.
Ilaxne, moctoju A € L takas ma je L\ {0} = {\*:0 <k < |L| —2}. Jacmo
je ma je omma L = K()).

2) Hexka je K Geckonauno nosbe. Jloka3 M3B0AMMO WHIYKIUJOM IO N U JACHO
je ma je moBoJsbHO mOkKasatu TBpheme 3a n = 2. Ilakie, neka je L = K(«, )

ua#f.
3uamo na cy « u  anrebapcku Han K u na je § cenapabunan man K.
Hexra cy po 1 pg BUX0BH MUHUMAJIHA HoauHEOMEu. O3Ha4nMoO ca I KOpEHCKO
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IoJbe TMOJMHOMA [ - fi3. Kako je [ cemapabumnan man K, cBe Hyle On Lg
cy pazauuure.. Hexka cy

a=01,02,...,0L

HyJIe TIOJIUHOMA [lg, &
/6 = /Blvﬂ%"'aﬂl

Hyise noauHoMa pg. Hapasro cse ce one namase y F. Heka je ¢ € K \ {0}.
IMocmaTpajmo mormoma E. moma L 3anara ca: E. = K(a + ¢f). Keanmo
na norakeMo na je E. = L 3a Heko c. IlocmaTrpamo moamaOM

fe(X) = pala+c(f— X)) = pa(a+cf —cX) € E[X].
ITpumerunmo na je f. popmupan tako na je f.(8) =0:

fe(B) = pa(a+c(B — B)) = pala) = 0.

Ha nu je f.(8,) =0 3a mexo r > 27 Buaumo na je

fc(ﬁr) = 0 akko :uoz(a + C(B - Br)) =0 (15)
arro o + ¢(f — B,) = as 3a HEKO § > 2 (16)
aKKO ¢ = 55— 3 3a HEKO § = 2. (17)

I[Tocmarpajmo crym

g —
R= r>22,8s>22,.
{/657“ }

Ckyn R je xkonauan, a mome K Geckonauno. Crora cuUrypHo MOCTOjU eje-
MeHT ¢o € K\ (RU{0}). Ha ocHoBy m3Gopa eneMeHTa ¢y UMaMO A& je
feo(B) = 0 m fe,(Br) # 0 3a cBe r > 2. Kako je § Hyna u monmHOMa [ig
noroznso je paszmorputu NZD(fe,, pg). Homumsom f., npunana E.,[X], nok
je pg € K[X] n MmoskeMo ra nocMarparu u kao noauaoM u3 E. [X]. Csakako
Tana u

NZD(fey, p48) € Ec [ X]. (18)
Ho, rako je ug(X) = (X —=08)(X=02) - (X =051) vy K[X], a fe,(Br) #03ar >
2, 1o je NZD(fe,, ) = X —f. Ha ocuoBy nmobujamo na X —f € E. [ X],
Te f € E., = K(a+cof). Ho, Tana mmamo u a = (a+cpf)—cof € K(a+cof),
te je K(a,f) C K(a+ ¢f). Obparna unKIy3nja je ouurienHa n nobuau
cvo ma je K(a,f) = K(a+ ¢pf), Te ce 3a TpaskeHU NPUMUTUBAH €JIEMEHT
MOKE y3€T! eJIeMEHT A = a + ¢of3. |

4 Ayrtomop¢usMm u KOHjyramuje

ITocmaTpajmo mBa pamwmpema moma L/K u F/K. Mosxke nocrojatu xo-
mMoMoppuzam 7: L — F 3a koju He Baxkm ma je w(c) = ¢ 3a ce ¢ € K.
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Ho, ykouuko je jemnaroct m(c) = ¢ ucnymeHna 3a cse ¢ € K, ouna 7 Huje
caMo xoMmomop@du3zaMm moJssa Hero u K-anrebpu. Kaxemo um na je m jeman
K-xomomop¢pusam.

Hepunumnuja 32. Pawuperwa L n F nomwa K cy KOHIYTOBAHA YKONNKO NOCTOjU
6ap jepan K-unsomoppusam 7: L — F. Enementn o € L n @ € F cy KOH-
JYTOBAHMU ako noctoju K-nsomopdusam 7 nomsa K (o) n K (@) Takas fa je m(a) =
«.

CraB 33. Heka cy L n F pawwupera noma K ua € L, @ € F. On enemenTu cy
KOHjyroBaHu aKKO Cy 1v 0ba TpaHCUeHAeHTHU Hag K nnun nmajy uctm MuHmMMmanHu
nonuHom y K[X].

IToka3. <—. Ako cy u o 1 @ TpancuengeuTHu Han K, onga je
K(a) 2 K(X) = K(a).
Y KOJIUKO je o = [ba, OHIA MMaMO:

K(a) = K[X]/,) = KIX]/m) = K(@).

Ho Ha

Hapasno, y 006a cayuaja je y muramny K-m3oMopduszam y KOMe Ce a CIUKa
y a.

=—>. Axo je7m: K(a) —» K(@) jenan K-uzomopdusam, takas na je m(a) = @,
ouza 3a cBaku noiuHoM p(X) =ag+ a1 X + -+ + ap, X" € K[X] Basku:

7(p(e)) = m(ag) +m(ar)m(a) + -+ 7(ay)7 ()" = ap+aia+---+a,a” = p(a@).

Kako je 7 ,,1-1”, 10 je p(a)) = 0 akko p(@) = 0. Ilomro 0BO Basku 3a cBaKU
IOJIMHOM, OHJa Cy uiu oba ejeMeHTa TpaHcuenmenTHa Han K (makie He
AHyJIUpajy HUAjedaH HoauHOM Han K) WM je CKyn HOJIMHOMA KOjU aHy-
JUpajy Hempa3aH M MCTU 3a 00a eJeMeHTa, Ia Tala UMAjy W 3ajeTHUUKU
MUHUMAJHY TTOJIUHOM. |

Csarku K-xomopduzam o: K(a) — L, rae je L pamwupeme noma K mor-
nyuo je ompeben Bpemmomhy y «. Crora, ako je a amsrebapcku Han K
n aKo je pio € K[X] meros MuHNMAJHU IONMHOM, OHAA pasaudautux K-
xomomop¢puszama u3 K(a) y L uMa OHOJMKO KOJUKO MMAa PA3IUYATAX HyJa
nosuHOMA U, ¥ L. Ha mpumep, He mocroju Hujeman Q-xomomopdusam mu3
Q@) y R.

Hapasuo, ca Aut L o3mauaBamMo CKyI CBUX ayTOMOp¢uzama moiba L,
nok ca G(L/K), roe je L pamupeme noma K, ozmauaBamo Ckyn cBux K-

ayromop¢usama moma L. Jacmo je ma je G(L/K) < AutL. Axo je mak
II < Aut L, onna je

":={acL:(Vrecl)(r(a)=a)}

nornome on L. Haumme, ako a,b € L' u 7 € II, ouna je n(a+b) = n(a) £
7(b) = a+b, Te atb € L. Takobe je n(a-b) = 7(a)-7(b) = a-b, e a-b € L.
Yromuko je u b # 0, onna je m(a/b) = w(a)/m(b) = a/b, Te u a/b € L.
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Teopema 34. 3a cBako KoHauHO pawwuperse L noma K cnepehiv ycnoeum cy ek-
BUBANEHTHW.

(1) K = LEE/K),
(2) K = L" 3a Heky konauny noarpyny IT < Aut L.
(3) L je HopmanHo 1 cenapabunHo pawmpetbe nosma K.

Y tom cnyvajy je |G(L/K)| = [L : K].

Hoxa3z. (1) = (2). Ilorazahiemo na je G(L/K) korauna rpyna. 3Hamo 1a
je L je BekTopcku mpocTop Hamn K KoHAUHE AuMeH3Huje u Heka je n = dimg L.
Hexa je [ey,...,e,] Baza Tor npocropa. Ilpema panujoj mmcKycuju, ako je
7 € G(L/K), ouma je 3a cBe i: 7(e;) Hysa HOIUHOMA [i.,. Kako je
noTIyHO onpeheHo BpemHocTuMa Ha OBOj 6a3u U 3a CBAKU €JIEMEHT Da3e
[IOCTOjU caMO KOHAYHO MHOro Moryhxocru, to je rpymna G(L/K) roxausna
n (2) je ncoymeno — 3a II moxemo y3zeru 6am G(L/K).

(2) = (3). Harne, K = L' npu wemy je Il = {my,...,m} (m = idp).
Tpeba MOKa3aTu ma ce 3a CBAKO € L HEroB MUHUMAJHU MOJUHOM [l

¢dakropume na auneapue ¢axrope y L[X]. Herka cy a = aq,...,q, cBe
pasauyure HyJIe NOJWHOMA [i, KOoje ce Haznaze y L. Tanma 3a cBako i,j:
mi(ey) € {a1,...,00n}. Kako je m; Gujerumja, T0 7; HEPMyTyje eIeMeHTe
cryna {ag,...,am}.

ITocmarpamo mosuHOM
p=X-a)(X—ag) (X —ap)=X"+a, 1 X" '+ +a1 X +ay € L[X].

IMokaskumo ma je p = po. Heka je m € Il u 7: L[X] — L[X]| upony:xeme
nepurucano ca 7(X) = X. Tana nmamo

X" 47 (an 1) X" Am(an) X 47(ag) = (X" a1 X" 4 4ay X +ap)
=7(p) =7((X —a1)(X —ag) - (X — o))
= (7(X) = () (T(X) = 7 (az)) - (T(X) = 7(am))
= (X—m(a)(X—7(a2)) - (X —7(am)) = X" +ap,_1 X" '+ -+a1 X +ao,

nomto je {m(ay), m(ag),...,m(am)} = {a1,as,...,an}. Hakue, 3a cee w € 11
ncse i =0,n —1 je m(a;) = a;, WTO 3HAYM Ha CBU KOEPUIMjEHTHU MOIUHOMA
p mpunanajy L' = K. Tlpema tome, p € K[X]|. Ho, kako cy jemune myie
MOJUHOMA i Y L Gam aq, ..., Qpy, TO P | o VI3 yumenune na je p, HEpaC-
raBnuB y K[X], 3armyuyjemo na je p = i, U BUOAUMO Ia je « cemapadu-
gan Han K. Kako je a 6uo mpomsBosbaH ejxemMeHT u3 L, TO je pamupeme
L/K 3aucra cenapabunno. Ho, oBaj moka3 Ham yjeaHo mokasyje ma je TO
pamwupene u Hopmaano. Haume, ako je ¢ € K[X] HepacTaB/buB NOIUHOM U
[ € L meka Hyja TOT IOJWHOMA, OHIA j€ ¢ 3aIpPaBO MUHUMAJAH HOJIWHOM
TOr €JIEMEHTA, 8 MUHUMAJIAH MOJUHOM CBAKOL €JIEMEHTA Ce PACTABJbA HA
auneapue pakrope y L[X], te cy my cBe uyue y L.
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(3) = (1). Hera je L mopmaano u cenapabuiHo pamwmpeme moma K.
3uamo na je tama L = K(«) 3a Heko a. IlocMaTpajMo MUHMMAJIHU TOIU-
HOM i, TOT esneMenTa. OH mma Tauno n = [L: K| ayna y L (pamupeme je
HOPMAJIHO, I1a Cy My cBe Hyse y L): a = aq,...,a,. Aro je m € G(L/K),
ouna 7(a) € {ai1,...,a,} u rako je m mormyHo oxpebeno ca w(a), TO y
G(L/K) numa Tauno n ayromop¢usama. Ca m, hemo o3nauaBaTu onaj ay-
romoppuzam u3z G(L/K) 3a koju je m.(a) = a.

Nmamo nma je ’\G(L/K)| =n=[L: K] ‘ Tpeba noxazaru na je K =
LEXL/E)  Jacuo je ma je K C LEWL/K),

Hexra a € LEE/K) | To smaun ma je 3a csaxo r € {1,...,n}: m.(a) = a.
Ho, xako a € L = K(«a), To je a = p(a), 332 HEKU HOIUHOM p = g + 1 X +
vt e X" Ye K[X]: a=co+cia+ -+ 10"t Crora je

7p(a) = mp(co) + mp(er)me (@) + - + mp(en_1)m (o)t
=co+ 10+ F Cpora)

= pl(ay).

Haxkue, p(a,) = mr(a) = a. Hocmarpajmo cana noauaoM ¢(X) =p(X) —a €
L[X]. To je monunom crenena n—1, a ¢(a,) =0 3a cee r € {1,...,n}. Karo
HEHYJIa IOJIMHOM CTelleHa 1 — 1 mMma HajBume n — 1 HyJga y Ma KOM IOJbY,
3armyuyjemo ma je ¢(X) myna moammoM. To 3HauUmM ma je ¢ = cp = -+ =
cn—1=0umcy—a=0,Tejea=cy € K. O

5 T'amoaoBa pamupena modsa

Hepurumnuja 35. 3a koHauHo pawuperse L nomsa K kaxemo fAa je [AJIOAOBO
ykonuko je K = LG(E/K),

Ilaxne, noxka3zanu cMo ciaenehy reopemy.

Teopema 36. KoHauHo pawwupene L noma K je [anoaoso ako 1 camo ako je oHO
HOpManHo n cenapabundo v Taga je [L : K] = |G(L/K)|.

I'pyna G(L/K) 30Be ce T'AJIOAOBA TPYIIA PAIIMPEWHA L HAJ K. Kopuctu
ce u o3Haka Gal(L/K).

5.1 T'amoaoBa KOpecIOHOEHIMja

Herka je L/K Tamoaoso pamupewme u G = G(L/K). Ilocmarpamo nsa
nocera (y oba ciydaja mapuujasso ypebeme je 3a0aTO MHKIY3UjOM).

e F = ckym cBux mornosna on L xoja caapike K.

e P = ckyn cBux nmoarpymna oxn G.
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[TocToju mpuponuna Be3a m3mehy oBa mBa mocera. Hawmme, ako je F' € F,
ouma je F* € P, rue je F* nepunucano ca:

F':={re€G: (Ya€ F)r(a) = a} = G(L/F).
Hakme, F* ynre ayToMOp)U3Mu KOju GUECUPA]y CBE eIeMeHTe IOTHoma, F.
Taxrobe, axo je II < G, ouna je II” € F, rue je I’ Ie(PUHUICAHO ca:
I’ ={acL:(Vrel)r(a) =a}(= LY.
Oso Huuje temko nposeputu. Ocum Tora
FCFR=—F2F u I, C I, = 11} D 115,
OBo cy TayToJOmKe Ynm-eHUIE, Kao u ciaenehe nee:

II C I, F C FP.

Hapasno, I’ = (Hb)ﬁ u F¥ = (Fﬁ)b. YBepuMo ce a OBe MHKIy3Wje BaKe.
Hexka 7 € II. Jla Gucmo ce yBepuiu na 7w € 11| TpeGa mposepurtu xa i je
m(a) = a 3a ce a € II’. Ho, a € II” akxo o(a) = a 3a cse o € II. Hapasuo
na je ouna u w(a) = a, jep w € II! Ha canuan Hauywn ce nokasyje u apyra
UHKIIY3H]a.

Teopema 37. (OcuoBHa Teopema koHaune ['amoaose Teopuje) Heka cy o3-
Hake Kao y npeTxoAHoMm, npu uemy je L [anoaoso pawwupewse noma K. Taga
BaXW.

1. L je lanoaoBo pawwupere ceakor noma F' € F.
2. Mpecnukasata I1+— II° u F +— F* cy uHsepsHa jedHo Apyrom.
3. I € F je Nanoaoo pawmpere nomwa K akxko je F* 9 G v Tana je

G(F/K) = G/pt.

Hoxa3z. 1. Hera je « € L u p, € K[X]| Berop MUHUMAIHN TOJUHOM.
ITowro je pamupeme L/K HOpMAadHO U cenapabuiHoO, TO ce i, y L ,uema’
HA TPOUM3BOM PA3NIWUNTHUX JUHeapHux dakropa. Heka je cama M, € F|[X]
MUHAMAJIHA TOJAWHOM 3a « Hanx F. Hapasuo na u . € F[X]. V3 yumenune
1a je po(a) =0 u na je M, MuHrMaIHN TOAMHOM 3a o Han F', nobuja ce ma
M, | po y F[X]. Ho, Kako ce p, ,uena’ Ha pasauduTte JuHeapHe (PAKTOpE
y L, To ce u meros ¢arkrop M, Takohe ,Iena’ Ha paznuynTe JUHEAPHE
¢axkrope y L, Te MokeMO 3akmpydnTu ga je L HOpMAaNHO M cenapabumiiHO
pammupeme moma F.

2. Tpeb6a mokazaru xa je II = I 3a cee II € P u na je F = F* 3a ce
F e F. loraxumo Hajupe

[L:F] = |FY (19)
L:m] = |m. (20)

23



Hpuvermvo na je ¥ = G(L/F). Ho, xkako ua ocuoBy (1) 3mamo na je L/F
lanoaoso pamupeme, To je [L: F] =|G(L/F)| n tume je (19]) norazano.

Heka L = K(a) u M, € II°[X] MUHAMAJIHA TOMMHOM 3a OBAj CJIEMEHT,
amu man mosmem 11°(= L), Hapasro ma je L = II’(a) u deg M, = [L : II].
Horasxkumo na je deg M, = |II|.

Axo m €11, ouna je M,(m(a)) = 0. Hanme, ako je
My =do+di X+ +dp_ X¥ 1+ XF,
rae d; € II°, onga je m(d;) = d; u crora u3z My (o) =0, cremn
0 =n(My(a)) =7(dy + dyo+ - - -+ dp_10"71 4 oF)
7(do) + w(dy)m(@) + - + w(dp_1)m ()" + 7(a)®

do + dim(a) + -+ dg_1m(@)F 7!+ 7()”
= Mo (m(a)).

Hakne, 7(a) je myna noaunoma M, , a mux zema Buine ox deg M,. Ocum
Tora, jacHO je ma 3a mp # me Mopa ourtu 71(a) # ma(a) (ayromopduzam o1
L je mornyno ompeben Bpemnomhy y «), ma nobujamo ma 6poj ayToMop-
¢uzama y Il He mosxe 6Gutu Behu on cremena nmomumuaoMa M, :

ITI| < deg M. (21)
ITocmaTpajMo canm mogUHOM
¢(X) = [T (X = 7(a)). (22)
mell

Ako o € II, My ra, Kao M Ipe, MOM¥KEMO NPOAYKUTU N0 M30MOp(U3Ma
o: LIX] — L[X]. Tana je

= [ &x-7)= ][] &x-7)=]]X-7"(a)=aX)

o~ lonm/ell 7' E€ooll w/€ll

Crora cy cBu koepunujentu nonunoma ¢(X) ¢urcupanu npu csakoMm o € I1
u mobujamo ma je ¢(X) € II’[X]. Ho, jacuo je ma je g(a) = 0. Crora je
OH [eJbUB MUHUMAJIHUM IIOJIMHOMOM TOT eseMeHTa, Tj. M, | ¢(X). Taro na
mobujamMo ma je

deg M, < degq(X) = [II]. (23)

13 (21) n (23) mobujamo ma je deg M, = |TI|, a xako je deg M, = [L : II’]
nokazamu cmo ((20]).
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Kopumhemen (19) u (20) muje temxo moxazaru ma je II =1 u F =
F® . Hanwe:
| &2 r.m) &2 e,

Kaxko cy oBo xomaume rpyme u II C I 3armyuyjemo ma Bamu jegHAKOCT:
II = II*. Camumo:
[L:F] = |F{| = [L: F?).

Ho, F C F* u kako cy cBe 0BO KOHAuYHA pammpema, Mopa ourtn F = F%,

3. Heka cy Fiy,Fy € F. IlokaskuMO na Cy OBa MOJba KOHjYTOBaHA AaKKO Cy
1o F}! u F} wonj G(L/K
nrpyne Fi m Fj xonjyrosase kao noarpyne ox G(L/K).

— . IllpernocraBumo na cy mosma F) m Fb KOHjyroBasa, Tj. Ha IOCTOjU
K-uzomopduzam o: F; — F,. Kaxo je, Ha OCHOBYy paHHjuUX pe3yJiarara,
L = Fi(a) u L = F(B) 3a meke o, € L ToO MO¥KEMO 0 NPOLYEUTHU IO
ayToMop¢pusma o mosba L Tako mTo noxedunumemo o(a) = [ (HapaBHO xa
je [L: Fy] = [L: F3] momro cy Fy u Fy K-usomopdua u cBa palmmpema Cy
koHauHa). Panu jemnocraBHoctu, ymecto o nucahemo camo o. Tana 3a
ceaku 7 € G(L/K) umamo:
T € F} Vb e Fy)r(b) =b
)

= ( )

< (Va € Fy)71(0(a)) = o(a)
= ( )

— ( !

Ya € F1)o ! (1(0(a)) = a

Va € Fl)(O'
1

oToo)(a) =a
o loroo € F}

= TE€ aFlﬁa_l.

Haxrne, F2ﬁ = chfail, Te Cy OBe IMOATPyIle KOHjyrOBaHE.

<= . [IpernocraBumo na cy moarpyiue Flti u qu KOHjyTrOBaHe, Tj. fa IOCTOjU
o € G(L/K) rako na je Fi = cFfo~!. Kako smamo na je Fy = FY’, 10 je
Fy = (cFlo™1)’. Tokazaliemo ma je (0Ffo~1)’ = ¢[F)] mro he mam matu
nokas na cy Fy u Fy konjyrosana mosma (ayToMopdusaM o UHAYKYje moMony
Cy’Kema IOMEeHa M KoJoMeHa K-m3oMopdu3aM OBUX HOJBA).

a € (oFfo™!) < (vr e Ff)(ooroo ')(a) =a
— (Vr € F)(ro0 ") (a) = 0~ (a)

— (Vr € FH7(67 Y (a)) = 0 '(a)

o0 (a) € Flub

— o a)e

< a € o[F].
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Hakune, saucta je (0Ffo=1)" = o[Fy]. |'| ToceGmo:

F*aG(L/K) <= (Vo € G(L/K))oF*o~! = F*
— (Vo € G(L/K))(cFto™1)’ = (F%)°
< (Vo € G(L/K))o|F] = F.

Mu Tpeba ma mokaskemo ma je y tom cayuajy F'/K Tamoaoso, Tj. na je
K = FCF/E) - Mosomuo je mokazaTu ma je FGEF/E) C K nomro obpatHa
MHEIy31ja TpuBMjaano Baxkn. Ilpermocrasumo ma a € FEF/K) | To 3paun
na je m(a) = a 3a cBe 7 € G(F/K). Ilokammmo na a € LEE/K) | 3uamo na
L/K jecre Tamoaoso, ma je K = LE/K) y 1o he mam 3aBpmuru mokas.
Hera je 0 € G(L/K). W3 ropme aHauu3e 3HAMO & O CBAKU €JIEMEHT
u3 F couka y F, ma crora ungykyje ayromoppuzam o € G(F/K). Ho,
a € FCW/K) na je g(a) = a. Ho, To 3ampaso mokasyje ma je o(a) = a.
Kako je oBo Tauno 3a cBako o € G(L/K), to a € L¢/K) = K u nokazamm
cMo ma je pamupeme F/K Tamnoaoso.

JokaskmMo ma Basku M OOpaTHA UMIIUKAIMja, Tj. Oa U3 YAHEHUIE A4 je
pamupeme F/K Tamoaoso ciaemu ma je moarpyna F*! mopmamaa. Bumemn
CMO Ia ce TO CBOOW HAa NOKA3 YMILEHUIE Ia jeé 3a cBako o € G MCIymeHo
o[F] = F. 3anpaso je moBO/bHO mOKa3aTu na je 3a cako o € G: o[F] C F.
Hawwme, onna Baxku u 0~ [F] C F, ma IpUMEHOM 0 Ha OBY WHKIY3Ujy MOGH-
jamo ma je F C o[F]. Hera je a € F npou3BOBHO U i, € K[X]| Muanmanau
noauHOM OBOT eseMeHTa. Tanma je pq(o(a)) = o(ua(a)) = o(0) = 0. Ho,
Kako je pamupewme F/K nopmanno, u, € K[X]| mepacraBibus moiaunoMm, a
F canp:u meroB KOpeH «, oHma F' camp:Eu u CBe OCTaJleé HmErOBE KOPEHE,
Te o(a) € F.

Opnpenunmo cana rpyny G(F/K). Ilocmarpajmo xoMoMopdu3am
o: G(L/K) — G(F/K)
3amat ca ¢(o) = o (kopucTuMO ropmy o3Hakry). Vmamo ma je
Ker¢ = {0 € G(L/K): 0 =idr} = {0 € G(L/K) : (Ya € F)o(a) = a} = F*.
Ha ocuoBy npBe Teopeme o m3omopdum3My 3a rpyne nobmjamo ma je

G(L/K)/pt = Imé < G(F/K).

Ho,

_GUW/K) LK) [L:F-[FrK]
|G(L/K)/Fﬁ|— P L F] L F] =[F: K|=G(F/K),
ma je ¢ 3ampaBo ,Ha” U q00MjaMO TpaKeHU M30MOpQU3aM. |

'Kopucso je oBoe mpuMeTuTH na 3a cBaxy moarpymy Il Bamwu cmemelia jemmaxoct:
(crl'[o‘l)b =0 [Hb]. Hawnwme, I1 = F1ﬁ akxko II° = F}.
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ITpukaszahiemo cana HemTo Apyrauunje nokase xesnosa 2. u (moceGHO) 3.
IpeTXoAHe TeopeMe, KOjU MOTY KOPUCTUTU YUTAOIMMa 1a D60Jbe cariaenajy
OBe BasKHE pe3yJTarTe.

Iloka3z 3a 2. IIpe cpera, F¥ = LF* = [GW/F) = F, jep je pamupeme L/F
lanoaoso ka0 mro cmo mokazanu y (1).

Umavo na je I* = G(L/TI°) = G(L/L™) D 1, Te je |G(L/L™)| > |M|.
3uamo na je L = K(a) 3a mexko a € L u meka je M, € LY[X] muaumammm
HOJIMHOM 32 Taj ejeMeHT, aau Hax LU (HapaBHO na je u Ln(a) = L). Hoc-
MaTpajMO Kao M y IPETXOIHOM IOKa3y moauHOM ¢ 3azar 3a (22). Kao n
npe, mokazke ce aa je ¢ € L[X] u na M, | ¢ Te umamo ma je

G(L/LY)| L/L" je 'amoaoso

[L: L") = [L™() : L") = deg M,, < degq = |TI|.

Taxne, nobumu cvmo ma je || = |G(L/LY)| = ], Te je u II°F =TI. a
Bumumo ma ce oBaj mokas HE3HATHO pa3JIMKyje O MPETXOTHOT.

Ioka3 3a 3. IIpumerumo na rpymna G nejcryje na F: o - F := o[F|. llpu
OBOM HejCTBY Ckym JF ce 'pacmana’ Ha AUC]yHKTHY yHujy opbura. [lomce-
TUMO C€ a Cy CTAOUIN3ATOPY EJIEMEHATA U3 UCTE OPOUTE KOHjyTrOBAHE IO I~
rpyme. 3ampaBo, BaEKW jeIHAKOCT: Y,[p] = oYX po~ !, rme je ca Yy o3Hauen
crabunuszarop esemenrta (y HameM cayuajy mosma) F. Ilpumernmo na je
Yp={0€G:0[F] =F}, nok je G(L/F) = {0 € G: (Vx € F)o(z) = z}.
Ilakine, jacHOo je ma 0BO HUCY UCTe moArpyme, aau Basku xa je G(L/F) C Xp,
Te je, 3a cBaxo 0 € G: 0G(L/F)o™! C oXpo~! = X,p. Ilokaxmumo ma je
3ampaBo 3a CBako o € G:

oG(L/F)o~! = G(L/o[F)).

Ilosomuo je nmokazatu na je oG(L/F)o~! C G(L/o[F]) momTo omna apyra

VHKIy3uja caenu u3 oxromapajyhe mukmysumje 3a o L.

Heka je 1€ G(L/F) m a € F, a 0 € G npoussosuo. Tana je

T€G(L/F),a€F

(ero™ ) (o(a)) = o(r(c™ (o(a)))) = o(7(a))
Iakne, oro~t € G(L/o[F)).

o).

ITocmaTpajmo cama mosba uuje cy opbure jemuouname. To cy F € F 3a
KOje Ba:KM 14 je 3a cBako o € G: o[F| = F. Ho, Ha 0CHOBY mOKa3aHOr Tana
3a cBako o € G umamo na je oG(L/F)o~! = G(L/o[F]) = G(L/F), naxne 3a
cBako Takso nomwe F nonrpyna G(L/F) jecte HopMmaaHa. 3ampaso, JIako je
BuzeTH na u3 yumenune na je G(L/F) mopmansa ciemn na je u o[F| = F
3a cBako o € G. Hauwme, rako je G(L/F) nHopmasna, npeMa IpPEeTXOTHOM je
G(L/F) = G(L/o|F)) 3a cBako 0 € G. Ho, Tana je u

L/F je HOPMAaJIHO FC(L/F) _ pG(L/olF) L/c[F] je HOpMAaJHO [

F o[F].
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Ho, noraskmmo na ycaos na je o[F] = F 3a cBako o € G 3anpaBo 3HAYM
na je pamupeme F/K Tamoaoso. Haumme, aro o € FEWF/K) pocmarpajmo
o € G. Kaxo je o[F] = F, to 0 uanyryje ayromoppuzam g € G(F/K),
peLyKOBameM U JoMeHa 1 kogoMmena on o Ha F. Kako je rana o(a) = o(a) =
a, 3axmyayjemo ma o € LEE/K) = K. Takobe, aro je F/K Tanoaoso,
nocmarpajmo o € G(L/K). Axo je a € F u u, € K[X]| meros Mmunumanan
[IOJIMHOM, OHJA je () HeKa HyJa TOT MOJUHOMA, aJH, HOIITO jé PAIINDPEHe
F/K mopMmaJHO, 3HAMO Ha Cy CBe HyJle HepaCTaBJbUBOT [, Takobe y F, ma
uo(a) € F, e je o[F] C F.

Haxie, nokazanu cmo na saxku: G(L/F) je HOpMaIHA aKKO 3a CBE 0 €
G je o[F] = F arko je F/K Tamoaoso pamupeme. Onpebusame rpyme
G(F/K) je ypabeno y mperxonuoMm nokasy 3a (3). O

[Ipunpy:xuBame Mehynoma u moArpymna o0 KOjoj rOBOPU IPETXOJHA TEO-
pema 30Be ce I'AJIOAOBO NPUAPYKUBAKE (KOPECIIOHEHIIMIA).

5.2 Jemma mpumeHa

Tepbewe koje raske nma je mome C anrebGapcku 3aTBOPEHO, Tj. Ha CBAKU
nosnuaom 3 C[X] nma myny y C mosnaro je kao OCHOBHA TEOPEMA AJITE-
BPE. Ho, oHo Huje y mormyHOCTH ajrebapCka TeopeMa HOIITO KOHCTPYK-
nuja moma R Huje asrebapcra. Crora m OMIO KOjU HOKA3 OBE TEOpPEME
MOpa YKJBYUYNTH HEKYy HelmpeknaHocT. Tpebano 6m ga HaMm je noOpo mos-
HaTa YWKBCHANA, KOja Ce CBAKAKO MOKE NOKA3aTU Y OKBUDY Kypca AHanmse
1, ma csaku nomuaoMm u3 R[X| menapuor cremena uma peanny myiry. Ocum
OBe UMHCHUIE, 3HAKE U3 CPeIhe IIKOJIe HaM IMOKa3yje na CBAKU HOJIWHOM
npyror crenena u3 C[X] uma Hyny y (CE|

Teopema 38. (Ocuosna Teopema anrebpe) Momwe C je anrebapckm 3aTBOpPEHO.

Hoxra3z. Heka je f € C[X] u Ky meroso rkopercko nome. Heka je L nop-
MaJHO 3aTBopeme pammpema Ky/R. Tana je pamupeme L/R Tamoaoso
pamupeme Ka0 HOPMAJHO pammpeme Ham mosbeMm kaparkrepucture 0. Ha-
paBHO, 3HaMO za je u pamupewmne L/C TMamoaoso.

HKemumo na norasemo ma je Ky = C, a nokasaliemo na je sampaso
L = C. Ipernocrasumo zxa je [L:C]=2"(2m+ 1), rme jer =20 u m > 0.
Kako je [C:R] =2, to je [L:R] =2""12m +1) u |G(L/R)| = 2" (2m + 1).

I[MpernocraBumo nma je m > 0. Hera je II CusoBmeBa 2-moarpyna
oBe rpyne. Ha ocrHoBy , mvamo ma je [L : 1] = |II| = 2"t Te je
[l : R] = 2m + 1. Kako je pammpeme II’/R cemapabuino Kao KOHAUHO
pamupeme noma kapakrepucture 0, To je I’ = R(a). Axo je u, € R[X]
MUHVAMAJHA TOJUHOM OBOT €JIEMEHTa, OHJIA je TO HEPACTABJLUB MOJUMHOM U3
R[X] crenena 2m + 1, mro uuje morylie, jep 3HAMO A& CBAKU MOJUHOM K3

2080 mocebuo 3naun ga C HeMa pamupeme CTemeHa 2 — He MOCTOJU HePACTABJbUB
nosnunoM Hax C cremena 2.
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R[X] menapuor crenena nma myay y R. Crora sakmyuyjemo na je m =0 u
[L:R] =2t 1j. [L:C]=2".

Hokaxxkumo cana ga mopa obutu r = 0. Yrkoaumko je r = 1, pamwupeme
[L : C] 6u 6uno cremena 2, a 3akmyuniau cmo qa C mema pammpeme crenena
2. Yromauko je, mak, r > 1, ouna G(L/C) caapxu noarpymy I1; pena 2"~ u,
Kao u rope, mobujamo ma je [II} : C] = 2 u omer HOGUjaAMO KOHTDA,IAKIHA]Y.
3akmyuyjemo ma mopa outu r = 0, te je 3amucra L = C. a

6 Hexku npumepu

Ilpumep 39. Hexka je f = X? — 2 € Q[X] u K; meroso KOPEHCKO HOJbE.
Oxnpemnru I'anoaoBy ropecnoHmeHnujy 3a pamupeme Ky/Q.

IIpe csera, jacHo je na je pamupeme Ky/Q Ianoaoso momro je Ky KopeH-
CKO IOJbe IMOJMHOMA HAJ moJsbeM kKapakrepuctuke 0. C 003upom ma cy cBu
YEeTBPTU KOPEHU U3 2:

1= V2,20 = iV2(=ixy), 13 = —V2(= —x1), 24 = —iV2(= —1x3),

10 je K; = Q(z1,29,23,24) = Q(v/2,4). Ilomro i ¢ Q(+v/2) u nmomrro je
moauaoM X4 —2 mepacrasimus nan Q mo Aj3eHIITAjHOBOM KPATEPH]yMy, TO
je

[K;:Q]=[K;:Q(V2)]-[Q(V2): Q] =2-4=8.

ITorpe6uo je ma ompemumo rpymy G = G(K;/Q) pena 8. 3mamo na je ona
n3oMop¢Ha HEKOj on ciaenehwmx rpymna:

Zs, Zo X 7Ly, ZToX7ZoXZay, Dy, Qs.
IIpupoaro je mocmarparu ayromopgusme o, € G(Kf/Q) 3anate ca:
o(i) =—i,0(V2)=V2 m  7(i)=1i,m(V2) =iV2.
Jacno je ma je 02 = idg,. C mpyre crpane,
"2 (V2) = 7(i92) = w()m(V2) =i - iVZ = ~ V3,
w3 (V3) = (- ¥2) =~ 2 = ~iV3,
7 (2) = n(=i¥/2) = —n(i)n(V2) = —i - V2 = V2.

Haxxe, 7 je pena 4. YHmopeauMmo om u oo

i i r T =i, V2 V2 e —iv/2,
A L N C TSR C LN F)

Iakne, om = 7m0 W MOXKEMO Ja 3aKBbYyUUMO na je Y NUTAKhY AUjeNapCcKa
rpymna ca remeparopuma o u . Mpexa noarpyna rpymne G:

3
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(o, ‘7772> (m) (o, om?

\/

{ldKf

Onarosapajyha mMpesxka mormosma je mara ca:

\/

(0,0m2)" (m) (om,on®

G=0Q

IToTpebHO je camo jom mAeHTU(PUEKOBATH OBa moTmosba. Ha ocuosy ([20))
umamo ma je [II’ : Q) = [G : H]. Ilakme, mmamo Tpu pammpema ox Q
crenena 2. Ha mpuwmep,

a € (m)’ <= n(a) = a.

Ho, ¢urcan esemeHT 3a 7 je 7, a KAKO je OBO pallupeme CTeleHa 2, noou-
jamMo ma je



Jacuo je n ma /2 = ({‘/5)2 € K;. Kaxo je 0(v/2) = v/2, 10 je u 0(v/2) = /2.
Kaxo je 72(v/2) = —v/2, o je m2(v/2) = V2, Te V2 € (0,0m%)", a rako je

0BO pamupeme crenena 2 Han Q umamo na je
(0,07%)" = Q(V2).

Huje temko mahu mu (o)’

na je 0(v/2) = v/2. Crora je

. To je pamupeme on Q cremena 4, a 3HAMO

(o) =Q(V2).

Cuoxennju je mpobuem Hahu ¢pukcHe Tauke 3a, Ha npumep, om. IIpose-
pUMO TJE Ce CIVKajy KOPEHU Hamler MOoJuHOMa f.

o 7| o || 72| on? || 73 | on®
Ty | Ty | T2 | T4 || T3 T3 || T4 T2
T | T4 | T3 Z3 Ty T2 T gt
T3 | T3 | Ty | X2 || X1 T T2 Ty
Ty | T2 | X1 Z1 T2 Ty 3 Zs3

Bumumo na om mepmyTyje 21 u x4, Te je (om)(x1 + 24) = 21 + 24. Ho
x1+a4 = (1—14)v2 € (on)?, Te je Q((1 —14)v2) C (o7)°. JacHo je ma oBaj
€JIEMEHT He 3aJ0BOJbaBa HUjeIHY KBaapaTHy jenHaunny Han Q (ysepure ce
y 10), Te je [Q((1 —14)v/2)) : Q] = 4, Te je

(o)’ = Q((1 —1)V2)).
3

W3 rabaune ce Bumu na om° MEPMyTyje X1 U To TE je X1 + To € <U7T3>b.

Kaxo je z1 + x3 = (1 +1)(¥/2), To Kao y mperxomsoM nobujamo ma je
(om%)? = Q((1 +1) ¥2).
Hpyru Haumse ga moheMo o0 OBOT pe3yJiiTara je na IPUMETUMO aa je
mlom)r! = (no) = (om3),
ma je ma ocrony [ (o) = 7 [Q((1 — 1) ¥/2)] = Q((1—1)iv/2) = Q((1+14)V/2).

Kaxko je 72(v/2) = —v/2, 10 je 7%(v/2) = V2. Yaumajyhu y o63up na je
7(i) = i, mobujamo ma je i,v/2 € (72)’. Kao u pamnje, y3umajyhin y 063up
CTEIEH pamupemna, 1o00ujaMo na je

(%) = Q(i, V2)(= Q(i + V2)).

W3 ropme Tabaune Buauvo ma o € (o12)’, e je Q(zq) C (0m?)’, a rako
je [Q(z2) : Q] = 4, BuaAMMO A OBIE Ba)KU j€ THAKOCT:

(o7%)’ = Q(a2) = Q(iV/2).
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U oBme ce pe3yaTaT MOrao JOOWTU MPUMEHOM uWmeHute aa je m(o)m ! =

(om?) u3 koje ciemn xa je (om?)’ = [Q(V2)] = Q(iv/2).

Ocraino je jom ma ompemamo (o, or3)?. Ho, To je mome pammpeme
crenena 2 nosma Q m camp:kano je y momy Q ((1 +1) \‘75) Y Tom momy ce
manasu u exement ((1+414)v/2)? = 2iv/2. Ho, Huje Temko nposepuTn ma je
iVv2 e (mr,mr?’)b Te mobujaMo ma je

(o, om®)’ = Q(iV2).

[IpuMeTnMO ma 0Baj eIEeMEHT Ipumana 1 pamupeny Q ((1 —1) \4/5) Konauno
MMaMO MPEKY MOTIOJbA.

&

ITpumep 40. Hexka je f = X7 — 1 € Q[X] u K; meroBo KOPEHCKO MOJbe.
Onpenntu IamoaoBy ropecmongennujy 3a pamupeme K;/Q.

JacHo je ma cy KOpeHW OBOT NMOJWHOMA CBU CEAMU KODEHU U3 jeVHULE U
a Cy CBU TE€HEPUCAHU KOPEHOM ( = 00527” + isin 27” Haxme, Ky = Q(¢).
Kao mro 3HaMO 01 npe, MUHUMAJHA DOJUHOM 32  Ham Q je mosmHOM i =
X0+ .-+ X +1, re je [Kf: Q] = 6. 3a onpebusame rpyne G = G(K;/Q),
pena 6, IpUMeTUMO A je cBaku ejeMeHT m3 G moTmyHo oapebhen Bpennom-
hy y ¢. Hera je 0, € G 3anmato ca 04(¢) = (%, 3a 1 < s < 6. IIpoBepumo
KOMIIO3UIIU]y OBa JBa ayTOMOp(U3Ma:

(‘77’005)(0 = UT(US(C)) = UT(CS) = (UT(C))S = (CT)S =("=(""= 0r~78(<)'

[Ipernocrenma jenHakocT Bazxu 3a1o mTo je (7 = 1. Jlakie, MO&eMO a2
KOHCTaTyjeMo na je ca ¢(r) = o, 3anar jeman usomopousam ¢: U(Zy7) — G.
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Crora je rpyna G murnnuna. Kako je U(Z7) = (3), To je G = (o3). Hene
jemmne mpase moarpyme cy (03), koja je pema 2 u (03), Koja je pema 3.
Nmamo na je Ug’ =03.,3,3 =06 1 U§ = 03.,3 = 03.

Onpenumo Hajupe <02>b. Kako je oBa rpyma pema 3, 3Hamo ma je
pamupeme (03)°/Q cremena 2. Emement a = a + b¢ 4 ¢ + d¢® + eC* + f¢°
npunana OBOM IIOTIOMY akko je oo(a) = . Ho,

02(@) = a+b¢* + ¢t +d¢" + eC + fC
=a+b* + et +d(-1-C-C == =) e+ fE
=a—d+(e—d)(+ (b—d)+ (f —d)¢* + (¢ — d)¢* — d¢®.
Crora HaMm jemHakoct oz() = o maje:
a=a—d, b=e—d, c=b—-d, d=f-d, e=c—d, [f=-d.

Ilakne, d = f = 0, b = ¢ = e, Ia TPOU3BOJBHK ejleMeHT u3 (02)” 06IMEa
a+b(¢+C+¢Y), 1. (02)° = Q¢+ ¢+ (). Emement v = ¢+ ¢2+ ¢4
3aI0BOJbABa HEKy jemHaumHy cremeHa 2. OapenuMo kKoja je TO jenHadmHa.

Y=+ =+ 20 207+ 2¢°
= 20200+ 2(-1-C === 07) = =20 = -2,

Hakme, v2 +v+2 = 0. Crora je vy € {%} Y CBaKOM CIIydajy
nobujamo nma je Q(y) = Q(v/—7).

[ITo ce Tuue moma (06)”, TO MOEeMO sakme onpemutu. Hamme, 06(() =
(6 =¢1'={ Croraje o6(¢(+(=(+(, te Q¢ +¢) C (06)°. Ho, npu pas-
MaTpamy IpobieMa KOHCTPYKTUOUIHOCTY IPABUJIHOT CEIMOYTIIA, BUICIU
CMO Ja je OBaj €eJIEMEHT KODEH jeJHOT HepacTaBJ/bUBOT IOJIMHOMA CTEIleHa
3, Te je 3ampaso (0g)” = Q(¢ + ¢). Hpumerumo ma je ¢ + ¢ = 2cos 27”, Te je
(06)” = Q(cos ZF). Mpeska moTHosmpa je mpeacTaBbena cirefelloM camkoM.

&

Ilpumep 41. Heka je f = X° —2 € Q[X] u K; meroso KOpeHCKO HOJbe.
Onpenntn TamoaoBy ropecnonnennujy 3a pamupeme K;/Q.
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JacHo je ma je oBaj mpuMep CIOKEHUjU O MIPETXOAHA ABA. 3allPaBo je HeKa
BpCTa KOMOMHAIMje TpeTxonHa asa npumepa. Iloaunom f je HepacTaBi/buB
max Q ¥ BEroBU KOPEHNM Cy CBHU IIETH KOPEHM u3 2, a oHu cy obmura (Fv/2,
3a 0 < k <4, rae je ( =cosZ +isinZ. Crora je Ky = Q(¢, v2). Ho,
Kako je X° — 2 mepactasmus nonunoM, To je [Q(v/2) : Q] = 5, a Takobe je u
pe = X4+ X34+ X?+ X +1 nepacrasmus van Q, te je [Q(¢) : Q] = 4. Haxme,
5/[Kf:Q],raomd|[Kf:Q, a[Ks:Q <5-4=20. Crora je [Kf:Q] =20
n G =G(Ky/Q) je rpyna pena 20. Ako ca s5, OJHOCHO Sz O3HAYUMO GPOJ
CusoBibeBux S-moarpyna, oqaocHO CUIIOBILEBUX 2-MOATPYIA, OHIA UMaMO
na s; | 4 u s5 = 1(mod 5), Te Mmopa Gutu s5; = 1, Te je moarpymna pena
5 mopmasna. Y rpymu G OPpUPOITHO CEe WUCTUYY €JIEMEHTU 0 U T 4Juje je
IEejCTBO HA T'€HEPATOPUMA 330aTO KPATKOM TAbJIUIIOM:

o T
¢ ¢l ¢&
SCARSEARE

Jlaxo je mposeputu 1a je o*(3/2) = (¥ /2 Te 3armyuyjemo ma je N = (o) Ta
HOpMaJsHa moarpyna pena 5. C apyre crpame je 7F(¢) = CQk u nobujamo na
je 7 emement pena 4 y rpynu G, e je u CusioBibeBa 2-IOArPYIIa IUKINYIHA.
Heka je H = (r) 1y nukmamyny noarpymny. Kako je N N H tpusujanna
noarpyna, to je G = NH.

3uamo ga je N mopmasra. Jla 6uCcMO KOMIUIETUPAJIN pAa3yMeBambe Ipyne

G onpemumo komuko je 7ot L. Ilpumerumo ma je 771 = 73,

L =L 3 (P =,
VoI 2T (V2 Y
1 2

Ho, xaxo je 02(¢) = ¢ u 0%(V/2) = ¢%V/2 sarmyuyjemo ma je Tor~! = o2,
Ilakne, rpyna G cBaKako HUje KOMYTATUBHA, & OTATIE OAMAX 3aKJbYUYjeMO
na nmoarpyna H wuje mopmasua. Ho, cee Cunossmese 2-nmoarpymne cy mehy-
COOHO KOH>YrOBaHE, T€ 3aKbYy4yjeMO [a Cy CBe MOArpyne pena 4 oOInKa
o"Ho % 3a 0 < k < 4. Haume, cBe Cy OBe HOATPYIE PA3JIUUUATE — ¥ CYIPOT-
HOM OUW HEKM HETPUBUjAJAH CTEIEH Ol 0 OMO y HOPMAJIU3aTOPy MOATPYIIE
H, a kako je pen ox o mpoct 6poj, mobunu ducmo na je H mopmaana, mTO

muje. Ompemumo 3ampaBo oBe Tpyle Tako mTo hemo mahwm oFro=F.
IIpumerumo ma je o' = o*. U3 o7~ = 02, nobujamo zma je
_ 2
TO = 0°T. (24)
N3 (24)) nanyxumjom ce nako mokasyje ma je
ot = ok, (25)
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Crora je oto~ ! = o70* = 0087 = o*r. Tana je
— — — . 5 5
o’r07 % =o(oro Vo = a(o*r)o7! = oO10* = 0%08T = P
o*ro73 = o(o?ro 3ot = o(037)0* = otoBr = 0?1,

4

olro™t = 0(03 8

0 3ot = o(0?1)ot = o368 = o7
Ilaxne, moarpyne pena 5 cy: (oF7) 3a 0 <k < 4.

3HaMo na je cBaka rpymna pena 2 caapskaHa y Hekoj CuioBibeBoj 2-
noarpymu. Ho, Kako cy OHe cBe IUKJIWYHE, U UMAajy TAYHO IO jeNHY IOM-

rpyny pena 2, To UMaMoO HajBuie 5 nmoarpyna pena 2. Ilurame je ma nm
ce moarpyme pena 4 HeTpuBHjaJHO ceky. ¥ rpymm H momrpyma pema 2

regepucana je eaemenTtoMm 72. Oxpemmmo xommko je oFr2o k.
o207l = (o707 )2 = (0"7)? = otro’t = ooPrT = 0?12
0’12072 = (0%107%)? = (6°7)? = o310 = 0300 = o1,
03712073 = (631073)? = (0%7)? = 0?10 = ootrT = o7
otr?07t = (o*r0™4? = (07)? = o10T = 00%TT = 037,

Haxne, exementu 072, 3a 0 < k < 4 cy remepaTropu rpymna pena 2.

Ocraje ma mpoBepumo uma qu rpyna pega 10. C o63upom ga je N HOp-
MasHa moArpymna, ouaa je N = N-(72) < G pena 10 u oHa je HOpMaJHA, jep
je nnnekca 2. Ho, To je yjenno u jenuna monrpyna pena 10. Hawmwme, oBa
NOArpyIa caap:ke CBE eJeMeHTe pena 2: CBU eJeMEeHTH pena 2 cy obiauka
o*7207F u kako je Ta mOArPyTa HOPMAJHA U CAIDAU T2, OHA CAAPKM U CBE

OBE€ €JIEMECHTE.

Haxrme, mmMmaMo jenHy HOArpyIy pena b Koja je HOpMAaJHA, D MOArPyIa
pena 4 roje cy cBe mehycobHO KOHjyroBaHe, 5 moArpymna pena 2, Koje cy
takobhe cBe MehycoOHO KOHjyroBaue u jenuy moarpyiy pemna 10.
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Onpemumo cana oxrosapajyha moma. Ilpe csera, jacuo je ma je N? =
(0)* = Q(¢), momrro je [(0)’ : Q] = [G : N] = 4, a o(¢) = ¢. Kaxo je
—b .

[N : Q] = [G : m = 2, moTpebHO HaM je kBaapaTHO pamwupeme on Q. Ho,
N = (0,7%), ma je oBo pammpeme caapxano y (o)’ = Q(¢). Cazma momemo
a ce TMPUCETUMO MTA CMO PAIWIU PaHUje y CiIydajy CEeAMOT KOPEHa U3
jemuuune. OBo ( 3a70BOJbABA jeqHAYUNHY

CHEHE+H+H1I=0,
mTo mocie mesema ca (2 maje:

<2+<+1+%+C—12:0. (26)

Hexa je £ = (+ ¢ = ¢+ ¢*. Tpuvernvo na je
() = 72(C+ (1) = 7(7(Q)) + (r(r(O)* = 7(¢*) + (r(¢*) =+ 0 =€
Takze, € € N'. Ho, u3 (26)) mo6ujamo xa je
E24+¢—-1=0.

Onasne je € € {%‘/g} Iaxkmne, N = Q(¢) = Q(V5).
Kako je 7(V2) = V2 u [(1) : Q] = [G : (1)] =5, 10 je (1)" = Q(V2).
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Cajia MOM%EMO [a OJPEINMO U ocTaja mosba obmuka (o¥7)°, xopucrehu Ez

o)’ = (c*{r)o ™) = 0¥ [Q(V2)] = Q(¢*V2);
(0%7)" = (63(r)0 %) = ®[Q(V2)] = Q(¢*V2);
(0*1) = (*(r)o 1)’ = ?[Q(V2)] = Q(¢*V/2);
(0'7)" = (o(r)o™1)" = o[Q(V2)] = Q¢ V2)

Beh cmo Bumenu ma 5 € (r2)°. Kako je u 7(V/2) = /2, ysumajyhu y
063up U cTemeH pammupema, mobujamo ma je (12)” = Q(v/2,V/5). Tana je
(0*7%)" = o[Q(V2,V5)] = Q(¢ V2, V5);
(o'7%)" = o*[Q(V2,V5)] = Q(¢*V/2,V5);
o7?) = *IQ(V2,V5)] = Q(¢* V2, V5);
) [ (

(07%) = o*[Q(V2,V5)] = Q(¢* V2, V5).
Ky
Q(V2,VvB)  QV2VE)  QPV2VE) | QP VeVE) et V2,VE)

Q(V2) Q(¢¥2) Qe*¥2)

&
Yuraonu Ou 3a Be:kOy MOTIM na TPOBEPE KOja Cy Ol OBUX PallUpemna
HOPMAaJIHA.

7 HesaBucHocT KapakTepa u ApTHUHOBA JieMa

Hepunumnuja 42. Heka je G rpyna n F' nome. KAPAKTEP rpyne GG je xomomop-
puzam x: G — F*.
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Hapasno, F* = F \ {0} u 1o je MmynTumiukatusaa rpyna. AsnrepHa-
TUBHA O3HAaKa, KOja Cé KOPUCTHU M 3a OIIITe KOMyTaTUBHe IpcTene R ca
jemuaunom je U(R).

Hamowmena 43. Ilpumerumo na KapaxTepu ,,He BUOe’ HEKOMYTATUBHOCT Yy
rpynwm, jep je 3a csaku kaparrep x u rpyny G: x([G,G]) = 1p, momto je
nome F KOMyTaTUBHO. 'Y

Teopema 44. Heka je G rpyna u F nome. Ceakm kOHauaH CKyn KapakTepa
{X1,--+,Xm}, rBe xi: G — F*, je nuneapHo HezasucaH Haa F kao ckyn ¢yHkuuja
msGyF.

Ilokas. Heka cy a; € F' TakBu na je
aixi+ -+ amxm =0: G — F.

Tpeba mokasatu na je a; = Op 3a cBe i. [loka3 paguMO MHIYKIU]jOM IO 17.
Yxomuko je m = 1, onma mMaMo na je aiy) 3ampaBo Hysaa (QYyHRIOUja Te je
a1x1(g) = 0 3a cse g € G. IloceBuo, aix1(e) = 0, rme je e HeyTpau rpyme
G. Ho, cBakaxo je x1(e) = 1p u nobujamo ma je a; = Op.

I[IpernocraBumo na je tBpbheme mOKa3aHO 3a CKYyHOBE Ca M KapakTepa
¥ HoCcMaTpaMo CKYI {X1,. .., Xm, Xm+1}. Heka je, nakie,

a1X1+ -+ amXm + Gmr1Xm+1 = 0. (27)
To 3mauu ga je 3a cBako g € G:
a1x1(9) + -+ + amxm(9) + am+1Xm41(9) = OF. (28)

Kako je x1 # Xm+1, TO mocToju go € G taro ma je x1(go) # Xm+1(g0). Hera
je g € G mpousBoman exemeHT rpyme. Tana je

aix1(9og) + -+ + @amxm(909) + a@m+1Xm+1(gog) = OF. (29)
C 063upom ga cy X; XomoMopduaMu, 100ujaMo:
a1X1(90)x1(9) + -+ + amXm(90)Xm(9) + @mi1Xm+1(90)Xm+1(g) = 0p.  (30)
Muoskemem ca Xma+1(g0) mobujamo
a1Xm+1(90)x1(9) + -+ + @mXm+1(90)Xm (9) + @m+1Xm+1(90)Xm+1(9) = 0F. (31)
O ny3umamem on ,ZLO6I/IjaMO
a1(x1(90) = Xm+1(90))x1(9) + -+ am(Xm(90) = Xm+1(90))xm(9) = Op. (32)

Axo yBememo oszmake b; = a;(x:(g0) — Xm+1(go)) OHIA MMamMO ma je 3a cBe
g €G:
bixi(g) + -+ bmxm(9) = O, (33)
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OJTHOCHO

lel ++mem =0p, (34)
nomto jenuaroct (33)) Basku 3a cBe g € G. Ha 0CHOBY MHIAYKTUBHE XUIOTE3E,
3arpyuyjemo ma je b; = Op 3a cBe i. Ilocebuo je by = 0, a omma u3 um-

wenute xa je x1(go) # Xm+1(go) cnemn ma je a; = Op. 3amenom y (127))
nodujamo

azx2 + + am+1Xm+1 = 0, (35)

a OHJA IOHOBHOM IIPMMEHOM MHIYKTHBHE XWIIOTe3e, Jo0OujaMo Oa je u ag =
<o+ = Qm41 = 0, WMTO U 3aBpImaBa JOKA3. O

Ilocnemuma 45. Hekacy F' i E noma n 01,...,0,: ' — E paznnuntu xomo-
mopoumsmn. Tafa cy oHM NMHEAPHO HE3aBUCHU Kao ¢yHkuuje us F'y E.

IMoka3. Pecrpurmnuja xomomopdusma o;: F' — E wa F* 3amaje kapakrep
xi: F* — E*. IlpuMmeHoMm mperxomHe TeopeMe pe3yiaTaT CJIeIu. a

ITocnemuma 46. Heka je L koHauHo pawwvperse nomba K creneHa m u () nponseosb-

HO pawmpetse nosba K. Ako je [aq, ..., a;,] Basa 3a BekTopckum npoctop L Hag K, a
01y, 0m: L — Q paznnuntn K-xomomopusmu, oHaa je matpuua A = [o;(a;)]
VHBEPTUOUSIHA.

Ioka3. IlpermocTraBuMO CympOTHO, Tj. HEKA OBA MAaTpUIA HUje WHBEP-
tubunua. To 3HAYM na Cy BEHE BPCTe JIMHEeapHO 3aBUCHE HA X (), Tj. IOCcTOje
c; € §) TakBu ga je

1AL + Ao, + -+ Ao = 0.

Axo oBo ,,pacnumemo”, nobujamo:

co1(an) + ceoa(ar) + - 4+ emom(ar) = 0 (1)
cio1(as) 4+ caos(as) + 0+ cmom(az) = 0 (2)
coi(am) + ceos(ay) + -+ cmom(am) = 0q (m).
Heka je a mpowussosman emement u3 L. Kaxko je [a1,aq,...,q.;] 6a3a 3a L
van K, To mocroje ay,as,...,a, € K taksu na je
o =aioq + agog + -+ QO - (36)

Ako jemmauuny (1) moMHOM%UMO ca a1, jequauuny (2) ca ag, UTHA. U CBE HO-
Oujene jennaunue cabepemo, nobrhemo, nmajyhu y Buny na je, Ha IpuMep,
aro1(a1) = o1(ar1ar), jep je o1 jeman K-xomoMop¢usaMm, KAO U jeIHAKOCT
(36), na je:

cro1(a) + caoa(a@) + -+ - + com (@) = 0q. (37)

Kako je oBo Tauno 3a cBako « € L, nobujamo ma je

€101+ co09 + -+ oy, = 0: L —
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npu yemy Hucy cBu ¢; jenHaku (g, mro nporuspeun nocnemunu [45] Osa
KOHTPaAUKIMja HaM 3aBpIIaBa JOKa3. O

Cneneha nema he HaM KOPUCTUTU y HAPEAHOM OIEJBKY.

Jlema 47. (Aprunosa sema) Heka je G koHauHa rpyna ayTomopgusama rosba
L. Tapa je [L: LY] < |G|

Iloxas. Hexka je K’ = LY, G = {01,...,0m}, 01 = idy. IloBommo je
MOKa3aTW [a jeé CBaKW MOJACKYI on L y KOMe MMa BUIIE OJ m ejeMeHaTa
auneapuo 3asucan Han K'. Heka je {a1,...,a,} € L, roe je n > m, a

a; # o 3a i # j. IlocmaTrpajmMo cucreM jenHadnHa

0'1(011)%1 + 0'1(042)1‘2 + te + Ul(OLn)l‘n = OL
og(al)xl -+ 0'2(0&2)1’2 + e + Jg(()én)l'n = OL

(38)
om(a1)rr + om(a)ze + -+ + opm(an)z, = 0f.

C ob63upom Ha TO Ha je m > m, 0Baj CUCTEM jeTHAUNHA UMa HETPUBU)aJHA
pemema. Hera je (by,...,b,) € L™ Hero HeTpuBHUjagHO pememe. 10 3HAYUN
na uucy cBu b; jemmaxku 0. Heka je, ma mpumep, by # 0. Karo je cuc-
TeM xoMoreH, To je u (abs,...,ab,) Takohe pememe 3a Ma kKoje «. Vzmeby
OCTAJIOT, MOKEMO [a IMOCTUTHEMO na IIPBA KOMIIOHEHTA Yy HETPUBU]AIHOM
pemeny O6yme MA KOJU emement u3 L. Kako cy o1, ...,0,, JUHEADHO He3a-
BUCHU Ha OCHOBY IIOCJIEOUIIE @, TO CUTYPHO 01 + - -+ + 0y, HUj€ HyJa Ipec-
aukaBame. lakie, nocroju Hexu ¢; € L takas na je o1(ci) + -+ om(c1) #

Or. Hera je a =c¢1/by u (c1,...,¢cn) = (aby,...,ab,). Hakiae
o1(an)er + o1(ag)es + - 4+ oi(an)en = 0p
oa(ar)er +  oz(ag)es 4+ oo+ oaan)e, = 0f
. (39)
om(ar)er + om(az)es + -+ + op(an)en = 0.
Axo (39) ,manammemo” ayromopduszmom o;, no6ujamo
(gioo1)(a1)oi(er) + (gio001)(az2)oi(ce) + + (gioo1)(an)oi(cn) = Op
(giooa)(ar)oi(ci) 4+  (ciooa)(az)oi(c2) + +  (gioo2)(an)oi(cn) = O
(gioom)(ar)ai(c1) + (gioom)(a2)oi(cz) + - + (oioom)(an)oi(cn) = Or.
(40)
Ho, xako je {o;001,...,0;00m} = {01,...,0m}, TO 3arbydyjeMo na je
u (o;(c1),...,0i(cy)) Tarobe (HeTpuBHUjaJIHO) pelleme IMOYETHOT CUCTEMA.

Cucrem ([38) je xomoren cucreM, ma je u 30Up CBaka JBa Pellema TaKohe
pememe. Ilocebuo, TO 3HAUM Ha je u

Zai(cl)v Z@(CQ), SRR ZUi(Cn)
i=1 i=1

i=1
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pemteme Tor cucremMa. Ho, 3a cBe k u j:

m

o) (Z Uz‘(ck)> = (oj00i)(ck) = Zai(ck),

i=1

T€ MOKEMO 3aKJ/bYUNTU Oa 3allpaBO

(Z oi(cr), Zgi(cz), . Zcri(cn)> e (L™ = (K")™.

Ako oBaj esmement o3HaummMo ca (di,...,d,) u y3memo y o63up TO na je
o1 =1idy, m ma je dy = o1(c1) + -+ om(c1) # 0, upBa jemHaurHa cucreMa
(38) mam maje:

ardy + asds + - - + apd, =0,

OJHOCHO
dioq +dgog + - -+ +dpay, =0,

npu deMmy cBu d; npunanajy K’ w mucy cBu jemmaru mymu. Crora je CKym
{a1,...,a,} muaeapuo 3aBucan Hax K’ mTo HaM 3aBpmaBa IOKAa3. O

8 KopeHcko mosbe cemapadbmJIHOT TOJIMHOMA

Cras 48. Heka je K nome, f € K[X] cenapabunan nonvHom n L weroso KopeH-
cko nose. Tapa je pawwuperse L/K anoaoso.

Hoxa3. Hapasno, pamwmpeme L/K je romauno. Hera je G = G(L/K).
Tpeba nokazaru ma je L€ = K. Heka je K' = L¢. Tlome L je KOpeHCKO
mome 3a f um kKama ce f mocmarpa kao moimaoMm u3 K'[X]. Kako je f
cenapabuiiaH MOJUHOM, CBE HBEroBe Hyse y L cy pasnuuure U OH Ty UMa
n = deg f myna: L = K(ay,...,a,). IHoraxumvo majupe ma je [L : K| =
|G(L/K)|. Ha mormymo amaJsoran HaumH ce mokasyje ma je [L : K'| =
G(L/K).

Heka je fio, € K[X] MuHNMAaIHN DOIUHOM eseMeHTa a1. Kako je f(a1) =
0, TO i, | f, Te je 1 moAMHOM [y, cemapabunan. K-xomomopduzama u3
K(a1) y L nMa KOIMKO M HyJa EHErOBOI MUHUMAJHOL HOJUHOMA [y, ¥ L.
Ho, c o63upoM nma ce u iy, Dena y L, Tux xomoMopouzama uma deg o, =
[K(ay) : K]. TTocmaTpajMo cana eIeMeHT (i U HeroB MUHIMAJIAH TOJIMHOM
toy € K(a1)[X]. W pa, | f- Crora mobujamo na je 6poj mpommpema
K-xomomop¢usma u3 K(ay) y L no K-xomomopduzama uz K(aj,az) y L

jemmak deg o, = [K(a1,a2) : K(ay)]. Kao mocnemmmy nobujamo ma je
6poj K-xomomopouzama n3 K(aj,a) v L jemnak [K(aq) : K- [K(a1,as) :
K(a)] = [K(a1,a) : K]. TlonaBmameM TOCTYIKa KOHAUHO NOOMjaMO Oa je

6poj K-xomomoppusama L = K(aq,...,a,) y L jemnax [L : K|. Ho, rako je
pamupeme L/K konauno, osu K-xomomopdusmu mucy camo ,,1-17, mero

cy u ,Ha”, Te je |G(L/K)|=[L: K].
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Ipumernmo ma je G < G(L/K’). Oso je tayronomka unmmenuna: K’
3aIpaBoO YMHE OHU ejieMeHTn y L koju cy ¢urcupanu emementuma u3 G, Te
je cBarako cBaku K-ayromopdusam on L (makiae, exement u3 G) takobe u
K'-ayromopduszam ox L.

Nmamo crenehn HM3 HejeTHAKOCTU:

[L:K')=[L:L° <|G| <|G(L/K")| = [L: K]

IIpsa mejemnakoct ciaemm n3 Aprtunose seme. lawne, [L: K'] = |G| =[L:
K], a karko je K C K/ C L u cBe cy OBO KOHAUHA pallUpena, I00ujaMo xa
je K/ = K, mTo je u TpaskeHo. O

8.1 JluckpuMUHaAHTA

Heka je f € K[X] mornuan cenapabuian moauHoM u Ky BeroBo KOPEHCKO
nome. Cana smamo nma je Ky/K TanoaoBo pammpeme. Axo je degf = n,
IIOINTO je TO cenmapabuiaH MOJMHOM, OH UMa N DA3JINYUTUX Hysla (KOpeHa) y
K. Hera cy 10 a1,...,0,. Aro je G = G(K;/K) onrosapajyha I'anmoasa
rpymna, 3sahemo je m ['amoaoBoMm rpymomM TOr mojJuHOMa. Kao u panuje,
MOJKEMO Ja KOHCTaTyjeMo ma 3a c¢se 0 € G u cBe «a;: o) € {aq,...,an}.
3ampaBo o mepMyTyje OBE KOPEHE U UMAMO Ae(pUHUCAH TPUPOIAH MOHOMOD-
dusam uz ¢: G — S, (cBaxu ¢ je moTmyHno onpehen BpemHOCTUMA KOje y3U-
Ma y TuM kopernma). Heka je ¢ = ®(0), a In® = Gy < S,,. IIpupoxno je
3amuTaTy ce Kana je, Ha npuMmep, Gy C A,. Y Ty cBpXy, meuHAMIIMO OBa
enemenTa nu3 Ky:

Af)= ][ (ei—aqy), D(f)=A)?= ][] (ai—oy)?
1<i<j<n 1<i<j<n

D(f) je TMCKPUMUHAHTA TOJAMHOMA [ 1 MOKe ce Ie(pUHUCATU U KaJa HUACY
CBU KODEH! pasauuutu. Y cBakoM ciaydajy je D(f) # 0 akko je monmHOM
f cemapabunan.

Cras 49. Heka je f € K[X] cenapabunan nonuHom. Kopuctimo yeefaeHe o3Hake.
Tapa je

a) 0(A(f)) = sen(9)A(f);
6) o(D(f)) = D(f). Mocebro, D(f) € K.

Ioka3. 3ampaBo, mokas 3a a) je u3BobheH mpum meduHMCAEY deTepMU-
HAHTe, WK IIPU U3BODen Y NpBUX nocaemuua. A mokas 3a 6) je jenHocrasHA
[OCJIe IUIA Pe3yITaTa MoK a). ]

ITocanemuma 50. Ako je char K # 2, oHpa je
{0 € GK/K): 5 € A = K(A(f):

MoceBHo: Gy C A,, akko A(f) € K axko D(f) je ksagpaTy K.
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Ilokas. Ilpumernmo na je {0 € G(K;/K) : o € A,} = ®7'[A,]. Kaxo
je [Sn : Ay] = 2, To je [G : @71[A,]] < 2. Ha ocHoBy mpeTxomHOT CTaBa
o(A(f)) = A(f) axko o € A,,. Haxie,

A(f) € {0 € G(K/K) 15 € AnY = (@71 [A,])

te je K(A(f)) C {0 € G(K;/K):5 € A,}*. Ho,
{o e G(K;/K):5 e, K| =[G: D71 A,]] <2

Ho, xaxo je [K(A(f)) : K] < 2, MmoskeMo na 3akmydnmo na je {0 € G(K;/K) :
o€ A} = KIA(f)]. Haume, A(f) € K axwo Gy C A, akko ®'[A,] = G.
Ocramno je ma ce noacerumo na je D(f) = A(f)2. O

IIpumep 51. Axo je f = X2+ bX + ¢ ogpemuru D(f).

Ako je f = (X —a1)(X — a2), ouna je ¢ = a1z, a b = —(a1 + az). Tana
D(f) = (a1 — a2)? = a2 — 2a10n + a3 = (a1 + a2)? — 4oy = b? — 4de. &

IIpumep 52. Axo je f = X3 +bX + ¢, ompemaru D(f).

Axo je f=(X —a1)(X — a2)(X — a3), onma je

ay+as+a3 =0, ajas+ajaz+ azaz =>b, ajasaz = —c.
Hakne, oz = —a1 — ag. Crora je
2 2
b=ajas —aj(ag + ag) — as(ag + az) = —(a] + a1az + a3).

Amnasoruo nobujamo ma je u
a2 +ajaz+ai = —b, a3+ azaz+ai =—b.
Cana pagyHamo:
D(f) = (a1 — a2)*(a1 — a3)*(a2 — a3)”
= (aF — 20103 + a3)(af — 2003 + a2) (a3 — 2ap03 + A3)
= (—b—3a102)(—b — 3azas)(—b — 3aia2)

= 71)3 - 31)2(0[10[2 + 103 + 042013) - 3b0¢10[20[3(0&1 + oo + Oé3) - 27(0[10[2043)2
N ——— N——

=b =0 =—c
= —4p® — 272, &

9 TI'ajoaBa rpymna moJmmHOMAa Kao
rpyna nepmMyTanyja KopeHa

Axo rpyna G nejctByje Ha ckymy X u ako je x € X, OHIa MOCTOju Oujernuja
u3mehy snesor xocer mpocropa G/X, u opbure Q(x). 3a mejcTBO KaskeMo
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na je TPAH3UTUBHO ako MOCTOjU caMoO jemHa opbura mpu OBOM MA€jCTBY,
Tj. ako je 3a cBakm x € X: Q(z) = X. Tama 3a CBAKO x € X mocroju
oujerunja usmeby G/, u X.

Y cayuajy ma umamo mosusaoM f € K[X], rpyna G(K;/K) nejcrByje Ha
CKyIly CBUX KOpeHa {ai,...,an}, a rpyna Gy Ha ckymy {1,...,n} (xopmc-
TUMO O3HAKe O] IIpe).

CraB 53. Heka je f € K[X] cenapabunan nonvHom. Taja je OH HepacTaB/buB
akko G(Ky/K) TpaH3UTUBHO AejCTBYje Ha cKyny KopeHa {1, ..., Qp}.

JHoka3z. —> . Hera je deg(f) = n u o,0 € {a1,...,a,}. Karo je f
HEpaCTaB/BUB, TO jé OH MUHMMAJHMU MOJUHOM U 3a « U 3a (3, Ima MOCTOju
K-uwzomopouzam o @ K(a) =2 K(f), rakas na je o(a) = . Hapasuo na
o MomeMo ma mpomupnmo 1o ¢ € G(Ky/K) kao u pannje (CBakako Huje
jemuucTseno npomupeme!). Iakie, nejcro G(K;/K) jecTre TpaH3UTUBHO:

3a CBaka IBa «, [ mocToju ¢ Tako ma je o(a) = (.

<= . Hexa je g mepacrasmus ¢arrop oxn f y K[X]|, o, € Ky rakBu na je
g(a) =0, f(B) =0. Kako je f =g-h 3a Hero h, cBakako je u f(«) =0. ITo
IPETIOCTABIM O TPAH3UTUBHOCTH AejcTBa, nocroju o € G(Ky/K) Tako na
je o(a) = 8. Homro je g € K[X], To je

9(8) = g(o(@)) = o(g(a)) = o(0) = 0.

Ilakne, § je u kopen on g. Tako nobujamo na je cBaku KOpeH ox f yjemHo
u KopeH on g. Kako je f cemapaluian MOJMWMHOM U ¢ HETOB HEPACTABILUB
¢arrop, oBo je moryhe camo ako je f = g, na 3akmyuyjemo na je f Hepac-
TaBJLUB. O

Iakie, ako je f cemapabuiad ¥ HEPACTABJPUB [IOJUHOM CTEIEHA 1 U (
Heku KopeH noJuuHoMa f y Ky, Bawxku cienehe:

K(o):K)] | [K:K]
—_—— ———
=n =|G(K;/K)|=|Gy]
Io6ujamo na je Gy TpaH3uTUBHA IpyNa HepMyTanuja ckyna {1,...,n} uuju
je pen memuB ca n.
ITurame. [la n1u pen cBake TPaH3UTUBHE I'PyIe IepMyTanuja ckyna {1,...,n}

Mopa OuTu mesmuB ca n?

9.1 IlomuHOMM cTemeHa 3

Hera je f € K[X] mepacrasmus noauaoMm crenera 3. OBaj monmHoM HUje
cemapabunan akko je charK = 3 u f = X3 — a 3a Hero a € K koje HUje
Tpehu crenmen Hekor ejxementa u3 K. Y ciaydajy ma TOJMHOM jecTe cema-
pabunan, rpyna Gy < Sz TpansurusHO nejcrByje Ha {1,2,3} (kparro: Gy
je TpamsuTtuBHa nmoarpymna ox S3) u 3 | |Gy|. Hakiue, jemune moryhuocTu
3a Gy cy Az u S3, npu uemy 3uamo ma je Gy = As akko je D(f) mormyn
kBanpar y K.
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IIpumep 54. Heka je f = X3 —3X +1 € Q[X]. Onpemuru Gy.

Jacuo je ma je f mepacrasmus nomro je f(1) = f(—1) =1 # 0. Uzpauy-
majmo muckpumunanrTy: D(f) = —4(-3)3 —27(1)2 = 81 = 92. Cnemn ma je
Gf = Ag = (Cg. *

IIpumep 55. Hera je f = X3 +3X +1 € Q[X]. Onpemuru Gy.

1 oBaj nonunowMm je mepacrasmus, a D(f) = —135. Kako D(f) vuje nornyn
kBagpar y Q sakmyuyjemo ma je Gy = Ss. &

9.2 IlosmuuomMmmu crenmena 4

Hexra je f cemapabunan nmomuuoMm crenena 4. Tanma je Gy < Sy. Ca V o3-
maunvo (Kuajmosy) momrpymy: V = {(1),(12)(34),(13)(24), (14)(23)}. O=na
je HopMamHa moarpyna on S4, Te je Gy NV aGy. Hexka cy xoperm ox f:
a1, a0, a3,a4. Tama jey Kp[X]: f=(X—a1)(X —a2)(X — a3)(X — au).
ITocmaTpajmo enemenre a, 3,7 € K¢ 3anmare ca:

a=aja +azoy, [=oia3+aay, =004 + a2as.

Jacuno je ma moarpyma V moTuBuIne pasmarpame oBux eiemenHara. OBu
cy eseMmeHTH pazaununtu. Ha mpumep: o — [ = (o — aq)(az — az) # 0.
Kakro je S4 = S{a, 02,035,004} MOKEMO CMaTpaTH Ha Sy AEjCTBYyje Ha CEyIy
CBUX KODEHa, a ThMe W Ha ckymy {«,[,v}. Ipumerumo na je To nejctso
TPaH3UTUBHO:

(13)-a=agas + aqas =7, (14) - a = agas + aza; = 5.

360r Tora Cy MOATrPyIE Yq, 1.3, Ny Pela 8 U cBe Cy KOHjyroase MehycoOHO,
Kao0 CTabuiam3aTopy eleMeHaTa U3 ucre opbure (OHE Cy KOHjyroBaHe U Kao
Cunosmese 2-moarpyme on Sy).

IMokaskumo na je X, uzomopoua ca Dy. IIpumerumo na (12),(1324) € X,,.
Hamwe,

(12) - a = sy + azay =,  (1324) - o = azay + asay = .
Ho,
(12)(1324) = (13)(24), (1324)3(12) = (1423)(12) = (13)(24),

Te MOKEMO Ja 3akbyunMo na je L, = ((12),(1324)) 2 Dy. Homrpyna V je
Kao 2-moarpyna canpskaHa y Heko] CHIIOBIbEBOj 2-IOArPYNM, ajld KaKO je
OHA M HOpMaJIHA, OHA je cagpkaHa y cBakoj CUIOBHLEBO] 2-IOATPYIN, Tj.
VCE,NEzNXE,. Ho, raro je |V| =4, a |E,| =|Xs| = |£,| =8, To mopa
3ampaso outu V =X, NXgN3Y,. IIpumermmo na je

P, NEsNS =0 ImdNS, NEsNE, ] =[Gy N V]

3ampaBo moArpyma, Koja ¢urcupa nornome K (o, 3,7v) (momcerumo ce ma
cmo ca @ ozraunmm yraname rpyne G(K;/K) y S,), 1j. 71 S, NEsN %, ] =
K(a,B,7)!. Crora maMm oBa aHaamM3a IPAKTUYHO mOKasyje caemehy memy.

45



Jlema 56. (CIJ*1 Gy N V])b = K(a, 8,7). Pawnperwe K(a,3,7)/K je Fanoaoso
n G(K(avﬁa’y)/K) = Gf/GfﬁV-

Hoka3. IIpu [Namoaosoj ropecmommennuju nornony K(«a,S,7) omrosapa
nonrpyna @71 [GyNV], G(K¢/K(a,3,7)) 2 Gf NV, a, kako je GF NV «
Gy, 1o je m pammpeme K(a,3,v)/K Tamnoaoso ca IamoaoBoMm rpymom
G(K(a’ﬁvv)/K)ng/GfﬂV~ O
IMocmaTpajmo cana momwe M = K(a, 5,7) u monuaOM
9(X) = (X —a)(X = B)(X —v) € M[X].
Ho, sa cnaxo o € G(K}/K) je al{a, 8,7} = {a, 6,7}, ma je
7(9(X)) = (X —o(a))(X = o(B))(X —a(7)) = g(X).

Crora je 3anpaso g(X) € K[X], a M = K,. Opaj nomunom g(X) 30Be ce n
PA3BPEINIABAJYRA KYBUKA 3a IIOJIMHOM f

JIema 57. Paspewasajyha kybuka 3a f = X* +b0X3 +cX?+dX +ejeg =
X3 —cX? + (bd — 4€) X — b%e + 4ce — d%. TMpu Tome je D(f) = D(g).

Iloxa3s. Ilpe cBera,
f=(X=a1)(X = a2)(X = a3)(X — og)

= X*- (a1 +a2+a3+a4)X3+ (alag+a1a3+a1a4+a2a3+a2a4+a3a4)X2

— (agas + aragay + aragay + asasas) X + arasagay,

Te je
a1+ as +ag+ oy = —b,ayas + ajaz + ajay + asasz + asay + azay = ¢
Q103 + aragay + apagay + asagay = —d, apasazay = €.
Nnmamo u

9= (X-a)(X=0)(X =) = X°~(a+B+7)X*+(af+ay+07)X —afy.
I[Toncerumo ce ma je
a=aiaz +azay, [=aiaz+azas, 7= aiag+ azas.
Iakie,

a+ B+7=aras +azay + arjasz + asay + arag + asaz = c.

af+ay+py=(araztazas)(arazt+azas)+(araztazas)(araatazas)H(araztazas) (e ast+azas)
_2 2 2 2, 2 2 2 2
=ajazaztarasastaiazastasagaytajasastarasaztaraga;tasazag
+a§aga4+a1 a2a§+a1a2ai+a3a3a4
=ajagaz(artaztaz)tarazag (@ +aztas)tarazag(ar+az+ag)fasazas(az+as+ayq)
:alagag(7b7a4)+a1a2a4(7b7a3)+a1a3a4(7b7a2)+a2a3a4(7b7a1)

=(=b)(a1azasztaiasastaiagastasagas)—4agasazas=(—b)(—d)—4e=bd—4e.
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2 2 2 2
afy=(araztazay)(arastazay)(arastazasz)=(ajazastaiazost+aiozost+asazay)(ayostoazas)
3 2 2 2, 92 2 9 3 2 2 2 3 3, 2 2 2
:ala2a3a4+a1a2a3+ala2a4+a1a2a3a4+a1a3a4+a1a2a3a4+a1a2a3a4+a2a3a4
2, 2, 2, 2 2.2 2, 2 2 2, 2 2 2 2 2 2
=arazazag(a]tast+astai)tajasastaiasaitajasa;tasazal

=e((artastastas)?—2(aras++azas))+(arasas++azasas)’ —2(afajagas+ - +ajazaiaj)

=e((=b)%—2¢)+(—d)? —20 asazas(araz+--Fazas)=eb? —2ce+d?> —2ec=b*e+d> —4ce.
Hagne, g = X3 — cX? + (bd — 4e) X — b%e + dce — d?.
ITposepa D(g) = D(f) uuje Tommko cio:xeHa:
D(g)=(a—PB)*(a—)*(B—)*
=((a1as+azas—aras—asos)(arastazas—arou—asas) (e ostazas—on oy —azas))’

=((on (az—as)—ou(az—as)) (o (az—as)—os(az—as)) (o (az—as) —oa(as—ay)))?

=((a1—a4)(az—az)(a1—az)(@z—as) (a1 —asz) (az—aq))?=D(f).

HaBenumo jemny KpaTky Tadauiy.

Gy | VNG | GKy/K) = Gy/ainv
S % Ss
Ay v Cs
|4 Vv {1}
Dy Vv Cs
(C4 (CQ (C2

Osze je xopumbien u pesyarar na je Sq/V = Ss.
ITpumep 58. Hera je f = X* —4X +2 € Q[X]. Onpemuru Gy.

OBaj je moJMHOM HEPaCTAB/LUB MO Aj3€HIITAJHOBOM KPUTEPUjYMY — IOCMAa-
Tpamo mpoct 6poj p = 2. Hoerosa paspemasajyha ky6uxa je g = X2 —8X —
16 € Q[X]. Osaj monmuoM je mepactasmus HaxX Q. Y Ty CBpXy, DOBOJLHO
je mpoBepuru ma mema mymy obsmka +2F 3a 0 < k < 4. Ho, naxme je
npumerutu ciaenehe. Aro je g pacrasmus Han Q, pacrasmus je u Han Z,
Ima TUME W HaJ CBUM IOJbUMA Zjp, TAe je p IpocT 6poj.

ITome Zo HUje OX KOPUCTM IOMITO ce nOBMja PACTABJLUB IOJIUHOM X°,
Kao HU mose Zgz momro moamHoM X° + X + 2 € Z3[X]| wma myny y Zs :
22 +242=0. Ho, 3a p =5 nobujamo monuuom X° + 2X + 4 xoju jecte
HEPACTABJLUB HAJ Zs MOMTO Ty HeMa Hydy (& TO je CBAKaKO JIAKIIE MPOBE-
putu Hero 3a nouverHu mosuHoM). Juckpumunanra xybure g € Q[X] je
D(g) = (—4)(-8)% — 27(—16)? = 211 —27.28 = 28.(8 — 27) < 0 mro HU]je
kBanpar y Q. Crora cremu na je G(K,;/K) = S3, te je (BumeTu Tabmnunmy)
Gy =S8S4. &

IIpumep 59. Heka je f = X*+4X% +2 € Q[X]. Onpemuru Gy.
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Hajupe moskemo ma koHcTaryjemo ma je f mepacrasmus Han Q mo Ajsenm-
TajHOBOM KPUTEPUjyMy — IIOCMAaTpa Ce€ HapaBHO IpocT 6poj p = 2. Paspe-
masajyha kybuka je g = X3 —4X? —8X +32. Ho, oBaj mosunOM jecte pac-
tasmus Had Q: g(X) = X?(X —4) —8(X —4) = (X? — 8)(X —4). 3ampaso
IaJsuM pacTaBibameM nobujamo ma je g(X) = (X —2v/2)(X +2v2)(X —4) na
je meroso ropercko mome K, = Q(v/2). Hakne, G(K,/Q) = Cy. Ila 6ucmo
onpemumu ga nu je Gy = Dy umm Gy = C4, ucourajmo ga nu je f Hepac-
taBmuB Kao mosiunom m3 Q(v/2)[X]. Haumme, mpema craBy MIOJIMHOM je
HepacTaBJ/pUB akko ['asmoaoBa rpymna nejcTByje TPAH3UTUBHO Ha KOPEHUMA.
C 063upoM Ha YUHEHUIYy [a PyIa pela 2 He MOKEe TPAH3UTUBHO Oa H€j-
CTByje Ha CKyIy oJ 4 eieMeHTa, HEDACTABJLUBOCT fie HAM Yy HOTIIYHOCTH
paspemmry auiaemy (pamu ce o rpymn V N Gy — morienajre Tabiuiy u
NOKa3 JeMe . Ho,

f=X*44X24+2=(X2+2)2-2=(X?2+2-V2)(X?2+2+2).
Kako je monmmuoM pacraBsmuB, nobujamo na je Gy = Cy. &
ITpumep 60. Hera je f = X* —10X? + 4 € Q[X]. Oxpemutu G;.

ITa 6bucmo yrBpmuau na ju je f mepacramus Han Q oBaj myT mocTynmmo
nupektHo. Hajupe ce moskemo yBeputu na nema uHysna y Z (a myne y Q 6u
MopaJie 3anpaBo OuTy y Z) HOWTO peAyKUuja IO MOLYJIY 3 Aaje IMOIUHOM
X4—X2%+1 € Z3][X], a on Hema mysna y Zz mTo ce nako nposepu. OcTaje na
ce Buau na jau je f pacrasmuB Han Q y obGiuKy nmpousBosa OBa KBaAPATHA
Tpunoma. [IpermocraBumo ma je To Tako, Tj. ma mocrtoje a,b,c,d € Q Tako
na je
X' —10X? +4=(X?+aX +b)(X*+cX +d).

Crora Mopa 6utu
a+c=0, b+ac+d=-10, ad+bc=0, bd=4.
Hakne, c= —a u
b—a?>+d=-10, a(d—b)=0, bd=4.
1) a=0. Tazna je b+d = —10, bd = 4. Arxo craBumo na je
b=-5+t,d=-5—1t,

nobujaMo ma je
25 — 12 =4,

Te je t? = 21, a cBakako Taja t He MO¥e OUTH PaIMOHAJAH Opoj: t 6u
6uo xKopen mommaOoMa X 2 —21 € Q[X], a mpema 106pO MO3HATOM Pe3yJITaTy
Taga MOpa 3ampaBo Outu 1eo 6poj koju je meammar ox 10.

2) a #0. Tanga je b=d u 2b —a® = —10, b*> = 4. Iobujamo na je b = £2.
Hakne, a® € {6,14} u omeT a He MOke GUTU panUOHATIAH GPO].

48



Hakme, 3aucra je [ mepacrasmus Han Q. Paspemasajyha kyOura 3a f
je g=X%+10X2 - 16X — 160, Ho umamo ma je

g=X*(X410) - 16(X 4+10) = (X2 —16)(X +10) = (X —4)(X +4)(X +10),
re je Ky = Q u u3 Tabene Bumumo zpa je Gy = V. &
Ilpumep 61. Hera je f = X*—2 € Q[X]. Oapemutu Gy.
[MonuuoM je HapaBHO HepacTaBmuB Hal Q HA OCHOBY Aj3€HIITAjHOBOT KPU-
Tepujyma. Paspemasajyha kyOuka je

g=X?>+8X = X(X?+8) = X(X —2v-2)(X +2V-2),

na je Ky = Q(v/—2). Tpeba jom mposeputu ma nu je f HepACTABLUB HAX

Q(v/~2). 3mamo wopene ox f u omm muCy vy Q(/—2). Ilposepumo ma mm
MOCTOjU PACTaB HA MPOU3BOJ KBAAPATHUX TPUHOMA. Kako HemocTaje duiaH
y3 X3 Takas pacTtas 6u 6uo obauka (moraenajTe U MPETXOMHU TPUMED):

X*—2=(X?*+aX +b)(X?—aX +d),
rae ¢y a,b,d € Q(/—2). Hobujamo:
b—a?+d=0, a(ld—b)=0, bd=—2.

a=0. Taga je b+d =0, bd = —2, mro mHam maje b = 2, Te je b = +/2.
Ho, v2 ¢ Q(v/=2). OBo ce MOe HPOBEPUTH IUPEKTHO, WIA CE MOMKE
KoHCTaTOBaTH na 6u u3 V2 € Q(v/—2) cremuno un ma i € Q(v/—2) Te 6u
mvama 1a je [Q(v/—2) : Q] = 4, mro Huje TauHO.

a # 0. Hobujamo ma je b = d = +v/—2. Harue, a®> = 2b = £2/-2.
Ho, a € Q(v/-2), ma je a = p+ qv/—2, 3a mere p,q € Q. Tana je a®> =
p% —2¢% + 2pg/—2 u u3 a® = £2v/—2 6ucmo mobuau ma je p® — 2¢% =0, Tj.
na je V2 pammonanaH 6poj.

Haxmne, f je mepacrasmus Hang Q(v/—2), re je crora Gy = Dy. &

Hanomena 62. CBAKM nomunoM f u3 Q[X] obnuka f = X+ pX2+¢X +d
uMa TakBy darkropuzamajy f = (X2+aX+b)(X?—aX+d), 3a vHere a,b,d € C
(ma oBome je Gasmpan JlekapTOB METO[ 34 PEIlaBame jeTHAYNHA YETBPTOT
CTETeHa), OBJE je MOEHTA Na TPAKUMO (GaKTOPU3ANU]y Y HEKOM KOHKPETHOM
nornosmy on C. 'Y

9.3 Cuyuaj kana je Gy =S,

[Moxcerumo ce Hajupe KopucHe GopMmyse o mepMmyTanujama. Aro je m € S,
u (ay...ax) jenan k-nukn y S,, onna je m(ay...ap)m = (w(a)...m(ag)).

JIema 63. Heka je p npocT 6poj. Tapa je rpyna S, reHepricaHa ABOUNAHUM CKYMOM
KOjU UMHE Ma KOja TPaHCMo3uuMja U Ma KOjU p-LMKJI.
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IToka3. Heka je 7 Heka TpPaHCHO3UIMja Y O jemaH p-IUKI. JSHAMO Ia
rpacnosunyje (12),(13),...,(1p) rerepumy S,. Hapasuo, u Tpascnosunuje
(ks), 3a s # k rakobe remepumy S, 3a Ma koje k.

Hexa je 7 = (kl), a 0 = (kiz...4p). Jacuo je ma je o"(k) =1 3a mern r,
Tako ma umaMo u nuki og = (kljs...j,) (mpuMernMo ma je 0" yBek p-IUKI
3a p{r momto je p mpoct 6poj). Hobujamo:

007'00_1 = (lj3), 0(2)700_2 = (jsja) ... 087270371’ = (Jp—1Jp)-

Ho, mmamo ma je

7(ljs) 7= (kja),(kjs) (jsja) (kjs) " =(kja), - - ,(kjp—1) (Gp—1dp) (Kip—1) " =(kjjp)-

Ilakme, y rpynu T€HEPUCAHO] €JIEMEHTUMA T U 0 ¢y cBe Tpancnosuiuje (ks)
3a s # k 1 KaKo OHe IeHepuIly S,, TO U T U 0 DEHEPUILy S,. a

CraB 64. Heka je f € Q[X] HepacTaB/bMB NONMHOM CTereHa p, rhe je p npocT
6poj. Ako f y C uma TauHO ABa KOpeHa KOju HuUcy peanHu BpojeBun, oHAa je
Gy =S,

Hoxa3. Hera je o xoper momuuoMma f. Axo je Kf KOPEHCKO IOJbe OBOT
noiueoMa, ouxa je a € Ky u Q(a) € Ky. Kaxo je f mepacrasmus, 10 je
[Q(e) : Q] = p we p | [Kf : Q. Ho, [Kf:Q] =G(Kf/Q) = Gy, me p | |Gyl,
Te y Gy mocToju eleMeHT pela p Ha ocHOBYy Kommujee Teopeme. Kaxro je
Gy < S, u p mpocT 6poj, Taj €IEMEHT MOpPa OUTH HEKH p-IUKIL.

Heka cy  u (3 T! jeqrHM KOHjyrOBaHO KOMILIEKCHU Kopern ox f. Heka
je 7(2) = 2. Tama je 7(8) = 3, 7(B) = 3, a 7(y) = v 3a cBe ocTajse KOpeHe
~ nomuuoMma f. Tako mobujamo na je 7 € G(K;/Q) n ma T oarosapa jenHoj
Tpancnosunuju u3z S,. Ha ocHoBy meme 3akmpydyjemo ga je Gy =S,. O

Ilpumep 65. Heka je p > 2 mpocr 6poj. Ompemutu Gy, rae je f = X° —
2
p°X —p.

[MTpumeTuMo Hajupe na je OoBaj MOJMHOM HEPACTABJLUB MO A j3€HINTajHOBOM
gpurepujymy. OnpeauMo KOJIMKO OH MMa PEaHUX HYJIA.

Y Ty CBpXy, MOKe Ce IOCMaTpaTy oArosapajyha moJnHOMCKA (yHKINja
f:R—R, f(x) = 2° —p*x — p u onpemuTn 6poj merux peasnux wyaa. OBo
je samarak u3 Ananuze 1. Ypamure 1O 3a Be:kOy. AJTepHATUBHO, MU
hemo mckopuctutu lekapToBO TpPaBUIO 3HAKA Oa OMCMO oxpemuau 6poj
peaJyHUX HyJa.

Ako je f = ap X" + -+ a1 X + a9 € R[X], npu uemy je ag # 0, oHga je 6poj
MO3UTUBHMX KOpPeHa nonvHoma [ jeAHak Gpojy z — 2k, rfe je ca z 03HaueH 6poj
IIPOMEHA 3HAKOBA Y HM3Yy KoeguLMjeHaTa OBOI NMONMHOMA MOYeEB 04 a4y, Ma A0 g
npu uemy ce koepuunjeHTn jeaHaku O He ysmmajy y o63up, a k je HeKU npupofaH
6poj.

Oso he Oury jacHO UMM NPUMEHMMO Ha Haml ciaydaj. Haumme, oBae je
HU3 KoedunujenaTa koju mucy jemmakm 0: 1,—p? —p, ma je HM3 3HAKOBA:
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+,—,—. Bumumo ma mmamo caMo jemHy mpOMeHy 3HaKa, T€ OBaj MOJUHOM
UMa jelaH TO3UTUBAH PEaJHU KOPEH.

3a oxpebuBame Gpoja meratusHUX Hysaa nmocmarpamo f(—X). Hawuwme,
6poj meraTuBHUx KopeHa noiuuoma f(X), jenHak je 6pOjy MO3UTUBHUX KO-
pena nosmuoMa f(—X). Y mamewm caydajy mmamo ma je f(—X) = —X5 +
p’X —p. OBme cy koedumumjentu: —1,p?, —p a 3mamm: —,+,—. Ilakie,
0Baj MOJMHOM WMa WM [B& HETATUBHA KOPEHA WM HujemaH (OBO je Hap-
aBHO MaHa oBOT Merona). llakme, camMo Tpeba ma MPOBEPUMO Oa JIU TOJU-
HOM MMa HEKu HeratmBaH kKopeH. IIlTo HMje Temko BuaeTw, MIOMTO je
f(=1) = =1+p*—p >0, a f(0) = —p < 0. Ilakyie, KAKO OH WMMa HeTa-
TUBHUX KODEHA, 3aK/BYyUyjeMO Oa WX MMa OBA U YKYIHO MMa TPU DeaHa
kopena. Ha ocHoBy crasa 7 nmobujamo ga je Gy = Ss. &

IIpumep 66. Heka je p > 2 mpoct 6poj. Onpemutu Gy, rae je
f=X"+am)(X —2)(X —4)-- (X —2(p - 2)) - 2,
a m BeoMa BEJUKU NPUPOAAH OpOj.

[IprmernMo Hajupe na je 6poj auHeapHUX (arkTopa y OBOM IPOU3BOLY
jemmak p — 2, tako na je deg f = p. IlonmuuoMm je mepacraBmus 1o Aj3eH-
TajHOBOM KpUTEepujyMy 3a mpoct 6poj 2. Hawmme, penyrnujom mo Mmoayay 2
nobujamo mosuHOM XP mTO 3HAUM OA CYy CBU KOe(pUUUjeHTH, ceM Bomeher.
nemuBu ca 2. Tpeba camo ycTaHOBUTHU Oa CIOOOMHU UJIAH HUjE NEJLUB Ca
4. Ho, cnobomuu unam je jemmar f(0) = 4m - (—=2)P72(p — 2)! — 2, Te je
f(0) = —2 (mod 4), Te muje memus ca 4.

Ocraje na ce BuIu KONUKO MMa peaiHux Hyda. Hemoryhe je He mpume-
utu ga je f(2) = f(4) = --- = f(2(p — 2)) = —2. Ilakne, oBEe UMaMO
HEraTUBHE BPEIHOCTU MOJMHOMA y P — 2 Tauke. I[lOTPAKUMO MO3UTUBHE
BpenHoctu. IIpuponso je raemary tauke uamely oBuX, a mMaMo 1ero6po-

jue Tauke 3,5,...,2p— 5. Ho, f(3) >0, f(5) <0, f(7) >0, urn. Hanwme,
fB)=0O+4m)-1-(=1)---(-1-2(p—2)) -2
=(9+4m)- (—1)P3(2p—3)' =2 =(9+4m)(2p — 3)!' — 2 > 0.
C npyre crpase,
f(5)=(@25+4m)-3-1-(=1)-(=3)---(6-2(p—2)) -2
=(25+4m)-3- (1) (2p - —2=—(25+4m)-3-(2p— 9! —2 < 0.

Huje muOro Hu BaskHO KOju ce TadHO OpojeBu Ty mobujajy, OUTHO je ma
rama mvmamo 3, 7, 11, ... mobujamo mo3utuBHE OpojeBe, a 3a 5, 9, 13,
...HeraTuBHe, jep cBaku cieneliy mMa jenaH HeraTuBaH (AKTOP Marmbe OL
NIPETXOIHOT.

Ia pesumupamo. Mmamo na je

f(2)<0,f(3)>0,f(6)<0,f(7)>0,...,f(2(p—2)) <0), f(2p—3) > 0.
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To 3maum ma mMamo jeman xKopeH uamebhy 2 u 3, uameby 3 u 6, mameby
6 u 7, urn. OBo je Gosbe OpraHm3oBaTU OBAKO: y uHTepBady (2,6) msa
KOpeHa, y unrepsady (6,10) nBa Kopena, ..., y uarepsadiy (2(p—4),2(p—2))
IBa KOpEeHa U jemaH kopeH y wmHTepsaay (2(p — 2),+00). Y wunTepBaiy
(—00,2) Hema kKopeHa. Y KpajBuM TaukaMa OAroBapajylunx omcedaka cMO
KOHCTATOBAJIM Ja Cy BpemHocTu -2. Bpoj mHTepBasa y KojuMa mMaMO ABa
KOpeHa jenmuak je (p—3)/2. Haume, To cy unrepsamm obmaura (2+4k, 6+4k),
rae je k=0,(p—5)/2. Hakae, Ty nmaMo yKymHO p — 3 Koperna. U nomajmo
jom jeman KopeH y mHTepBasy (2(p —2),400) mWTo HAM Haje YKymHO p — 2.

IMokaskuMO ma Cy IpeocTaJa IBa KOPeHa KOH]yrOBaHO-KOMILICKCHA. Heka
Cy CBU KODEHU (i1, ...,Qp, & Ta JOJATHA IBa Cy IpBa IBa, Tj. a1,Q2. Bu-
jeToBe popmyIe HAM Hajy:

-2
iai:pZQk, Z aiaj:4z kl + 4m.
i=1 k=1

1<i<j<p 1<k<I<p—2
Iaxkie,

p

2
p
Saro (Ya) -2 % -t 22 - s
=1

i=1 1<i<j<p

YKOMUKO je m MOBOJSHO Beauku Opoj, mobujaMo ma je cyMma KBaapara Ko-
pena HeraTtuBaH OpOj, na He MOry cBu O6uty peanuu. Crora Cy TH IOJATHU
KOPEHU KOHjyTrOBAHO-KOMIIJIEKCHM M HA OCHOBY CTaBa nobujamo ma je
Gy =S, &

10 Kowauna modsa

Y 0BOM KpPaTKOM OJEJbKYy KiacupuroBaheMo KOHAUYHA MOJba [0 HA U30MOP-
¢u3am 1 onucaTy BUXOBA Mehycobua yranama. Hajupe jeman jemmocraBan
CTaB U3 JIMHEApHE aJjrebpe.

Cras 67. Ceako KOHauHO Mosbe MMa p™ enemMeHaTa 3a HEKU NPocT Gpoj p n Npupo-
HaH 6poj n > 1.

Ioxa3. Herka je K romauno mosse. Ilomro je K KOHAYHO, OHO CBAKAKO UMa
KOHAUHy KapaKTePUCTUKY p, Koja je mpoct 6poj. Tana, npema crasy [15]
K caxp#u Kao cBoje mornoive noine Z,. Tama je K BEeKTOPCKM IPOCTOP
Han Z, ¥ TO, HAPABHO, KOHAUHe AuMeH3Mje momTo je K komauno. Iakme,
ako je dimgz, K = n, onga je K Kao BEKTOPCKM MPOCTOP Ham Z; U30MOP(HHO
ca (Zp)", Te nma p" eneMeHaTA. a

Y namem hewmo, ako Z, pa3MaTrpaMoO Kao IOJbe, KOPUCTUTH O3HaKy IF).

Cuneneha TeopeMa HaM MOTIYHO KapaKTEPUIIe KOHAYHA IIOJbA.
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Teopema 68. 3a ceaku npocT 6poj p n npupodaH 6poj n > 1 noctoju nome ca p™
enemeHaTa v oHo je oapebeHo jeanHcTBeHO Ao Ha usomopdusam. Ako je F,» nome
ca p" enemeHarta, oHfia je pawwupetse Fpn /F), Tanoaoso u G(Fy» /F),) je umknmuna
rpyna reHepuicaHa ®pobenujycosum aytomopdusmom ¢: Fn — Fpn 3apaTum ca:
p(x) = ar.

IToka3. IloraxkxmmMo ma je mose ca ¢ = p’* eneMeHaTa 3ampaBO KOPEHCKO
nose monmuoMa a(X) = X?— X € F,[X]. To he nam norazarn u ersucren-
OUjy U jJeIUHCTBEHOCT HA OCHOBY €r3UCTEHIVje U jeIUHCTBEHOCTU KOPEH-
CKOT' TIOJbA.

Hajupe, neka je F mome koje nma ¢ = p" ememenara. Tana je (F\{0},-)
rpyna u |F\ {0}] = ¢—1. Crora je a?~! =1, 3a ce a € F\ {0}, na je
na?! =« 3a cee a € F, e je ala) = 0 3a cee a € F\ {0}. Karo je
dega(X) = q, a cBaku enement u3 F je merosa myma, TO je

a(X)=X1-X = [[(X - ).
acl

Ilakse, ako MOCTOju TOJbE ca g = p" esleMeHaTa, CBAKUA IHECOB €JIEMEHT je
kopen mosmaoMa (X ). Jla GucMO MOKa3aau ma 3alCTa 38 CBAKO 7. MOCTOJU
noJse ca p” enemMeHaTa, IOCMATPAjMO KOPEHCKO moise K, oBor momuuoMa. A
npuopu, He MOpajy cBu enemeHTu n3 K, Outu xkoperu monuHoMa a. Crora
nocmarpamo L C K, 3amar ca:

L={aeK,:a(a) =0} ={ae K:a?=a}.

Huje Temxko nmposeputm na je L mormosme moma K,. Hawmme, jacmo je ma
u lg, n Og, npunanajy momy K,. Ocwmm Tora, axo «,f € K, onma je
(aB)? = a8 = af, na u af € K,. Kako je K, kapakrepucrrke p, oH1a je
(a+B)P = o + 4P, na, uaaykmujom mo m > 1 nobujamo ma je u (a+[B)P" =
o?" £ P Crorajeu (a+B)=al+p8l=a+f, renua+B el Lje
mose Koje ce cacroju ox kopena noaunoma a(X). Kako je o/(X) = —1, o
je oBaj nmosuuoM cenapabuian u |L| = dega(X) = q. Hakue, L je mome ca ¢
enemenara. Ho, Beh ce y L[X] nomuuom a(X) nena ma aureapue GarTope:
a(X) = [[oer (X —a). Kako je KOpeHCKO moJbe MOJTHHOMA MUHUMAJIHO TaKBO
noine, To Mopa outu L = K,. OBuM cMO mOKa3aju IPBU AEO TEOPEME.

ITomro je mome ca q = p" esmemenara oapebeno jemuHcTBEHO MO HA
uszomop¢usam, kopuctuhemo oszHaxy F,. Bumemn cmo ma je To KOpeHCKO
nose nonuaoma X9 — X, koju je cemapabuinan ma je pamupeme Fy/F, Ta-
noaoso u |G(F,/F,)| = n. Hocmarpajmo ayromoppusam ¢ moma F, mar ca:
p(x) = P, Ilpumernmo nma je 3a cako x € Fy ucoymeno:

P _ —
x € F, akko 2P = x akrko ¢(x) = .

Tlakne, ¢ € G(F,/F,) u F, = (p)°. Umamo na je
P2 (2) = () = p(aP) = (p(z))" = (PP = a¥".

93



WEIyKIujoM ce JTako mokazke ma je oF(z) = 2?" 3a k > 1. Kaxo je, 3a cBe
zelF,, 29(= 2P") =z, T0 je " = idp,. Mose u ce mecurnu na je ¢ = idp,
3a #eko m < n? Ho, To 6u 3aumno na je 3a cako x € Fy: 2P" = x mro 61
HaMm paso na y I, uma HajBume p™ < ¢ enemexara. OBa KOHTpaIUKLIHA]ja

HaM IOKa3yje na je pen PpobernujycoBor ayromopdmama Oam n m ma je
G(Fy/Fp) = (¢)- O

ITocaemuna 69. Heka je F' nome koje uma p™ enemenata. [okasaTu ga oHo uma
TauHO jeAHO MOTMOJLE Ca pd efnemeHaTa 3a cBaku fAenunay d 6poja n n ja cy To
jeAvHa notnoska of F.

Hoka3z. 3mamo na je pamupeme F/F, Tamoaoso. Ha ocmoBy I'amoaose
KOpeCIOHIeHuje mocroju Oujexnuja umaMmeby nmonrpyna rpyne G(F/Fp) u
nornoisa ox F (koja canpwxe [, amu y oBoM ciydajy cy TO CBa IOTIOJLA
oxn F). Kaxo je rpyna G(F/F,) nukiauuna, oHa 3a CBAKU Leduial m Gpoja
N CAND:KM TAYHO jeqHy HOArPYIY ca m eneMeHaTa. KOHKpeTHO, ako d | n,
onma je [(p)’ : F,] = [G : (p")] = n/(n/d) = d (npucerumo ce ma je pexn
enementa ¢? jenmak n/d). Crora je |(¢?)’| = p?. 3anpaso je

(e ={a e F:¢la)=al{ac F: o = al,

Kao0 MmTO je Tpebasio U OUEKUBATH. O

Ha npumep, nmome ca 8 exemeHaTa He Cagp:KU KAO CBOje€ MOTIOJE MOJHE
ca 4 enementa, jep 2 { 3, anu nosme ca 16 eseMeHaTa caup:Ku Kao CBOje
NOTHOJbE IOJbe ca 4 eleMeHTa.

11 IIumkrgoToMMUYHA pamIpeHa

OBaj ome/baKk TOYUEHEMO jeTHOM [e(UHUI]OM.

Hedbuuumnuja 70. Heka je K nose. [IPUMUTVBHU n-TW KOpeH U3 jeAnHULE je
enemMeHT pefia n y myntunnvkatusHoj rpynu K*(= K \ {0}).

HapaBro, 3a mpom3BOJHO IOJ/E€ U IPOM3BOJFHO N, TPUMUTUBHU N-TU
KOpEH U3 jemuHuile He Mopa mocrojatu. Ha nmpumep, y momy Fg e moctoju
npumutusEA Tpehn xopen u3 jemmunne. Hamme, Fg = F3(a), rae je a € Fy
KODEH HEKOT HepacTaBipuBOr mosanHoMa n3 F3[X| cremena 2. Jenam takas
je momaaoM a = X2 4+ 1 — jako je mpoBepuUTH Ia OH HeMa KopeH y 3, ma
je HepacTaBmuB. Y EKoJMKO O6u y Fg moctojao mpumuruBHEM Tpehun KopeH
u3 jenuEMIe, oHAa Ou mocTojaau a,b € F3 Taxsu ma je (a + ba)® = 1. Ho,
KaKO je KapaKTepUCTWKA OBOT Mosba 3 U Kako a,b € F3 To je (a + ba)3 =
a’+b3a® = a—ba, jep je a®? = —1. Ho, u3 a—ba =1 cnemu najea = 1,b=0,
Te je a+ba =1, a To je meyrpad, a me enement pena 3y U(Fg). Hapasno,
MOIJIZ CMO Ja OBO KOHCTATYjeMO U Tako mrto bucmo npumernau na je U(Fyg)
rpyna pena 8 m OHIA CUTYPHO HE CAOPKU €JIeMEeHT pela 3, ajud HUje JOoIIe
BUIeTH 1 MaJyio pauynure y Fg O.
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Crnenmeha teopema pasMarpa jemaH BaKaH CIydaj, KaJa TAKAB KOPEH
IIOCTOJH.

Teopema 71. Heka je K nome kapaktepuctuke 0, nnn KapakTepuctuke p, rie
p{n, a L kopeHcko nose nonuHoma X™ — 1 € K[X].

a) MocToju NPUMUTUBHM N-TU KOpeH u3 jeauHuue y L.
6) Ako je ( NPUMUTUBHM N-TW KopeH 13 jeanHuue y L, onpa je L = K(¢).

B) L je Manoaoso vag K u noctoju moHomoppusam G(L/K) — U(Zy,), Te je
G(L/K) A6enosa rpyna.

a) Hera je f = X" — 1. Kaxro je f/(X)=nX""! #0, na ocHOBY yciOBa 32
KapakTepucTuKy nosba K, To je 0 jemunm Koper onm [/, mTO CBAKAKO HUje
kopeHr ox f, Te je f cemapabuman. Crora je L/K TamoaoBo pamwupeme.
Herka je E = {a € L : o™ = 1}. IHaxrne, F ce cacroju ox KOpeHA TOJIU-
Homa f y L, a Kako je oH cemapabuua, o je |E| = n. Ilpnmernmo na
je (E, ) momrpyma rpyme (K*,-). Kako 3HaMo ma je cBaka KOHaYHA IOM-
rpyma MyJITAILUIMKATUBHE TPYIE IMOJba HYsKHO IUKINYHA, TO je F nukiamdna
rpyna pena n. CBaku H€H T€HEPATOP j€ CTOTA MPUMUTUBHU 7-TU KOPEH U3
jenuHune, Tako ma Ux L 3amcTa campiku.

6) Heka je ( € L Ma Koju On IPUMUTHUBHUX KOPEHa U3 jenuHune. Tama je
E ={¢*:0< k< n}. Karo je L KOpeHCKO TO/he IOIUHOMA f, & CBU KOPEHW
TOr moAMHOMAa cy cremneru ox ¢, To je cBakako L = K(().

B) Beh cmo koncraroBanu na je pamupeme L/K TMamoaoso. Ilocmarpajmo
rpyny G = G(L/K) = G(K(¢)/K), rme je ( HEKM O IPUMUTUBHUX KOPEHA
u3 jenunauie. CBaku enement o € G mornyHo je onpeben Bpemuomhy y (.
Ho, xako je o m usomopduzam rpyne L*, 1o je w(() = w(c(()), rme cmo
ca w(z) osmaumnu pen emementa r y rpymu L*. Ho, o(¢) = (!, 3a Hexro
1<i<n—1, aw((’ =n akxo je NZD(i,n) = 1. 3mamo u na je U(Z,) =
®(n)(={k : 1< k < n,NZD(k,n) = 1}). Crora nMamM0O IPECIUKABAKLE
U: G — U(Z,) nepunucano ca:
V(o) =i &% o(¢) = (.

YBepumo ce na je ¥ monomopdusam. Heka cy o,7 € G u meka je o(¢) =1,
o(t) =j. Tana je

(0o1)(¢) = a(r(Q) = a(¢7) = (0(Q)) = (') =7 =
[ocnenma jemnakoct je tauna, jep je (" = 1. Crora je
U(ooT)=iyj=Y(0)n¥(r),
Te je ¥ 3amcra xomoMop¢usam rpymna. Ho, jacuo je ma je ¥ moHOMOp-

dusam: ako je ¥(o) =1, onma je o(¢) = ¢t =(, ma je o =idp. O
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Hamomena 72. a) VU He mopa Gurtn ,Ha”. Ha npumep, arxo je K = C, onna
je L = K, 6e3 063upa Ha n > 1 u cauka je TpuBujaana noarpymna. Caugso,
ako je K =R un > 1, ouna je L = C u ciura je moarpyna pena 2. Ho,
ako je K = Q, n = p, rue je p mpocTt 6poj, OHIa CMO paHHUje BUIOCIU a4 je
[L: K] =p—1u nobujamo uzomopduszam. Bumehiemo na je oo Tauno 3a
cBe n ako je K =Q.

6) Ako je n=p{'---pl* pakropusanuja Ha mpocre GpojeBe, OHIA je

U(Zn) = U(Zp‘l"l) X X U(Zpgk).

Ocnm tora, U(Zy) = Cp_1, a 3a a > 1:

Cpe-1(p—1), p HEMapa® mpocT Gpoj,
U(Zpe) = { Co x Cga—2,p=2,a >3,
(CQ, p = 2, a=2.
Jlokas, Ko »xeIu, MOKe MOTVIeNAaTH y Kiu3u Aazebpa 3a ungopmamuape. @

Pammpema K({) onucana mpeTxomHOM TEOPEMOM 30BEMO U UKJIOTO-
MUWUYHUM PAIIMPEHUMA, jep cy y cayuajy K = Q y Be3u ca momenoM Kpyra
Ha N jeIHAKUX JeJIOBa.

dokycupajmo ce cana Ha ciayuaj K = Q. Mmamo na je
xm—1=J[x-0.
=1

Csaky ( KOjU ce MojaBJbyje y OBOM MPOU3BOLY j€ €JEeMEHT IUKJINYHE T'PYyIe
C,, m uma cBOj pen. AKO CKynMMO 3ajeIHO ejieMeHTe pena n (IPUMUTUBHE
n-Te KOpeHe m3 jequuune) nobujamo NUKJIOTOMWYHU MOJUHOM P,

o, (X)= [ x-0.
w(¢)=n

Axo ce 3ajenHo ckyme eseMeHTH perna d, 3a cBe d KOju neisie n, nodujamo

X" —1=]]®a(X). (41)
d|n

Kako 3Hamo na je 6poj esnemeHaTa pela n y IUAKIWYHO] TPYOU ca N €J-
emeHara jemHak o(n), uMmamo na je deg®,(X) = ¢(n). C ob3upom na
ceaku Q-ayToMOp(hM3aM MUKIOTOMUYHOT PAIIMPERna YyBa PEI CBAKOT €JIe-
menTa u3 rpyne Q(¢)*, o mepMyTyje n-Te KOpeHe U3 jeqUHUNE, Te je CTOra
?,(X) € Q[X]. Ho, u3 (41)) cremn ma cy 3ampaBo CBU OBU MOJMHOMU U3
Z[X]. Ilornemajmo map mpuMepa.

P (X)=X —1,

q>2 (X) = X + ]-7

2 2 4 4
D3(X) = (X— (cos;T —l—isin;r)) (X— (cos; —&-isin;)) =X?+ X +1,

Py(X) = (X —i)(X +14) = X2+ 1.
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OBu mOJIMHOMU Ce 3alpaBo no0ujajy Ha jeqHOCTABAH PEKYyPEHTHU HAUWH:

@n()()zigggﬁlgiihg,.
II Pq(X)
d|n,d#n
Iaxkie,
X5_1 4 3 2
P5(X) = ~ 1 =X"+ X+ X"+ X +1,
X6 -1 X6 -1
Ps(X) = = =X -X+1
6(X) P (X)Dy(X)P3(X) (X —D(X+1)(X2+X+1) +1h
X"-1
<I>7(X):ﬁ:X6+X5+X4+X3+X2+X—|—1,
X8 -1 X8 -1
Ps(X) = = =X*+1
8(X) Dy (X)Do(X)Ps(X) (X —1)(X +1)(X2+1) +h
X9-1 X9-1
Po(X) = = =X+ Xx34+1
"X = T - XD T X 11 ta+d
X0 -1 X101

Q1 (X)Do(X)P5(X) (X -DX+1)(X*+X3+X24+X+1)

=Xt X34+ X2 X +1.

HapaBrO, MOry ce oBe padyHuUIle CKpaTUTH Kako ce mpumelyjy momaTae
npasuiaroctu. Ha npumep, jacuo je ma je ®,(X) = XP~1+... 4+ X +1, aro

je p mpoct 6poj. HaBemmmo jom Heka CBOjCTBA.
1. Ako je p mpoct 6poj u r > 1, onna je:
-1

Oy (X) = @p(XpT ).

OBo ce nako nokasyje. Hajupe, npumernmo na je

p,.,lp N
—_t (X )—1 xr' 1

P — _
q)P(X ) - Xpr—l 1 - va-—l _ 1'
Ho,
r—1
X' —1= [ o),
0<k<r—1
jep cy 1,p,...,p" ! jemumm memmremn ox p”. Tawobe je
X7 —1= [ ®x(X),
0<k<r

Ho, u3z (44]) u (45) mupexrno caemn (42)).

2. Ako je n > 1 menapan Gpoj, ouna je

Dy, (X) = 0, (—X).
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[Ipumerumo na Baku jeIHOCTABHA UMEeHMHA: ako je {(i,...,(p(n)} CEym
CBUX NPUMUTUBHUX N-TUX KODEHa U3 jemunuiue, oHma je {—Ci,..., —Cu(n)}
CKYTl CBUX NPUMUTHUBHUX 2N-THUX KODEHa u3 jemuHuie. lIpe cBera, Kako je
n Hemapan, umamo na je p(2n) = ¢(2)p(n) = p(n) u p(n) je napaun 6poj.
Kako —1 u (; komyTupajy m mmajy y3ajaMHO OpPOCTE pemoBe, TO je pen
BUXOBOI IPOU3BOAA IPOU3BOXA HBUXOBUX penosa, Te je w(—(;) = 2n u —(;
je IpUMUTUBAH 2n-TU KOPEH U3 jenuHuIle. Y 3uMajyhu oBo y 003up mMaMo
na je

o,(-X)= J[ x-0=(1" [ X+¢
w(¢)=n w(C)=n

= I &= ] x-m=220). &

w(Q)=n w(m=2n

3. Axo je p mpoct 6poj TakaB ma p{n, oHAA je

o, (XP)

) =5,

Kaxky ma me tpeba mMemaTu mMOOETHUYKU TUM, ITa NeMO U OBI€ KOPUCTUTHU
CIVYHY WAE]y Ka0 W y TIPETXOMHOM CBOjcTBY. Hawmme, Heka je 7 npu-
MUTHUBHU pP-TU KODEH u3 jemuuune. Ho, Tama cy CBU OPUMUTUBHU (pn)-TU
KopeHu u3 jemumuune obmuka nF(;, 3a 1 <k <p—1,1<i < ¢(n), rme cy
Ci, 32 1 < i < p(n) cBU IPUMUTUBHU N-TU KOPeHU u3 jemuuune. Haume,
w(n®) = p 3a cee maBenene k, a taxobe je m w(n®(;) = pn u3 mcrux pa-
3710ra Kao u rope. A 6poj IpUMUTHUBHUX (pn)-TUX KOPEHA W3 jeIUHULE je
w(pn) = p(p)e(n) = (p—1)¢(n), Te cy 3ancra cBu y HABEIEHOM cIuUCKy. Ko-
pucuo je npumerutn u crepehe: w(() =n. Hapasmo, 3a i # j je ¢ # (}.
Hawuwme, xako p{ n, nocroje a,b € Z taksu na je pa +nb = 1. Crora 6u u3
jemmakocru ¢ = (§ cnemuio:

Gi=Cl =gt = ()¢ = (D) = () = (D) = = ¢ = ¢

Hakiue, u cxyn {¢},..., (g(n)} jecTe CKyIl CBUX MPUMUTUBHUX N-TUX KOPEHA
u3 jemuuune. Mmajyhu To y Bumy, mmamo na je

e, (X7) = [[ (xP=¢).
wl(G=n

p—1
XP—¢7 =[x =n"0).
k=0
Iakne, nobuau cMo

3,00 = [[ J[X 0. (47)

w(¢)=n k=0
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Ho,
p—1
I TI&-7"¢. (48)
w(¢)=n k=1

Ob6parure naxmy Ha MalLy, ajau OUTHY pa3iaury, usMmehy npoussona y (47))
u (48) — y apyrom mpoussomy k mme om 1, a y mpsom om 0. Kako je
P, (X) = [1o)=n (X =€) BaEm jemmaroct:

P, (XP) = (I)n(X)(I)pn(X)v
13 KOje CJIeIU TParKeHO. [ )
4. Axo p|n, onga je @p,,(X) = @,(XP).

W oBme hemo mckopucTuTM CAUYHY uAejy kKao npe. Haumme, mokakmMO

na, ako je {Ci,...,(y(n)} CKYyI CBUX NPUMHUTUBHUX N-THX KOPEHA U3 je-
IUHULE U aKO ¢y, 3a § = 1,0(n), Gi1,...,{;p P-TH KOPEHU eJeMeHTa (;, OHIa
je {Ci1y- -5 Cipy v s Comyns - - - s Cw(n)p} CKYII CBUX IPUMWUTUBHUX (pn)-TUX KO-
pena u3 jemunuiie. HapaBHo, Kako je p = 5)" = (j* =1, oBo cy cBaKako

(pn)-tm KOpeHM U3 jenuUHULE. Tpe6a OpPOBEPUTHU Ma JIU Cy OBO IPUMMU-
TUBHU KOpeHu u3 jemuuuiie. 1o je Be:xOuna m3 Anrebpe 1. Hawmme, mper-
IIOCTABUMO 4 y HEKOj TPYNM MMaMO €JE€MEHT ¥ KOjU je pena n, IpU 4demy
p | n u enement y TakaB ma je y? = x. Tpeba ompenutu pexn eseMeHTa
y. Axo je w(y) = m, omma umamo na je w(y?) = m/NZD(m,p), 1j. ma je
n =m/NZD(m,p). Ykonuko p{m, onna je n = m, HO Ty UMaMO KOHTDA UK~
wjy, jep p | n. Crora p | m, Te je n = m/p, omsocHo m = np. Hapasuo
ma ce OBO MOKe W Apyraumje nokasatu. Jlaknae, HABEIEHU €JIEMEHTU CY
3aKUCTa IPUMUTUBHU (Pn)-TU KOpeHu u3 jenuuune. Kako p | n, umamo na je
p(pn) = pp(n) (mokaxure ma je To tauno). Crora Taj CKyI 3amcTa CaIp:Ku
CBe IpUMUTUBHE (pn)-Te KOpeHe u3 jemunune. Basxkwn cuenehe:

= H(X —Gij);

nomTo ¢y (i, j = 1,p, cBu xopenu noausoma XP — (;. Cana pamumo xao u
mnpe.

@(n)

e,(X7) = [[(X?—¢) = H H X =)= J] (X —6=2uX)

i=1 w(&)=pn

ITowrro ce ayrop oBux penosBa Beli yMOPHMO OX CHIJIHOT Kylama (BULETH
nexnuje u3 Vicropuje u punozoduje maremarure — neo nocsehen lekapry),
UMTAONMMA Ce 3a Be;kOy OCTaBJ/bajy jOII IBa CBOjCTBA.

. . r . .
5. Aro je n = pi'---pF daxTopusanmja n y mpOU3BOI IPOCTUX OpojeBa,
oKa3aTu Oa je

r1—1, T —1

Dy (X) = @y, (XP0 7).
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P, (X) = H(X"/d — 1)),
d|n

rae je p MebujycoBa ¢pyHEIMja nepuHMCAHA Ca:

0, aKO je m meJpUB KBAAPATOM HEKOT IPOCTOr Opoja
p(n) =< (—1)*, ako je n mpomssox k pazamumTUX TpPOCTUX OGpOjeBa
1, ako jen = 1.

Ocum oBora, kKao Jakmry Be:xOy 6u 6uiao 1oOpo ma YMTAONU OApPEae jOIr
NUKJIOTOMMWYHUX IIOJMHOMA HIKED CTelleHa KopucTehm nokxaszaHa CBOjCTBA.
INnemajyhm te mpumepe, MO¥ke ce KOHCTATOBATU A CY CBU KOE()UIM]CHTU
OBUX moamHOMa jemHaku unu -1, mmm O, unu 1. To muje yBex Ttauno. Ho,
IPBU IOJIMHOM KOJjU MMa KOE(QUINjEeHT PA3JIUUNUT OJ OBUX je moanHoM Pips.
[Tpumernmo na je 105 Hajmamu Opoj KOju je IPOM3BOL TP HEIAPHA IIPOCTA
opoja.

@105()() :X48+X47+X46—X43—X42—2X41 —X40—X39+X36+X35
+X34+X33+X32+X31 _XQS_XQG_X24_X22_X20+X17+X16
+X15+X14+X13+X12—Xg—X8—2X7—X6—X5+X2+X+1.

Beowma je MucTepuno3Ho noHamame TUX KOePUIjeHATa U BUX0BA BEJINUNHA
je mocra mCTpa:KUBaHAa, ajlil TO HapaBHO IIPeBa3uiIa3U TeMe Koje MU oOpa

byjemo.

Bparumo ce cama oHOME mITO CMO HAjaBUIM — pPa3MaTpamy MUKIO-
TOMUYHOT TOJWHOMA HaI mojbeM Q.

Teopema 73. a) ®,,(X) je HepacTasmus Hag Q.

6) Ako je ¢ € C 61no Koju NMPUMUTUBHU N-TU KOPEH U3 jeAuHULE, OHAA je
Q) : Q] = ¢(n).

B) Ako je ¢ kao y geny noa 6), onga je G(Q(¢)/Q) 2 U(Z,).

Joxa3. a) Herka je ¢ mpumurumBeM KOpeH u3 jemuuune u f(X) € Q[X]
BEroB MUHUMAaJIHY noiuHoM. Kako je ®,(¢) =0, To f(X) | ®,(X) u momro
je ®,(X) mornuan monmmuoMm y Z[X], au f(X) je mornmuan, onga je @, (X) =
f(X)g(X), rme f(X),9(X) € Z[X]. Ha 6ucMo DOKa3aJu HEPACTABIHUBOCT
nosnuaoma P, (X) moraszahemo na je @,(X) = f(X).

IMpernocrasumo na je degg(X) > 0. Iloraxkumo ma je 3a CBakKo i Koje
je ysajammo mpocro ca n: f(¢') = 0. Ako oo moraxemo mokazahemo ma
Cy CBU NPUMWUTUBHU N-TU KOPEHW W3 jequHune kKopenu mosawmHoMma f(X), ma
mopa 6utu f(X) = ®,(X). 3a oBo je moBosHO mokazatu xa ako je f(n) =0
38 HEKM NPUMUTUBHU N-TU KOPEH u3 jexunurle 1), ouzxa je f(n?) = 0 3a czaku
npoct 6poj p Takas ma p{n. Hawmme, cBaku i Koju je y3ajaMHO IPOCT ca N
je mpou3BOJ TaKBUX MPOCTUX OPOjeBa, a aKo je 1) IPUMUTUBHU N-TU KOPEH
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u3 jenuHUIle, oHIAa je u 1P, 3a TaxkBO p, Takd)e NIPUMUTUBHU N-TU KOPEH U3
jenuHUAIE.

IIpernocTaBUMO na OBO HUje TAYHO, Tj. HEKA MOCTOJU HEKU IPOCT P, U
NPYMUTUBHUA N-TU KOPEH U3 jeauHune 7 Takas xa p {n, na je f(n) =0 u
na je f(nP) # 0. Ho, KakO Cy CBM NPUMUTUBHU N-TU KOPEHU U3 j€IUHULE
rkopenu nosusoma P, (X), To mopa 6uru: 0 = @, (n?) = f(n*)g(n?). Hobu-
jamo ma je g(nP) = 0. ITocmarpajmo noamuome f(X),g(XP) € Z[X]. Omnm
uMajy 3ajemHuukn koper 1), ma je NZD(f(X),g(X?)) # 1. Iocmarpajmo
cazma cse mo Moxmyny p, u Heka cy f(X),g(XP) € F,[X] omrosapajylie pe-
nyknuje. Hakae, y Fp, umamo na je NZD(f(X),g(XP)) # 1. Ho, y Fp[X] je

g(XP) = g(X)p. Kaxo je F,[X] npcren ca jeAHO3HAYHOM (AKTOPU3ALU]OM,
u3 NZD(f(X),g(X)p) # 1, cienn ma je NZD(f(X),9(X)) # 1. Ho, Tana u3s

dharxTopuzanuje

0, (X) = f(X) - 9(X)

cremn na ®,(X) € F,[X] uma IBOCTPYKY HyIy Yy CBOM KODEHCKOM IIOJbY

(f(X) u g(X) umajy Ty 3ajenunury uyiy). Ho, To muje moryhe, jep nomnu-
oM ®,,(X) memu nommuom X" —1y Fy[X], a (X" —1)' =nX""! # 0, nomro
p { n, ma momurom X" — 1 Hema HBOCTPYKY HYyJy HUTIE, jep je jemuna
HyJa HEeroBOr u3BoAa jemHaka 0, a TO CBAKAKO HUje HyJa CAMOT MOJU-
moma. Crora mu meros genunan D, (X) He MOke UMATH IBOCTPYKY HYJLy.
OBa KOHTpaIMKIMja HAM 3aBPIIaBa JOKA3.

Tspbewa nox 6) u B) Henocpenuo caexe. Haume, xako je O, (X) vepac-
TABJLUB, OH j€é MUHUMAJHU MOJWHOM 38 CBAKU IPVMUTWBHU N-TH KOPEH U3
jemurune ¢, Te je crora [Q(¢) : Q] = deg @, (X) = ¢(n). 3namo ma mocToju
moroMopusam rpyne G(Q(¢)/Q) y rpyny U(Z,), HO KAKO y OBOM CiIyuajy
rpymne umajy uctu Opoj eaemenara (p(n)) oHmA je OBmE y MUTamy jenaH
U30MODPPU3aM. |

12 3aBpmreTtak nmpmuye 0 KOHCTPYKTHMOUJIJTHOCTU

Ilokazanu cMO: ako je a KOHCTpykTuOmiIan 6poj, onma je [Q(a) : Q] = 2°
3a HEKU mpuUpomaH Opoj s. Bumeam cmo ma obpar y ommrTeM ciaydyajy He
BayKW, aJIM WIAK BAKU CTAB.

CraB 74. Ako je L notnome o C Takso fa je L/Q TAJIOAOBO pawmpetse
cTeneHa 2" 3a HeKO ' U «« € L, oHAA je o KOHCTPYKTUBUNaH.

Hoxa3z. Hakxe, |G| =|G(L/Q)| = 2". 3ramo na je cBaka p-rpyima, 3a IpOCT
Opoj p, pemuBa, na je u G pemwusa. Crora mocTroju HU3 HOArPYIA

G:G0I>G1I>-~'I>GT,1DGT:{idL},
3a koje je Gi/Giy1 = Cq, 3a 4= 0,7 — 1, OMHOCHO HU3 OTIOHA

Q:LQCL1C"'CL7-_1CLT=L,
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3a xoje je [Liy1: L;] =2 3a i=0,r —1. Crora je L;11 = L;(a;) 3a HEKO
KOje 3a70BOJbaBa KBAJAPATHY jemHaunuy o + p;a; +q; = 0. Ho, 3mamo kako
ce pemaBa KBaApaTHa jemmHaumHa, na je L;y1 = L;(v/B;) 3a mvexo B; € L;.
Crora je cBaku emeMeHT 13 L KOHCTPYKTUOUIAH. O

Cama MOKEeMO U 1a KOHAUYHO 3a0KPY/KAMO IPUYy O KOHCTPYKIW)U IPaBUII-
HOT N-TOyTJIA.

Teopema 75. [lpaBunHu n-toyrao je moryhe KOHCTpyMcaTV ako M CaMo ako je
n=2Fp; - ps, 3a Heko k > 0, rae cy p; pasnuunti depmaoeu npoctu Gpojesu.

Ioka3. IlpaBusnau n-toyrao je moryhe KoHCTpymcaTu akko je moryhe
KOHCTPYMCATU NPUMUTUBHU N-TU KOPEH U3 jemuuuie ( = COS 27" + isin 27”
Suamo na je pamupeme Q(¢)/Q lamoaoBo u 3a KOHCTPYKIMjy je mOTPpeGHO
Y MOBOJHHO [1a je CTEeleH OBOT pAaIlupema CTemeH Opoja 2, Tj. ma je 6poj
¢(n) crenen nsojre. Hexa je m = 2Fp|'-..p/* ¢pakropusaumja Gpoja n.
Tana je

p(n) = p@Fp - pt) =2 T (py — 1) T (ps — 1)

(mapasHo, y cayuajy ma je k = 0, upsor ¢arxropa u Hema). Ila 6u oBO
Ouo cremeH ABOjKE, BUAMMO 1Oa MOpa Outm ri = -+ =714 = 1 1 MOpajy CBU
6pojesu p; — 1 6utu cremernu 6poja 2. Ho, axo je p; = 2! + 1 mpocT 6poj,
oHzma Mopa Ourtm u t = 2" 3a Hero u > 0, KA0 mMTO CMO BUIENU PAHU]E.
Ilakie, cBu HemapHU NPOCTU OPOjEBU KOjU Ce IOjaBiby]y V (akTopU3anmju
Opoja n Mopajy mMmatm m3noxkuigan 1 m mopajy outu PepmaoBu mpocTu
OpojeBu, a TO ce U TPAKUIIO. O

13 Teopema o HOpMaJIHOj Oa3mu

Jeduaunuja 76. Heka je L/ K koHauno [anoaoso pawmnperse. Heka je G(L/K) =
{01,09,...,0m}, Npn uemy, Kao 1 paHuje, yaumamo fa je o1 = idy. Ako je 3a
Hekun enemeHT a € L: [01(a), 02(a), ..., 0m ()] Basa BekTopckor npoctopa L HaA
nobem K, oHIa 33 eNeMeHT « Kaxemo fa je HOPMAJIAH, a 3a HaBefeHy Ga3sy
KaXkemMo Ja je HOPMAJIHA BA3A.

Hapagro, yBek ce mpu ¢opMyaucamy HOBe Ne(pUHUNNjEe IOCTABIbA IIU-
Tame na Ju objeraT Koju oHa meduHume yommTe nocroju. Ho, 3awmcra je
TO TAKO, IOIITO Basku cieneha Teopema.

Teopema 77. 3a ceako koHauHo [anocaoso pawwperse L/K noctoju HopmasHa
6a3za.

IIpe nmokaza oBe TeopeMe MOKAKMMO jENHY jeOHOCTABHY, aJI BaKHY
JeMy.

Jlema 78. Heka je L 6eckoHauHo nose 1/|~S C L 6eckoHauaH noackyn of L. Ako
je feL[Xy,..., X\ \ {0}, oHpa je 0 # flgm: S™ — L.
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IToka3. Pamumo mmaykmujom. Ako je m = 1, oHma 3HAMO 18 IHOJIUHOM [
uma Hajsumte deg f myna y nomy L. Kako je ckyn S GeckomauaH, mocToju
a € S, takso ma je f(a) # 0.

I[IpernocraBumo canma ma je m > 1 u na je TBpheme HOKA3aHO 3a CBe
MOJIMHOME ca Mame on m Heompebenux. IlocmarpajMo martu mosuuoM [ u3
L[X,..., X,;] ka0 nonuuom crenena r > 0 y meonpebenoj X, ca roepunn-
jeatuma y L[Xq, ..., X 1]

FX, 0 X)) =0 (X1, X)X 4+ gr 1 (X, X )X
+91( X1, X 1) X + 90(X1, .0, Xonm1). - (49)

Hakne, g.(X1,...,Xm-1) # 0 (upuMeTUMO na HAM HUNITA HE CMETA U AKO je
r =0, moka3 je jom saakmu). Ilo MEAYKTUBHO] Xunore3u, nocroju (m — 1)-
Topka (ai,...,am_1) € S™ ! rarksa na je §.(ai,...,am_1) # 0. Crora je

0 # gr(alv cee 7am—1)X;1+' : '+§1(a17 cee 7am—1)Xm+§O(a17 cee aam—l) € L[Xm]

Cana ¢MO MOHOBO y CIIyYajy MOJMHOMA Ca jeHOM HeoapeheHOM U MOMKeMO
J1a KOHCTATYjeMO Oa MOCTOJU G, € S 3a Koju je

O%QT(ala“'aan—l)a:n“i’"'+§1(a17~"7am—1)am+§0(a17"'7am—1) € La
a TO 3HAUM 14 je f(al,...,am);éo. ]

Hanomena 79. Mana To 0oOu4YHO HEe paauMO, OBAE CMO KOPUCTUIU MOCEOHY
O3HAKY 3a MOJUHOMCKY (YHKIHM]y Oa Ou Ouia BuUIle MCTAKHYyTa Da3JIUKa
MOJIMHOMA U MOJUHOMCKe ¢yHEIuje. JIoOpo HaM je HO3HATO A MOJIMHOMCKA
¢yHEIUja MOke OuTu Hysa (QYHKIKja Mana IOJIWHOM Huje jemnak Hynu. Ha
npuvep, ako je f(X) = X? — X € F,[X], umamo ma je 0= f:F, - F,. &

IToxas reopeme [77] IIpso mnajemo mokas 3a ciryuaj kana je K GecKoHAUHO
nosbe. Amanusmpajmo maso curyamujy. Heka je o € L. Kako 3mamo na
je [o1(a),02(),...,0m(a)] Baza? 3a TO je DOBOJBHO MOKA3ATHU JIUHEADHY
HesaBucHOCT Han K momro je Gpoj esmemenara jemmak dimyg L. akie,
IPETIOCTABUMO 114 j€

a101(a) + agoz(a) + -+ - + amom (@) =0,

rme ai,...,a, € K. Tpeba mokazatu ma cy cBu ouu jemuaxku 0. Kao u
paHuje, MOroIHO je OBY jeqHAKOCT ,HamacTh ayToMopdusmuMma ;. lobu-
jaMo xoMoreHnu cucteM (3HAMO 1a Cy ¢Be 0BO K-ayToMOpdu3Mu) jenHadmHa
O G,y G-

a1(o1001)(a@) +az(o1 009) () + -+ + am (o1 0o ) (@) =0

a1(o2001)(@) + ag(oa009)(@) + -+ + apm(o2 0 0py) () =0
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ay(om oo1)(a) + az(omoo2)(a) + -+ am(om 0 o) (a) = 0.

Ila 6u oBaj cucTeM jemHAUMHA MMAO CAMO TPUBUjAJIHO pelleimhe HOTPeObHO
je 1 mOBOJBLHO ma MATpUIa cucTeMma Oyme MHBepTUOMIIHA, OTHOCHO A HEeHA
netepMuHaHTa Oyme pasmauuwnTa on (.

(c1001)(a) (o1002)(a) ... (0100m)(a)
(02°<.71)(04) (02072)(01) (Uzofm)(a) 0 (50)
(om0 01)(@) (0mo00a)(@) .. (omoam)(a)

OBa geTepMHUHAHTA, WM MATPUIA CUCTeMa Ou MOTJa Oa HAC acoIupa Ha
Tabauny MHOKewma y rpymu G(= G(L/K).

o ‘ g1 g2 Om

g1 01001 01 009 01 00m,
g2 09 O 01 09 O 09 092 O O,
Om | Om 001 0,002 ... OmO0m,

CBakKoOM €JIeMEHTY T'PyIe 0 MOKEMO OPUAPY:RUTU jenuy Heonpebeny X, .
Axo ymecto (0;00;)(a) y nerepmunantu [50| moctaBumo ueonpebery Xo, o0,
nobujamo monuaoM 1o Heompebemum X, , Xoso,..., Xp, . ArO ymecto X,
mocJyie pa3Boja HeTepPMUHAHTE CTABUMO X;, MOOUjaMo mOJuHOM h:

Xaloal XO'100'2 e Xaloom
X(7'200'1 X02002 .. Xagoam
h(X17X27"'7Xm): . : . . EL[X17X27-~~>Xm]-
Xcrmocrl ermoag e Xomoam
(51)
I[Ipumerumo ma je cBaka BpcTa HmepMyTallja MpBE BPCTE, KAO IITO je TO
y TabiuI MHOKEHa 3a rpymny. AKO M3padyyHAMO BPETHOCT fL(l, 0,...,0)

nobuhiemo 1 mnm —1 momrTo je TO BPEAHOCT OETEPMUHAHTE MAaTPUIE TO-
OujeHe on jeIMHUYHE TEepMyTOBameM BpcTa. [lakie, h cBakako HUje HyJa
noauroMm. Ho, ako ymecro X, mocrasumo o(a) (cerumo ce ma je X; mnen-
TuduroBano ca X,,)) y [51] nobujamo:

(c1001)(a) (01002)(a) ... (0100m)(a)
. (cg001)(a) (o2009)(a) ... (o200m)(a)

(Omo01)(@) (omod)@) ... (omoom)(a)

Iaxkite, JOKA3 CMO CBEJIM Ha JNOKA3UBaH€e caenehe uumenute: NocTojn o € L
TakBo fa je h(oi(a),o2(a),...,om(a)) # 0.

IIpermocTaBuMO 18 OBO HHUj€ TAYHO, Tj. HEKA je

h(o1(a),o2(),...,om(a)) =0 (52)
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3a cBe a. Heka je [ag,as,..., ;] HEKa Ga3a 3a BEKTOPCKU TpocTOp L HAT
momem K. U3 (52) nobujamo nxa je

hoi(arar + -+ amam), - - -, om(arar + -+ amag,)) =0 (53)

3a cBe (ay,...,a,) € K™. Uckopuctumo na o; ¢urcupajy nome K:

h(aro1(aq) + -+ amor(m), ... a10m (1) + -+ + amom(am)) =0 (54)
IHedpuanmumo nomuaoMm g(X1, Xa, ..., Xm) € L[X1, Xa, ..., X,] ca:
g(Xh e ,Xm)

= h(Xl(Tl(Oél) + -4 del(am), .. .,Xlom(al) —+ 4 Xme(Oém))
€L[X1,...,Xn]. (55)

N3 (54) mobujamo ma je g(ai,as,...,am) = 0 3a cBe (a1, asz,...,a,) € K.
U3 meme nobujamo na je g(Xi,...,Xn,) =0.

Ho, npucernmo ce cana nocuaemune [46], xoja mHaM kaske ma je Marpuna

[0i(e;)] uaBepTHObUIHA. IlocMarpajmo mosmmnome Yi,...,Y,, nedpunucane
ca:
0’1(041)X1 +01(a2)X2+-~-+01(am)Xm =V
oa(a1) X1+ o2()Xo + -+ o2(n) X, = Y2
O’m(Ozl)Xl +Jm(042)X2+"'+0'm(Olm)Xm = Y,.

Nmvamo nma je h(Y1,Ys,...,Y,) = 0. Iokaxwnmo na je L[X1, Xa,..., X, =
LY1,Ys,...,Y,], To he nam nokaszaru na je u h(Xy, Xo,..., X,,) = 0. Ta
KOHTPA,IUKINja 3aBpIIaBa TOKA3.

Hapasno, jacuo je ma je L[Y1,Ys,..., Y] C L[X;, Xs, ..., Xm]. Ho, rako
je marpuna [o;(a;)] uHBepTHOMIHA, OHA MMa MHBep3Hy Marpury [F;;]. To
3HAYU 1a je

OuYr + Yo+ -+ bimYm = Xu
Bo1Y1 + BooYo + -+ Bo Y, = Xo

a 0BO HaM mokasyje ma je u L[X1, X, ..., X;n] € L[Y7,Ya, ..., V0]

Cana najemo moka3 y cayuajy kana je rpyna G(L/K) muknuunaa. OBaj
cilyvaj OKpUMBA U CIydaj KOHAYHUX nosba. Hawmme, Ha ocHOBY TeopeMe [68]
pamupene F/F, je 'amoaoso 3a cBako koHauHo nose u rpyna G(F/F,) je
nukauuaa. Omnpariae Huje Temko, kopucrehu ['amoaoBy kopecnoHzmeHiujy,
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nokasatu na je u rpyna G(L/K), rme cy moma K n L koHauHA, IMRINYIHA
(oba cy pammpema nosa F, u moToM ce mpuMeHu Teopema .

Hakne, vera je G(L/K) = (o) nuraumyaa rpyna pema n. Tanma je
o™ = idy, ma MUHUMAaJHU IOJUHOM ayroMmMopdusma o (o je u K-nuneapHu
omepatop Ha nomy L) memm mommuom X" — 1. Mebytum, ayromoppusmu

idy,0,...,0" ! cy pasnuuuTy, ma Cy HA OCHOBY IIOCIEIUIIE OHU JIUHE-
apHO HE3aBUCHU, Tj. U3 jJeAHAKOCTU apidyx + a10 + -+ + apn_10""1 =0, 3a
ag,a1,...,0n_1 € K cnemn nma je ag =ay =--- =a,_1 = 0. Ho, To 3naun na

je sampaBo X" —1 MUHUMAJIHU TOJUHOM OIlepaTopa o. Y OBOM TPEHYTKY Ce
y JIUTEPATYPU ayTOPHU NIO3UBA]jY HA TEOPEMY O KIACU(PUKAINJU MOLYJIa HAL
[JIABHOUIEAJICKUM JIOMEHUMa, HO MU, cpeliomM, ToO He MopaMo ma paauMmo.
Hawuwme, mocroju Teopema u3 auHeapHe ajirebpe Koja HaM 3aBpIIaBa IJOKA3
U IOKa3 Te TeopeMe ce Moke Hahwm y yubenmky npogecopa Kamajumnha.

Teopema. Ako je L nuHeapHu onepaTop npoctopa V' AgumeHsuje m n ako je
degur = n, rie je ca uy O3HauYeH MUHUMAmHW MOAMHOM onepatopa L, oHpa
nocToju BekTop v € V Takas Ada je [v, L(v),..., L™ 1 (v)] jeana 6asa npoctopa V.

Hakme, To je Gam ono mro HaMm Tpeba! Jlobujamo ma moctoju « € L
Tako ma je [a,o(a),...,0" ()] 6aza 3a L manx K. OBuM je 3aBpimeH moka3s
TeopeMe O HOPMAJIHOj Oa3u. O

Hanomena 80. Y ciyuajy Ia uMmamo pamupewme Fom /Fy, roe je ¢ = p”, 3a

npoct 6poj p u npupoxue n,m > 1, onna 3mamo ma je G(Fm /Fy) = (o),
rae je ¢: Fgm — Fym ®pobennujycos ayromopousam: ¢(zr) = zP. Iaxie,
HOpMaJHa 6aza mvia o6muk: |o, 9" (), ... "™ V()] = [a,a%,...,07" ']. &

IIpumep 81. Hexa je Fg = Fo(a), rae a 3amoBosmasa jennaunny o +a+1 =
0. Mu 3HaMO 1a je jemna Gasa 3a Fg cBakako [1,a, a?]. Ila mu je u [, o2, o]
rakobhe Gasza, Tj. ma suu je ejleMeHT « HOpMaJsiaH (HapaBHO, OBHe je ¢ = 2)7

To MOeMO IUPEKTHO Iposepuru. Hamme, xako je a® = a + 1, To je
a* = a?+a. Ho, Ttaj eneMenT je 36up MpeTXOmHA IBA TE OBO CBAKAKO HIUje

ba3a, Tj. o HAje HOpPMAJIaH.

Ho, nmocmarpajmo enement 1+ a. Tana je

MT+a,(1+a)? 04+ =14+a1+a?14a
=[l+al+a®1+a+a?]~[l+a,1+a?a?
~[1+a,1,0%] ~[a,1,0%] ~ [1,a,a?).
Te nobujamo ma oBo jecte 6a3a (OBIE CMO M3BOIUIM je IHOCTABHE OLEPAalU]je

KOje CHCTEM BEKTOpa IPEBOJE V €KBUBAJIEHTAH CHUCTEM; Ha IPUMep HajIpe
CMO TpPBU BeKTOp moxanu tpehem). &

IIpumep 82. Hera je Fy = F3(a), rue a 3amoBomasa jemmaumny a?+ 1 = 0.
Ila snu je oBme o HOpMaJiau?
‘]

Iakine, mocmarpamMo cucrteM [a, o] = [a, 2a] 1 0BO cBakako Huje 6asa.
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Axro mocmarpamo [1+ a, (1 + )] = [1 +a,1 +a?] = [1 + a,1 + 2q],
OHZa BUAMMO 18 OBO jecTe 0a3a: OIy3UMaHm-eM IPBOT BEKTOPa O APYTOT
nobujamo [1 + a, ] 1 moTOM Ofy3MMameM APYror o mpsor [1,al. &

IIpumep 83. Hexa je Fy = Fo(a), rae a 3am0Bomasa jennaunny o’ +a+1 =
0. OBme a jecte HopMmasan. Hawnwme,

[, 0] = [o, 1+ a] ~ [a, 1] ~ [1,ql. &

IIpumep 84. Hera je Fig = F4(3), rae 3 3amosomasa jemnauuny (32 + 3+
a = 0. Ila au je 0 wopmanau? Hapasuo, oue je Fy Kao y mperxomHoM
npuMepy.

YBepumo ce majupe ma je nommaom X2 + X + a € F4[X] mepacrasmus.
HapaBuo, moBOMHO je ma mpoBepMMO Aa HEMa HyJa IOUTO je IMOJMHOM
crenmena 2. Ho, 0+0+a #0, 1+14+a=a#0,a® +at+ta=a’>=1+a#0
u(l+a)l+(1+a)+a=1+a?+1=1+a#0.

18,684 = [68,8+1] ~ [8,1] ~ [1,4].
Kopucrmm cvo na je ' = (6%)* = (6+a)’ = (B+a)+(a+1)=F+1. &

IIpumep 85. Heka je Fig = Fo(7), rae v 3amoBomana jeqmaunny v +y+1 =
0. Ha au je v HOpMAaJaH?

Hapasno, majupe Tpeba mposeputu na je X* + X + 1 € Fo[X] mepac-
TaB/HUB. JACHO je ma HeMa HyJIy, TAKO Oa OCTaje caMoO pacTaB Ha IBa
HEepAaCcTaBJ/bUBA MOJMHOMA crerneHa 2. Ho, jenunu HepacTaB/bUBU TOJIUHOM
cremena 2 m3 Fo[X] je X2+ X +1,a (X2 4+ X +1)2 =X+ X2 +1.

Iakme, mocmarpamo cuctem Bexktopa [v,v2,v%,7%]. 3mamo ma je v =
v+ 1. Crora je v® =~+% + 1 u Bumumo ma To HUje Gasa.

Ha nu je enement 1+ v HOpManan?
[y, (149)2, (1) (149)%] = [L47, 1492, 1498, 149°] = [T, 1492, 7,77

Te HU 1 4 v Huje HOopMmasan. Habure 3a BexkOy kKOju egemeHT JECTE HOP-
MAaJIaH. &

Hanomena 86. Moryhe je pasmarpatu u ,,jade” muTame: Aa JIU 33 PAIIU-
pewe F,n/F, mocroju mpummutueHa HopmanHa 6asa, Tj. Oa JU HOCTOJU HOP-
MaJIaH €JEMEHT (v, KOjU je yjeoHo U reHeparTop (UMKJIWYHE) TpyIe IF;L?
Iokas oBor pesyiarara je kommierupan 1987. romune. 3a Bexby Ou Ouio
IO0OPO MPOBEPUTH Aa JIU CYy HOpMAaJHe 6a3e M3 IPETXOMHIX IPUMePa YjeIHO
U DPUMUATUBHE HOpMaJiHe 0a3e U, YKOJUKO Hucy, Hahu mpumuTuBHE HOD-
MaJiHe 0a3e y OBUM IPUMEPUMA. ')
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14 XwuabeproBa Teopema 90

Ilo6Gpo HAM je MO3HATO AEjCTBO TPYIE Ha CKYIy. ¥ CIAyYajy Oa je Taj CKyI
HOCAa4Y M Heke ajrebapcke CTPYKType, IPUPOIHO je MOCMATPATUA OEjCTBO
KOje ,,momTyje” Ty CTPYKTypy. ¥ Bomumo nojam G-monyina ciaemehom nedpu-
HUIIjOM.

Hedunnanmuja 87. Heka je G rpyna. G-MOAyJ je Abenosa rpyna (M, +) Ha
Kojoj je 3afaTto gejcTeo rpyne (G Koje 3a[JOBOJ/baBa YC/IOB:

(Vo € G)Y(Vm,m' € M)oge(m+m') =cem+ocem'.
Hapasuo na je u (07)em =ce(Tem) 3acBe o,7EGumeM ueem=m
3a ¢cBe m € M Kao u 3a CBaKO APYro NejCcTBO Tpyme Ha ckymy. Jlakme, oBme
je samaBame cTpykrype G-momyrna mHa AGesnoBoj rpynu M eKBUBAJIEHTHO

3amaBamy xomomop¢usma G — Aut(M), mok je xkom obuyHOr AejcTBA Yy
nuTamy xomomopduzam G — Syy.

Hanomena 88. Y nHaBeneHoj gepuHuNNju KOPUIINEH je aIATUBAH 3AIUC.
Ykouuko je AGenosa rpyna (M, ), onma je ycios:

(Vo € G)(Ym,m' € M)oe(mm') = (cem)-(cem’). )

IIpumep 89. Heka je L/K Tanoaoso pamupeme ca ["amoaosom rpymom G.

Tana cy u (L,+) u (L, ) G-mogynu: gex = o(x). &
Y oBom KoHTeKCTY, 3a (L, +) kopuctuhemo oznary LT.

Hepuuumuja 90. Heka je M jegan G-mogyn. Y KPIITEHU XOMOMOP®U3AM
je npecnukasawe f: G — M TakBo fa je 3a ce 0,7 € G:

flor) = f(o) + o« f(7).
Y MyATUNAMKATUBHOM 3amnucy:
floT) = f(o) - (g f(7)).
Yronuro G nejcrByje TpuBmjasHo Ha M, Tj. aKo je cem = m 3a cBe

o€ Gum € M, ouna je yKPIITEHN XOMOMOPU3aM 3aIpaBo 0OMYaH XOMO-
Mopduzam. IIpumerumo ma je, ako je e Heyrpas rpyne (G, UCIyHEHO:

fle) = flee) = f(e) + es fle) = fe) + f(e),
Te mobujamo na je f(e) = 07, Kao u 3a oOUYaH XOMOMOPPU3aM.

ITpumep 91. Heka je f: G — M yrpmrenu xomoMmoppusam. Ako je o € G,
OHJIA UMAaMO:

f(0®) = f(o) + 0 f(0),
(%) = f(00%) = f(0) + 0 f(02) = f(0) + 0+ (f(0) + 7+ f(0))
=f(o)+oef(o)+0%s f(0),

fo") = flo) +ae f(o) + -+ 0" e f(0).
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ITocebuo, ako je G nmukIWMYHA Ipyla pena n y KOjoj je o reHeparop,
YEPIITEHN XOMOMOp¢$u3aM f je MOTHyHO 3amar 3axaBameM f(o) = x mpu
yeMy MoOpa OUTU UCIOYHE€H yCJIOB Oa je

THoex+ 40" ez =0y.

Haxrne, cBaku TakaB eseMeHT ¥ € M oapebhyje jeIMHCTBEH YKPUIITEHU XO-
MoMOpdu3zaMm. Y MyJITUINIAKATABHOM 3aIUCY:

n—1

x-(cex) (0" Tex) = 1. &

IIpumep 92. Heka je € M npoussosman. Tana je ca f(o0) =cex —x, 3a
o € G 3a1aT jemaH yKpIITEHU XOMOMOPQU3aM:

floT)=(0T)ex —x=0e(Tex)—x=0e(Tex —x+x)—=
ce(Tex —x)+oex—x=0ef(7)+ f(0)
= flo)+oef(7)

OsakaB xomoMop¢pu3aM ce Ha3zuBa NIIABHUM XOMOMOP®U3MOM. &

Crkyn cBux yrpmreHnx xomomopdusama f: G — M osmaumhemo ca
ZY(G, M), a ckyn cBUX I'JTaBHUX YKPIITeHUX xoMmomop¢usama ca BY(G, M).
30up [OBa YKPIITEHA XOMOMODP(M3Ma je yKPIITEHH XOMOMOD(pr3am:

(f +9)(07) = f(o7) + g(o7) = f(o) + 04 f(7) + g(0) + 7 g(7)
= f(o) +9(0) +a+(f(7) +9(7)) = (f + 9)(0) + o« (f +g)(7).

Takobe je 30up mBa ryiaBHA YKPIITEHA XOMOMOD(MU3MA IJIABHU:

(f+9)(0) =flo)+g(0) =0ex—ztoey—y=0e(z+y) - (z+y)

Hakne u ZY(G, M) u B(G,M) cy AGenose rpymne, Ipu 4emy je I0JATHO
BYG, M) < ZYG, M).

Hedunaumuja 93. [Mpsa koxomonoruja rpyne G ca koepuumjeHTma y G-moayny
M peduvHuwe ce ca:
1 S
H (G, M):=Z (G’M)/BI(G,M)'
Samnpaso je moryhe nepunucaru u H"(G, M) 3a cse n > 0. Hanomenumo

na je HY(G, M) = M%, rne cmo ca M€ mapaBHO O3HAYMIU CKYT (UKCHUX
tauaka y M mpu mejctBy rpyme G.

ITocroju Be3a m3mebhy oBux rpyna. Hajope maBemumo cienehy nedunn-
uujy.

Heduaumuja 94. Heka cy M n N Hekn G-mofynu. Xomomopduszam G-momyna
a: M — N je xomomopgusam Abenosux rpyna M — N koju ,,nowTyje” cTpykTypy
G-mopyna, Tj. Takae fa je, 3acee 0 € G, m € M: a(cem) = gea(m).
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Ako je

[0}

-—>M/—>M”i>Mm—>~--,

Hu3 G-modyna n xomomopdmsama 3a koju je Ker f = Im«, oHAa kaxemo Ada je
Taj HM3 TAYAH y M. Huz G-moayna 1 xomomop¢rsama je TAUAH aKo je TayaH y
CBAKOM MOAyNy TOr HM3a.

[Tocebno, Huz G-momyna

[0}

0 — M % M2 M- {0} (56)
je Tauam akko: « je ,1-17, 0 je ,ma” u Ker § = Im «a. Hanwme,
Im({0} — M') = {0}, Ker(M" — {0}) = M".

Ywmecro {0} yobuuajeno je ma ce mmme rpahe camo 0.

Axo ca M® o3maummo CKyn cBUX (UKCHMX Tadaka y M mpu mejcTBy
rpyune (G, oHga MoxkeMO mpuMeruTu ciaenehe.

1. QurcHe Tauke ce CcIaUKAjy y (UKCHE Tauke npu xomomopdusmy G-
momyna. Hawmwme, ako je x € (M')Y u o € G, onma je cea(r) = a(oex) =
a(z). Crora je moryhe mepunucaru cyxkema ag n Sy ox o u 3 u mocma-
Tpatu Hu3 AGesoBux rpyna:

0 — (M) 2% MG 22 (M")E — 0. (57)
2. OBaj Hu3 je Tauam cByma cem y (M")%. Jacmo je ma je ap MOHOMOD-
¢u3am, jep je OH cyKeme oI « Koju jecte moHOMOpo¢m3am. Tarobe je
Booag = 0, ma je Imag C Kerfy. Hera je x € Kerfy. To 3maum na je
B(xz) = Po(x) =0, ma je, 36or Taunoctu nouetnor wusa, x = a(z’). Ho, ako
je 0 € G, ouna je a(cex’) = cea(r) = cex =z = a(z’), Te U3 unmennne
na je a ,1-17 cremm ma je oo’ =2', 1j. 2’ € (M"Y, na je x = ag(a’).

IMokaskumo npumepom na vu3 (57)) me Mopa Outu Tavan. Heka je M/ =
M =7, M" = Zs, a(x) = 2z, B(z) = p(x,2), roe je ca p(x,2) o3HaueH
ocTaTak mpu gedheny r ca 2. 3a rpyny G ysmmmo G = C, = {1,-1}.
lopenaBenene AGenose rpyne noctajy G-MOAYJIU TAKO IITO HePUHUNIEMO
nejctBo ca: (—1)ex = —x. Jacuo je ma mobujamo tauvan Hu3 G-MOLyJa:

0—2z-72" 7, 0. (58)
Ho, Z¢ = {0}, Z§ = Zy u nobujamo mu3
0 — {0} 2% {0} 2z, — 0, (59)

KOJU CBAKaKO HUje Ta4daH.

Cnenmehu craB HaM OBO IONPABJbA.
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Cras 95. Ceakun kpaTak TauaH Hu3 (G-mofyna
0— M MM —0 (60)

VHAYKYje Ayrn TauaH Hmu3 ABenosux rpyna:

0 — (MG 20 G 2o, (e 22 giya, Yy 2L B (G, M) 2L BY (G, M. (61)
Hoxa3. IloueTrnu meo cmo Beh ,,00pamuau”.

Hepruumumo cana
8: (MG — H'(G,M') = Z\(G, M) [g1 (G, M)

Hera je m” € (M")¢. Kaxo je B ,ma”, To moctoju m € M Tako ma je
B(m) =m". Axo je o € G, umamo na je

Bloem—m) = (0 +m)—B(m) = 0.+ H(m)—B(m) = 7 em"~m" = m"~m" = 0.

Hapasro, oBae cmo kopuctwaun ma m” € (M")%, ma je cem” = m'” 3a
cBe 0 € G. Ilakne, cem —m € Kerf3. Kako je muz (60)) Ttauan, to je
ocem —m = a(m’) 3a jemmuctseno ompeben m’ € M’ (momro je o ,1—
17). Ilakme, Ha OBaj HAUYWH CMO eJeMeHTYy ¢ € (G NPUAPYRKUIU E€JIEMEHT
m’ € M’ te umamo mpecaukasame n3 Gy M’'. Kako je m36op esemenra
m' 3aBucmo onx m36opa eJeMeHTa m KOju ce camka y m'’, TO mpeciaukaBame

hemo osmauutu ca f,,: G — M'. Iakie,
fm(o) =m' arko je a(m’) = cem —m.

[MpoBepumo nma nu je oBO f,, jeman ykpmTeHn xomomopo¢umzam. [lakie,
Tpeba mpOBEPUTU Oa JU je

fm(UT) = fm(o) + U'fm(T)7

3a cee 0,7 € G. Hera je fp,(07) = m), a fi,(1) = mb. Tana je (07)em—m =
a(m)) m Tem —m = a(m)). Mu Tpeba ma mpoBepuMo ma iu je

my =m' + oemb.
Nmamo ma je

a(m' +oemb) =a(m') +oea(my) =(cem —m)+oce(Tem —m)

=cem—m+ (0T)em—cem = (67)em —m = a(m}). (62)

Kako je o ,,1-17, us cnemn ma je m' + ocemb = m) Te zarmyduyjemo
na je fn 3amcTa ykpmrern xomomopdusam. Hakme, 6° medunmmenmo ca:

(") := [fm).
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ITokasxkumo ma oBa kJiaca He 3aBucu ox m3bopa m. To 3maum ma Tpeba ma
nokaskeMo na, ako je 3(m) =m” ouma je f,, — fm jenam TITABHU yKDIITEHU
xomomop¢uzam. Ho, axo je S(m) =m", ouna je B(m —m) = 0, na nocroju
wexku &' € M’ tako ma je m —m = «(z’). Aro cama ymMecTto m y3meMo
m=m+ a(z'), onna je

gem—m = cem+oea(r)—m—a(r') = a(m')+a(cer’'—2') = a(m'+o e’ —2').

Haxkne, f7(0) = fm(o) +o0ex’ —2'. Kako je npunpysusame o — oez’ — 2
3aMCTa jelaH TJABHU YKPIITEHW XOMOMOp(u3zaMm, mobujamMo TO IITO CMO
TpaxkmayM, Tj. kaaca |f,,] me 3aBucm om m, e je 6°(m”) := [f,] mob6po
ne(UHICAHO.

Tpeba mokazaru u ga je 0° jemam xomomop¢usam AGemoBux rpyma,
tj. ma je 6°(m” +mf) = §°(m") + 6°(my). Y Ty cepxy, mera je mg € M
rakas ma je B(mg) = my. Tama je S(m + mo) = m” + m{, Te Mu enement
m + mo MokeMo na kopucTuMmo 3a Hajaxeme 0°(m’ + m{). Tpeba na
HOKaKEMO A& j€ [fmimo] = [fm] + [fmo]- Ho, aro je fi,(0) = m{, onnma je
a(my) = oemp —mo 1 mamo ga je a(m’ +mg) = o« (m+mg) — (m + my),
a TO 3HAYU HA je fmimo(0) = m +my = fin(o) + fm,(0), Te je 3ampaso
fm+mo = fm + fmo-

Taunoct y (M”)¢. Hajupe Tpe6a mposepuru ma au je 8’03y = 0. To

hie mam matu ma je Im By C Ker 6°. Yammmo m € MY, Tpeba nposepurn na
m je 6°(B(m)) = Op1(g,mv)- Ho, karo je mepummcano 6°(8(m))? Hajupe,
nocMaTpamo [(m) u Tpaskumo eaement u3 M koju ce npu 3, cauka y mera.
Anu, To je 6am exement m! ITorom pauynamo oem —m. Ho, kako je m €
M€, 10 je jemmaxo 0. Crora je m’ = 0 u mobujamo ma je fn, =0: G — M.
Haxie, 3aucta je 6°0 g = 0.

Hpernocrasumo caxa xa je m” € (M")¢ Takas ma je 6°(m”) = 0y
HY(G,M'"). To 3anpaBo 3maum na je f,, Tae je m Taxkas ma je B(m) =m’
TJABHU YyKPIITEHUM XOMOMOpdum3am, Tj. ma moctoju =’ € M’ rakas ma je
fm(o) =cex’ —2'. Ho, 10 3Haun na je cem —m = a(cex’ —z'). Onasne
nobujamo ma je oe(m — a(z’)) =m — a(z') n To 3a cee 0 € G. To 3maun
na je m—a(r') € MY. Kako je B(m —a(z’)) = B(m) = m”, nobujamo nxa je
Bo(m — a(x')) =m”, Te mmamo Taunoct y (M")%.

Tauroct y HY(G, M'). Hajope ce Tpeba yseputu na je aj o6 = 0. Ho,

Kako je 3ampaBo meduaucamo «;? EBo kako. Axo je [f] € HY(G, M), onna
je f:+ G — M jemanm yrpmrenu xomomopoumsam. Tama je ai[f] := [ao f].
Ila BucMo mpoBepumsM Oa je OBO JOOpO mepumHMCAH XOMOMOpdu3aM Tpeba
nposeputu: aof € ZY(G,M") axo f € Z'(G,M') nu ao f € BY(G,M") 3a
f € BYG,M). Naxme:

(aof)(o7) = a(f(o7)) = a(f(0) + 0« f(7)) = a(f(0)) + (o« f(T))
= (@ f)(0) +oea(f(7)) = (o f) + oo (ac f)(T).
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Axo je f € BY(G, M) ouna je f(0) = cem —m 3a merko m € M, ma je:
(aof)(o) =a(f(c)) =alcem —m) =a(cem) — a(m) = gea(m) — a(m).
Hapasno,

ar([fl+[g])) =ai[f+g]l=lao (f+g)l=lao fraogl=[ao fl+]ao g]=ai[f]+ai[g].

Ha amanornu mauun ce meduuume u B1. Bpatumo ce mokasy TadnocTu y
HY(G,M"). Hera je m" € (M")¢. Tana je 6°(m”) = [fn], rne je m Taxas
na je B(m) = m”, nok je (a06°)(m”) = [ao fn]. Iokammmo ma je ao f,
riaBHU ykpmTeHu xomomopdusam. Ho, ako je o € G onna je

(ao fm)(0) = a(fm(o)) = a(m’) = cem —m,

a TO je ympaBO OHO WTO HaM je m Tpebasno (NOriIemaTy MOHOBO KAKO CMO
nepuaUCATA fp,).

ITpernocrasumo cana na je [f] € Keray. To 3saum ma je «o f raasuu,
Tj. mocroju m € M Tako ma je 3a cBako 0 € G: (o f)(0) =cem—m. Tana
je

Bloem —m) = B((ac f)(0)) = (Boao f)(o) =0.

Crora je oef(m) = B(cem) = B(m), na je m" = B(m) € MC. Tlo nedunu-
maju §°(m”) moxemo ma Bummmo ma je 0°(m”) = [fn], Tae je m TaxBo ma
je B(m)=m", a f,(0) =m/, upu uemy je a(m’) = cem —m. Ho, suammo
na je xox Hac af(0)) = cem —m, a Kako je a ,1-1”, TO HAM mOKa3yje
na je f = f,, u nobumu cmo na je [f] = 6%(m”). Tume je saBpmen moka3
taunoctu y H' (G, M’).

Taunoct y HY(G, M). Hajupe, axo je [f] € H (G, M’) onna je (1 o a1)[f]
= [Boao f] =[0], ma je Imay C Ker ;.

Ipernocrasmvo ma je B1([g]) = Opr(g,mry, 38 Bexn g € ZH(G,M). To
sHaun ga je [Sog rmasHM, Tj. ma noctoju m” € M" tarkas ma je 3a cBako
o€ G: B(g(o)) = gem” —m”. Tpeba norazaru na nocroju f € Z1 (G, M’)
tarko ma je ai([f]) = [g], omrocro ma moctoju f € ZY(G,M’') tako na je
g — ao f rnaBau. Kako je § ,,ma”, mobuja ce ma mocroju m € M tako ma je
B(m) =m". HNakrne, mmamo na je B(g(c)) = ogeB(m) — f(m) = B(oem —m),
Te ce nobuja ma je g(o) — (cem —m) € Ker3 = Ima. Ilakie, 3a cBako
o € G nocroju Tauno jemno m' € M’ (« je ,,1-1") 3a roje je g(o) — (g em —
m) = a(m’). Hepunnmmmvo f: G — M’ ca: f(o) = m/. Iobujamo na
je g(o) — (cem —m) = a(f(0)) 3a cBaro 0 € G. Kako je npeciukasame
0+ g(0)—(0em—m) CUI'yPHO YKPIITEHN XOMOMOP(U3aM, KAO PA3JINKA IBA
TakBa U « ,,1-17, nobujamo ma je u f ykpmrenu xomoMopduzam (yBepure
ce 3amro je To Tako). Crora je

(9 —aof)(o) =0cem—m,

ma je [g — ao f] = 0g1(e,m) Te je ai([f]) = [g].
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OBuM je 3aBpIIeH HOKA3 TAYHOCTU WHIYKOBAHOI HU3A. O

Bpatumo ce mamo Ha mpuMep KOjU je MPEeTXOIUO pPa3MaTpamy OBOT
OyTOr' TAYHOT HW3a M IPUMEHUMO HOBOONOOWjEHO 3Hame Ha mera. Vmamo
TayaH HU3:

0 — 28 20, 7€ 2 (7,)C 2 g1(Cy, Z) 2 HY(Co,Z) 25 HY(Cy, Zs).  (63)
I[IpBu meo mmM3a HaAM je mMO3HAT, Ma BUAUMO 3a ocTaJje rpyme. Hajmpe
onpemuMo ykpirere xomomopduszme f: Co — Z. Nmajyhn y Bungy nejctso
rpymne Co u nqedunrnnujy yKpumTeHor XoMoMopduamMa, Tpedba BUIETH KOJIUKO
moske 6utu f(—1) € Z tarko ma Baxml = f((—1)2) = f(=1) + (=f(=1)).
Ho, To je Taumo 3a csaku m36op f(—1), ma je Z'(Cy,Z) = Z, a Tarobe
je m ZY(Cy,Zy) = Zo. Axo je f: Cy — Z TaaBHU XOMOMOD(U3aM, OHIAA
je f(=1) = —x —x = —2x 3a wexkm ¢ € Z. Harne, B(Cy,Z) = 2Z, a
BY(Cs,Zs) = 0. Iobujamo ma je HY(Cz,Z) = Zjoy, a H (Ca,Z) = Zo.
Ompennmo u xomoMopguame y taunom musy (63). Hajupe, a;[f] = [ao f] =
[2f] = 0. Takobe je B1[f] = [Bo f] u umamo ma je 51(2Z) =0, a B1(1+2Z) =
1. OcraBmamo unraommmMa aa ce ysepe xa je 6°(k) =k +2Z, 3a k € {0,1}.

Iagne, UMaMO HU3:
0 — {0} -5 {0} -5 Zy =5 Zhy - Loy — Zs. (64)

Hanomena 96. ManykoBanu HU3 Ce 3alpaBO HACTaB/ba y NECHY CTPaHY;
crenehe rpyne cy H*(G,M'), H*(G,M), H*(G,M"), H*(G,M"), urn. Ho,
IIOIITO Ce TUM I'pynaMa He 6aBMMO, a HUCMO UX HU Je(DUHUCAIU, Taj IEO
HUCMO HUM UCIUCUBAJIN. »

Teopema 97. Ako je L/K koHauHo anoaoso pawwperse, onga je H(G, L*) =
1, rpe je G = G(L/K).

Iokas. Tpeba nokaszaTu na je cBaku yKpmTeHu xoMmoMopuzam f: G — L*
TJIABHU, Tj. Ja DOCTOjU ejeMeHT v € L™ rtako ma je f(o) = 077 (kopucTIMO
HApPaBHO MYJITUILIMKATUBHY HOTAIU]y, jep je G-MOIyJs ca KOjuM DPaamMo
L*). Axo je 7 € G, ouzma je f(7) # 0. Kako cy ayromopdpuzmu uz G
JIMHEAPHO HE3aBUCHU (BUIETU IOCJIEAULY , nMaMo na je

Zf(T)T?éO: L— L.

TEG

Haxrne, moctoju o € L Tako ma je

> f(r)r(a) #0.

T€G
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OsrauuMmo oBaj HeHyJa ejqeMeHT ca (3. Ako je o € G:

o(B) = o(f(r)o(r(a))
_ Z f

TEG

Z
cG
1
= o) 2 1
1
= 7o) ZG
1
="

OBne cMO HAPABHO KOPUCTUIN YMHEHUILY 12 je f YKPUITEeHr XOMOMODP(ur3am
IITO Y MYJTUIIUKATUBHO] HOTAIAJU Haje:

flor) = f(o) - (o« f(T))

flo)-a(f(7)).

Iaxkie,

_ B _ (B
f(CT) - O'(ﬁ) - ﬁ_l )

Te je TPasKeHO Y 3aIpaBo B_l. O

3a Tanoaoso pamupewe L/K morylhie je medpunucaru nsa mpeciauka-
Bama — HOPMY (Nmp g ) u tpar (Trp k) Ha crenehn mauus.

Nmy,/x(a HT Trp k(o) == Zr(a).

TG TG

Cranmapmaao mobujamo na je 3a cee 0 € G:
o(Nmy/g(a)) =Nmp x(a) u  o(Try/(a)) =Try (),
Te 3ampaBO UMaMO Aa
Nmp/gx: L* = K* wu Trpg:L— K.
IIpumep 98. 3a pammpeme Q(i)/Q, mmamo:
Nmgi)/q(a + bi) = (a + bi)(a — bi) = a® + b?,
noK je y cayuajy pamupema Q(v/2)/Q:

NmQ(ﬁ)/@(a—&—bﬂ) = (a+bV2)(a—bV2) = a®—2b°. &
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Tomuue 1893. Hemaurxo mamemamuyko Opywmeo je 3aIy:KUI0 MIIAIEe
MmaremaTtuudape /lapuma Xunbepra u Xepmana MUHKOBCKOD Ia IpUIpPeEMe
M3BEIITA] O Pe3yJTaTUMa U3 Teopuje O6pojeBa, MO KOJUX CY Y IPETXOTHUM
IeneHrjaMa AOUUIM MPEBACXOAHO HEMAYKM MATEMATUYAPU U 38 Taj IOCAO0
cy M manum nse roawHe. MuHKOBCKEM je mobOuo 3anyskeme na ce mo3zabaBu
€JIEMEHTAPHUjUM MUTAKBUMA, a8 XUIbepT aarebapCKOM TeopujoM Opojesa.
Xunbepr je BpaO 030MIbHO NMPUOHYO Ha mocao, a MwuHKOBCKM M Huje Ouo
3a TO 3amHTepecoBaH. Tako ma je Ha kKpajy camo Xuuabept objaBuo CBOj
Zahlbericht — Hszeewmaj o bpojesuma (y upesony Google translate: Masem-
raj o nnahamy ©) 1897. romume. Y memy je mokasao, mox opojem 90,
caenehy TeopeMmy, KOja IpencraB/pba reHepaausanujy KymepoBor pesyi-
Tara u3 TpumeceTux rommHa XIX Beka O IUKIOTOMUYHUM PANIAPEHUMA.
Omna je mocraJsia mo3HaTa Kao XWUJIBEPTOBA TEOPEMA 90.

Ilocnemuma 99. Heka je L koHauHO uUMKNMUHO pawwmperbe of K cTeneHa n u
Heka je G(L/K) = (o). Ako je a € L* Takas ga je Nmp /k(a) = 1k, oHaa je
a=/o(B) 3a Heko B € L.

Jlokas. Kaxo je 1 = Nmy /g(a) =a-o(a)---0o @), Ha OCHOBY IpUMEpPa
rMamo na je ca f(o) = a 3amaT jeman ykpmreHu xomomopduszam. Ha
ocHOBY Teopeme [97] nobujamo ma je oH riaaBHHM, Te mOCTOjU (3 TAKBO Oa je
a = f/o(f) (upumernmo ma y moka3y Te Teopeme mobujamo f(o) Gam y
OBOM OOJIHKY ). |

n—l(

IIpumep 100. Kako 3a maro «, sahu Tpakeno 7 EBo HajjemsocraBHU-
jer cmydvaja rme ce mojaBjhyje oBa Teopema. Morau 6mucMo ra Ha3BaTU
,XuiabeproBa teopema 90 y cpenmoj mroau”’ . Heka je z kommiiekcan 6poj
jemuHUYHOT MonyJsia Takas ma je z # —1. Tana je

1+2
z= .
1+72

(65)

OBo ce MOske HemocpenHo resepasucaru Ha ciaenelinm nauun. Heka je L/ K
lanoaoso pamwmpene Takso na je G(L/K) = (o) nukanuna rpyna pena 2,
a € L{-1} rakaB na je a-o(a) =1(=1g). Tana je

1+«

= Ta(a)’ (66)

«a
Te 3a § MoskeMo y3etu 1+a. Kako 6ucMo mpommpuim oBaj METOI Ha CIIY4Ya]
muknaEe rpyme pena 3?7 Heka je a € L takas ma je a-o(a) - o?(a) = 1.
Hacanyhyje ce mra tpeba ypamutu. Ilocmarpamo § = 14 a+ a - o(a).
YKOMUKO je OBaj eJIeMEeHT pPa3iuduT OJ HyJie, HEIOCPEeTHA MpoBepa naje

l+a+a-ola)

CTIF o(a) +o(a) o2(a)’ (67)

Huje Temkxo BumeTn na ce 0OBO MOKe IPOMIMPUTHU U HA CJIydaj MPOMU3BOJLHE
HUKJIMYHE IPYyIe Kal je oaroBapajynu ejeMeHT, YnjoM CINKOM KeJINMO Ia
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IEVMO, PA3JIWYNAT OX HyJe. Y KOJWKO je, Tak, OH jeQHAK HyJHW, OHZA TO

Tpeba MaJso ,mpoMemaru’, Tj. MOCMATPATHU €JIEMEHT (3a CIydaj MURKINIHE

rpyne pena 3): 3 =0+0(0)-a+c%(0)-a-c(a). YBepure ce na yBek mHocToju

0 € L 3a xoju je B # 0 m nma je, nox mpernoctaskoMm na je Nmp g (a) = 1
8

VICIIYHEHO: O = 7. &

[TozabaBuMo ce cana amguTUBHOM BapujaHToM Teopeme [97]

Teopema 101. Ako je L/K uuknuuro pawmperse, onga je H(G, L") = {0},
rie je G = G(L/K).

Iokasz. Hexka je G = (o) nukauuna rpyna pena n. Hexa je f: G — LT
ykpmrerr xomomop¢usam. Ilo reopemu [77], mocToju HOpMAJAH €IEMEHT
a € L m mopmamaa 6a3a [o,o(a),...,0" (a)]. Tama je

f(o) =coa+cro(a) + -+ 10" (@),

3a Heke ¢; € K. Iloraskumo na nocroju § € L takas na je §—o(8) = f(o).
Hexka je 8 = doa+ dio(a) + -+ dp_10" (). Tana je

o(B) = doa(a)+d102(a)+~ ctdp_10™(a) = dp—1a+doo(a)+- - ~+dn_2cr"71(a).

Yeaos f—o(8) = f(0) naM Kaske na, 3a HaTaxkeme (3 Tpeba PEImnuT CUCTEM
jemHAYMHA

do _dn— 1 = Co
—do +d1 = (1
_dn—Q +dn—1 = Cn-1-

[MTpumeTumo ma, ako cabepeMo CBe jeqHauuHe ca JieBe cTpane mobujamo 0,
crora je morpebHO ma je u ¢g+¢1 + -+ cn—1 = 0. Ho, mu 3mamo na je
f yxpmrenu xomomopduzam u ma je ¢ = idy,. Crora je (Bumeru mpumep

91)
flo) +o(f(o) + -+ 0" (f(0)) = Or. (68)

Ho, o*(f(0)) = coo®(a) +cro* 1 (a) +- - -+ 0kt~ 1(a), Te ce jemmaunna
cBoM Ha (mposepute):

(co+eci+-Fcen1)(ato(@)+---+0" 1 a) =0z,

Te 3aKbydyjeMo ma je 3amcta ¢y + ¢1 + -+ cp—1 = Og. Topmu cucrem
jemHAYMHA UMa PelleHe:

dy =c1 +dy
d2162+61+d0

dn—lzcn—1+"'+cl+d07
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rae dy Moske 6uTu nmpousBosbaH ejgeMenT u3z K. Jlakne, mobuau cMo na je,
3a tako usabpauno B, f(o) = —o(83). Ho, tana je n

f0*) = f(o) +a(f(0)) =B~ a(B) + (B~ o(B) =B~ *(B)

¥ MHIYKIMjOM ce JIaKO MOKa3syje aa je 3a cse k: f(oF) = B—o%(B), Te je 3a
cee T € G: f(1)=7(—p)—(—0), Te je f ruaBHU yKpPIITEHU XOMOMODU3aM,
tj. HY(G,L*) = {0}. O

ITocnemuna oBe Teopeme je amuTuBHA Bep3uja Xuibeprtose Teopeme 90.

ITocnemuma 102. Heka je L koHauHO UMKINYHO pawwmperwe of K un Heka je
G(L/K) = (o). Ako je v € L Takas Aa je Try k() = Ok, onaa je v = § — o(f3)
3a Heko B € L.

IHoka3z. Ca f(o) =~ je 3a1aT jean yKPUITEHU XOMOMODP(U3AM U PE3yJITAT
cJeIn 13 ropmer IoKa3a. O

3a Kpaj HaBeaUMO Iap KoMeHTapa. Hajmpe, o mojMy yKpLUTEHOr XOMOMOP-
¢usma. YUwmHu ce ma je oH MajIo BEMITAYKU YBEIECH, ald TO HUje TAKO. 3a-
mpaBoO Ce YKPIITEHW XOMOMOp(QU3aM IOjaBibyje y MpobiieMUMa PAIIUPEeHha
(excrensuje) rpymna, mocebHO y CiIydajy CEMUAUPEKTHOr IPOU3BOIA.

AKO mMaMO TavaH HU3 I'PyIa
a B
1-N—>G->H-—>1 (69)

OHZIa KaykeMo na je rpymna G PAIIMPEWE rpyne H nomohy rpyne N. Ilpume-
TUMO Ja OBJe PaIuMO Ca OINIITUM IpylaMa, KOje He MOpajy OUTHM KoMyTa-
TUBHE. 3aHUMJBUBO je MUTAKE N4 JIU PAIIUPEHE nMma cedere. Jleeo
ceueme je xoMoMoppuzam o: G — N taraB na je coa = Idy, DOk je AecHo
ceueme xomomopdusam 7: H — G takaB nma je for = Idy. Bawxkuo je
HAIIOMEHYTU IBE CTBapWU.

1. He mopa mocrTojary HEM JIeBO HU JECHO ceuewme. HajjemHocraBHUjU
IpUMED je palmpemne

0—Zo — Zy — 7y — 0.

2. Y cayuajy ma cy cBe rpyme AGenoBe, IOCTOjame JIEBOT U JECHOT CEUEHa
j€ eKBUBAJIEHTHO.

ITocmaTpajMo onmTu ciiy4aj pammupemna . ITocTojame meBor ceuema
o HaM nokasyje ga je G = N x H. Haume, MokeMO nepuHUCATU XOMOMOD-
¢usam ¢: G — N x H ca ¢(g) = (0(g),5(g)). Horaskumo ma je oo jeman
uzomopouszam. Hera je (n,h) € N x H. Kako je § ,ua”, nocroju g € G
rako na je 3(g) = h. Ako je o(g) = ng, mobujamo ma je

$lalnngt)g) = (o(alnng *)g), Blalnng )g)) = (nng o(g), en(g)) = (n,h).
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Haxkne, ¢ je ,ua”. Yroauro je ¢(g9) = (en,en), mobujamo na je B(g) = ep,
na je g = a(n) 3a meko n € N. Ho, tana je ey = 0(g) = o(a(n)) = n. Crora
je g=alen) = eg.

IMocrojame mecuor ceuema T HeMa TakaB epexar. Heka je Hy = 7[H]| u
N; = a[N]. Tokaxumo na Baxwm caenehe:

N1 <1G, N1 ﬂle{EG}, NlleG.

Hapasuo na je mpsa crBap jacuma momrto je Ni = Ker(. Yxkomuko g €
Ny N Hy, mmamo na je B(g) = ey, momro g € Ker 3. Ho, ¢ apyre crpane
je g = 7(h) 3a wekn h € H. Crora je ey = ((g) = B(r(h)) = h. Cuemu
na je g = 7(eg) = eq. Komauno, aro je g € (G, mocMaTpajMo €JIE€MEHT
g(7(B(g)))~t. Om ce ca 3 ciura y ey, Te mpunaga Ni. Crora je g =
(9(r(B(9)))"H)7(B(g)). Ilpsu darxrop je mz Ni, a apyru us Hi, na je n
tpeha penanuja mcnymena. OBo ynpaso 3Haum na je H ceMumuperTan
npou3Bon cBoje HOpMmasHe nmoarpyme Ny m momrpyme Hy: G = Ny x Hi.
Iakne, mocroju Oujernuja mameby G u N X H, camo mTo TO HEje XOMO-
Mop¢u3am ako je omepaunuja y N X H ona y mupexkrHOM mnpom3sony. Panu
ce o npyroj onepamuju. Ho, ako ce nneatuduryje oBako G ca N x H, onga
ceduemy T omrosapa xomomopousam H — N x H: hw— (f(h),h). Yroauro
je N AGenosa rpyma, umamo npecaukasame f: H — N Koje je yKpumTeHU
xomoMop¢uzam. erame Hehemo nposepasaTu.

Heka je G rpyna u M jeman G-monyn. Ako je
C"G,M)={f:G"— M}, 3an=0
(y cmyuajy ma je n = 0, mmamo umentuduranujy CO(G, M) u M), onma
cy oBo AGenose rpyne (omepanuja + ce 3amaje nomohy cabupama y M).
MoskeMo mocMaTpaTu HA3 TPyla U XOMOMODPU3ama
0 4 dt 2 4?3
0—-C"(G,M)—C(G,M) - C*(G,M) - C°(G,M) — ---
npu yeMy cy d" mepuHUCAHU ca:
&(m)(0)
d'(f)(o,7)
d*(f)(o,7,0)

o f(1) = floT) + f(0),
f(T,@) - f(07—7 9) + f((777—9) - f(U7T)

d"(f)(o0,01,...,0n) =0ge f(01,...,0,) — f(0001,...,00)
+ flog, 0102, ...,00) —+ -+ (=1)" " f(00,...,0n_1).

I'opeHaBeeHU HU3 HUje TAUAH, AJH je ucoymeno: d”od” ' =03a csen > 0
(3a C~Y(G, M) y3umawmo 0). ITpumermmo:
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1. Im(d°) umHe TIABHU YKPIITEHT XOMOMOD (U3MU.
2. Ker(d!) uune ykpmrTeru XoMOMOD(UIMU.
3. Ker(d®) = M.

Axo je Z"(G,M) = Kerd", a B"(G,M) := Imd"!, ouna nedunumemo
KOXOMOJIOIIKE TPYIe ca:
H"(G,M):=Z"(G,M .
( ) ) ( Y )/BTL(G, M)
Bunumo ma roxoMosormja Mepu OACTyIal€ IOPEHABEIEHOT HM3a OX Tadu-
HOCTH, KA0 U Ja Ce MPBE IBEe KOXOMOJOIHWje IMOKJIAMAajy Cca OHUM KOje CMO
IPETXOJHO Ae()UHUCAIIN.

3a cam kpaj, HaBequMmo na ako je L/K komauno amoaBo pamupeme,
G = G(L/K), onna je zanpaso H"(G,L") = 0 3a cee n > 1. Oso takobe
clleou U3 TeOpeMe O HOPMAaJiHOj 6a3u, aju TO je HeKa Apyra mpudYa.

15 IHukanuaa n KymepoBa pamupema

Hedpuaunuja 103. 3a pawwvperse L/K kaxemo fa je ABEJIOBO, ako je rpyna
G(L/K) A6enosa, a IUKJIMYHO, ykonuko je G(L/K) unknuuna.

15.1 IMukianmuyHa pammpema

Heka je K mome Koje caap:ku IPUMUTUBHY 7-TU KOPEH U3 jeIUHUIE U HEKA
je char K = 0, unnm je char K = p, rme p { n. Ca p,(K) o3HauaBaMo CKym
CBUX M-TUX KOpPeHa U3 jemuuune y K:

pn(K) ={ae K:a" =1x}.

Tana je p,(K) < K* m 10 je mmMEINYHA Ipyma pena n TeHEepPUCAHA Ma
KOJUM TPUMUTUBHUM 7N-TUM KODEHOM W3 jeuHUIE. Y OBOM IIOMO0IEJbKY
RKJIAcCU(UKY]eMO IUKJINYHA pamupema on K cremeHa n.

Cuenehu cras HaM ommcyje nmkiandHa pamupema nomsa K. Bugehewmo
Ia cy TO pammpena Koja ce Aobujajy mAomaBameM N-TOTI KOPpEeHA HEKOT eJl-
€MeHTa M3 TOr IOJha.

Cras 104. Heka je K nose koje cafpXu NPpUMUTUBHU N-TN KOPEH U3 jeAMHULE,
L = K(a), rBe je aw TakBo fa o € K, aa®* ¢ K 3a1 < s <n. Tagaje L
["anoaeo pawwnpere og K ca umknuuHom [lanoaosom rpynom pega n.

O6paTHo, ako je L umknuuHo pawwupetrse of K crenena n, onga je L = K(«)
saHeko v TakBo Ja " € K,aa* ¢ K 3al < s<n.

Ioxa3. Hera je a = o™ € K. Ilocmarpajmo nomuaom f = X™ —a € K[X].
herose myie cy (o, 3a 0 < i < n, rae je ( € K HEKM TPUMUTUBHA N-TH KO-
pen u3 jenunune. Crora je L = Ky = K(a). Kaxo je f/ =nX""! = 0, nonu-
moMm f je cemapabuaan, pamupeme L/K je Tamoaoso u [ je Munumasnu
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nosnuaoM enementa « Han K. Hexka je G = G(L/K). Kennmo na noraskemo
na je G nukimmuna rpyna. Axko o € G, ouza je o(a)” = o(a”) = o(a) = a,
ma je o(a) = (‘o 3a mexo i. Haxne, o(a)/a = (' ma je (o(a)/a)® = 1. Crora
MOKEMO Aa meuHUIEMO npeciukasame h: G — py(K) ca: h(o) = o(a)/a.
IMokasmMoO na je 0OBO XOMOMODP(U3aMm.

(07)(@) _ a(r(e)) _ a(r(@)) 7(e)

e! ! T(a) «

h(oT) =

k

Ho, xako je 7(a) = ("« 3a Heko k:

akaroz kO’OéTOé o\) T
h(oT) = (Cia) (a)=<¢k(a) (a): Ey) El):h(”)h(”'

IlokasxkrMo na je h 3ampaBo m3omop¢duzam. Yroamko je o € Kerh, Tj.
h(o) = 1k, ouna je o(a)/a = 1k, Te je o(a) = «a, na je o0 = Id,. Kaxo
je Imh < pup(K), a 3HAMO na CBAKa MUKIWYHA CPYHA CAADPIKU TAUHO j€NHY
HOArpyIy JaTor pexa, To Mopa Ourm 3ampaso Imh = pg(K) 3a Hero d,
takBo ma d | n. Iobujamo ma je 3a cee 0 € G: h(0)? = 1k, Te je 3a cpe
o €G: (0(a)/a)? = 1, Tj. 3a ce 0 € G: d(a?) = a?. Bakmyuyjemo na
a? € L¢ = K. Kako no mpernocrasmu o ¢ K 3a 1 < s < n, 3akmydyjemo
na je d =n, te je h u ,ua”. Tako cmo mobunu na je G = pu,(K), a pu,(K)
je MUKIWYHA Tpyna pena n.

IIpernocraBumo cama ma je L murauuHOo pamupeme on K cremena n.
Hakxne, G(L/K) = (o), upu uemy je w(o) = n. Ilokaxumo ma mocroju
a € L\ {0} Tako ma je o(a) = ( ta.

IIpema Teopemu o HOpMaJsdHOj 6a3m, mocToju v € L Tako na je
€= [’77 U(’Y)v v 70n_1(’7)]

jemna 6a3a 3a BekTOpcku mpoctop L mam momem K. Ilpumermmo na je
MaTpuIla omeparopa ¢ y oBoj ba3u:

0 0 0 1
1 0 0 0
[0]e = 0 1 0 0
00 -~ 10
[MocmaTpajmo BekTop a Takas ma je a. = [1,(,¢%,...,¢" Y7, rme ca v,
O3HaYaBaMO KOJIOHY KOOpOMHATa OBOr BekTopa y 6a3u e. Tana je
o0 --- 01 1 ¢t 1
10 00 ¢ 1 ¢
2 B 2 3
ola)e= [0 1 = 008 o] ¢ =,
0 0 1 0 gnfl §n72 Cnfl
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Haxkme, o(a) = (" ta.

Wmamo ma je o(a”) = (o(a))” = (("la)® = ("™ = o, Te 3akmydyjemo
na o e K.

Yromuro of € K 3a Hero 1 < s < n, ouna je o(a®) = a®. Ho, raxo je
o(a) = (Tla, nobujamo ma je (~*a® = o, ma 6u caemuio ma je ¢° = 1, mTo
"apasHo Huje Tauno. Jlakue, a® € K 3a 1 < s <n.

Hokasxumo ma je L = K(a). Kako je o%(a) = ("*a u oBo cy cse pa-
3anuutu eneMenTy 3a 0 < k < n, To opbura eseMeHTa « IPU AEjCTBY

rpyne G nma n = |G| enemenara. Ilakie, cTabuam3aTop OBOT €JIEMEHTA
je TpuBmjamma moarpyma. Ho, To je 3ampaso moarpyma K(a)f. Iakre,
K(a)f ={idr}, ma je K(a) = (K(a)!)’ = {id;}" = L. |

Hapemam craB moka3yje Kama Cy [OBa IUKJIWYHA paAMUpEma mosba K
CcTeleHa N M30MOpPQHAa.

Cras 105. Heka je K nosse Koje cafipXu NMPUMUTUBHU 1-TU KOPEH 13 jeAMHULE.
OBa umknuuna pawwvpersa K(a) n K(B) crenena n, cy usomoppra (Hap K Ha-
PaBHO) akko koceTu off a = & n b = (3" reHepuwy ucty noarpyny rpyne K*/p-xn.

Hoxa3. <. Haxrxe, (aK*") = (bK*™). To 3maunm na je aK*™ = b"K*" 3a
HEKO T KOje je y3ajaMHO IPOCTO ca n, Te je a = b"c" 3a Hero ¢ € K u r xoje
je ysajamuo mpocto ca n. epurummmvo K-xomomopdusam ¢: K(a) —
K(B) ca: p(a) = ¢f". Kaxro je (¢f")" = (™) = ¢"b" = a, 10 je ¢f"
kopeH nosmHOMa X — a u 0BO je mobpo meduHMCAH XOMOMOpQU3aM, KOjU
je mapaBuo ,1-1” ka0 u cBakm xoMopdu3zam moma y mnosbe. llokaxmumo na
je o u ,Ha”, Tj. moraxkumo ma je K(c0") = K(B). Hajupe, jacuo je ma je
K(ef™) = K(8"), jep je ¢ € K\ {0}. Karo je NZD(r,n) = 1, To mocroje
s,t € Z rakBu na je rs +nt =1. Crora je

B=p" =gt = (BT)(8M) = (87)°b € K(87),
jep je b€ K. Illakne, K(8) = K(8"), Te je ¢ uzomopdusam.
=—>. Haxrae, nocroju K-uzomoppuzam ¢: K(a) — K(8). Umamo na je
pla)=cot+ e+ + 1"

3a meke ¢; € K. Hera je G = G(K(«)/K) = (o) u G’ = G(K(B)/K) = (7).
Moskemo yzetu na je o(a) = Ca u 7(8) = (8. Tana je pop~! € G, Te je
pop~! = 7%, Ho, Kako je IpUApYyRUBamE 0 — pop ! n3oMoppusam rpyma
G u G’ (jacHo je ma jecre xomMoMOp(U3aM U IITa My je MHBEp3), TO U T°
Mopa Ourtu remeparop rpyne G', ma je NZD(s,n) = 1. Kako je:

plo(a)) = p(Ca) = Cp(a) =Clcg+ 1B+ +cn1f1) = (o + Cerf+ -+ + Cen1 877,

(@) =7 (co +erf+ e ST =coFal® B4 e (BT

u3 jemHaxocTH @o = T°@ nobujamo ma je (c; = (%'c¢; 3a cBe i 3a koje je
¢;i # 0. Ho, To 3uaum ma je i = r, rue je r unasep3 oxn s y U(Z,). Ilakme,
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nvamo na je ¢(a) = ¢.f". Karo je " = b u o(a)” = ¢(a™) = p(a) = a,
mobujaMo nma je a = cpb, Te 3amcra Kocerm eigeMeHara " = a u 3" =b
TEHEPUILY UCTY NOArpyImy y K */fxn Kao ITO ce M TPaKUIO. |

Ako ce PporycumpaMo caMO Ha HNUKINYHA DALINPEHA CTEIECHA N CaapKaHA
y HeKOM (urcHOM anredapckoM 3aTBopemy K mossa K, OHIa IPETXOITHU
pe3yaTaT Kaske Oa Cy OHA y OMjeKIUju ca IUKINYHUM IOATrPyIaMa pena n
rpyne K*/frxn. Y cnemehieM momomesbky mpomupyjeMo oBaj ,Hauas”.

15.2 KywmepoBa pamupema

W y oBoM momonessKy MMaMO MCTE IPETIOCTaBKe 3a OCHOBHO mosme K. Haj-
npe najemMo Heke pesyiarare u3 teopuje ABeNoBUX rpyrma.

15.2.1 AOGeJsioBe rpyme eKCIIOHEHTA N; CHapUBaH-€

Hepunumnuja 106. 3a npupogaH 6poj n > 0 kaxemo fa je EKCIIOHEHT Abenose
rpyne G ykonuko je ™ = e 3a cee x € G.

Ha ocroBy Teopeme o knacupuranju KoHAUHIX A GEJOBUX IPyIa 3HAMO
Ia je cBaka rpyma M30oMop¢HA TadHo jenHoj rpymu obmuka Cq, X -+ x Cq, ,
rae je dy > 1, d; | dit1, 3a i =1,k — 1. Axo je n ekcmoHenT Te rpyue, OHIa
dk | n.

Axo cy A u B AGenose rpyne, ckyn Hom(A, B) nocraje AGenosa rpyma
y omHoCy Ha omepamujy 3amaty ca: (f-g)(a) := f(a)-g(a). To ce naro moxke
IpPOBEPUTH.

CraB 107. Heka cy Ay, ..., A, B Abenose rpyne. Tapa je
Hom(A; x -+ X Ak, B) 2 Hom(Ay, B) X --- x Hom(Ay, B).

ITokas. Heka je f: A} X -+ X Ay — B xomomopouzam. Hoemy mpuapy:xy-
jeMo k-topry xomomopduzama (fi,..., fr) ca: fi(a;) := f(a;), rme je emne-
MEHT @; = (€1,...,€i—1, 0, €it1,-.-.,€). OBparHO, HaToj k-TOPIM XOMOMOD-
¢uzama (fi1,..., fr) € Hom(Ay, B) x --- x Hom(Ay, B) npuapy:KyjemMo XoMo-
Moppuzam f: Ay X .-+ X Ay — B 3anar ca: f(ay,...,ax) == fi(a1) - fu(ak).
Yuraommma OCTaBHAMO [& MPOBEPE NETAJLE. O

CraB 108. Baxwu nsomoppusam Hom(C,,,C,,) = Cy, roe je d = NZD(m,n).

IToka3. Hapasuo, xomMoMOp$m3aM M3 HUKJINYHE IPYyIE je MOTIYHO OIpe
ben Bpemmomhy y remepartopy. Heka je (,,, IpuMuUTUBHA M-TU KOPEH U3
jemuanne (C,, = {z € C: z™ = 1}). Arxo je f € Hom(C,,,C,), onma je
1 = f(C:nn) = f(Cm)m Kako je f(Cm) = Crli 3a HEKO k € {0""’n - 1})
nobujamo na je (K™ =1, e n | km. Omasne cremm na % | k. Ilakne,
MO:keMO xa pepurumeMo xomomoppuzam h: C,, — C, ca: h((y) := n/d
u cBaku Apyru xomomopousam uz Hom(C,,,C,) he Guru meros cremnes.
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IHakne, rpyna je 3amcra NUKINYHA CA OBUX TE€HEPATOPOM U OH je, jacHO,
pena d. Crora TpaskeHn M30MOP(PU3aM BAKU. O

Ha npumep, ako m | n, ouma je Hom(C,,,C,) = C,,. U3 oBa asa crasa
Jako mobujamo cienehy mociemuiry.

ITocnemuma 109. Heka je n ekcrnoHeHT koHauHe Abenose rpyne G. Tapga je

Hom(G,C,) = G.

Hoxa3z. ITo npermocrasmu je G = Cy4, X --- X Cq,, rue je dy > 1, d; | dita
n di | n. VI3 jennocrasue unmenune na je Hom(A4, B) = Hom(A’, B), ako je
A= A’ u nperxonHa IBa cTaBa mOOMjaMo na je

Hom(G, (Cn) = Hom((Cdl ,Cp) X+ % Hom(Cdk,(Cn) =2Cy x---xCq, =2G. O

IHedouaumuja 110. Ako je n ekcnoHeHT ABenose rpyne A, onfa ce gyan A" ose
rpyne gedunne ca: A" := Hom(A, C), rge je C umknunuHa rpyna pefa n.

Ilakne, mociuenuna HaM Kaske na je A =2 A" 3a womaumy AGemoBy
rpymy A ekcmnoHenTa n.

IHe¢uanmumja 111. Heka cy A, A’ n C npoussonHe ABenose rpyne. 3a npec-
nukaeamwe f: A x A’ — C kaxemo fa je CIIAPUBAH-E yKONMKO 3a cBe a,a; € A

wa',a) € A saxun: flaar,a’) = f(a,a’)f(a1,a') u f(a,a'a;) = f(a,a)f(a,a}).

Hamomena 112. Yobuuajeno je AGesioBe rpyime nucaTtv y aaATUBHOj HO-
TAIMJU U y TOM CJIy4dajy OMCMO BUIENU 2 je ClapUBame 3alpaBO OWIIMH-
eapHO IPEeCIUKaBame, 3a Koje 3uaMo u3 kypca Jluneapue aarebpe. Ho, mu
hemo ce opme GaButu MysnaTUNIMKATUBHUM AGeJIOBUM Ipynama, Ha CTOTA
KOPUCTUMO MyJATAIIUKATUBaH 3amuc. Crora Ou MOXKIA NPUMEPEH HA3UB
0uo ,,0MMYJNITUNNINKATABHO MPECIUKaBame’ , aju TO ce Oall u He KOPUCTU
Te ra mneheMo yBomuTH. a

Cnapusame ce yobruuajeno osnauasa ca (a,a’) — (a,a’) (mamepno aco-
Upa Ha CKAJADHU OPOU3BOM KOJU j€ aAPXETUI CIapuBama). Y TUM 03-
HAKaMa UMaMo na je 3a cBe a,a1 € Auad,a) € A":

(aa1,a’) = (a,a'){a1,a’)  m  (a,a'a}) = (a,a)(a,a}).

Aro je a € A u o € A, 3a mux Kaxemo ma cy OPTOTOHAJIHU (BumeTu
rOpHy HANIOMEHY y BE3W CKAJApPHOT NPOM3BOAa) YyKouuko je (a,a’) =1 (ca
1 cMmo osmaumnu meyTpasn y C mHapaBHO). A 3a eneMeHT a € A KameMo
na je oproronasas Ha moackyn S’ C A’ yKOIMKO je OpTOrOHAJAH HA CBAKA
€JIEMEHT M3 TOT MOACKYyTa, Tj. YKOJIUKO je {a,z’) = 1 3a caku 2’ € S’. JleBo
j€3rpo maTor ClapuBarmba YMHE OHM €JIEMEHTU U3 G KOjU Cy OPTOTOHAJHU
Ha 1eo A’; aHaJorHO ce meUHUINE U TECHO je3rpo.

Cras 113. Heka cy A, A’ konaune Abenose rpyne n C' umknuuHa rpyna pefa n
1 Heka je gato cnapueawe A x A” — C. Ykonuko B nego, a B’ gecHo jearpo osor
cnapusara, onga je A’/ = (A/B)".
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Iloka3. IloxaxuMo ma mocroje MOHOMOP(YU3IMU
b: A/ — Hom (4/,C) u  : A/g — Hom (4'/p:,C).

To he mam IPAKTUYHO JaTU TPAKEHN De3yJTarT.

Xomomopouzam ¢: A’ /g — Hom (A/p, C) 3amajmo ca:
¢(a’B")(aB) := (a,d’).

OsBo je mo6po nedpunncano. Hamme, aro je o’B' = a|B’ u aB = a1 B, onna
jeal =ad'b ua =absamneke b € B’ ube B. Tana umamo:

{ay,a}) = {ab,a’t’) = (a,a’t’) (b,a’t’) = (a,a’) (a, V) = {(a,d’).

=1 =1
Yumennna na je ¢ xoMmoMopousam, kao u ma je ¢(a’B’) xomomopousam,
JIaKO cilequ u3 neduHUImje cuapuBama. [lokaxkumo na je ¢ MoHOMOD dhu3aMm.
Y Ty cBpxy, npernocrasumo na je a’'B’ € Ker ¢. To 3maum na je 3a cBako
a € A: {a,d') = ¢(’B')(aB) = 1, Te nobujamo na o' € B’, Te je a’B’ =
B' = ey p. Ha uctu maumn ce nobuja ma je u ¢ momomopdusam. Ho,
npuMeTuMO na je n ekcmoment rpyme Hom (A/g,C). Hamme, ¢ = 1 3a
cBako ¢ € C, ma je crora u f" = 1 3a csako f € Hom(A4/p,C). Ho, T0
HaM ZJaje Oa je m u exkcuoHent rpyne A'/p/, Koja je mzomop¢Ha moarpynu
ose rpyne. Ha mctu mauuu je n ekcmoment u rpyne A/p. Crora mmamo
MOHOMOD (pr3Me

¢: Ajgr— (A/p)" wm ¢ Alp— (A/p)".

TloGujamo ma je |A'/p/| < [(A/p)"| = [A/B| n |A/B| < |(4'/p)"| = |A'/p/].
Kako cy cBe oBo komaune rpymne mobujamo ma je |A/B| = ‘A//B’| u 1a cy ¢
u 1 3aIpaBO M30MOP(PU3MU, IITO CE U TPAKUIO. |

IIpumep 114. Heka je G komauna AGenoBa rpyna ekcnonenTa n u C' 1uk-
muuna rpyna pena n. CnapuBame G x G — C je zamaro ca: (f,0) := f(o).
Ouursienso je ma je JeBO jearpo tpuBujaiHo. Ako je H mecHo je3rpo, mo-
oujamo ma je G = (G/H)A. Ho, kako je G komauna rpymna, mobujamo na je
U OecHO je3rpo TpuBmjanHo. V3omopdusam 1) u3 craBa HUje 3aHUMJIBUB, OH
je TayTOJOWKOr THUlla, jep HaM kasyje na je G = G". Ho, ¢ ycmocrasma
nzomopduzam usmebhy G u merosor gsocrpykor ayana: G = G, &

15.2.2 Omnwuc KymepoBux pamwupema

Je¢punaunuja 115. 3a koHauHo [anocaoso pawmperse L/ K kaxemo aa je Kymeposo,
ako K vMa npuMuTUBHU n-Tu KopeH 13 jeamHuue un rpyna G(L/K) je ABenoga
€KCMOHEHTa 7.
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Iakne, KymepoBo pamupeme je noceban ciayuaj AGeJoBOr pammpemna.
Hera je L/K Kymeposo pamupeme u G = G(L/K). IlocmarpajMo Kpartak
Tavad Hu3 G-MOmya:

1 — pin(K) — L* 15 L 1,
rae cMo ca | o3HaumaAMm XoMoMop¢usaMm z — 2", a Ha KpajeBuMa CMO

craBpaiu 1 ymecro 0 36or mynTuniaukatuBHe HOoTanuje. Ha ocHOBY craBa
[95] nmamo myru radan Hu3

1= i (K)G — (L) 15 ()¢ 2 HY(G, p(K)) — HY(G, L) — HY(G, L*™).

Nnertuduryjmo rpyme y osom Huzy. Hajmpe, kako je p,(K) C K, umamo
na je pn(K)9 = pu,(K). Jacuo je ma je (L*)¢ = K*. Kako je L*" C L*,
uMaMo Oa je (LX”)G C K*NL*". A naxo je Bumeru na Basku u oOpaTHa
unkaysuja, Te je (L*")¢ = K N L*". Kako G mejcTByje TpUBHjadHO HA
tn(K) mMaMo Ia je cBaKM yKPHITEHM XOMOMOD(M3aM 3anpaBo obudaH XO-
MOMOp(PU3aM, a Ia je CBAKM IJIABHUA YKPIITEHU XOMOMOD(U3aM KOHCTAHTHO
npecauKaBame Koju cBaku eaeMenT u3 G cauka y 1x. Crora mMamo uiaen-
tudpurarujy H'(G, p,(K)) = Hom(G, p,(K)). Hamokon, sa ocHOBY Teopeme
je HY(G,L*) =1, Te nobujamo Tauan HU3

n 0
1 — pn(K) — K* 15 K0 L™ 2 Hom(G, 11 (K)) — 1.

[Iposepumo kako je samaro 6°. Ilomasumo ox emementa a € K N LX™.
Ox je cnuka Heror « € L™ npu mpuzapy:xkusamy z — z". Kama morsenamo
nepurmmjy §° y ommreMm ciyuajy, oHma BumuMo Aa je fo(o) = ( arko je
¢ = o(a)/a. Hakme, ereMenTy a TpuApysEyjemo mpu 60 xoMmoMopdusam u3
Gy pun(K) 3amar ca: o +— % Kako je (G, mo mpeTmocTaBiy KOHAUHA
AGenosa rpyna excnonenTta n u i, (K) =2 C,, to je Hom(G, u,(K)) = G" n
nobujamo ma je

(K OLX")/poxn = G, (70)
nomro je Im(1™) = K*™. Banpaso, uMaMO CHapUBAH€
(KN an)/Kxn X G = pn(K)

3amaTo ca:
(aK*™ o) := @7 rae je o = a.
«
OBo je yjemno u mpuMmep CABPIIEHOI CIIAPUBAHSA, Tj. OHOT CIApUBaHa
Yy KOM€ je U JIEBO U JEeCHO je3rpo TPUBUjAJIHO, T€ je CBaka ox ABGesoBux
rpyna Koje yYeCTBYjy M30MOp(HA Ayay OHE IOpPYTe.

ITpumerumo na cMo Ha oBaj HauuH cBakoM Kymeposom paummpemy L/K
npuapyskuar noarpymny K N L*" rpyne K*, xoja caap:xu K *™, Tako ma je
[K N L": K*"] konauan. Osnaunmo 1y noarpyny ca B(L).
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Hexra je, cama, K*" < B < K*, rme je [B : K*"| xonauno. Kaxko je
B/ xn ronauna AGesoBa rpyna eKCIOHEHTA 1, TO je B/pxn =2 Cy x Cy, X
-+-xCyq, , npu uemy dj, | n, a 3a d; Baske panuje HapeneHu ycuaosu. O3HAUNMO
ca b; mpencraBHuKe KoceTa y B/fxn koju oqrosapajy reHepaTopuMa OBHX
mukianuanx rpyma: (1,...,1,(g,,1,...,1). To 3HAUM na ce CBaKU €JIEMEHT y
B mowke Hanucarn y obnuky b= by" ---b" ¢, rne je 0 <m; < d; uc e K*.
[Toarpynu B mpuiapy:uMo KOpeHCko noke L = Ky nonurOoMa

f=(X"=b)(X" =ba)- - (X" — by).

Ipumerumo xa, Hapasuo, Vb 3a exement b € B Huje jeamucrseno onpebew,
OH je ompebeH mo Ha yMHO:KAK HEKUM N-TUM KOPEHOM 13 jenuHune. Kako cy
cBU OHU canp:kaHu y K, cBejemHO je KOoju n-Tu KOPeH m3 b momajemMo momby
K, Tte e HaM Ta o3HaKa O3HAUNTU Oa CMO m3abpanau Heku. O3HAUYNMO ca
K(Bw) nome Koje ce n06Mja AOMABAMWEM IO jEAHOT N-TOI KOPEHA CBAKOT
enemenTa u3 B. V3 ropenaBeneHor 3amuca nIpou3BOJBHOT ejeMeHTa b € B,
BuamMo a2 je sanpaso K(Bw) = K(/bi,..., ¥/by), AaKIe IMAMO KOHAUHO
pammpeme 1 3aIpaBo je K(B%) = Kj.

ITokaskmmo ma je K(B%)/K jemno Kymeposo pammpeme. Ilpe cpera,
Kako je [ cemapabumiaH mOJMHOM, TO je 0BO pamupeme ['amoaoso. OsHa-
yumo ca §; m3abpane n-te rkopere u3 b;. Ilakige, mocMaTpaMo pammpene
K(B%) =L=K(0,...,0n). Csaru enement o nu3 G = G(L/K) normyno
je onpeben BpenmocTuMa Koje y3uma Ha eaementuMma ;. Csarako je o([;)
kopeH noauaoMa f. Mowke nu 6urn o(3;) = () 0; 3a Heko s u j # i? Y TOoM
ciaydajy OucMoO MMaJu:

bi =o(b;) =o(B7") = o(B:)" = (C:5;)" = bj,

a To Huje tauno. Ilakie, 3a cBaku 0 € G u cBaku i je o(B;) = (37 f; 3a
Heke S;r € {0,...,n—1}. Onasne nako caenu na je rpyna G AGesosa:

o(T(8;) = o (¢S Bi) = Cima(Bi) = (i (o B = (oo By = -+ = 7(a(B)),

3a cBe i ma je ooT = Too. Tarobe je o™ (5;) = (¢3v)"B; = B; 3a cse i, Te
je 0™ =idy, Te je TO rpymna EKCIOHEHTA 1.

Ha pesumupamo. o canma cmo cBakoMm Kymeposom pamupemy L/K
npuapyxunu jenny rpymy B(L) raksy ma je K*" < B(L) < K* u jom
je [B(L) : K*"] ronauan. Tarobe cmo cBakoj ,Mehyrpymmu” B 3a kojy je
K*" < B< K* u [B: K*"] kxonavan, npuapy:xuiau KyMepoBo pamupemne
K(B%). [Mpupomao ce mamehe nmurame Beze uzmehy OBUX KOHCTDYKIUjA.
3anpaBo Basku cieneha Tteopema.

Teopema 116. Heka je K kao y npetxogHom. l13abepumo Heko anrebapcko
3aTBopetse K* nosma K (cBa cy HapaBHOo usomopdHa). Osmaummo ca K cea
Kymeposa pawupewa o K cappxaHa y K% a ca B cee rpyne B 3a koje Baxu:
K*" < B< K* n[B: K*"] je koHauaH. Tafia cy npuipyxusarba

KsL—B(L)=K*NL""eB w B>3B~ K(Bv)eck
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jeana apyrom untsepsHa. Ocum Tora, ako npu OBOM MpUAPYXUBaky noArpynu B
oArosapa HaTnose L, umamo fa je [L: K] = [B: K*"].

Ioxa3. Hajope mpuMmerumMo na AUPEKTHO MMAaMO UHKJIY3U]je

K(B(L)™)
B C B(K(BW)) (72)

N

h
=
=

s u nobujamo
[L:K]>[K(BL)"): K] =[B(K(B(L)* : K*"] > [B(L) : K*"].

lopmwa jemaakocT ciaenu u3 HOKa3aHe YUHCHUIE Oa je K(B(L)%)/K Kywme-
poBO pammupemne U na je Tazna l'amoasa rpyna m3omMopdHa oarosapajyhoj
KOJIMYHUYKO] TpynH (BUIETH rae ymecro L mocmarpamo K(B(L)w)),
a Opyra HejeoHAKOCT U3 ) rae ymecto B ysumamo B(L). Ho, kako je
no npernocrasmu L/K Kymeposo pamupeme, nonosaom npumenom ((70]))
nobujamo [L : K] = |G(L/K)| = [B(L) : K*"], Te 3anpaBo CByJa NMaMO
jemmakocTy u 3akmydyjemo na je K(B(L)w) = L.

3a nokas jennaroctun B = B(K(Bw)) DOCMATPajMO PECTPUKIM]Y CIADH-
Bama G x G — pn(K), toe je G = G(K(Bw)/K):

O[B/K™" X G = pn(K), (73)

rae je ® usomoppuzam uamehy B(K(B%))/KX" u G". TlpumemyjemMo cTas
Ha CHapUBamke . JleBO je3rpo je TpUBHjaJIHO, a IECHO je jen-
Hako H = {0 € G : (Vb € B)®(bK*")(0) = 1}. Ilo crasy “MaMo
nzomopuszam ®[B/K*"] = (G/H)". Ho, 3aMO ma je DOBOLHO HA TOC-
MaATPaMoO Ha PaHUje pasMaTPaHUM eHePATOPUMAa, T€ UMAaMO 4 je 3ampaBo
H={oeG:(Vie{l,....k})?Y) =1}. Ho, xaxo je K(Bw) = K(B1,... ),
nobujamo na je H rtpusumjanna rpyna. Cnemu na je ®[B/K*"] & G",

Te 3ammyuyjemo ma je |®[B/K*"]| = |G| = |B(K(Bw))/K*"|. Ho, ®
je m3omopousam, na je |®[B/K*"]| = |B/K*"| u nobujamo Haj3an na je
B = B(K(Bw)) unme je I0Ka3 TeopeMe 3aBpUICH. O

15.3 Aptuns-IlllpajepoBa pamupema

3anpaBo ce U OBIEe Paad O NUKJIUYHOM DAIIUPEHnY, AJU jé TO CIyda] y
KOMeE je CTENeH palnmpema jeqHak KapaKTepucTunu nossa. IIperxomno cmo
IOOABAJIM KOPEH HEKOI €JIEMEHTa, Cana A0AajeMO He Oalr TO, aju CBAKAKO
KODEH jenHe jeqHadnHE.

Teopema 117. Heka je K nosbe KapakTepucTuke p.

1. 3a ceakn a € K, nonurvom XP — X —q € K[X] ce y K[X] nnn pacrtaesba
Ha nHeapHe $akKToOpe WKW je HepPaCTaB/bUB.
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2. Ako je L/K uuknuuHo pawvperse CTeneHa p, oHfa je L KOpeHCKo mosbe
nonmHoma X? — X —a 3a Hekn a € K.

Joxka3. 1. I[Ipumerumo na, ako je a koper nouusoma f(X) = XP — X — q,

OHIA Cy cBU KopeHm obmuka « + j, rme j € {0,...,p — 1}. To je cBakrako
jacHo:
a+j)=(a+j)f—(a+j)—a=P+P—-a—j—a=aP —a—a—35" —j.
fla+j) = (a+j)" —(a+]) J J )
—f(a)=0 -0

Iakne, ako f(X) uma ropen y K, cBu wopernu cy my y K u f(X) ce
pacTaBiba Ha JUHEAPHE (PAKTOPE.

IIpernocrasumo na f(X) mema kopen y K. Ilokasyjemo na je oH Hepac-
raBnuB y K[X]. Y cyuporaom, nocroje HekoHCTaHTHU moauHoMu ¢(X) u
h(X) uz K[X] raxsu na je f(X) = g(X)h(X). Ako je a KOpeH moamHOMA
f(X) v HekoMm mosmy, OHIA je, KAO MITO CMO BUIEJN:

p—1

700 = (X = a—j),

j=0
Te je
g X)) =[[X-a-j) =u KX)[[X-a-j)

JjES jES*
3a meru S C {0,1,...,p—1}. Ho, ¢g(X) € K[X] u axo je |S| =d = deg g(X),
ouma je, mo BujeroBum mpasumuMa, koepunujent y ¢(X) y3 X971 jenmax

(et = da- Y
Jjes JjES

u ou mpunanga K. Kako je 0 < d < p, 1o je d unBeprubuinan y K, Te

brcmo 3akmpyunin ga je a € K. OBa KOHTpaIuKNMja HAM 3aBpIIaBa JOKA3
mepacrasipuBoctu noaunaoMa f(X) y K[X].

2. Hera je L/K mukauvyHo pammpeme CTeneHa p ca [aroaoBOM rpymnom
G = (o). Kaxo je

Tr(-1) = (1) +---+(=1)=-p=0,

no amuTuBHO] Bepsuju Xwuiabeprose teopeme 90, Tj. mo mocaemunu [102]
nobujamo na mocroju « € L takaB na je a — o(a) = —1. pyrum peunma,
o(a) = a+ 1. Hapasso ma je Tama o’/(a) = a+j 3a cse j € {0,...,p— 1}
n 0BO cy cBe paznmuuntu eneMmentu. Crora je [K(a) : K] 2 p (o nma
p pasnuuntux koHjyrara y K(a)), HO rako je [L : K] = p u K(a) C L,
nobujamo na je zampaso L = K(a). Ho,

ol@ —a)=c(@)Pf —c(a)=(a+1)P—(a+1l)=aP+1—-a—-1=a” —q,

ma 3akmyuyjemo na of —a € K. AkKo Taj eleMeHT 03HAUYMMO Ca @, UMaMO
na je 3ampaBo L xopencko mome mosuaoMa XP — X —a € K[X], mro ce n
TPpasKnJIo. O
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16 PemmBocT y pamukaimMa

16.1 PemmBocT y pamukajimMa W pPemInBe rpyne
Hajnpe ocroBHa nedunMITja.

JHedpurunmja 118. Heka je K nome n f € K[X]\{0}. Kaxemo aa je jeaHaunHa
flz) =0

PEIIVMBA ¥ PAIVKAJIIMA YKONMKO Ce HeHa pellera Mory AobuTtu onepaumjama
cabupatba, Ofly3VIMatba, MHOXEHA, [e/betba M HaNaxera N-TUX KopeHa (3a pasHe
n). Mpeunsnuje, ako noctoju pactyfiv HM3 nosba

K:K()CK1CK2C"'CKm7

Tako pa:
1. K; = K;_1(o;) npu uemy «;" € K;_1 3a Heko 1;;
2. K,, caapxu KopeHcko nosbe K¢ nonnHoma f.

3a pawwupera K;/K kaxemo u fa cy pagukancka pawwuperse of K nowTo ce
Aobujajy NoHoBILEHUM [oAaBareM KopeHa (pagvikana).

MoskeMo na IPUMETHMO CIUYHOCT Ca MOjMOM KOHCTPYKTUONIHOCTY eJe-
MeHaTa; 3a KOHCTPYKTUOmaHOCT moiaasumo on Q m momajemo KBampaTHe
KOPEHe.

Teopema 119. (Tanoa, 1831) Heka je K nome kapaktepuctuke 0, f € K[X].
Tapa je jepraumHa f(xz) = 0 pewmsa y pagvkanuma akko je rpyna G(K;/K)
pelLBa.

Ila bucMo ce IpUIPEMUIN 38 TOKA3 OBE TEOPEME, NOKA3YjeMO map pe3yJ-
TaTa.

JIema 120. Heka je K nome, f € K[X] cenapabunaH nonnHoM cTeneHa nw K
pawupetbe nosba K. ngﬂl/lHOM f moxemo rMoCMaTPaTh 1 Kao MONNHOM 13 K[X];
o3HauuMo ra Taga ca f. Tapja je rpyna G(K];/K) nsomopHa MoArpynu rpyne
G(Kf/K).

Iloka3. Hapagno, ca Kf CMO O3HAUYMJIN KOPEHCKO II0JbE IOJIMHOMA f Hexa
Ccy Qi,...,0, KOPEHM HOJWHOMA [ y Kf. Iakue Kf = K(ag,...,ap).
Moxna cy Hekm on TuX KopeHa y K, anmu TO He Mema HumTa. Tanma je
Ky = K(ai,...,an). 3a csaro 0 € G(K7/K), o(o) € {o,...,on}, Te
o[Kf] € Ky. Kako je ¢ moTmyHO O,Hpebe~HO BPEOHOCTUMA y (y;, TO CYKEHe
o na Ky 3anaje moromoppusam G(K;/K) y G(K;/K). |

Hapagno, ca (, o3HauaBaMO IPUMUTUBHUA N-TU KOPEH U3 j&IUHUIIE.

Jlema 121. Hexa je p npoct 6poj. Tapa je G(Q((p, Gp-1)/Q(¢p-1)) = G(Q(E)/Q).
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Hoxra3. Hexa je 0 € G(Q(¢p,Cp—1)/Q(¢p—1)). Jacuo je ma je cBararo o((,) =
¢k sa mexo 1 <k < p—1. To smaun ma je o[Q((p)] € Q(¢p), Te Momemo
Ie(pUHUCUTH Cyskeme oBor ayToMopduszMa g € G(Q((,)/Q). Hakrmre, umamo
xomomop¢uzam o — o. Ho, xako je o mormyno oapebeno ca o(¢) u Kako je
0Ba BPENHOCT NPOM3BOAH (IPUMUTUBHU) pP-TU KODEH U3 jeAuHUNE, TO je
oBaj XOMOMOp(dm3aM 3aIpaBo U30MOPPU3aM. O

Teopema 122. 3a cBako n > 2, jeaHauunHa ™ = 1 je pewmsa y paavkanvma.

Iloka3. Ilora3 ce HAPaBHO M3BOAW MHAYKINHUjoM mo n. ba3za unaykmuje je
jacua ©. IlpumeTruMo ma je MOBOJLHO TMOKA3ATU Ma j€ CBAKU TPUMUTUBHU
N-TU KOPEH U3PAa3UB y PAJUKAINMA, IIOMTO Cy OCTAJIN KOPEHU HEerOBU CTe-
TIEeHU.

I[IpernocraBuMo na cy CcBu OPpUMUTUBHU KOpeHU (i 3a k < n m3pa3mBu
y pamuragmMa u mocMmarpajmo (,. Pasmaukyjemo Tpu ciaydaja.

1. n = p®, 3a Hekm mpoct 6poj p u s > 1. Ilo uHAYKTUBHO] XUTOTE3U j€

(ps—1 M3PA3UB y pamMKAIAMA, & (ps = {/(pe—1 (HAPABHO, y3UMaMO HEKH O
P-TUX KODEHa, CBEjeTHO je KOjU).

2. n=ab, roe cy a,b > 1 y3ajamuo npocrtu. Ilo uraykTUBHOj XUnOTE3U CY
(o 1 (p M3PA3UBY Yy PAAMKANNMA, & UMaMo 1a je C, = (,(p (koja ce Teopema
n3 Anre6pe 1 xopuctu na 6u ce morasano na je w((,(p) = n?).

3. n = p, rme je p mpoct 6poj. Ilocmarpamo pammpeme Q((p,(p—1)/Q.
ITo nemu nMaMo na je pamupemne Q((p, (p—1)/Q(¢p—1) murmmuno (mom-
cermmo ce ga je G(Q((p)/Q) = Cp_1) pema p — 1. Karo Q((p—1) canpxu
npuMuTuBHA (p — 1)-Bu KOpEH W3 jeamHuUnEe, Ha OCHOBY CTaBa MMaMO
na ce Q((p, (p—1) mobuja momasameM HEKOT (p — 1)-BOr KOPEHA CIEMEHTA U3
Q(¢p-1). o mupyrrusHOj xumoresu je Q((p—1)/Q pamuraicko pammpere,
na Tako mobujamo na je u Q((p, (p—1)/Q pamuraicko. ]

IToncerumo ce ma je cBaka moArpymna pemuBe rpymne Takohe pemwsa,
Kao ¥ Ia je CBaKa KOJWYHUYKA I'DYNa PEmuBe I'PyIe PEIuBa.

I[Ipebumo cana Ha. . .

Iloxka3 Teopeme 119

<=: Ilpermocrasumo na f mma pemwmBy lamoaoBy rpynmy Gy = G(Ky/K).
I[Ipomupumo K cBuM moTpeOHUM KOPEHMMA U3 jequHUIE. 10 MOKEMO M3Be-
CTH IOJABaHmEM IPUMUTUBHOT 7-TOI KOPEHA U3 jeJUHMIE 3a 7 JOBOJLHO
Besuro. Y3mumo xa je n = (deg f)!. ITocmarpajmo pamupeme K = K((,).
Ha ocuoBy meme “MaMO Oa je Gf n3omop¢pua noarpynu ox Gy. Iaxkie,

Gf je rakobe pemmBa. To 3HAaYM Ha MOCTOjU HU3 MOArPYIA

Gf:G0>G1>G2>~-~>Gm,1|>Gm:{idf(f}
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Tako na je G; < G;_1 n Gifl/Gi je murauuna. Heka je L = K;; u K, = GE.
Tamga UMaMO HU3 IIOJLA

KCK()=K=KyCK C--CKp_1CKn=L

npu uyemy je K; muknuuro pammpeme ox K;_;. Ha ocmoBy crasa [104],
nmvamo na je K; = K;_1(q;), npm uemy aEK“Ki’I] € K; 1. Ha ocnoy
Teopeme [122] je pamupeme K((,)/K({) pamkancko (Mu cMO pauiu HaL
Q, anu To He Mema CTBap, NOJAaTHEe ejeMeHTe u3 K 1M He KOPUCTUMO 1A
GUCMO KOpEHe jeIMHUIE IPEACTABUIN y patukaanma). lakie, nobuau cMo
na je pamwupewme K,,/K panukaincko, te je jemnauuna f(x) = 0 pemmusa y
paIuKaJuMa.

—>: JloBomHO je moka3aTu na je Gy KOJIMYHMUYKA T'DYNa HEKe DPeIlrBe
rpyme. 3HaMO Ia MOCTOjU HU3 MOJbA

K=KyCcK CKyC---CK,,

rako na je K; = K,;_1(«a;), roe o' € K;_1 u na K,, cagpxu KOPEHCKO IOJbe
Ky on f. Herka jen=rir2-- 1y ny € K,,, TarBo 1a je K, = K(y). Axo je
py € K[X] MUHUMAJIHN IIOJIMHOM €JIEMEHTA, Y, IIOCMATPajMO KOPEHCKO II0Jbe
K, nomuroma g(X) = py(X)(X™ —1). IHarue, K, je pamupeme moma K
KOje caIpxu cBe mOTpebHe KopeHe u3 jemuuure. Heka je G = G(K,/K) =
{o1,02,...,0n}, Tme je 01 =idg u L HopMmauHO 3aTBOpeme on K, (¢) vy K,
rae je ( IPUMUTUBHUA N-TU KOPEH U3 jeIUHUIE. 3ampaBo je

L=K(C a1,...,an,00(1),...,00(cn),...,on(c1),...,on ().

HammMme, y3 cBaku eneMeHT q; MOpPaMO NOAATU U H-€I'OBE CIUKE IPU ayTO-
Mop¢dusmuma u3 G na Oum pammpeme OMIO HOPMAJIHO, jJep Cy U TE€ CJIUKE
HyJIe BbUXOBUX MUHUMAJHUX nojauHoma Han K. U jemuno cy To Hyme Tux
MUHUMAJHUX [HOJUHOMA (MMajy CMO OBAKBE apryMEHTE DaHUje — aKo je
(i HEeKa HyJIa MUHUMAJIHOL IIOJIMHOMA [y, OHNA Ce IPUADYKUBAKmE ; —
npoxmysxasa 10 K-ayromop¢usma ox Ky, 1j. no erxemenra us G). IHomajemo
OB€ €JIEMEHTE jeNlaH MO jedaH na JOOujeMO HU3 MOJba

KCK()CK(Ca)C---CK CK'C...CL.

Crako canemehe nome (K') mobuja ce om mperxommor (K') momaBamem
HEKOT KOPEHa, [1a je CBAKO O TUX pamupemna AGesnoBo (3anpaBo MUKIMYHO
ceM mpBoOr). 3a OBO HAM je BaskKHO da Cy Ty CBM NOTPEOHM KODEHU U3
jenuuune (BumeTu CTAB . To 3mauu ma cy omrosapajyhe roauyHUUKE
rpyte (K’)ﬁ/(Ku)ﬁ AGemnose, Te je rpyna G(L/K) pemusa. Ho, ¢ 063upom
na je Ky campwano y L, rpyna Gy = G(Ky/K) je koquuHMYKa Ipyma
pemmse rpyne G(L/K), no OcHoBHO] TeopeMn KoHAUHe Teopuje ['amoa, ma
je Tume n cama rpyna Gy pemmusa. O
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16.2 CuMeTpUYHHN TTOJIMHOMU

Hapasno, Tpebaso Ou ma HaM je MO3HAT MOjaM CUMETPUYHUX MOJIUHOMA.
Ho, 3a cBaku cayuaj. ..

Hedwmuumnuja 123. Heka je R komyTaTuBaH npcTeH ca jeAvHuuom. [lonvHom
p(X1,...,X,) € R[Xy,...,X,] je cumeTpuuaH ykonuko 3a cBako o € S,, Baxu:

P(Xo(), - Xom) =p(X1, ., Xn).

Cuenehu monmuHOMU Cy O HEHTPAJIHOT 3HAUAja; TO CY TAKO3BAaHU EJIE-
MEHTAPHY CUMETPUYHU MOJMHOMMU.

61:ZXi:X1+X2+"'+Xn;
i=1

€ = Z XiX; = X1 Xo+ X0 X3+ + X 1 Xy
1<i<jg<n

es= Y, XiX;Xp=X1Xo X5+ X1 Xo Xy 4+ X 20Xy 1 X0

1<i<j<k<n

€En :X1X2Xn

IIpm pany ca momumHOMMMA Ca BUIIe HeOoApehHeHWX KOPUCHO je MMATHU
nopenak Mehy npousBomuma meonpebenwnx. ITopenmak 3amajemo ca:

i i i N i def . . . . ) .

XilXéz "'X:{L >'grle$ X{1X§2 quln <11 tio+ -+, > n +]2 + - +]n
nin

htizt+--+in=m+j2+ - +Jn

u (Fk) (i1 = Ju, -y ik—1 = Jh—1,0k > Jk)-
OBae je u X1 >griecx X2 >griex * >griez Xn. OBaj mopemax ce Ha3uBa
CTENEHOBAHU JIEKCUKOTPA®CKU IIOPEINAK. Kana je 3amar mopenak ouza
MOKEMO CBAaKU IOJIMHOM P HAIKMCATHU TAKO Ja IPOU3BOAU HeonpeheHux y me-
roBUM MOHOMHUMA omanajy. MoHOM y KoMe je Hajsehu mpoum3BOm MPU OBOM
nopeTky 30Be ce Bogehu moHOM 1 o3nauaBa ca LM (p), nok je koepuuujent

y3 mera Bonehu roedpunujent u osnavasa ce ca LC(p). Ipumerumo na je
LM(e;) = X1 X5 -+ X;. OBako 3amaT mOpenak uMa JBa BaKHA CBOjCTBA.

1. Axo X |Y 3a npoussome X u Y, ouna je X <gpies Y.
2. Ha npousBomuma meonpebenux je oo nuueapuo ypebeme.
[Tocebuo ce nobuja mna He mocToju HeCKOHAUYAH Omanajy iy JaHall IPOU3BOIA.

Cnenmeha Teopema ymyhyje Ha BaKHOCT €JIEMEHTAPHUX CUMETPUYHUX
MOJIMHOMA.
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Teopema 124. 3a cBaku cumetpuya nonuHom p(Xy, ..., X,) € R[X1,...,X,]
nocToju TauHo jedaH nonvkom ¢(X1, ..., X,) Takas Aa je

p(X1,..., X)) =qler,...,en).

I[oxa3. OIL €I1MO BO,JlehI/I MOHOM 3a edl ---ed". O=H je 3ampaBo I OM3BO O
1 n
CTelleHa BO,LIehI/IX MOHOMAa IIOJIMHOMA €;:

L]\/[(ellil 632 . e;iL") — Xiil (X1X2)d2 . (X1X2 . Xn)d" _ XiihLmdenXngL“NFd"Xz"-

Iloka3 ersucrennuje moJimHOMAa (. Heka je p CUMETPUYHU TTOJUHOM U
LM(p) = CX{-ng2 - Xin Kako je p cuMeTpwyaH OH y cebU CAID/KHA CBe
MOHOME KOJU Cée IIO6I/Ijajy nepmyTanujom Heoapebernux. Crora mopa Gutu
i1 = ig > -+ > i,. Haume, ako ce, na mpumep, MoHOM cX7 X5 CAmpEu y p,
Ty MOpa buTtu u MOHOM cX3X2, nobujeH on IPETXOMHOT 3aMEHOM X1 u Xs.
Ho, rama je LM /(ce] 1_126’22_13 coein) = cX“X”~ - Xi» = LM(p). Crora
je LM( —celtTRel2T L ein) < LM (p), a p — cel Tel27 .. ¢in je Tarobe
cuMeTrpuyal noiarHoM. IlocTynmak HacraBmamo nok He nobemo mo 0 m Tako
n3paskaBaMo P y OOJUKY MOJMHOMA IO €1, ..., €.

Iloka3 jemuHCTBEHOCTH HOJMHOMA ¢. JloBOMHO je mOokazaTu ma U3 jen-
Haroctu q(ey,ea,...,e,) =0y R[X1,Xo,...,X,] cieqn na je q Hysna monu-
mom. Ho, g(e1,ea,...,6,) je cyMa HEKUX MOHOMA OOJIUKA ce‘fleg2 ~oedn Axo
je (d17d27"'adﬂ) # ( ,17 é?""d;L)7 OHIa je
d d) db, d
LM (efredz .. edn) £ LM (e e5? - - - en™).

Hauwme, xkao mro cmo Bumeu:

dn\ _ ydit-+dn ydottdn ydn
LM(el 62 "'en)lel ‘XQ2 Xn )

LM(efteds . einy = Xt tdn ot
Axo Ou oHu Ounu jemHaku nobumm GucMo ma je
di+do+-+d,=dy+dy+---+d,, dot+--+d,=dy+--+d,
7dn—1 + dn = df,l_l + d{m dn = d;L

Ho jacuo je ma u3 oBUX jeTHAKOCTH CJIeAU 14 je

/ / /!
(dlad27"'7dn):(1? . d)
W3 oBora cienu na ce pa3invuTy HEHyJIa YIAHOBU Y Pa3Bojy g(e1, e, ..., €y,)
Hukako He Mory ckparutu. Crora, je jemuaroct ¢(e1,ea,...,e,) = 0 jequno
Moryha ako cy cBu usmaHoBu jemuaku 0, Tj. caMm ¢ je HyJIa IOJUHOM. O

IIpumep 125. Uspasumo nonunom p = X3 + X3 + X3 mpexo eseMeHTapHAx
CUMETPUYHUX HOJUHOMA.
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Jacuo je ma je LP(p) = X3. Ilakne, osze je (i1,i2,i3) = (3,0,0) ma on p

Oy3UMaMo €3:

p—el = X7+ X5 4+ Xj — (X1 + Xp + Xp)?
= —3X?Xy —3X, X7 - 3X?X3 - 3X, X2 - 3X2X3 — 3X5X3 — 6X1 X0 X3.
Kako je LM(p — e3) = —3X?X,, umamo Tpojry (2,1,0), Te omysumamo
—3ejeq:
p— 6? + 36162 = *SX%XQ - 3X1X22 - 3X%X3 - 3X1X§ - 3X22X3 - 3X2X? - 6X1X2X3
+3(X1 + Xo + X3)(X1X2 + X1 X3+ X2X3) =3X1 X2 X3 = 3es.

Haxrne, p = e“i’ — 3eres + 3es. &

16.3 CumerpuuHe ¢(YHKIVje ¥ ONIITY HOJWHOM

Hera je K nmome. I'pyma S,, mejeryje ma npcreny K[Xq,...,X,] ca:

O’-p()(l7 e ,Xn) = p(XU(l), c. aXa(n))-

OBo ce mejcTBO IpoAy:KaBa Ha NoJbe panuoHaauux pyurnuje K(Xq,...,X,)
Ha MPUPOJAH HAYWH.

Teopema 126. Heka je K nome. Taga je K(X1,...,X,)5 = K(e1,...,e,).
Jlokas. 3namo u3 crasa na je K[X1,..., X5 = Kley, ..., e,]; nanmve,

CUMETPUYHM MTOJIVWHOM HUj€ HUINTA APYyro IO (PUKCHA TAUKa MPU FOPEHABE-
neHoMm nmejctBy rpyme S,. Heka je

g(Xl,...7Xn) S
Xy, X)) = L2 n) xS
S X = X, €K X
rne ¢y g,h € K[X1,...,X,]. I3 unmenune na je BUXOB KONMUYHUK CUMET-

pUYaH, He CJIeAX HAPABHO Ja Cy U OHU CUMETPUYHU, HO TO CE JIAKO MOKe
nonpasutu. Hexka je
H= H o-h.

gES,

Jacuo je (0oBO cMO mManu MHOTO myTa) na je H cuMmeTpudaH MOJMHOM, Tj.
H ¢ K[Xy,...,X,]%, ma jeu Hf € K[X1,...,X,]> (Hf je u monusom
u cumerpudHa ¢yHEuuja, jep cy u H u f cumerpuune). Crora je Hf =
aler,...,en) u H="0(e1,...,e,) 3a HEeKe noauHOME a,b Te je

Hf alei,...,e,)

=—=———"¢K L..en).
! H  ble,...,en) € Klew,...en) -

Ilocnemuma 127. Heka je K nome.
1. Pawwuperwe K(X1,...,X,)/K(e1,...,en) je Fanoaoso ca Manoaosom rpynom

Sp.
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2. Basy 3a K(Xy,...,X,) kao sektopcku npoctop Hag K(ey,...,e,) unHe
npoussoAn X' --- X' npu vemy je 0 < r; <n—i3aceei=0,n.

JIlokas. 1. Kaxko je K(ey,...,e,) = K(X1,...,X,)%", u3 Teopeme no6u-
jamo na je K(Xy,...,X,)/K(e1,...,e,) Nanoaoso pamupeme, a n3 reopeme
na je Nanoaosa rpyna Gam S,,.

2. Hera je K = K(e1,...,e,) 1
F(T) = (T = X0)(T = Xa) - (T = X,,) € K[T].

JacHo je ma cy xoeuuumjeHTH OBOT IMOJUHOMA Y HABEIEHOM II0JbY HA OCHOBY
Bujeroux ¢popmyrna. ITocmarpamo HE3 pamupema:

K CK(Xy)CK(X1,X5)C - CK(X1,Xs,...,X,) = K(X1,Xs,...,X,,).

Kaxko je X; myna nmomunoma f(T'), To je [f((Xl) : f(] <nul, Xq,..., X!
je jemna remepaTpuca 3a I~((X1) nax K. To je u 6a3a YKOJUKO je TOJIUHOM
f(T) € K[T) nepacrasmus. Kako je X, myma mommmoma f(T)/(T — Xi)
uz K(X1)[T], xoju je cremena n — 1, 1o je [K(X1,Xs) : K(X1)]<n—1mn
reHeparpuca 3a IN((Xl,XQ) HaI IN((Xl) je 1, Xo,..., X372, Hacrasmajyhn

name mobujamo: [K(Xi,...,X,) : K(er,...,en] < n(n—1)---1 u jemny
reseparpucy uune npoussogu X' --- X", npum uemy je r; < n—1i 3a cBe i.
Ho, ua ocuoBy mena mox 1. mmamo na je [K(Xi,...,X,): K(e1,...,n)] =n!
U CTOTa TOPHU MPOU3BOIU YUHE jeqHy 0a3y. O

Y 0BOM TPEHYTKY KOPHCHO je MOICETUTU Ce Ha Ipyna S, HUje pemmBa
3an > 5 To cremm m3 Tora mTo je, 3a n > 5: S, =A,, a A, = A,, rue
cMmo ca G’ o3HauMnM KOMyTaTOopCKy moarpymy |G, GJ.

Hepuaumuja 128. OnwTn nonvHom ctenena n no 1’ je nonuHom
F(T)=T" —t, T+ 6T 2 — 4o 4 (1), € Kt ..., ][T].

Hapasro, Huje oBO Heka nmocebHo nqyOOKa meduUHUIjaA, TO CMO MMAJU
Uy CPEeAm0j MKOIU Kalda CMO PA3MAaTPAaJM OIIITE KBAAPDATHE TPUHOME 00-
auka ax™ + br + x, 3a a # 0. Ywmecto a,b,¢c cmo yBenu meompebene u
NOCTABUJIA A j€ MOJMHOM MOHWYAH, Na OUCMO CUTYPHO MMAJU HOJIUHOM
crernena n 0e3 JOJATHUX yCJOBa Ha HeoupeheHne. 3Hauu Cy Tako odabpaHu
na t; Oymy Oam cuMeTpuUHe (YHKIMje KOPpeHa OBOTI IOJIWHOMA.

Teopema 129. [anoaosa rpyna onwTer NoNMHOMa M30MOpgHa je ca S,,.

Ioka3. Ilocmarpamo f kao monumHOM ca koepunujeHTUMa y monpy K =
K(t1,...,t,): f € K[T]. Hexra je Ky = K(X3,...,X,) KOPEHCKO IOJbE OBOT
nosmaoMa. ViMamo na je

FX) = X"t X" o X2 (1), = (X X)) (X —X2) - (X —X,),
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Te 3a cBe 1 < i < n: t; = e(Xy,...,Xpn). Tpamenu pesynrar caemu u3
nocaenure [127]. g

Kako smamo ma S, Huje pemwmBa 3a n > 5, TO 3HaMO ma aro je K
moJbe KapaKTEePUCTUKE HyJa, HUje CBAKA MOJUHOMUjAJHA jeTHAUUHA CTe-
nena Beher on 4 pemwuBa y paaukainMa, Tj. HE IOCTOje GOPMYJIe aHAJIOTHE
$HOPMyYJIH KOjy CMO Y CPEIH0] MKOJIN YUUIN 38 KBAOPATHY jeTHAUNHY, HUTHU
KapnanoBoj ¢popmynu 3a jennaumny Tpelier cremeHa, Kao HU (OPMYIN 3a
jemHauunHy 4eTBpPTOr cTemeHa (kKoja ce cBomu Ha jenuauuny tpehier). To
HapaBHO HE 3HAUYM [a Ma KOja jemHauwHa cremeHa Beher on 4 Huje pemmuBa
y pamukaauma. Beh cmo Bumesnu Heke KOje TO jecy; y HaAPEZHOM OOEJBKY
0aBUMO ce Ba;KHUM CIENUjaJTHUM CIIyUYajeM Kaaa jemHadwmHe crerneHa Beher
onx 4 JECY pemmBe y pPaauKaJInIMa.

16.4 PemuBe jemHauuHe IPOCTOT pena

Ilo pesynTaTta O pPemMBOCTU jemHAYMHA NMPOCTOr pena, ['amoa je momao
1829. romuue.

IToncerumo ce ma cMO mMOKa3aau na aKO MMAMO HEPACTABJBUB U Celapa-
Ounan moawHOM, OoHna ['amoaoBa rpyma TOr IHOJWHOMA OE€jCTBYje TPaH3U-
TUBHO HA IHETOBUM KOPEHUMA. Y BE3U Ca TPAH3UTUBHUM JI€jCTBOM, HOKAKU-
Mo caenehu craB o mejcTBy rpymna.

CraB 130. Heka koHauHa rpyna G TpaH3UTMBHO JiejCTBYje Ha KOHa4HOM ckyny X
KOjU MMa p enemeHaTa, rge je p npocT 6poj. Ako je H <G u XH # X, ongan H
IejcTByje TpaH3UTUBHO Ha X.

Ioka3s. IIpecraBumo X kao yHHjy opbuTa mpu aejcTBy moarpyme H:
X=H -naU---UH - xy. (74)

Hexka je i # 1 npousBosmuo. Kako G mejcTByje TpaH3UTUBHO, MMaMO 1a je
g-x1 =x; 3a Heko g € G. Tana je

H-zj=H-(g9-w1) = (Hg) 1 = (99" ' Hg)-x1=g- (97" Hg)-x1) = g- (H -z1).

Ho, rarxo je & +— ¢ -z Oujexnmja X — X 3a cBako g € G (umBep3 je
npecaukaBame T — ¢ ! - x), To umamo na je |H - x;| = |H - z1|. Crora us
mobujamo: p = |X|=k|H -z;|. Karo je p npocr, crenn ma niu cy cse
opbure jemnounane (k = p) uam je nejcrso Tpamsutusao (k =1). Ho, ako
6u cBe opbure OGuie jemmounane, To 6u 3maumito na (Vo € X)(z € X)), re
6u 6umo X = X, mro nmporuspeun npernocrasmu. Crora je mejctso H
Ha X TPAH3UTUBHO. O

Ilocsemuma 131. Heka je G < Sqq1,... 1) NOArpyna rpyne Sgg1,.. p—1} ¥ HeKa
G TpaHsuTueHO AejcTeyje Ha ckyny {0,1,....,p— 1} n {id} # H < G. Tagaun H
Aecteyje TpaHauTueHo Ha {0,1,...,p — 1},
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Ioxa3. Kako ce y H nHama3u 1 HeKa HEUAEHTUYHA TEPMYTAIlMja 0, CUTYyPHO
je o(i) # i 3a mero i € {0,...,p — 1} Te pe3yaTAT IUPEKTHO CJIemU U3
MPETXOIHOr CTaBA. |

Popmyaumumo 1 morakuMoO ['asoaoBy Teopemy.

Teopema 132. Heka je f € K[X], rae je K nome kapaktepuctuke 0, Hepac-
TaB/bMB MOMMHOM MPOCTOr CTeneHa p ca pewwrsom [anoaosom rpynom G. Ako

KopeHe nonvHoma f wnpeHtudwmkyjemo ca 0,...,p — 1, a rpyny G ca noarpynom
rpyne nepmyTaumja ckyna {0,1,...,p—1}, oHpa je ceaku enemenT o € G obnuka:
olk)=a-pk+pb, (75)

saHekma € {l,...,p—1} nbe{0,1,...,p—1}.
Ioka3. [lakse, mMaMO HM3 IOArpyIa
G=Go>G1>- > Gpo>Gp_1 > Gy ={id},

npu yemy cy [Gi—1 : G;] upoctu 6pojesu. okazahemo tBpheme monazehu
on noarpyne Gp,—;. Hajupe npumerumo na, Ha ocHoBy nocueauue [131] cse
noarpyne G; nejcrByjy Tpamsurusuo Ha {0,1,...,p — 1}. Harae, u Gp_1
je TakBa, a OHa je mpocTOr pena. Kako je O6poj esemenara y opburwu,
OBJZIe je TO p, jemHAK MHAEKCY CTabmim3aTopa Ma KOI' eJIeMeHTa, nobujamo
na je crabunmsarop tpusujaiaH u na je |Gp,—1| = p. Ha ocmoBy omora
IITO 3HAMO O rpylaMa mepMyTalnja, 3akbydyjemMo na je rpyna G, 1 reHe-
pucama jemauM p-tukigoM. [IpeHyMmepanujoM KOpeHa MOKEMO 3a Taj T'eHe-
parop y3etu Gam muen 6§ = (01 ... p—1). 3a 0 Bamu:

(k) =Fk+,1,

a 3a merose cremnere 0" (k) = k+,r. Haxne, 3aucra cy CBU ayTOMOD(pU3MU
u3 G,,_1 TpaskeHor obJaukKa.

IMpumerumo na, ykoauko je o € G takas na je a # 1y ([75)), onna o uma
¢urcuy Tauxy. Hamme, a-pk+,b = k je exBuBasentro ca (a—1)-pk = p—pb, a
cBakako, nomto je a—1 € {1,...,p—1}, mocroju ¢ Takas ma je (a—1)-,c =1,
na ce 3a k Moxke ysetu: k= c-, (p—pb). Kako Hujenan p-uuksi HeMa QUKCHY
Ta4YKy, 3aKbyUyjeMO na ayToMOop(uaMm 3a Koje je a # 1 cBakako HUCY
p-muksu. Ho, 3a a = 1 umamo cremene ox 6.

IMocmarpajmo cana Gpm_s. Axo je 7 € Gp_o, ouna je TGpo17 ' =
Gm—1, momTo je Gp_i < Gm_2. Ilocebuo je TofoT ! = 0% 3a Hexo a.
W3 oBe jemmaxkocTu MOKEMO 3aIpaBO NMOTIYHO onpemuTtu 7. IIpumermmo
Hajope ma u3 mwe caemn: TolF o1t = (4)F = 0%k 1e je ToOF = ¥k o

7(k) = 7(0%(0)) = (70%)(0) = (0% 7* o 7)(0) = 6" ((0)) = 7(0) +p (a p k) = ap k +, 7(0).

Hakine, cBaku 7 € G,,_2 je 3amcTa TPasKeHOr OOJMKA: G je TAKBO Oa je
Tofor 1 =0% a b=r7(0).
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ITpu npenacky va G,,—3, KOPUCTUMO YUEHLEHUILY Oa CY CBU €JIEMEHTU U3
Gm—o TpaskeHor obiauka. ¥Y3mumo o € G,,_3. Karko 6 € G,,_2, a Kako je
G-z < Gm—3, 10 je 000! € Gp_s. Ho, 00fo0~ ! je Takobe p-muki,
ma mpemMa ropih0j aHAJIW3U je OH 3ampaBo creneH oxn §. U macraBmamo Kao
y mpeTxomHoM ciayuajy. Jlakie, BUOUMO na ce MOYKEMO ,,IEHATH’ MO OBOM
JIAaHITy Tpymna 0e3 MKaKBUX HpobJseMa u modujaMo ma je CBAaK:A ayTOMOP-
¢m3am 13 G 3amcra TPaKEHOT OOJIUKA. |

Hamomena 133. Y mperxonHO] TeOpeMu Ce He TBPIAX na je Ipyla IOJu-
HOMa f, 3a koju je jenHaumua f(r) = 0 pemmBa y pamuragnMa, jeIHaka
NOATPYIM I'PYIeE S, KOjy unmHe CBU ayToMOpdu3Mu HaBegeHOr obnanka. CBu
ayToMOp$M3MU HABEIEHOr OOJIMKA CBAKAKO YMHE HOArPYIY Ipyme S, pena
p(p—1), anu cama rpyna JaTor HOJMHOMA je HEKa HMOArDPYIA Te rpymne.

IMTocnemuua 134. Heka je f € K[X] HepacTaB/b1B MONMHOM MOMIMHOM MPOCTOR
cTeneHa Haf nosbem kapakTtepuctuke 0. Ako je jegHaumHa f(z) = 0 pewwsa y
pajuKanuma, oHAa je KOPEHCKO MOJbE OBOF MOJMHOMA FEHEPUCAHO Ma KOjVM NapomM
KOpeHa.

Hoxras. Hera je deg f =pu K; = K(a,1,...,ap-1). Hera je 0 < i< j <
p—1nmQ=K(x,o;) CKy. Tana je

G(K;/Q) ={0e€GK;/K):0(a;) = ay,0(aj) = a;}.

Heka je 0 € G(K;/) < G(Ky/K). Ha ocHoBy mpeTxonHe TeopeMme, UIeH-
tupuryjyhu o ca k, nobujamo ma je o(k) = a-, k 4+, b 3a Heke a,b kao
rope, Ipu 4eMmy je jour

a-pi+pb=1, apj+pb=3j. (76)

Hobujamo ma je
a-yp(j—i)=j—i (77)
Kako je j —i € {1,...,p — 1} T0o mocroju ¢ € {1,...,p — 1} TakBo ma je
(j—1)pc=1. N3 (77) muoxkemem ca ¢ mobujamo ma je a = 1. 3ameHOM

a=1y (76) nobujamo ma je i+, b =1, na je b =0. Harne, ¢ =id. Cuenn
na je G(K;/Q) rpusujanna rpymna, te je K(a;,a;) = Q= Kj. ]

W3 oBe mocnemurie mupexkTHO ciaenu ciaenehe.

ITocaemuma 135. Heka je K = Q n f kao y nocneamum Taga, ako f nma
Gap [Ba peasiHa KOpPeHa, OHAA Cy U CBU OCTaNn KOpeHn of f peanHu.

Ioxkas. Ako «,3 € R, onga je Ky = Q(a, 5) C R. O
W3 oBe mocaenure, Hemocpemdo ciaema u ciaeneha.

ITocnemuna 136. Heka je K = Q u f € K[X] nonvHom npocTor cteneHa sefier
of 3. Ako jegHaumHa f(x) = 0 viMa TauHO TpW peasiHa pellera, OHAA OHa Huje
pelurBa y pagvkKanuma. O
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16.5 Casus irreducibilis

Kana kopuctumo Kapnanose ¢opmyie, oqaocHo Tapramue MeTon, 3a pe-
maBame jenHaumHe Tpeher cremena, y ciydyajy na jeiHAUMHA UMa TPU Pa-
3JIMYUTA peajiHa pelllelha, HAWIA3UMO Ha HeobuuHy curtyarujy. Manma cy
pelema peajiHa, MU WX MOPaMO U3Pa:KaBaTU MPEKO M3pa3a MpU YUjeM ce
n3pavyyHaBamy 00aBE3HO II0jaBJbYjy KOMILIEKCHA peliema (KOja HUCY pe-
anua). To je Taj ,HecBOMBUBU ciayua]’ U3 HACIOBa momoneska. lla au je
TO CaMO MaHa TOI METOJA, WU je y MUTAKY CYIITUHCKU ITpobiaem?

JHedoununnuja 137. 3a jegraunny f(x) = 0 ca koepuumnjentuma y nomwy K C R,
KaXKeMO fAa je pewmnBa y PEAJITHUM PAOVIKAJIMMA YKONMKO MOCTOjU PanKaicko
pawvpere (BuaeTM AeduHUUM]y K., Takeo ga je K; C K,, C R. Takeo
pallMpere Ha3MBaMO U pPeasiHO PafUKaJICKO paLLMperse.

Teopema 138. Heka je f(x) = 0 kao y npeTxoAHoj AedUHMLMN, MpU YeMy je
f HepacTasmume nonuHom cteneHa 3 Hag K, koju uma Tpu (pasnuumTa) peanHa
kopeHa. Taja oBa jefHaunHa HUJE pelnBa y peanHuM paaukanvma.

Ilokas. IlpermocraBuMo ma TO HUje TaKO, Tj. Ja MOCTOjU pacTyhm Hu3
noJna
K=KocKiCKyC---CK,, CR,

TAKO Oa:
1. K; = K;,_1(a;) npu gemy ;' € K;_1 3a HEKU IPOCT 7}
2. K, caiapxu KOpeHCko nome Ky momuuoma f.

Ha ocHOBy mocamammux pesyiarara, 3HAMO I3 MOY¥KEMO MPETIOCTABUTU
nIa cy cBa pammupema npocror crenexa. Hexka je Ky = K(x1,22,23) u Heka
je 1 HajMam¥ MHICKC 3a Koju mose K; canp:xu Heku on ;. To 3maum ma
je K;—1 C K‘_l(.’L‘j) - Ki_l(ai) = K;. Kako je [Ki_l(l‘j) : Ki—l] =3, T0
3| r;, a Kako je m; mpoct, To je r; =3 u K; = K;_q(z;). Harne, o; € K; C
K;_1(x1,29,23). Kako je K;_1(x1,x2,x3) KOPEHCKO OJbE MOIUHOMA [ IIOC-
mMaTpasnor kao nosuaoMm u3 K;_1[X], To je K;_1(x1,x9,x3)/K;_1 HOpMAIHO
pamupeme. Ho, oHO camp#xu jeman kopeH «; momusoma X3 — ol € K; .
Crora oHO MOpa Ja CaAp/HU U ocTaje KopeHe: «;,(3q;, (3, ma 6ucMo mo-
oumu ma u (3 € K(x1,72,73) C R 1 oBa KOHTpaIUKIMja 3aBPIIABA HAII
JOKa3. O

3a cam kpaj jeman 3abaBad ‘mpuior’.

Huje Temro m3Bectu anrebapcky (GOpPMyILy 3a HAJAKEHE KBAJPATHOTD
KOpeHa M3 Ma KOI' KOMILIEKCHOr Opoja. MokeMo IpeTmocTaBuTi Oa je
KOMIIJIEKCAH 6POj je IMHUYHOr MOomyJia (aKO je MOMYJ PA3JIUYUT O 1 MMamMo
caMo jom jemaH KBaapaTHU KopeH). Ilakue, Tpeba mahwu ¢ u s Tako na je
(c+is)? = a+ib, mpu wemy je a? +b* =1 u ab # 0. Hobuja ce:

(m + zbﬁ) : (78)

c+is==+

1
V2
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To ruje Temko noburu. Crora MOKEMO U3PA3UTU HA OBAj HAUNUH U YETBPTH,
ocMHU, UTHA. KOPEH Ma KOI' KOMILIeKCHOr Opoja. Ho, mra ce memasa kxana
nokymamo na Habemo ommty ¢popmyny 3a Tpehu ropen?

Ilakse, pemasaMo jemnadnny (c + is)® = a + ib y3 mpernocTaBky ma je
a?+b>=1uab#0. Cnemu na je u ¢> + 52 =1 u cs #0. Hobujamo ma je
2—3cs®> =a,au3 s> =1-c? cnemu 4c® —3c—a = 0. Huje Temro nposepuru
[1a OBA jeIHAUMHA MMa TPU Pa3INUNTa peajHa pemena 3a cBako a € R\{0}.

Ocraje ma sumamo na au je f(X) =4X3 —3X —a € Q(a)[X] pacrasmus
noauaOM. IlomTo Tpaskumo OIIUTY ®OPMYJIY. MOpeTIHocTaBMheMo na a
u b Hucy anrebapcku 6pojeBu (CEeTUMO Ce KaKO CMO IOKa3aju ga Ipo6-
JileM TPpUCEKIrje yria y OIIITEM CJIYYAJY Huje moryhe m3BecTtu moMohy
JTemupa u mecrtapa). Y ToM ciayuajy je Qa] je sampaso mpcTen mommHOMA
man Q, ca HEOOPEBEHOM a. Te je u Q(a) nome panuonamuux (pyHKIUja.
Yrouuko 6u f(X) 6uo pacrasmus man Q(a), To 6u 3maumno ma je pac-
raBiuB u Hax Qa] (Amrebpa 2), Te 6u Ty mMao Hyudy, Tj. HOCTOjao Ou
noausoM p(a) € Qfa] Takas ma je

4p(a)® — 3p(a) —a =0 € Qla].

Yxrommko p(a) HUje KOHCTAHTAH MOTMHOM, OHIA je cTemeH mosmaoMa 4p(a)’ —
3p(a) — a jemnax 3degp(a) Te TO He MOke OUTU Hysa MOAMHOM. A ako je
p(a) € Q, onnga 6u u a 6uno u3 Q, wro HUje TAUHO.

Crora ce, Ha ocuoBy Teopeme [138| ¢ e Moxke mobuTy y OOJIUKY KOju
YRBYUYje caMo peajiHe KOpeHe, Tako ma (Gopmyia 3a Tpehum KopeH KoM-
IIeKCHOT Opoja anasnoraa ¢gopmyau ((78) 3a KBaapaTHU KOPEH He IOCTOjU.

— KPAJ —
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