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Sopan ITerposuh

KomyTaTuBHM OpCTEHU ca je IMHUIIOM; OCHOBHU
pe3yJaTraTtu

Y Aunrebpu 1 ynosmasu cMO ce ca MOJMOM KOMYTATUBHUX MPCTEHA Ca
jemuaunoM. OBme UIAK MOHAB/HAMO T€ OCHOBHE IIOjMOBE.

JHedounuanmuja 1. KomytaTusaH npcTeH ca jeAuHuuoM je cTpyktypa (A, +,-) 3a
KOJy Baxu

o (A,+) je ABenosa rpyna;
e (A, ) je KoMyTaTMBaH MOHOUS;
e 3aceex,y,z€ ABaxn: z- (y+z2)=x-y+x-z

Monoun o3HaYaBa CTPYKTYPY Ca jeqHOM ODMHAPHOM ONEepalurjoM Koja je
acolMjaTUBHA U 3a KO]y MOCTOjU HeyTpaJHu ejaemenT. Heytpas 3a cabdu-
pame (omepauujy + y OPCTEHY) Y KOMyTaTHBHOM IPCTEHY A O3HAUYABAMO
ca 0 (mnm momeran, 36or mpermsnoctn, ca 04) u 30BeMO HYJIOM HpCTEHA
A, IOK HeyTpaJ 3a MHOKEH€e (omepanujy - y NPCTEHy) O3HauaBaMo ca 1
(nmm momekan, 360 mpenu3HOCTH, ca 14) U 30BeMO JEJMHUIIOM IpCTEHA
A.

CBu mpcreHu, ca KojuMa y majbeM OyaeMo paauniu, buhe KOMyTaTUBHU
NPCTEHU Ca jeIUHUIIOM U KPATKO NeMOo UX 3BaTU HPCTEHU. Y CBaKOM
npcreny A, 3a cBaku enement a € A, Baxku: a-04 = 04. EBO Karo To
MOKEMO MOKA3aTHU:

a-04=a-(04+04)=0a-04+a-04.
Kopumhiemem unmenune na je (A4,+) AGenosa rpyna, mobujamo na je
OA =a- OA.

Ykouuko 6u y npcreny A Baxuio: 04 = 14 (mpuMeruMo na HUTAE HUCMO
3aXTeBaJId Aa je HyJsa HPCTEeHA PA3JIMUNATA Ol IHeroBe jeIUHUIE), T00uau
6ucmo ma 3a cBako a € A Baku:

a:a-lA:a~OA:OA,



na 6u 6uno A = {04}. TakaB mpcTeH HA3UBAMO HYyJa IPCTEH. Y HabeM
hemo yBer mpernocrasutu 1a je 04 # 14.

IMpumeTuMo jom ma je y CBAKOM IPCTEHY UCOyHmeHO: —a = (—14) - a.
Hawnwme,

a+(—1A)-a = 1A-a+(—1A)-a = a-1A+a~(—1A) = a-(1A+(—1A)) =a-04 =04,

Te caemu na je 3aucra (—lu)-a = —a. Ha cawuan mauuwn ce mokasyjy u
IPYTU WIOEHTUTETH NOmyT, HA npuMep, (—a)-b= —(a-b), (—a) - (=b)=a-b
UTH.

Crpyxrrypa (A,-) je MoHOUA, Na y H0j HEKM €JIEMEHTU MOTY WMATYU WH-
Bep3. Jacuo je ma To He moxke OGutum 0, momto je 0-a = 0 # 1 3a cBaku
enement a € A. Crora je NpUpOAHO MOCMATPATUA CBE OHE €JIEMEHTE U3
A\ {0} xoju mmajy mHBep3 y onmocy Ha MHOMkeHme. CKyI CBUX TAKBUX
exemenara ozuauvasahemo ca U(A). Jacuo je ma je (U(A),-) jemna xomy-
TaTUBHA rpyna u 3sahiemMo je TpymoM MHBEPTUOWIIHUX eJIeMeHATa TPCTEHA.
Ilakse, Kada KakeMo 2 je HeKU eJeMEHT NPCTeHA UHBEPTUOUIIAH, MUCIUMO
HA MHBEPTUOMIIHOCT y OJHOCY HA ONEPAL]y MHOKEHA, IIOMTO y OJHOCY Ha
cabupame CBAKM €JIEMEHT CUT'yPHO MMa CBOj CYNPOTHU €JEMEHT. Y KOJIUKO
je U(A) = A\ {0}, upcren A je TIOJBE.

HaBenmumo Heke mpuMepe KOMYTATUBHUX NMPCTEHA Ca jeIUHUIIOM:

o 7;

L4 Zn = (Zna+nan)7
e @
o C.

Hapasuo ma +, u -, o3HavaBajy omepamnuje cabupama U MHOXKEHA O MO-
nyny n. llpumernmo ma cy mocienma TPU NPCTEHA 3aIpPaBO MOJba, HOK
NPBU TO CUTYPHO HUje, & APYTU 3a HEKEe N jecTe, a 3a HEeKe N HUje. 3ampaBo
Ba:xu caenehe.

IMoxcernmo ce ma je ®(n) 3ampaBo CKyI CBUX HPUPOMHUX Opojesa uaMehy
1 u n ®oju cy y3zajamuo npoctu ca n. A u3 /luckperaux crpykrypa 1 6um
TpebaJsio Ja HaM je MO3HATOo ma 3a cBaku & € ®(n) mocroju y € ®(n) rakas
na je x -y = 1(mod n), oguocHo na je x -, y = 1. axkie,

Z, je moJjbe aKo M caMO aKO je n mMpoCT Opoj.

[Ipumerumo na cy omeparuje y mIpcTeny Zg cabupame U MHOXKEHE MO MO-
nyiry 6, Te kako je 2.3 = 0 BMAMMO [na MPOM3BOJ IBa HEHYJITA €JIeMEHTA
y OPCTEHY MIak Moke outu jemHax 0.



Hepuaumuja 2. 3a enemeHT a # 0, KOMyTaTUBHON NpPCTeHa ca jefuHuLOM A,
KaxeMmo Aa je TIPABU fenutess Hyne y A ykonumko noctoju b € A\ {0} Takas pa je
a-b=0.

Cras 3. Y nosby Hema NpaBux JenuTesba Hyne.

Ilokas. IlpernocraBumMo na y mospy F' mocToje mpaBuW AeIUTEHU HYJIE, Tj.
nma mocroje a u b takBu ma je a #0u b # 0, a na je a-b=0. Karo je a # 0,
a y IOJbY CBAKU €JIEMEHT PA3JIMYUT O HyJle Ma MHBEP3, IOCTOjU €JIEMEHT

a~! 3a xoju Bawu o~ ! -a =1. Tako mobujamo ma je

0=a'-0=a'(a-b)=(a' a)-b=1-b=b,
IITO MPOTUBpeYn mpernocrasiu b # 0. U

Hepunuruja 4. KomyTaTreaH NpcTeH ca jeANHULIOM Y KOME HEMa MpPaBuX AenuTte-
Jba Hyfle 30BeMO 061acT Lennx Uam AOMEH.

Ilakme, HA OCHOBY NMPETXOMHOI CTaBa, CBAKO IMOJbE je TOMEH, HO UMa U
IOOMEHa KOju HUCY moJba. Ha mpumep, 7Z je mOMEH KOju HUje mojbe. 3aH-
UMJBUB je caemnehwu pesysrart.

Cras 5. CBakn KOHauaH JOMEH je Mosbe.

JHoxka3z. IlpermocraBumo na je A komauan moMed u ma je a € A\ {0}.
Tpeba morazatu na ¢ uMma mHBEP3. Y Ty CBPXY, mOCMATPajMoO (QyHKIU)Y
L,: A — A nepunucany ca L,(z) =a-x, 3a © € A. Oa ¢pynrmumja je ,1-1".
Hawnwme, axo je L,(x) = Lo(y), ovza je a-x = a-y, na je a-(z—y) = 0. Kako
je A nomen, a a € A\ {0}, mopa 6utu x —y =0, tj. = y. Ho, cBara ,1-1”
GYHEIMja KOja CIMKA KOHAYAH CKYI y Iera caMor Mopa OuTu Oujexrimja.
Sakmyuyjemo ma je L, Obujernmja, ma moctoju @’ taro ma je Ly(a’) =1, Tj.
nocroju a’ € A 3a xoju je a-a’ =1, Te a uMa UHBEP3. O

Hepunuruja 6. Enement a € A je perynapaH ykonvko U3 a-x = a -y cnefm ja
jex=uy.

Iakme, perysapHy eJeMEHTU Cy OHU €JIEMEHTHU ,,Ca KOJUMa MOYKEMO
ckpaTuTu’ HEKe jeAHAKOCTU. lIpuMeTuMoO ma Cy MHBEPTUOWIIHU €JIeMEeHTU
00aBe3HO U peryJapHU, aju Aa PeryjaapHu eJIeMeHTU He Mopajy OuTw uH-
BepTubuanu. Hawmme, jacHo je ma y 7Z CBaKM €JIEMEHT PAa3JIUYUT O HyJe
perymnapan, a ga camo 1 m —1 mmajy muBep3 y Z. Ho, cras [5| Huje Temrko
VOIIITUTH.

CraB 7. Y CBakOM KOHAaUYHOM MPCTEHY CBAaKW PerynapaH efemMeHT je MHBepTMOu-
naH.

YuyrcrBo: Ilornenajre nokas crasa [5] U

Ilakie, cCBAKM €JIEMEHT y KOHAYHOM NPCTEHY j€ WIIU JeJIUTEJb HYJEe WU
MHBEPTUOMIIAH. Y KOJIMUKO CKYII CBUX HEJUTEHa HyJIe Y IPCTeHY A 03HAYUMO



ca Z(A), oBaj pe3yaraT MO:KEMO KPaTKO 3amucaru U Ha cuaexehn mauwms.
Axo je A KOHAUAH KOMyTATWBAH MPCTEH Ca jeIUHUIIOM OHIA je

A= Z(A)UU(A).

Kao mro y Teopuju rpyna mmamo mojaM MOArpylle HEKe I'PYIe, TAKO U
Y TEOPUjU KOMYTATUBHUX MPCTEHA Ca jJeIUHUIIOM MMAaMO MOjaM TOTIPCTEHA
ca jeIuHUIIOM.

Jedpununuja 8. Heka cy (A, +,) n (B,+',") koMyTaTUBHM NpcTeHn ca jeAnHW-
uom npu uemy je B C A. Ykonuko je 3a cee x,y € B ncnymeHo:

!/

r+y=a+y, z-y=z'y
nly=1p, oHda je B jefaH NOTNPCTEH ca jeANUHMLOM MmpcTeHa A.

[Mpumerumo na rtakobe Baku m 04 = Op, HO Ta Ce UMHEHUIA MOKE
U3BECTU M3 IPEOCTAIUX, IITO HUje TayHO 3a jemHakocT 1y = 1lp. Ha
npumep, mera je A = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} m B = {(0,0),(1,0)}, rne
cy omeparyje nepuHUCAHE IO KOOPAVWHATAMA, & HA CBAKO] KOODAWHATHU CY
cabupame, OOHOCHO MHOXKeme 1mo moayay 2. Tama B jecte komyraTmBaH
IPCTEH Ca jeanHUIOM, HO jemuHnna y B je emement (1,0), a jemunnna y A
je (1,1). Crora B Huje HOTHPCTEH Ca jeAWHUIIOM IpCTeHa A.

Baskuuju ox mojma mormpcreHa je mojaM MAEAJIA.

Hepunumuja 9. Heka je A komyTaTuBaH npcTeH ca jefuHuuom v I HenpasaH
nofckyn oa A. Tapa je I UOEAJ y A ykonvko

1. zaceez,yel: x+yel,
2.3aceeacAnzel a-x€l

IIpumerumo na 0 € I 3a cBaku unmean I. Hawmme, xaxo je I mempasaw,
to moctoju x € I. Ho, trana je mu 0 =0-x € I. Osnara I <A o3mauasa na
je I mnean y A.

Ca mnpeasnumMa ce MOI'y BPIINTH Olepalyje cabupama U MHOMKEHA KA0 1
ca eJIEMEHTUMA.

Heduannuja 10. Heka cy I n J ngeanu npcreHa A.
1L.I+J:={z+y:xzecl,yeJ}
2. 1-J:={zwy1+ - +xpyn:z- €l,ys € J3aceen >1,r,se{l,...,n}.

HupexrrHa npoBepa nokadyje na cy I+J u [-J 3aucta uneaau y mpcTeHy
A. Tlpumerumo na je I-J 3anpaso HajMamU UAEAT KOJU CAAPKUA CBE MOTyhe
npousBose ejgeMmenaTa u3 I ca ejgemeHTuMa u3 J.

Kao n y cnyuajy moarpyna, npecek nsa uneasua INJ jecte uneas, ook je
wmuxoBa yauja [UJ umeas ako u caMo ako je jemaH O TUX HAeaia Caap:KaH
y ApYroM. 3ampaBo, aKO HOCMaTpaMO CaMO Olepamujy cabupama, IpuMe-
TUMO na cy mmeasu noarpymne rpymne (A,4+), a 3HaMO na U3 YUHCHUIE Oa



je yHuja mBe moArpyne MOArpyIa, CJIequd Na je jedHa Ol HBUX caapkaHa y
npyroj. Ipyru cMep ce jako IpoBepaBa.
HaBenumo mere mpumepe.

ITpumep 11. Ako je A kOMyTaTMBaH NPCTEH Ca jeAVHNLOM U a € A Npon3BosbaH
e/IeMEeHT, OHAa je
(a) :=={r-a:re A},

npean. Oeaj nfean HasvBa Ce TJIABHU UIEAJ DEHEPUCAH €JIEMEHTOM d.

Kako jer-a+s-a=(r+s)-a,kaou s-(r-a) = (sr)-a, Bugumo na je (a)
3aucTa ugeaJ y npcreny A. &

IIpumep 12. Csaku ngean y Z je obnuka (m) 3a Heku npupofaH 6poj m.

Heka je I < Z. Kaxo je (I,+) moarpyma rpyue (Z,+), TO Ha OCHOBY
IPeTXOQHOT 3Hama O HoArpynaMa rpyue Z, mobujamo na je I = (m). &

Hanowmena: Mnean (m) o3nauaBa ce u ca mZ (CKym CBUX LeJI0ODOJHUX
yMHO:KaKa Opoja m).

ITpumep 13. Heka cy m v n nosutueHn uenn 6pojesn. OppeguTu:
(m)-(n), (m)+(n), (m)n(n).

IIpe csera, (a) - (b) = (ab) BaskM y CBAKOM IIPCTEHY U 3a CBe €JIEMEHTE a
n b (mposepure!). Crora je (m) - (n) = (mn). Ha ocHoBy medununmje:

(m) + (n) ={mz+ny: x,y € Z}.

Kako mu 3mamo ma je (m) + (n) curypHO riaBHU MAeas, TOTPEGHO je camo
OIPEnUTH KOju je meroB reHeparop. Ho, Huje mOTpeObHO MHOTO PA3MUIITHa~
T 0 ToMe. U3 ropme jemaakocTtu ce npocto Hamehe ma je

(m) + (n) = (d),

rae je d = NZD(m,n). IIpe cBera, noGpo HAM je MO3HATO Ha yBEK MOCTOje
p,q € Z 3a xoje je mp +ng = d. Crora, d € (m) + (n), ma mopa 6utu u
(d) C (m) + (n). Ho, rako d | m u d | n, To mocroje m; u ny Taksu 1a je
m =dm; un =dn;. YKOIUKO je mx+ny IPOU3BOLAH eIeMeHT u3 (m)+ (n)
no0ujaMo:

mx + ny = dmiz + dnyy = d(mix + nyy),

Te 3akBbyUdyjeMo na mx +ny € (d), re je 3aucra (m) + (n) = (d).
Oapemumvo jom u (m) N (n). Ilpumerumo ma = € (m) N (n) ako u camo
ako m |z u n | x. Ho, To ynpaso 3naun ma je (m)N(n) = (NZS(m,n)). &

IIpumep 14. Heka je K nome n I < K. Taga je I = {0}, unn je [ = K.

IIpernocrasumo na je I unean y K u na je I # {0}. To 3maun na mmean
I canpsxu meku enement x # 0. YEKOIUKO je a Ma Koju ejemeHT u3 K,
nobujamo ma u a npunana uneasay I. Hawmme, rkaxo je I umeasn, a x # 0, To
noctoju x~! u enement (ax~!)-x Mopa mpunamatu uneasy I, a jacuo je ma
je Taj eIeMeHT jeHAK €JIEMEHTY a. &



IIpumep 15. Heka je A ma Koju kOMyTaTVBaH NpcTeH ca jeauHuuom n u € U(A).
Tapa je (u) = A.

JToka3 ce M3BOAM Ha UCTU HAUMUH KAO Y IPETXOTHOM IPUMEDY. &
[Ipebumo canma Ha mojamM xoMOMOp(U3Ma IPCTEHA.

Hedpununuja 16. Heka cy (4,4, ) u (B,+',-') BBa komyTaTuBHa npcTeHa ca
jeonnnuom. ®yukumja f: A — B je xomomopdumsam npcreHa ykonmko je f(lg) =
1p n ykonuko 3a cee =,y € A Baxu:

fat+y) =f@)+ fly) v flz-y)=Ff) )

Ipumep 17. dyukunja p,: Z — 7, 3agata ca p,(z) := p(x,n), rpe je ca p(xz,n)
O3HaueH OCTaTak Mpu Jefberby T Ca 7, j€ jeAaH XOMOMOpdU3aM NpCTeHa.

Osaj xomomop¢u3am heMo UCKOPUCTUTH [a ONUIIEMO KUAEAJe Yy IPCTEH-
uma Z,, HO Ipe TOra NeMo HAaBECTU HEKe OIIITE pPe3yjaTaTe O XOMOMOD-
busmMuMa.

Heduanmuja 18. Heka je f: A — B xomomopdr3zaM KOMyTaTUBHUX NPCTeHa ca
jemnnnuyom. JE3rPO xomomopgusma f, y osvaum Ker(f) pedunnwe ce ca:

Ker(f):={z € A: f(z) =0p}.

CraB 19. Heka je f: A — B xomomop$unsam KOMyTaTMBHUX MPCTeHA ca jeAHU-
yoM. Taja Baxku:

a) Ker(f) < 4;
6) ako je J < B onpa je f1[J] < 4;
B) ako je <A wn f ,Ha", onpa je f[I] < B.
Ilokas.
a) Heka z,y € Ker(f). Tana je
f@+y) = f(x)+ fly) =05 + 05 =05,

na x +y € Ker(f).
Yronuro je x € Ker(f) u a € A:

fla-x) = fla)' f(z) = f(a) " Op = O,

Te a -z € Ker(f).

6) Heka je J unean y B u z,y € f~1[J]. To smaum na je f(x) € J u
f(y) € J. Kako je J mnean, 3axmyuyjemo na u f(z+y) = f(x)+ f(y) € J
Iaxne, z +y € f~1[J].

Taxobe, yromuko je ¥ € f~1[J] u a € A, nobujamo na je f(a-z) = f( ) !
f(z) € J, momro f(z) € J, a J je mnead. 3aRJLyqyJeMo maa-x€ flJ



B) Hexa cy u,v € f[I]. To smaun na je u = f(z) u v = f(y) 3a mere z,y € I.
Kaxko je I unean, 1o je x+y € I, a xako je u+' v = f(z)+ f(y) = f(x +y),
3akmpydyjeMo ma je u+' v € f[I].

Yroauko je u € f[I], ab € B, ¢ 063upom 1a je no npernocrasiy f ,uHa',
nobujamo na nocroju a € A rako na je b= f(a). Ocum tora je u = f(x) 3a
nero ¢ € I. Kako je I unean, a-x npunana I, na je b'u = f(a)-f(x) = f(a-x)
n3 f[I]. O

IMpumerumo na je, ka0 u y ciaydajy xomomopdusma rpymna, Ker(f) =
{04} aro m camo ako je xoMOMOpOU3aM f WHjeKTUBAH.

Y ommreM ciaydajy OUPEKTHA CJIWKA Uaeajia He Mopa Outwm maeas. Ha
npuMep, jacHo je ma ¢yHruumja i: Z — Q mepunucama ca i(x) = x 3a cBe
x € Z, jecre xoMomopduzaMm (TO je MHKIY3Mja NPCTEHA UeJaux OpojeBa y
nose panuoHasaux 6pojesa). Ho,

i[(2)] = {2m:m € Z},
a To ouursjenHo Huje uaeas y Q, momTo cy, Ha OCHOBY paHUje MOKA3aHOT,
jemarn nneam y Q: {0} u Q.
ITpumep 20. Heka je n > 2 ueo 6poj. Tapa je ceaku ufean y Z, rnasHu.

Uckopuctuhemo xomomopduzam p,: Z — Z,, koju je u ,Ha . Hera je
J < Zy,. Tanma je p;[J] 9Z. Ha ocHOBY CTpyKType umeasa TpCTeHa Z,
3HaMo ma mocTtoju m > 0 Takas ma je p, [J] = (m). Ho, Tazna je

J= pn[prjl[JH = pul(m)] = (pn(m)).
[pumeTtumo na jemaaxoct J = py,[p;, [J]] ciemn us unmenune na je p, ,Ha”,

IOK je jacHO ma je
flla)] = (f(a))

3a cBaku enuMopdusam (xomomopduszam koju je ,ua’) f: A — B, npousBosbue
npcrese A, B u cBaku eneMent a € A.

C. Heka c € (a). Tanma je ¢ = ra 3a mexo r € A, na je f(c) = f(ra)
f(r)f(a) € (f(a)).

D. Axo je w € (f(a)), ouna je w = df(a) 3a mexu d € B. Ho, rako je
,Ha”, TO MOcToju u € A tako na je d = f(u). Tama je w = f(u)f(a)

f(ua) € fl{a)], jep ua € {(a).

Hamomena. Mo na je ynraman nprMeTno Aa CMO 0Baj Pe3yJiTaT MOIJIN Ia
MOKayKeMO Kao 1 y clIydJajy npcTeHa neinx 6pojera. Haume, cBaku nnean y
Zy, je m moArpyna MUKJINYHE TPyIe, IIa je TUMEe U caMa IUKInJYHA. A 3HaMO
KaKO M3rJIefajy NUKINYHE HOArPYIe Ipyne Z,. Y OBOM IOKa3y caMmo Tpeba
o0parTuTy NaKBy HA YWEBEHUIY Oa j€ CBaKa HOArPYyHa On Z, 3anCTa WO
(y cayuajy mpcrena Z, TO je TPUBUjaJIHO WUCIYEEHO, IOLITO C€ MHOMKEHE
eJIEeMEHTUMa U3 7 3alpaBo CBOAU Ha cabupame (y3 €BEeHTYaJIHO MHOMKEHE
ca —1 Koje oAroBapa Tpakemy CYIPOTHOT ejJeMeHTa)). UumeHuna na je
TO UCIYHEHO U 3a Z, 3aXTeBa MaJu NOoka3. Pa3Mmmcaure Manzo o ToMme.

o || —



IIpumep 21. HasecT npumep KOMyTaTMBHOI NPCTEHA Ca jeAUHULOM W1 NoArpyne
aANTUBHE rpyne TOr NpCTeHa, Koja HUje ngean.

[MocmaTpamo npcren A = Zg X Zo. OBme cy omepaiuje AeUHUCAHE IO
KOOpaIMHATaMa U 3ampaBo je A nupexran npousson npcrena Zo u Zs. Cryn
{(0,0),(1,1)} je moarpyna aauTuUBHE rpyle TOr IPCTEHA, AU HUjE UACAJ
momto enement (1,0) - (1,1) = (1,0) me mpunana Tom ckymy, a (1,1) my
opumaia. &

IIpumep 22. Hahin cee ngeane y npcreny Zis.

3HAMO Oa Cy CBU KUOEAJW y OBOM IIPCTEHY TiaBHU. Takobe 3HAMO Oa je
CBAKU €JIEeMEHT y Zio WIW OeJUTesh HyJe uiau naBeptudbunan. Kako cBaku
VHBEPTUOUIIAH €JIEMEHT TeHEepUIle, MpeMa jeTHOM Ol PAaHWUje HaBeIeHUX
npuMepa, eo IPCTEH, OCTaje Ja Ce BIUAU KOje MaeaJie NeHEePUIY NeTUTETHU
uysue. [Ipumerumo na je m € Zio OeauTeds HyJde aKO U CaMoO ako 2 | m uiau
3| m (3amro?). Crora je

Z(Z12) = {0,2,3,4,6,8,9,10}.

IIpumernmo ma, momto je 5 € U(Z12) m 10 =515 2 umamo ga je (10) = (2)
(pasMucanTe Kako ce 0BO MOske remepaaucatu). Tawxobe je 9 = —3 =
(=1)-3, na je u (9) = (3). Hobujamo nma je n (8) = (4).

C mpyre crpane, (2) # (4). Haume, npermocrasumo na 2 € (4). Tana
O6u moctojao m € Zio TaraB ma je 2 =4 -1om. To 6um 3HAUMIO ma TMOCTOjU
meo 6poj q TakaB ma je 2 =4m + 12q. lememem ca 2 gobunau Oucmo ma je

= 2m + 6¢g 3a Heke meisie 6pojeBe M U ¢ WTO cBakako Huje moryhe. Kako
je oumraenso 4 € (2), To nobujamo ma je (4) C (2) (mmean remepucan ca 4
je mpaBu MOACKyN maeasa redepucasor ca 2). Ha ciauuan mavun ce mobuja
na je (6) C (3). Yuraouuma ocTaBbaMo Ha C€ yBepe Ia Cy CBU Pa3IMdUTU
uneasu npcrena Zis ciaenehu:

(0),(2), (3), (4), (6), Z12.



IIpcTen mosmmHEOMa — mMOjaM M KOHCTPYKITHja

Y rypcy Anrebpe 1 GaBuiu CMO Ce M IPCTEHOM IIOJMHOMA Ca j€IHOM
HeoapeheHOM HaJ KOMYTATUBHUM IIPCTEHOM Ca jJeAUHUIIOM A, Tj. IPCTEHOM
A[X]. Tama je 6myo HaBENEHO Ha je TO CKyNI CBUX (DOPMAJHUX M3pas3a
obmuka ag + a1 X +---+a,X", roe je n > 0 npuponan 6poj, a a; eTeMeHTH
npcrena A, a mga Ccy omepanuje OHAKBE KAKBe 3HAMO U3 CPEIe IMKoJe. Y3
nmomatak ga je ag+ a1 X + -+ a, X" =byg+b6:X +---+ b, X" ako u camo
akKo je n =m u a; = b; 3a cBe 1.

Ho, cana sxenmMo ma TO ucnpaBuMO, Tj. & aMO CTBAPHY HePUHUIM]Y
NPCTEHa MOJIMHOMA, & y3 TO U HeroBY KOHCTPYKIA]Y.

Hasemumo Hajnpe ne¢uHUNMjy OPCTEHA MOJIUHOMA.

Heduaumnuja 23. Heka je A komyTaTUBHM NpcTeH ca jeAnHuuom. lNog npcteHom
nonunHoma Haj npcreHom A u Heofpeherom X noapasymesamMo CBakM KOMyTaTUBHA
NpCTeH ca jeAuHUUOM B Koju cafpXu Kao CBOj MOTMPCTEH Ca jeAMHULOM MPCTEH
A’ nsomopdan npcrery A n enement X Takas Aa ce CBAKU enemeHT n3 B moxe
Ha JEAUHCTBEH HauuWH NpeAcTaBUTU y obnunky ag + a1 X + - -+ + a, X™ 33 Heko
n>0uHeke a; € A'.

OO mTO Cce omMax MOYKEMO 3alUTATH IOCIe OBe neduHUnUje je na
U MOYKE TOCTOjaTy BUIIE MPCTEHA MOJIMHOMA HaJ TpCcTeHOM A u Heompe-
bemom X. Hapasuo, oAroBop je mMoTBpAaH, aju CBU OHU Cy MeDhycoOHO
uzomopduu. Hamme, aexa cy By n By TakBU OIPCTEHU KOjU, PEIOM, CAILPKE
nornpcrene A} n A} msomopopue npcreny A u ememente X; € B; xoju ce
HaBogne y neduanmujn. Ilomro cy A} n A} mzomopduu npcreny A, oHm cy
n MehycobHO n3oMopdhHM, Kakie noctoju uzoMmopduzam f: A} — A,. Crora
MoskeMmo 3amatu F': By — By ca

F(ao =+ a1X1 —+ -+ aan): = f(a0> + f(al)XQ + -+ f(an)Xg

C obG3upom gna je f m3omopdwmsam, HUje TEIKO yBeputu ce na je u F
U30MOpPU3aM.

Iarme, cBaka nBa MpCTeHA MOJMHOMA HaI NpcTeHoM A m mHeompebhenom
X mebhycobuo cy uszomopdua u Mokemo kopuctuty o3Hary A[X] ma 03-
HaYMMO OwIyIOo Koju on mux. Ho, rope cMo moka3aju Oa Cy CBaka OBa
u3oMopdHa ako nocmoje. A ma nu yommre moctoju takas objekar? Cana
hemo ce y To yBepurm.

[IprmeTnMo ga ce y cBAaKOM HE(GOPMAJIHO 3a,0aTOM IMOJUHOMY Go—+ a1 X +
-+ + a, X™ mojaBmyje koHauan HU3 (ag, a1, .- .,0,) IPA YEMY MOKEMO CMa-
Tpatu ga cy cse 1o esementu u3z A. Ho, pasnauuurymM mosuHOMMMA OATO-
Bapajy Hum3oBu pasmmunte ayxumee. Ca AN je mpupomso o3HaumTH CKym
cBUX HU30Ba (ag,as,...) exemenara u3 A. Ho, mHac me 3aHmMajy CBu TakBu
HM30BU, HO CaMO HU30BU Koju cy jemuaku (0 moueB ox Heror umana. Crora
OCMaTpaMoO CKYyII

A¥: ={(ag,a1,az,...) € AN : (3In € N)(Vi > n)a; = 0}.



[Torpebuo je 3amaTu u onepanuje Ha ckyny AY. Cabupame ce Jako 3anaje:

(ao,al,az,...)—|—(b0,b1,b2,...): = (a0+b0,a1 +b1,a2 +b27...),
IOK je MHOKEH€ HEUITO CJIOKEHUjE:
(ao,al,ag,...) . (bo,bl,bg,...): = (00,01,027...),

rme je 3a cse k > 0:

Cp: = Z aibj.

iti=k
IMokaskumo ma je (A¥,+,-) jemaH NpCTEH ca jeIuHUIIOM.

IIpoBepa acomujaTuBHOCTU cabupama je Jara:

(p+)+7)n=@+Dn+7n=((Pn+ @) +7n
= (pn + (Qn + Tn)) =pn + (C] + T)n = (p+ (q + ’I"))n

Hemro je cnoskenmja mpoBepa AUCTPUOYTUBHOCTUA MHOKEHA Y OTHOCY
Ha cabupame:

(P-(@+m)a= > pila+r)i= > pilg;+7;)

1+j=n 1+j=n
= > pigi+ >, piri =@ On+ @ 7).
i+j=n i+j=n

Hajcaoxenuja je mpoBepa aconmjaTUBHOCTU MHOKEHA:

(@) =D -@sre= > > (pitj)rs

s+k=n st+k=nit+j=s
= Z pilgire) = Z Di Z 45Tk = Z pi(g-r)e=(p-(qg-7))n-
i+j+k=n itt=n  j+k=t i+t=n

Bpso nako ce mpoeepasa na Cy u cabuUpame U MHOMKEH€ KOMYTaTUBHE
onepamuje. Ca @ 3a a € A, 03HAYABAMO HM3 KOME je HyJITU WiIaH jeIHAK a,
a cBu ocraau jemnaku 0(=04):

a:=(a,0,0,...).

Y3 unmennmy na je 14-p = p-14 3a cBako p € A“, rme cMo ca 1y o3-
HAYWIM jenuHULy y unpcreny A, mobujamo na je samcra (AY,+,-) jeman
KOMYTATWBAaH IMPCTEH Ca jeQUHUIIOM, rme je 14w = 14.

Osnaunmo ca X exement (0,1,0,...). IHakme, X je HU3 ereMeHaTa U3
A% takas ma je
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Lk=1

X =
0, maaue.

Tana je
1,k=2

0, maaye.

(XK= 3 XiX; =

i+j=k
WNunyrnujom ce moske moburu ma je 3a n > 1

Lk=n

0, maaue.

(X", =

IMoncerumo ce ma cMmo 3a a € A o3nauunu ca @ uu3 (a,0,0,...). Tana je

a,k=n
@ X"e= Y a(X");=a(X")=1 "’
iy 0, unauve.
Hakae, a- X" = (0,...,0,a,0,...), 0Je ce €IE€MEHT @ HAJA3M HA TO3ULAJU N

(maksne HA n + loM MecTy, TOIITO MHAEKCHU mounby ca 0).

Cana MO¥KEMO BUIETH KAKO C€ MOKE M3PA3UTHU MPOU3BOJLHY €JIEMEHT 13
A¥. Hawnme, cBarku enement p € AY je obmuka p = (ag,...,an,0,...) 3a
wexku n > 0 u a; € A. Tana nobujamo

p=(ag,...,an,0,...)
= (ap,0,...)+(0,a1,0,...) +---+(0,...,0,a,,0,...)
=a+mX+---+a, X"

Hapasno, ymecro @; - X* mucamu cmo kpahe @ X°. Yroauko je
G+ a X+ 4aX" " =by+ b X+ +b, X",
OHJZIa je 3ampaBo
(ag,a1,...,an,0,...) = (boyb1,...,bm,0,...),

Te cjemu na je n=m u a; = b; 3a cBe 1.
I[Ipumerumo ma Baske caenehe jemmakocTu:
a+b=a+b a-b=a-b.
N3 oBux jemHakocTy MOxkeMO 3akbyunTu na je ca f(a): = @ 3anar jenam
xomoMop¢u3zam npcresa f: A — A¥, koju je ,,1-1” m crora ycmocraBiba
uzomopouszam usmehy A u merose ciauxe A’ = {a : a € A¥}. Ha ocuosy
cBera H00OMjeHOT MOYKEMO 3aKbyUnTr na AY 3amcra 3a10BOJbHABA CBE YCIOBE
KOjU ce 3aXTeBajy Ol MpCTEeHa HoJIMHOMA Hax npcreHoM A ca mHeonpeheHOM
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X. Twume cmo mOKa3ajm ma 3a CBAKUM KOMYTATUBHU TPCTEH Ca j€IUHU-
nom A saumcra mocroju npcren nosmHoMa A[X] Ham TUM mpcTeHOM M ca
neonpebenom X.

Mu hemo ce y masmbem yriaBHOM GABUTUA TPCTEHOM MOJIUHOMA HA HEKUM
nosmeMm. Ho, mehemo ce ¢orycuparu camo Ha jenny Heoxpebeny. Hera je
K mekro mome. Yrommko 3a A yamemo npcren K[X], omma mMaMo n mpcTen
A[Y], rme je Y moa meonpebhena. Taro ce m mobuja OPCTEH MOJUHOMA Ca
nse meompeberne: K[X,Y]: = K[X][Y]. JacHo je ma peryp3njoM MOKEMO
samatu npcred K[Xy,...,X,] 3a ma koje n > 1.

Eyrmunacko nesbeme

Yronuro je 0 # a(X) =ap+ a1 X +---+a, X" € K[X]| u a, # 0, Tana
KazkeMo na je mosmuoM a(X) cremena n u to numemo osako deg(a(X)) = n.
Kako je mpomsBoa HeHyJla €JIeMEHATa y MOJbY Takohe HEHyJIa €JIEMEHT, aKO
cy mommuoMu a(X) m b(X) pazmuautu onx 0, omma je deg(a(X) - b(X)) =
deg(a(X)) + deg(b(X)). Ho, moromHo je nMatu OBy jeOHAKOCT YaK U AKO je
jeman on mommuoma jemmak 0. Crora ysomumo ma je deg(0): = —oo, npu
ueMy cMaTpamo ga je n+ (—o0o) = (—o0) +n = —oo = (—00) + (—o0). OBa
KOHBEHIIMja HAM MaJo ckpahyje 3ammc HEKUX pe3yJraTa.

PopmymummMo oaMax TEOPEMY O MebeHmy Ca OCTATKOM, Tj. 0 Eykamm-
CKOM JIEJbemy.

Teopema 24. Heka je K nome, a(X) € K[X], b(X) € K[X]\{0}. Taga nocroje
1 jeAnHcTBeHo cy oapeheHn nonunomm ¢(X),r(X) € K[X] 3a koje Baxu

a(X) = q(X)b(X) +r(X), deg(r(X)) < deg(b(X)).

JHoxka3z. okaxkumo Hajupe ersucrennujy moiuuoma ¢(X) u r(X). Ioka3
u3BoquMO uHAyKImjoM 1o deg(a(X)).

Axo je deg(a(X)) < deg(b(X)), omma moxemo yzernm ma je ¢(X) = 0 u
r(X)=a(X): a(X)=0-b(X)+ a(X) n deg(a(X)) < deg(b(X)).

IMpernocrasumo na n = deg(a(X)) > deg(b(X)) u ma je tBpheme Tauno
3a CBe MOJIMHOMeE cTeneHa Mamer ogn. Tana je a(X) = ap, X"+ - -+a1 X +ao,
a b(X) = b, X"+ -+ b0X + by, upu uemy je m > m. 3HaAMO Kako ce
nememe m3Bomu: moperne ce ap X" u b, X" U npBU YJIAH Y KOJIUYHUKY
je 3ampaBo %X"‘m. Xajme ma yBemeMo O3HaKe Koje e HaM KOPUCTUTU U
kacuuje. Bonehiu monom y monuuomy a(X) je a, X™ u TO 3anucyjeMo OBaKo:
LM(a(X)) = apX™, niu jow kpahe: LM(a) = a, X"™. Bonehu koepuuujent
je an m 10 3amucyjemo osako: LC(a) = ay. Cunuso je LM (b) = by, X™ u
LC(b) = b,,. Cana popmupamo wosu monmuoMm a1(X ), kpahe aj, ca:

LM/(a)
LM(b)

ay: =a—
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OBO ce MOKe 3aIucaTyé U OBAKO:

b
a — ay,

U TO HAM je OpPBU OpuMep pedykyuje moaumHoMa. IlOJMHOM a pemykyjeMo
(cBOmMMO) Ha mOJMHOM a1 moMONy moaumHOMA b.

Y cBakoM ciaydajy, KakKO CMO Ha OBaj HAUMWH eJuUMUHUCAJU Bomehu
MOHOM 13 TOJuHOMa a, mobujamo xa je deg(ai) < deg(a) m mpema MHAYK-
TUBHOj XUIIOTE3U, IOCTOje MOJMHOMU ¢ U 71 3a Koje je

ai =qi-b+ry, deg(ry) < deg(b).

Tana je u
a=q-b+r,

aKo je q = 1'211\\/1/[((3 +q1, ar = r;. OBuUM CMO [OOKa3aidy Er3UCTEHIN]Y

TpaKeHUX IIOJIMHOMA.

JlorasxyMoO canma jeIMHCTBEHOCT OBUX moimHOoMa. lIpermocraBumo na
IIOCTOj€ W MOJIMHOMU 1,71 3& KOje BaKU
a=qb+r, deg(ry) < deg(b).

Haxie
gb+r=aqb+r,

mna je
(@g—q)b=r—r1.
YKoIuKO je q # q1, Tj. ¢ — q1 # 0, mobujamo na je

deg(r —r1) = deg((q — ¢1)b) = deg(q — q1) + deg(b) > deg(b),
mro je Hemoryhe jep je
deg(r — r1) < max{deg(r),deg(r1)} < deg(b).

3akrmydyjeMo ma Mopa OuUTH ¢ = ¢1, HO Taua CIeAu Ia je W T = r1, YnMe
CMO TOKA3aJi Aa CYy TMOJUHOMU ¢ U T jeIUHCTBEHO onpebhenu. O

Cuneneha nmocnemuna je nobpo mosHara.

ITocnemuuma 25. Heka je K nome u a(X) € K[X]\ {0}. Taga y K nonuHom
a(X) vma Hajeuwe deg(a(X)) Hyna.

Iloka3s. HajjenHocTaBHUIje je OBO NOKA3aTU MHAYKIUjOM IO CTEIEHY IIOJM-
HOMa. 3a 0a3y MHAYKIOMje je MOBOJFHO KOHCTATOBATU A HEHYJIA MOJIHOM
creneHa 0, makjge KOHCTAHTa Pa3jIWdnTa O HyJle, HEMa HAPABHO HUjeIHYy
HY LY.

IIpernocraBumMo crora na je TBpheme TAYHO 3a CBE IIOJMHOME CTEIEHA
Mamer on n > 0 u meka je a(X) moaumHOM cTemeHa n. Y KOJMKO OH HEMA
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HyJa, HEMAaMO HITa Aa NOKa3yjeMo. Y KOJIUKO je o € K jemna Hyna mosm-
HoMma a(X), onma nomemumo monuHOoM a(X ) mommaOoMoM X — . oGujamo
na je

a(X)=q¢(X)(X —a)+r(X), deg(r(X))<deg(X —a)=1.
Hakne, r(X) =1y € K. Ilobujamo:
0=a(a) =q(a)(a—a)+ry =ro.

IIpema Tome a(X) = ¢(X)(X — «). obuiu cMO pe3ynTAT KOjU 3aIpaBo
3HAMO jOII M3 CPEIEmE IMKOJE Ka0 DBe3yoB CTaB: HEKU €JIEMEHT (v je HyJa
nosnuaOMa a(X) akko u camo ako (X —a) | a(X) (masmpsusu unraszarn CUry pHO
npumeliyje ma cmMo OBmE MOKa3aiu CaMoO jelaH CMEp, aju Ce€ APYyTU CMep
HAPABHO BPJIO JIAKO HOKa3yje). Ykouuko je f € K nyna nonunoma a(X)
mobujamMo ma je

(@) (8 —a) = 0.

C o63upom ma je K mome, caenu na je q(a) = 0 miuum je 8 = «. Ilakiue,
cBaka Hysa noiauHoMma a(X) uiu je jenHaka o wim je Hymna noiuaoma ¢(X).
Karo je deg(a(X)) = deg(¢(X)) + 1, mo MHAYKTUBHOj XUIOTE3W MMAaMO OA
nosnuaoMm ¢(X) mma Hajsume n — 1 mymy, ma crora u noiaumaoM a(X) uma
HajBUIIE 1 HyJIa. ]

IIpumeTnMo nma je oBIe BeoMa BaKHO Oa y IPCTEHY KOE(PUIUjeHATa
MOJIMHOMA HEeMa AeJUTesha HyJle, IITO je HAPABHO UCIYEEHO Yy CIyYajy na
Cy KOe(pUIUjeHTH y TOJbY.

ITpumep 26. Heka je a(X) = X? +5X + 6 € Zy9[X]. Osaj nonuHom, koju je
cteneHa 2 uma Gap Tpu Hyne: a(2) =4+ 10+6=10,a(3) =9+ 15+6 =0,
a(7) =49 +35+6 = 0.

Hanomena 27. HapaBuo ma oBme mmamMo cabupame y IpcTeny Zig 1 aa je,
Ha npuMep 35 =1+---+ 1.
pumep %
35
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Eyxknnnos anropuram y npcreny K |[X]

Heprannuja 28. Heka je K nome v a(X) v b(X) nonvnomn ns K[X]\ {0}.
Hajsehin sajegHnukn fenunay osux nonuHoma je 6uno koju nonuHom d(X) €
K[X]\ {0} koju 3aposomasa cneficha Asa ycnosa.

1) d(X) | a(X) w d(X) | b(X).
2) Ako je ¢(X) € K[X] Takas fa ¢(X) | a(X) v ¢(X) | b(X), oHpa ¢(X) | d(X).

Haxie, HajBehu 3ajeqHUUKN AeIuIal] IOJINHOMA HUj€ j€ IMHCTBEHO OApe-
ben, ako je d(X) majsehu sajemumurn memmman n o € K \ {0}, omna je
n ad(X) majsehn szajenunmurm memmman. Jla OUCMO WOAK MMajM jeadH-
crBeHOCT, bupaheMo 3a HajBehm 3ajeqHUYKM menuUIal MOHUYAH IOJMHOM.
Kopuctuhemo oznaxky NZD(a(X),b(X)) 3a MOHUYAH MOJIMHOM KOJU je HAaj-
Behu 3ajemuuuru nenunan nonuaoma a(X) u b(X).

Cunenmeha snema je jeqHocTaBHaA U KOPUCHA.

JIema 29. Ako je a1(X) = ¢(X)az(X) + a3(X), onpa je NZD(a1(X),a2(X)) =
NZD(a2(X), az(X)).

Ioka3. IIoBOJBHO je MOKA3aTU Ia je CKyIl CBUX Aesamaana moiaumaoma aq(X)
u az(X) jemnak ckymy cBux meswiana noiauHoMma az(X) u az(X) (3amTo je
to noBosuo?). Ho, To je jacmo: aro b(X) | a1(X) u b(X) | az(X), onna
b(X) | (a1(X) — ¢(X)aa(X)), 1j. b(X) | as(X). Cuanuno, ako b(X) | az(X) u
b(X) | az(X), omma b(X) | (¢(X)az2(X) + az(X)), 1j. b(X) | a1(X). O

HaBenumo cana mobpo mo3natu EyrammoB amropuram 3a HAJAKEHE
NZD(a(X),b(X)). On yjemHo m mokasyje na 3a CBaka IBa HEHyJa IOJU-
HOMa MOCTOjW HajBeNu 3ajeqHUYKN OeJTUJIALl.

(0) a(X) = q(X)b(X) + r(X), —00 < deg(r(X)) < deg(b(X))
(1) b(X)=qa(X)r(X)+r((X), —oo<deg(ri(X)) < deg(r(X))
(2) 7(X) = q2(X)r1(X) +7r2(X), —oo < deg(r2(X)) < deg(ri1(X))

(n=1) 7u-s(X) = Gut(X)ru-a(X)Fra 1(X), —00 < deg(ra-1(X)) < deg(ra-2(X))
(n) rn—2(X) = ¢u(X)rn—1(X)+7r.(X), —oo <deg(r,(X)) < deg(r,—1(X))
(n+1) rp1(X) = gn1 (X)rn(X).

Haxkmne, r,(X) je nocienmu HEeHyIa OCTATAK. BUMECTPYKOM MPUMEHOM
mpeTxonHe jeMe mnobujamo

NZD(a(X),b(X)) = NZD(b(X),r(X)) = --- = NZD(rp—1(X), rn(X)).
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Ho, xako 7, (X) | rp—1(X), 3armyuyjemo ma je r,(X) majsehn 3ajenuuaru
nmenmnan noauaoma a(X) u b(X), Te je

NZD(a(X),b(X)) = mm(X).

Perkocmo nma hemo Guparm MOHMYAH MIOJMHOM, T€ CE€ CTOra IMOjaBJbyje Ie-
meme Bonehum roepumujerrom nomuaoma 7, (X).

V3 maBeneHux jemHaxkoCcTy HOOUjaMo:

T (X) = rp—2(X) = ¢u(X)rn-1(X)

=7rn—2(X) = ¢u(X)(rn—3(X) — gn—1(X)rn—2(X))

= (_Qn(X))rnf?)(X) + (1 + qn(X)qnfl(X))rn72(X)'
SllemamemM” y3 Taj CUCTEM jeIHAKOCTH AOOMjaMO Ma MOCTOje MOJIUHOMU
u(X) m v1(X) raxsu ma je r,(X) = u1(X)a(X) + v1(X)b(X). Hememem
BonehnM KoepummjenTom monuuoMa 1, (X ) nobujamo ga mocroje u(X),v(X) €
K[X] TakBu na je

NZD(a(X),b(X)) = w(X)a(X) + v(X)b(X). (1)

WNneanu ce y npcreny K[X], rue je K mosbe, Jako omucyjy.

Teopema 30. Heka je K nome. Taga je ceaku ugean y npcredy K[X| rnashu,
Tj. reHepucaH je jeAHUM eNeMEHTOM.

Joxka3. Hera je I<K[X]. Yromuxro je I = {0}, o je remepucan eaeMeHTOM
0 m memamo mTa na morasyjemo. IIpermocrasumo na je I # {0}.

Horaxummo na je I = (u(X)), rae je u(X) MOHMYAH HOJMHOM HAjMAELET
creneHa Koju ce Hasna3u y I. Y Ty cBpxy, Heka je a(X) € I\{0}. Eyrauncko
nesbemhe HAM Jaje

a(X) = q(X)u(X) +r(X),  deg(r(X)) < deg(u(X)).
Ho, razma je r(X) = a(X) — ¢(X)u(X) € I n aro r(X) e 6u 6uno myna

MOJIMHOM, TIOJMHOM m%X) Ou OMO MOHMYAH TIOJMHOM MAHET CTEIICHA
on u(X), koju npunazna uneanxy I, mro nporuspeun uzbopy u(X). Crora
jer(X)=0wu pu(X) | a(X). Ipema Tome, I C (u(X)), a kKako je TPUBUjaIHO
(w(X)) € 1, nobujamo ma je zaucra I = (u(X)). O

IIpumep 31. Y npcreny Z[X] nocToju naean Koju HUje rnasHu.

IMocmarpajmo umean I remepucan ca msa enementa 2 u X, I = (2, X)
(o3maka (S) o3HauaBa HajMamy uieas (KOJU YBEK IOCTOjU jep je Ipecek
Ma KOje KOJIEKIUje MIaeasia uueas) KOjU Canp:Ku CKyn S; y cayuajy na je
S ={x1,...,x,} mamemo (1,...,Z,), ymecro {{x1,...,2,})). OBaj unean
curypHo Huje raaBHu. Hawmme, mpermocTtaBuMoO na je

(2, X) = {a(X)),

16



3a merxu noxuHoM o X). Kaxo je 2 € (a(X)), o mopa 6urn 2 = a(X) - b(X)
3a Herxu nomuaoM b(X). To 3maun na je a(X) rorcrantan nomuaom. Ho, u3
ynmenune na X € (a(X)), cnemu na a(X) | X, na mopa 6utn a(X) = 1, niuun
a(X) = —1. To 6m 3naumno na je 1 = 2p(X) + Xq(X) 3a Heke monmHOME
p(X),q(X) € Z[X]. Ho, 3amenom 0 ymecro X nmobujamo na je tama 1 =
2p(0), Te 6u ciremmmo ma i € Z. 3akbydyjemMo 1a HABEICHU WICAJ HUje

2
TJIaBHU. &

Y npcreHy ca Buie HeoapeheHUX, Yak U Kaga Cy KOe(PUIUjeHTH y TOJbY,
HUje CBakuW uaeas raaBHu. Hexa

fl(le---;Xn)a--~7fk(X1a---7Xn) 6K[X1,...7Xn}.
Tana je unean (fi,..., fr), T€HEPUCAH TOTUHOMUMA, f;:
<f1,...,fk> :{a1f1+-~-+akfk:ai EK[Xl,...,Xn]}.

Unean (X,Y) < K[X,Y] auje rnaBau. Y CynpoTHOM, IPETIOCTABUMO 14 je
(X,Y) = (a(X,Y)), 3a mern nmonmuoM a(X,Y). Kaxro je rama X € a(X,Y),
To je X = a(X,Y)b(X,Y) 3a mexkn nmonuuom b(X,Y) € K[X,Y]. Ho, o 6u
sHaumiio 1a je a(X,Y) HoaMHOM pa3auuuT O HyJa HOJWHOMA y KOME Ce He
nojaBmyje Y. Ha canuan Hauuu ce nobuja ma ce He mojaBmyje Hu X, Te je
a(X,Y) roucranran nosuuom koju muje 0. Ho, tana je To maBepTUOUIAH
exement y npcreny K[X,Y], e je (a(X,Y)) = K[X,Y].

Ono wro jecte TauHo je ma je cBaku mmean y upcreny K[Xi,...,X,],
rae je K nosme, KoHAUHO reHepucaH, Tj. 3a cBaku umean I < K[Xq,...,X,],
nocroje fi,...,fr € I tako ma je I = (f1,...,fr). OBo hemo morazaru
HEIITO KacHUje, cana NemMo ce mo3abaBUTu MUTAmEM Kako ce oapehyje TeH-
epatop 3a (f1(X),..., k(X)) # {0} momro 3HAMO na oBaj mmean jecre
FEHEPUCAH jeJHUM €JIeMEHTOM. Y KOJUKO je Mehy monmuoMmMa f; HEeKu HyIa
OJIMHOM, H>era MOkeMo u3banuTu 6e3 mociaequna 13 CKyla MeHepaTopa Te
hemo y masmeM HpeTHOCTABUTU & CYy CBU PA3IUYUTU O HyJIe.

ITojam majBeher 3ajeIHUYKOr HeaUONA BUIIE O IBA IOJIUHOMA Ae(PUHU-
e ce Ha aHAJOTHU HAYMWH: TO je TMOJWHOM KOjU HEeJW CBEe HmUX, & U Ae/LUB
je CBakmMM HOJMHOMOM KOju WX menau. Hammmwure medunnnujy y ‘myxy’
nepuHUNUje 3a ABa NOJIWHOMa. PasMmucianTe u 3amTo 3a KOHAYAH CKYI
noaunoma u3 K[X] nmocroju muxos Hajsehn 3ajequuuru mesnuamn.

Cras 32. Heka je K nome u f1(X),..., fi(X) € K[X]\ {0}. Tapa je
(1(X), -, fu(X)) = (NZD(f1(X), ..., fs(X)).

Joxka3s. Huje Temko morazatu (mOKaskUTe TO 3a BexkOy) na je

NZD(f1(X), -, fe-1(X), fu(X)) = NZD(NZD(f1(X), ..., fr—1(X)), (X)),

3a k > 2 u mpoussosmue monmuome f;(X) € K[X]\ {0}. W3 jemmaxkoctu
3akpyuyje ce na HajBehu 3ajeHUUKM Mesauiiall CBaKa B MOJIMHOMA
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npunanga Uaeany Koju Tv mojJuHoMu regepunry. Crora ce MHIYKINjOM MOKe
NOKA3aTU Oa

NZD(f1(X), ..., fe—1(X), fir(X)) € (f1(X),..., fe(X)).

Ho, rako NZD(f1(X),..., fi—1(X), fr(X)) | fi(X), 3a cBe ¢, nobujamo na,
fi(X) € (NZD(f1(X), ..., fe(X))), 3a cBe i, mTO U 3aBpUIaBa TOKA3. O

KRomunuanykm IIpCTEHN

Y nmamem hemo mpernocTaBUTH na CY CBU UIEAJU CA KOjUMa, PAIAMO
mpaBU, Tj. Oa HUCY jeTHAKU I€JIOM MIPCTEHY.

Heduaumuja 33. Heka je I < A. Ha A pedununiuemo penaunjy KoHrpyeHumje no
moayny I ca:
a=b (modI) arkxko a—bel.

IIpoBepumMmo ma je oBa pernanuja 3aucCTa KOHTCPYEHIH]A.

Pednekcmeroct. Kako je a —a =0 € I, To je 3ancra a = a (mod I) 3a cBe
a € A.

Cumetpuunoct. Heka je a = b(mod I). To 3uauu na a—b € I, HO, MHOKEHEM
ca (—1) mobujamo ma b —a = (—1)(a — b) npunana I, na je b = a(mod I).

TpansutuerocT. Hera je a = b(mod I) u b = ¢(mod I). Harue, a—beln
b—cel. Ho, rana je n

a—c=(a—-b)+(b—c)el,
Te je a = ¢(mod I).

Cnaramwe ca +. Heka je a = d/(mod I) u b = b/(mod I). Hakue, a —a' € [ u
b—1b € 1. Ilobujamo na je

(a+b)—(d+V)=(a—d)+(b-0) el
Cnaramwe ca -. Heka je a = a/(mod I) u b = b/(mod I). Hakne, a—a’ € [ u
b—b €. Hobujamo ma je
a-b—ad -V =(a-b—a b))+ -b—ad -V)=(a—-d)-b+ad -(b-V)el.
I[IpumeTnMmo ma je Kiaca €KBUBAJEHIM]E €JIEMEHTa @ 3alIPaBO CKYII
a+I={a+xz:zel}

Cryn kiaca ekBuBaseHuuje osnauasaMo ca A/r. Ha ocroBy mperxomuor
nobujamo ma je crpykrypa (A/f,+,-) jelaH KOMyTaTUBAaH IOIPCTEH Ca je-
IUHUIIOM T'Ae Cy omepamnuje + u - Je(UHUCAHE ca:

(a+ D)+ b+1):=(a+b)+1I, (a+I)-(b+1I):=(a-b)+1.
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Hapasro na Heke o oBux 3arpaga Hehiemo ysek samucusatu. Ilpcren A/f
Ha3uBa ce KOJMYHUUKU IIPCTEH IIPCTEHA A IO UAEAJNY I.

Kao u y cayuajy rpyna, Baske u TeopeMe 0 M30MOP(PU3MUMa 3a IPCTEHE.
Hasomumo camo jenmy.

Teopema 34. (Teopema o usomopdusmmma 3a npcteHe) Heka je f: A — B
XOMOMOp(®M3aM KOMYTaTUBHUX MPCTEHA ca jeAuHMUOM. Tapda je f: A/Ker(f) —

Im(f) 3apaTo ca:

fla+Ker(f)) := f(a)

n3oMopdr3amM KOMyTaTUBHUX MPCTEHA Ca jefUHULIOM.

Iloxka3s. IIposepumo Hajupe ma je f nobpo meprHUCAHO. Y Ty CBPXY, HEKA
je a+Ker(f) = b+Ker(f). To znaun na a—0b € Ker(f), 1j. na je f(a) = f(b).
3akmydyjeMo ma je f;aHCTa nobpo meduHMCAHO.

IIposepumo ma je f xoMoMOpdu3am.

F((a+Ker(f)) + (b+Ker(f))) = f((a+b) + Ker(f)) = f(a+b) =

= f(a) + f(b) = f(a +Ker(f)) + f(b+ Ker(f)).

F((a+Ker(f)) - (b + Ker(£))) = F((a-b) + Ker(f)) = f(a-b) =

= f(a)- F(b) = fla+ Ker(f)) - b+ Ker())).

Jacuo je ma je f »Ha”. Ocraje ma ce mposepu 1a je f »1—=17.

fla+Ker(f)) = fb+Ker(f)) = fla)=f(b)
= fla—b)=0
= a—beKer(f)
= a+ Ker(f) = b+ Ker(f).

IIposepumo jom m ma f CIVKa jeIMHUITy IPCTEHA Y jeIUHUIy IPCTEHA:

f(1a+Ker(f)) = f(1a) = 15.

Sakmyuyjemo na je f 3amcra jemaH mzomopduzaM KOMYTATUBHUX IIPCTEHA
ca jeauHUIIOM. O

IIpumep 35. Heka je I < A. Tapa je p: A — A/f jepan enumopduzam. &
IIpumep 36. 3a cee n > 1 Baxu: Z/p7 = Zy,.

Xomomopdusam py,: Z — Z,, nar panuje, je ,Ha”, a ocum Tora Ker(p,) =
nZ, Te pe3yaraT Ciemnu. &
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Jlupekran mpou3Boa npcreHa; KmHecka Teopema
O ocraruma

Baxna koucTpykuuja je u JUPEKTAH IIPOU3BOA ITPCTEHA. Ona je HaBe-
nena y cienehioj mepumuunmjm.

Hedununuja 37. Heka cy (A1, +1,1), ..., (A,, +™, ") KOMyTaTUBHU NpCTEHM
ca jeaunuyom. Ha [lekaptosom npoussogy

A=A x---x A,,
33[ajeMO CTPYKTYpy KOMYTaTMBHOI MPCTEHa Ca jeJMHULOM ca:
(a1,...,an) + (by,...,bp) := (a1 +' b1,...,an +"by)
(a1, an) - (bi,...,by) == (ay 2 by,...,an " by)

IIpumernmo na je 04 = (04,,...,04,) m1a=(1a,,...,14,).

VckopruCTUMO KOHCTPYKIU]Y AUPEKTHOT TPOU3BOAA 38 NOOUjame HEKUX
HOBUX 3aHMMJbUBUX IIPUMEDA.

IIpumep 38. MocmaTtpajmo nonurom f(X) = X%+ (5,5) X +(6,6) € (ZxZ)[X].
OH uma cnepefie vetupn wyne: (—2,-2),(—2,-3),(—3,—2),(—3,—3) wro ce
MOXe Nako nposeputn. Ha npumep:

(=2, -3)% 4 (5,5)(—2, —3) + (6,6)
= (4,9) + (=10, —15) + (6,6) = (0,0) = 0zxz &

IIpumep 39. [oaaTHoM MOAVDMKALMIOM MPETXOAHOT NPUMEPA MOXEMO AOBUTU
NONMHOM CTeneHa 2 Koju UMa BecKOHauHo MHOro Hyna. [locmaTpajMo nonvHom:
g(X) = (1,0)X2+(5,0)X + (6,0) € (Z x Z)[X]. Jlako je nposepuTM Aa je cBakM
enemeHT obnvka (—2,m) € Z X 7Z Hyna oBor nonvHoma:

(1,0)(=2,m)? + (5,0)(=2,m) + (6,0)
= (1,0)(4, mz) +(—10,0) + (6,0) = (4,0) + (—10,0) + (6,0) = (0,0). &
Kpenumo cama ka moka3y Kumecke Teopeme o ocranuMma.

Cras 40. Heka cy mq, ..., m, nosutusHu uenun 6pojesu 3a koje je: NZD(m;, m;) =
13aceei#j. Tagaje

Z/(ml cemp)Z Z/le Ko Z/ng'
Hoka3s. JepuHumumo xoMOMOpQuU3aMm

]"’:ZHZ/le><~~><Z/ng
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ca:
flx)=(x+mZ,...,24+m,Z).

OcraBibamMo ynTaonuMma na nposepe na je f 3amcra xomomopdusam. Omgpe-
nuMo jesrpo osor xomomop¢usma. Hera je x € Ker(f). To smauum na je

f(x) = (miZ,...,m,Z), 1j. TOo 3HAYM ma x € miZ, ..., x € myZ. Ilarue,
y je3rpy ce Haja3e OHU Ieau OPOjeBU, KOju Cy AELUBU CBUM OpOjeBUMA
mi,...,My,. Kako cy m; y3ajaMHO OPOCTU TO je3rpPO UMHE yMHOIIIU O

my -« My, Tj.

Ker(f) = (mq---my,)Z.

ITobujamo na je

Ho, xako je Z/p7 = Ly, TO je

%y .y =0 = By g X X By g

Sakmyuyjemo ma f mopa Outn ,Ha”. Tume cMo HOOMIM TpaKeHU U30MOP-

¢du3am. (]
ITocnemuua 41. (Kumecka teopema o ocranmuma) Heka cy myq, ..., m, nosu-
TUBHU Lenn BpojeBn Koju Cy nap Mo nap y3ajamHo NPOCTU U X1, . . . , Ty, MPOU3BOIbHU

uenu 6pojesn. Tapa noctoju ueo 6poj = Takas Aa je

8
If

x1  (mod my)

8
If

o (mod mo)

x =z, (modm,)

Ako je x’ Heku Apyru ueo Bpoj Koju 3a[l0BOJ/baBa HABE[EHW CUCTEM KOHIpyeHuuja,
OHAa je
r=2" (mod my---my).

Iloka3. IlocmarpajMo enemeHT

(xl —|—m1Z,...,l‘n—|—ng) € Z/mlz X oo X Z/ng_

Kako je xomomopduszam f, u3 nokasa mpeTxoHe TeopeMe, ,,Ha | TO TOCTOju
T € Z KOju Cce CIUKa y HABEIEHU E€JIEMEHT, Tj. HOCTOjUu X € 7Z 3a KOju je

r+miZ =x1+miZ, ... ,x+muZ=1x,+m,7Z,
HO, TO YIPAaBO 3HA4YU 14 je
z=z1 (modmy), ... ,z=x, (modm,).

Yromuko je x' mpyru meo Gpoj Koju 3a0BOJLaBa HaBeAeHE KOHIPYEHIM]e,
To 3uaum ma je f(xz) = f(a'), Tj.

x— 1’ € Ker(f) = (my---my,)Z,

Ka0 IITO je U TBPHEHO. O

21



Cras 42. Ako cy npctenn A u B usomopduu, onga je (U(A),-) = (U(B),")

Ioka3. Jacuo je ma ce MHBEPTUOMIHU €JIEMEHTU IIPU CBAKOM XOMOMOD-
¢usmy caukajy y uaBeprubuine eixemente. Haumme, ako je a € U(A), To
3Hauu na nocroju ¢ TakaB ga je a-a = 14. Ho, tama je f(a)- f(a) =
fla-ad")= f(la) =1p, na n f(a) uma uHBEP3.

IIpema Tome, f[U(A)] C U(B) 3a cBaku xomomop¢usam f: A — B.
Ykouuko je f msomopduszam u b € U(B), 1o mocroju a € A Takas na
je f(a) = b. Ho, enement b mma umuBep3, ma je b-b0 = lp 3a Hekn
b € B. Enement V' je caura merxor eaementa a': f(a’) = V. Ho, Tana je
fla-a')= f(a) - f(d') =0-V =15, Te xako je f ,1-17, mopa 6utu a-a’ =14
Te ¢ UMa MHBEP3. 3akpbydyjeMo ma [ ycmocrtasiba Oujeruunjy usmehy U(A)
u U(B). Karo je f xomomop¢usam, nobujamMo TpaskeHu msoMopdusam. [

CraB 43. Baxu jegnakoct: U(A; X -+ x A,) =U(A;1) x -+« x U(Ap).
JHoxka3s. Heka je a = (a1,...,a,) € Ay x--- X A,,. Tana

acU(A; x---xA,) <= mnocrojubceA:a-b=1

<= mocroje b; € A; 1. n. a;-b; =1 3a cBe i
— a1 €U(41),...,a, € U(4,)
<=

a€U(A1) x---xU(Ap).
U

Teopema 44. Ako cy myq,..., My, Nap Mo Nap y3ajamHO NPOCTU MO3UTUBHU LiENN
6pojeBn, oHfa je
Ly ooy, = Loy X - X Loy,

p(my---my) = o(ma) - p(m),
rae je ¢ Ojneposa dyHkuuja.

Hoxras. Kako je Z,, = Z/y,7, T0 UpBu pe3yirar ciaenu u3 crasa 6. Ocum
rora, p(m) = |U(Zy,)|, Te pesyarar 3a OjaepoBy GyHKUU]Y Ciaequ U3 CTABA
8 u craBa 9. O

Y mpou3sBospHOM IpcTeHY Moryhe je dpopMmynucatu Kunecky TeopeMmy o
ocranmuMa. IlorpeOHa HaM je Hajupe jemHa nepuHUNU]A.

Hepunumuja 45. Vpgeann I n J komyTaTMBHOr npcTeHa ca jeAuHuuom A cy
KOIIPOCTU (unu y3ajamHo npoctu) ykonwuko je I + J = A.

IMpumerumo na cy y Z upmeanu (m) u (n) KONPOCTU AKKO Cy M U N
y3ajamuao npoctu. OTyn u TEpPMUHOJIOTH)A.

Cras 46. 3a konpocte nfeane I n J saxu cnefefia jegHakoct: [-J =1NJ.
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Ioka3. Yeex je [-J CINJ. Haume, ako jeac I ube J,ounaa-bel
momto a € I, aa-b € J, jep b € J. Opnmarne cienu na U cymMa TAKBUX
npousBona jgexu y ungeaay I N J. Ilakae, morpebHO je DOKAa3zaTU caMo
obparny mukIy3ujy. Karo cy I m J rompoctu, To mocroje z € I my € J
Tako na Baxku  +y = 1. Hera je z € I N J npousBosmsan enement. Tana je

z=z-l=z-(x4+y)=z-z+z2-y.

Kakox € Tuz € J, 1o je z-x € I-J (pamguMo ca KOMyTATUBHUM [IPCTEHUMA,
na jez-x=x-z). Takobe u z-y € I - J, na 3arpydyjeMo na u z Npumaia
npecekry I NJ. O

Y Z saxu: (m)-(n) = (m-n), a (m)N{n) = (NZS(m,n)). Jennaxkoct Basku
YKOJIMKO CYy M U N y3ajaMHO IPOCTHU, CACBUM y CKIALY Ca OBUM CTABOM.

Jlema 47. Heka cy naeann I n J konpoctu, kao n ngeann I v K. Taga cy n
ngeann I n J - K konpoctu.

Hoxka3. Kako cy I u J ronpoctu, tj. [ +J = A, 1o mocroje x1 € Il my € J
takBu ma je x1 +y = 1. Cawnuno, kako cy I u K rompocrtu, nocroje xo € 1
u z € K takBu na je x9 + 2z = 1. MHOKemEM OBe IBe je THAKOCTU HOOMjamMo
(z1+y)- (22 +2) =1, 1j.

122 + 12 + yrs +yz = 1.

Ho, kako x; € I, T0 x122, 12, yxo € I, Te U T129 + 212 + yxo € I, MOK U3
yeJ, ze€ K, cnemn na yz € J - K. Haxrne,

l=xxo+x12+yra+ yz €l +J-K.
~~

€l eJ-K
Kakole I+ J -K,0je I+J-K=A. O
Teopema 48. (Kunecka teopema o ocranuma) Heka cy vpeanu Iy,...,I,

KOMYTaTMBHOI MPCTEHA Ca jeAVvHUUOM A map no nmap ysajaMHO npocTu. Tafja Baxu
nsomopdusam:
A/(Ilﬂ-~ﬂfn) :A/I1 X -xA/In.

Jloka3. Jloka3 je HEWITO TEXRW HErO y CIydYajy NPCTEHa Leaux Opojesa.
[MocmaTpamo xomomopduzam f: A — A/I1 X - X A/In ne(UrHUCAH ca:

flx)=(x+1I,..., 2+ I,).

Huje temro npoBeputu na je oBa (yHKIUja 3aMCTa jeTaH XOMOMOD(U3aM.
Hawnwe:

(z4+y)+1L,....(x+y) + 1)
= (e+I)+@wW+nL),....,(a+ L)+ (y+1,))
(e+L,...;24+ L)+ W+ ,...,y+ 1)
= f(x)+ f(y)

flz+y)
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Ha conuan mauuwn ce mposepasa ma je f(z-y) = f(z)- f(y). Taxobe je
fAa)=Qa+ T, la+ D) = (Lay, - lay, ) =Layp xoxay; -

JacHo je ma je je3arpo oBor xoMOMOD(U3Ma IPECEK CBUX Uaeasa. JeauHo
Tpeba nposeputu na je f ,Ha”.

N3 neme cienu na je 3a CBakKO i = 1,n UCHymHmeHOo:
I; n HIj CY KOIPOCTU.
J#i
Hapasuo ca H#i I; cMO o3HAaUMIM MPOM3BOJ CBUX mueana I; 3a j # 1.

Haxkne, 3a i = 1,n, mocToje a; € I; m b; € [l 1; Taxsu na je a; +b; = 1.
To nocebuo 3naun ga je b; = 1(mod I;) u b; = 0(mod I;), 3a cBe j # i.

Hokaskumo cana na je f ,ua”. Heka je (v1+11,...,2,+1,) npoussomuu
eJIeMeHT U3 A/[1 X - X A/]n. Youumo enemenT x = byxy + -+ + bpxy, TOE
cy b; mperxonno uzabpanu enemenTtu. Tanma je, 3a cBe ¢:

r=bxr+--+bax+- - +br,=0-7+--+1-2;,+--+0-2, (modI;).

Ilakne, 3a cBe i = 1,n: & = z; (mod I;), a To ynpaso 3Hauu na je
fl@)=(x1+nI,...,2n+ Ip).

Sakmyuyjemo na je f zaucra ,Ha. O

C o6G3upom na je I-J =1NJ 3a xkoupocre I, J, MHIYKIM]OM C€ MOKe
MOKAa3aTU Ma je 3a map mo map kounpoctux Ii,.... L, [1N---NI,=1---I,.
Ilakse, y TOM caydajy uMamo ma je A/I1 I, = A/I1 X oo I,

HpOCTI/I 1 MaKCHUMaJIH M OeaJIn

3amouanuMo OBy TEMY CJ'Ie,IIehI/IM CTaBOM.

CraB 49. Heka je A komyTtaTueaH npcTeH ca jeauuuuom n P < A (P # A).
Cnepefin ycnosu cy eKBMBaNEHTHU.

1. 3al,J<ABaxu: akoje I - J C P,onpaje I CPummje J CP.
2. 3aa,be Agaxu: ako ab € P, ovgaa € P unn b € P.
3. Mpcren A/p je obnact uenux (AomeH).

Iokas. Iloacermmo ce majupe na ce obiacT meaux AeGUHUIIE KAO KOMY-
TaTUBAH IMPCTEH Ca JeIUHUIIOM Y KOMEe HeMa NpaBuX AeJUTeJba HyJe, Tj. Y
roMe Baxku: ako je ab =0, onna je a =0 nan b = 0.
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1 = 2. Younmo ugeane I = (a), J = (b). Karo je I-J = (ab) u ab € P, 1o
I-JCP. Ha ocuoBy 1. cnemu na I C P, woiiu J C P, 1j. a € P, unu b € P.

2 = 3. IlpermocraBumo na 3a eleMeHTe &,y € A/p Bawm: zy = OA/P'
Hapas=o, OA/P = P. Kako cy = u y ejseMeHTU 13 KOJIWYHUUYKOI IPCTEHA,
1O mocroje a,b € A takBu ma je x = a+ P uy = b+ P u ma Baxku:
(a+ P)(b+ P) = P. OsBa jemnakoct ce ceoqu Ha ab+ P = P, 1j. Ha ab € P.
Ha ocuoBy 2. mobujamo ma a € P, miu b € P, oguocuo a + P = P wunn
b+P=P,1j. 2 =0, mimmu y = 0.

3= 1. Heka cy uneasu I,J npcrena A takBu na je [ -J C P,ana [ L P
nJ g P. To saaun na nocroju a € IN\Pube J\P. Ho,abeI-JC P, na
je (a+ P)(b+ P) =ab+ P = P. Kako je A/P oGuacr nenux, cieau na je
a+ P =P, unmu b+ P =P, ogaocuo a € P nnu b € P. OBa KOHTpAIUKIM]a
3aBpIIaBa TOKA3. O

HMepuuaumuja 50. Vgean P <A je npocT YKONMKO UCMYHaBa HEKO Of MPETXOAHA
TPW eKBMBaNIEHTHA CBOjCTBaA.

IIpumep 51. WNpean (2,1 — +/—5) <Z[y/—5] je npocT npaean.

IMokaskumo ma je Z[\/—5]/<2, 1 —/=5) = Zy. lpmvermvo na je caxm ene-

MeHT y npcreny Z[y/—b] obauka m + ny/—5 3a Heke mene Gpojese m u n.
Iepunnmumo npecaukasame f: Z[v/—5| — Zsy ca:

flm 4+ nv=5) = p(m +mn,2).
[Moka:KMMO fa je OBO MPECIUKABAEE XOMOMODP(U3AM TIPCTEHA.

f((m +nvV=5) + (r+ sV=5)) = f((m+n) + (r + s)v/=5)
= p((m+n)+(r+s),2) = p(m+n, 2)+2p(r+s,2) = f(m+nv/=5)+2f (r+sv=5).

F((m 4+ nvV=5)(r 4+ sv/=5)) = f(mr — 5ns + (ms + nr)v/—5)
= p(mr — 5ns + ms + nr,2) = p(mr + ns+ ms +nr,2) = p((m+n)(r + 2),2)
= p(m+n,2) 2 p(r +5,2) = f(m+nV=5) 3 f(r + sv=5).

Hapasno, f(1) = 1. Jacuo je ma je f ,ma”. Tpeba oapeantu je3arpo OBOT
xomomop¢usma. Ho, m + ny/—5 € Ker f akxo 2 | (m +n). Ho,

m+nyv—5=m—n(—v=5)=m—n(l —v=5—1) = (m+n) —n(l —V/=5).

Crora, ako je m + n mapan 0poj, oHma je m +n = 2t 3a HeKoO t € Z u
HA OCHOBY ropme jeanaxoctu m + ny/—5 € (2,1 — /—=5). O6parno, ako

m+ny—5 € (2,1 —+/-5), orna je

m+nv—5= (a+bv/=5) -2+ (c+ dv-5) - (1 — v/=5)
=20+ 2bv/=5+4 ¢ — cvV/—=5 +dvV—5+45d = (2a + ¢ + 5d) + (2b — ¢ + d)V/—5,

25



3a Heke a,b,c,d € Z. Tana je
m+n=2a+c+5d+2b—c+d=2a+ 2b+ 6d,

na je m+n mapasn 6poj. Jobumau cmo na je Ker f = (2,1—+/—5) u Ha ocHOBY
TeopeMe 0 M30MOpPPU3MY IpCTeHa nobujamo Tpaskenu uzoMmoppuszam. Kako
je Zy obaact menux, 3akipbydyjemMo ga je unead (2,1 —+/—5) opocr. &

I[Ipumerumo na, yroauko je P mpocT mmead, a aj,...,a, € A, oHma u3
ay---a, € P cnenn na a; € P 3a eko i € {1,...,n} ( mro ce mako mokasyje
VHIYKIAjOM O 7).

IIpebumo cama Ha mMojaM MaKCUMAJIHOT UIEAJA.

Hepuuaumuja 52. Ngean M npcreHa A je MakCMManaH, yKOJMKO HE MOCTOju
npean I npcreHa A 3a koju Baxu: M C I C A.

Ilakige, MAaKCUMaJIaH UOEAJl je IPABU MAEAJ] 33 KOjU HE IIOCTOjU IPaBU
nuaea, pa3auyuuT Ol KHera, KOjU r'a CaIp:KU Kao CBOj MOICKYII.

Cras 53. Heka je M npasu ngean npcreda A. Taga je M makcumanad mnpean
ako un camo ako je A/M nomne.

Ioka3s. IIpernmocrasumo na je M makcumasian unean u a+ M # M. Tpeba
nokazatu na a + M wva waBep3 y upcreny A/M. Tlocmarpamo mmean
(a) + M. Kako a ¢ M, To je M npasu noxackyn ox (a) + M. Ho, ¢ 0o63upom
na je M makcumasnan uneas, mopa ouru (a)+M = A. To 3nauu na nocroje
be Aum € M 3a xoje je ab+m = 1. Iakne, ab—1=m € M, na je
ab+ M =14+ M, Te je b+ M tpaskenu uuBep3 emementa a + M € M.
O6patHO, npernocrasumo na je A/M nome. Hera je M mpasu moackyn
uneana I. Ilakxae, moctoju a € I\ M. Crora je a+ M # M y KOTUIHUYKOM
upcreny A/M. Kako je oBaj OpCTeH MO HPETIOCTABIU IOJBE, TO MOCTOJU
b€ M rako ma je (a+M)(b+ M) =1+ M, onaocuo, ab—1 € M. Iaxne, 3a
Heko m € M Baxu: ab—1=m, 1j. 1 = ab—m. Kako u a u m npunanajy
uneasy I, tou 1 € I, na mopa 6utu I = A. 3akmyuyjemo na je M 3aumcra
MaKCUMaJIaH uaeaa y A. O

Hanomena 54. Buanmo na u3 OBOT cTaBa CIEAM Aa je CBAKU MaKCUMAaJaH
uIeal yjeqHo U IPOCT UAEAJ, MOMITO Y MOJbY HEMa IPABUX MEJIUTEIbA HyJIE.

¢

Y OCHOBHO]j IMIKOJIM CMO HAYYMJIMW O je IPUPOIaH OPOj IPOCT YKOIUKO
HeMa IpYTUX mesauiana ceM 1 u mera camor (0Bo Takobe Baxu u 3a 6poj 1,
aJiy ce OH He cMaTpa npoctuM 6pojem). Ho, y mpoussosmHoj o6racTn neanx
pas3iuKyje ce IojaM IPOCTOr U HepacTaBJ/LUBOr eneMeHTa. llomcermmo ce
na ca U(A) o3HauaBaMO CKyIl CBUX MHBEPTUOWIHUX €JIEMEHATA Yy IPCTEHY

A.

JHepununruja 55. Heka je A obnact uenux. Enement p € A\ (U(A) U {0}) je
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e TIPOCT, yKONVKO 33 a,b € A Baxu: ako p | ab, onga p | a, unu p | b;

e HEPACTABJBUB (ATOM) yKonuko 3a a,b € A Baxu: ako je p = ab, oHpa je
a € U(A), nain b e U(A).

Besa u3zmehy mpocTux m HepacTaBHUBUX e€JIeMeHATa y MNPOU3BOJLHOM
npcreny nara je ciemehimm craBom.

CraB 56. Heka je A gomeH. Taja je cBaku MpocT efieMeHT y A HepacTaB/buMB.

Ioxka3. IlpermocraBumo na je p mpoct u ma je p = ab. [Tocebuo TO 3HAUMN
na p meau npoussoxn ab. Kako je p mpoct, To p | a, unu p | b. Hexka, na
npumep, p | a. To 3maum na mocroju ¢ € A 3a koju je a = pc. Kaxro je
p = ab, To je p = pcb, 1j. p(1 — ¢b) =0, na mopa Gutu 1 — cb = 0, momwro je
A obnact neaux. Ilakae, cb =1, Te je enement b unBeprubuUIaH. O

Y NOpOM3BOJLHOM JIOMEHY, IPOCTU U HEPACTABJLUBU €JIEMEHTU Ce pa3-
aukyjy. Pasmorpumo crenehu npumep.

Ipumep 57. Y npcrery Z [/—5 | enemeHT 3 je HepacTaB/buB, anu Huje npocr.

IIpe cBera,
Z[V-5] = {p(vV=5) : p € Z[X]}.

Ho, Huje Temko yBeputu; ce na u3 nepuHUNUje CIenn O je
Z[V-5]={a+b/-5:a,beZ}.

YBepumo ce Hajupe na je 3 HepacTaBmuB. llpermoctaBumo ma je 3 = uv.
Yeemmo osmaky N(z) := 2%, 3a z € Z [v/—5 | (mapasro na je N(z) kBagpat
MOIyJia KOMILIEKCHOT Opoja z). JacHo je ma je N(z122) = N(z1)N(z2) 3a
cBe z1,%2. JobGujamo ma je N(3) = N(u)N(v), onrocro 9 = N(u)N(v).
OBo je ¢arropusanuja npupogHor 6poja 9 y ckymy mpupomHux Opojesa,
TO MMaMO ABe MoryhHocTu:

1) jemam ox N(u), N(v) jemnaxk je 1, a apyru 9;

2) N(u) = N(v) = 3.

1) IIpernocrasumo, Ha mpumep, ma je N(u) = 1. Yronumko je u =
a+byv/—5, nobujamo na je 1 = N(u) = ut = (a+by/—5)(a—by/—5) = a®+5b2.
C 063upom na a,b € Z, oBo je moryhe jemuno ako je b=0wu a € {—1,1}, 1j.
u € {—1,1}, Te crenu na je u uaBeprubUIaH (Ouio 6u KOGPO ma YUTAOLU
camm noKaky, 3a BexOy, ma je U (Z [v/—5]) = {—1,1} ropucrehu $pynrnujy
N).

2) IMocTynamo Ha CIMYaH HAUMH. Y KOJUKO je u = a + by/—5, mobujamo
na je 3 = N(u) = a® + 5b2. C obsupom ma a,b € Z, mopa 6urtu b = 0 u
nobujamo ma je 3 = a?, 3a Hexko a € Z. OBo HapaBHO Huje Moryhe, Te
3aKbyUyjeMo Ja ce Clydaj 2) U He HOojaBibyje.

Haxrne, n3 unmennne na je 3 = uv, nodbujamMo na je jeman on ¢axropa
VHBEPTUOUIIAH, & TO 3APABO 3HAUM M2 jé 3 HEPACTABJILUB.
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Ocraje ma moraskemo na 3 Huje mpoct. I[locmarpajmo ¢arkropuzanujy

opoja 9y Z [vV=5]:
9=(2+v-5)(2—v-5).

Kako je 9=3-3, to

3] (2+V-5)(2—-V-5).

[Moraskumo ma 3 He menum HUjemaH o1 oBuX ¢arropa. V3 me uummenure he
clemuT! na 3 HUje IPOCT.

Heka 3 | (2 + +/—5) (amasorso ce pasmarpa m Apyru ciaydaj). Jlakre,
3a HeKu eneMentT u € Z [v/=5 |:

3-u=2++v-5.

[Ipumenom ¢yuruuje N mobujamo
9-N(u)=9.

Hobujamo ma je N(u) = 1, Te je u € {-1,1}, 1j. 3 = 2+ /=5, umm
3 =—(24++/-5). OBa roHTpaaVKIU]a HAM IOKa3yje na 3 He neau 2+ +/—5,
Tj. 3 3amcTa HHUje IPOCT. &

Hamomena 58. Ilpumernmo na jemmaxoct 3 -3 = (2 +/—5)(2 — v/=5) naje
IBe pasauunTe (paxropusanuje 6poja 9 y mIpoumsBOJ HEPACTABLUBUX. 10
je HemTo ca ymMe ce HUCMO CPeJu y ciydajy meaux 6pojeBa. Bume hewmo
0 oBoMe pehwm y HapenHuMm npenaBamuMa. &

Crnenehu craB je moOMaJioO U OUYEKUBAH.

Cras 59. EnemeHT je npocT ako 1 camo aKo je npaean reHepucaH TUM e1EMEHTOM
npocT npean.

Iloka3. Heka je p upoct enement y upcreny A u (p) umean reHepucan TUM
eneMeHTOM. YKONUKO ab € (p), omna je ab = pc 3a mexu ¢ € A, Tj. p | ab.
Kaxo je esmement p mpocr, 10 p | a, nau p | b, onrocuo, a € {p), wiu b € (p),
Te 3aKBYUyjeMO Aa je (p) mpoCT maead.

O6parno, nmpermocrasumo na je (p) mpocTt umeasa u Heka p | ab. To
suauu ma ab € (p), Te cnemu na a € (p), mam b € (p), ogHOCHO D | a, wau
p|o. O

IIperxomau neo je 3a IpPBU KOJIOKBUjYM.

Hanomena 60. Kao mTo ¢cMo mokasanu na 3 HUje IPOCT, MOKEMO TOKA3ATH
na uu 2 auje upoct. Crora uznean (2) muje npocr. Ho, Basku jemaaxoct

(2) = (2,1 —v/=5)(2,1 4+ V/=5).
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Hawnwme, nako je Bumetu na je rerepaJino tauno na je (a,b){c,d) = {ac, ad, bc, bd).
Crora je

(2,1 —/=5)(2,1 +v/=5) = (4,2 +2v/~5,2 — 2¢/—5,6),

HO, 2 IpUIana OBOM UIEay Kao pas3imka 6 —4, a CBU OCTAJU €JIEMEHTU Cy
ymuomnu ox 2. Crora je Taj umean 3anpaso (2). Kao mro cmo mokazamnu
na je mmeas (2,1 — \/—5) mpocT mmeas, MOEKe ce NOKA3aTH Oa je TO |
nmeasn (2,1 + +/—5). Ilakmne, mana unean (2) HHMje TPOCT, OH UIAK UMa
¢arTOopm3anujy Ha IPOM3BOI IPOCTUX KAeaJa. 3adpaBo, TAYHO je, MaJa
vu mehemo TO oBHe mOKasWBaTHM, ma CBAKWM MAeas y TpcTeHy Z[y/—b| mma
jeIUHCTBEHY, OO Ha pemocien pakTopa, GakTopm3anujy y 0OJIMKy IPOCTUX
unenal! IIpema ToMe, Mana eIeMeHTH HEMA]y jeIUHCTBEHY (aKTOpU3AILU]Y,
peJIacKoOM Ha unealie nobumjamo jennHcTBeHy (parropusanujy. [locebro To
BaKU 3a IUIaBHE uieaje. BuamMo caga 3amTo HAM je KOPUCHA aPUTMETUKA
ugeasa. &

Besa m3melhy HepacTaBbUBUX €jleMeHATa U MAKCUMAJIHUX KIEAJa JATa
je caemehum craBoMm.

CraB 61. EnemeHt a € A je HepacTaBmbMB ako 1 camo ako je naean (a) Makcu-
MafaH y CKymy CBWX rNaBHMX MAeana npcreHa A.

Hoxa3. IlpermocraBumo na je a € A Hepacrasius u Heka je (a) C (b).
Tpeba ma moraskemo na je (a) = (b) mmm (b) = A. Kaxo je (a) C (b), TO
a € (b), na mocroju ¢ € A tako ma je a = be. Kako je a mepacrasmus,
To b € U(A), nmm ¢ € U(A). Yronuro b € U(A), onga je (b) = A, a ako
ce U(A), ouna je (a) = (b).

OGpaTHO, IPETIOCTABUMO Aa je (a) MAKCUMAJAH Y CKyIy CBUX TJIABHIX
uneana upcreda A. Heka je a = bc u npernocrasumo na ¢ € U(A). To
3Haun xa je a € (b), amu na b ¢ (a) (3amro?), Tj. ma je (a) IpaBU MOACKYI
nneana (b). Kako je (a) MakcuManan y CKyIy CBUX [VIABHUX KIeaja, TO
Mopa 6utu (b) = A, Tj. nocroju ¢ € A Tako nma je bc = 1, Te 3armpydyjemMo
na je b uuBepTubUIAH. O

Makcumasasn uaeaj y CBAKOM KOMYTATHUBHOM MPCTEHY Ca j€AUHUIIOM
nocroju. 3amnpaBo, Basxku ciaeneha teopema, kojy mehiemo morkasuBarTu.

Teopema 62. Heka je I npasu ngean y KOMyTaTUBHOM MpPCTeHY ca jeAuHMLOM A.
Tapa noctojn makcumanax ngean M 3a koju je I C M.

IToceGHO je 3aHMMIBUB CiIy4aj IPCTEHA Yy KOjUMa MOCTOjU TAYHO jeaH
MAaKCUMAaJIHU UIeall.

Cras 63. Y KOMyTaTUBHOM NPCTeHy Ca jefiNHMLOM A NoCToju TauHo jefiaH Mak-
crmanax ngean ako n camo ako je A\ U(A) npean.

IToka3. Ilpumerumo na Basku caemehe. Wmean [ <A je npaBu axko I e
CaApKM HUjeNaH MHBEPTUOUIIAH eleMeHT (BugeTu npumep [15]).
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[IpermocTaBuMo na y TPCTEHY MOCTOjU TAYHO jeJaH MAKCUMAJAH UIEAJ
M. Ilpema mperxomuom je U(A) C A\ M. Ho, ako mocroju a € A\ M
KOjU HUje MHBEPTUOMIAH, OHAA je umeas (a) MpaBH, Ia je IpeMa TeOPeMU
(a) cangpskuaH y HEKOM MAaKCUMAJHOM, a Kako je M jenuHu Takas, TO je
(a) € M, wro uuje moryhe, jep a ¢ M.

O6parHo, HEKa y IPCTEeHY A CBU HEMHBEPTUOMIIHYA €JIEMEHTY YUHE U ICAJ
M: A\U(A) = M. Ho, tazna je n cBaku apyru unean I canpxan y M, jep
je INU(A) =0, xao mTo cmo rope mpumerunu. Crora je M makcuMaian
Uaeas M TO jeIVHU TAaKaB. O

Hepuaumuja 64. KomyTaTvBaH NpcTeH ca jeANHULOM Y KOME MOCTOjU TaYvHO
jedaH MakcMManHM npean Hasuea ce JIOKAJIHU ITPCTEH.

ITpumep 65. Hexa je p € N mpoct 6poj. Tana je npcren Z(,) nepunmncan
ca: a

Z(p) = {g :pJ[b}
JIOKAJIHU.

Tpeba camo moka3aTu na HEMHBEPTUOMIIHY €JIeMEHTH YnHe uneas. [Ipume-
a a

TUMO 12 § € U(.Z(p)) axko p{a. Hakne, $ ¢ U(Z,) akko p | a. Ho, To yn-

PaBO 3HAYU A je CKYI CBUX HEMHBEPTUOUIHUX €JIEMEHATa Y OBOM IPCTEHY

CKyI CBUX YMHOKaKa Opoja p, Tj. umeas T€HEePUCAH ca p. &

IIpumep 66. Heka je A 3amat ca:

a={[t Tavea).

[MokazaTt; na je A KOMyTATUBHU IPCTEH CA jE AMHUIOM Y OJHOCY HA MHOMKEHE
u cabupame MATpUna u 1a je A mpumep JIOKAJIHOr NMPCTEHA.

Huje temko nposepuru na je A KOMyTaTUBaH IPCTEH Ca jeIUHUIIOM, KaO U
na je marpuna u3 [ Y] € A ueprubunna akko je a # 0. Hakie,

A\U(A):{[g g] :be@}.

Ho,

(o oD ={[s 2o o :aree}={[s §|:area}-auv

,HaHJIe, HeI/IHBepTI/I6I/IJIHI/I C€JIEMCHTHM YMHE I'NIaBHU M OcaJl '€HEeprUCaH MaTpPU-

om [§ g]. L
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daxropm3anmja; JIOKAIM3IAIMIjA

IMoncerumo ce na je obaact meiaux (QOMEH) KOMyTATHMBAaH IPCTEH Ca
jemuHUIIOM y KOMe HeMa NpaBUX NeJUTesha HyJe, Tj. Y KOJUMa BaKU: 3a
cBe a,b € Aus ab=0 cnemu a =0, wiu b = 0. CBu npcrenu xKojuma hemo
ce 6aBUTH y OBOj Jeknuju buhe moMeHU.

Heduaumnuja 67. [sa enementa a,b € A cy IPUIAPYKEHA YKONMKO MOCTOjU
enemenT u € U(A) Takae fa je a = ub.

JacHO je ma je mpuAPYKEHOCT eJIeMeHaTa jeqHa peJsaluja €KBUBAJCH-
nuje. Ilpumermmo ma ako je p HEpacTaB/HUB OHIA je TO U CBAKUA HHEMY
npuapyskeH eneMenT. VcTo TO BaxKu M 3a IPOCTE €JIEMEHTE y NOMEHY.

JHe¢punaunnuja 68. Jomen A je fomeH ca jeAHO3HAUHOM GaKTOPM3ALMJOM YKOJIMKO
cy vcnymweHu cnefehn ycnosu.

1. 3a ceaku enemeHT uz a € A\ (U(A) U {0}) noctoje HepacTaB/b1BM enemeHTH
Ply--.,Dr TAaKBU A j€ @ = P1D2 -+ * Pp.

2. Ako je 3a HepacTaBs/bMBe eNleMeHTe P;, G;:

Pip2 - -Pr = (142 - " - (s,

OHJa je T = S 1 NOCTOjM nepMyTauunja o € S, Tako Ja je 3a CBe | = 1,7 efleMeHT
Di NPUAPYXKEH ENEMEHTY ¢y (;)-

Hpyrum peuyrMa y IOOMEHY Ca jeIHO3HAYHOM (AKTOPU3AIUjOM, CBAKU
€JIEMEHT MOXKe Ce Ha jeIWHCTBEH HAUWH, OO HA NPUAPYKEHOCT U PEIOCen
¢dakTopa, mpuUKaszaTu y OOJMKY MPOU3BONA HEPACTABJHUBUX €JIEMEHATA.

Cras 69. [omen A je fomeH ca jeHO3HaYHOM (GaAKTOPUBALMIOM aKKO Ce CBaKu
enemeHt ¢ € A\ (U(A) U {0}) moxe npukasatu y oBrvky nponssofa npocTux
enemeHaTa. llocebHo, TO 3HauM Aa je CBakWM HepacTaB/bLUB €NEMEHT MPOCT.

IHoka3. IlpermocraBuMO ma ce CBaky HEUHBEPTUOUJIAH, HEHyJIa €JIEMEHT
MOKe IPUKa3aTy y OOJMKYy IpouM3BoJa IpocTux. Kako cy mpocTu Hepac-
TaBJbMBU, IOTPEOHO je caMoO IOKa3aTU [a je IpHKa3 y OOJIMKY IPOU3BOIA
jemuucTBeH (y ropeHaBeneHoM cMmucay). Jlokaxumo Hajupe na je, y OBOM
clIy4ajy, CBaKM HEPACTABJHUB €JIEMEHT IPOCT.

Hexa je ¢ mepacraBmus enement. Ilo nmpermocraBnu, OH ce MOske HaIU-
caTtu y OONMKY NpOM3BONa NPOCTUX eJIeMeHaTa: ¢ = pi---Dp, TOE Cy D;
npoctu. Ho, rako je ¢ HepacraBmus, mMopa butu r = 1, Tj. u cam ¢q je
MPOCT.

Jloxa:kmMO caja je IMHCTBEHOCT pa3jarama y ODJIUKy NPOM3BOoaa HePac-
TaB/HUBUX eleMeHara. Heka je

pbip2: - Pr = 41492 - (gs,
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Iloka3 uzBomnmo muayknujom mo 7. Cayuaj r = 1 je tpuBumjanan. I[Iper-
IOCTaBUMO Ja je y IOpHO] jemHakoctu 7 > 1 um ma cy cy p;,q; Hepac-
TaBBUBU. IIpeMa mOka3aHOM, p; je mpoct, ma moctoju ji € {1,...,s} Tako
na pi1 | gj,. Karo je ¢;, HepacTasmpus, nobujaMo na cy p1 U ¢;, IPUIPY-KEHM,
Tj. ma mocroju u; € U(A) 3a koju je ¢;, = wip1. ['opmy jemmakocT Mo/xeMO
CKPaTUTHU ca p; U m0butu

P2 Dr =q5G3 s,

rme je ¢y = qouj, KOju je Takobe HepacTaBmbuB. VIHIyKTWBHA XUIOTE3a
3aBpIIaBa ITOKA3.

O6parHo, mpernoctaBuMo na je A moMeH 3a jeqHO3HAUYHOM (HaKTOpU-
3anujoM. /{oBOJLHO je mOKa3aTu na je CBaKM HEPACTABJ/LUB €JIIEMEHT MPOCT.
Heka je p mepacraBmus u Hexa p | ab. Tpeba mokazaru ga p | a, uinm
p | b. IlpernocraBumo ma p uwe meau vu a Hu b. Heka je a = p1---p,
¢axkTopm3anrja @ Ha HeEPACTABJHUBE €jleMeHTe U b = ¢q; - - - ¢; parropusanmja
b ma mepacrasmuse. Tana je

ab=p1-prqi---qs

¢axropumzanuja ab Ha Hepacrasmuse. Kako p menu ab, To je ab = pc 3a HEKO
c. I c uma darxropusanujy Ha HepaCTABJ/bUBE €JIEMEHTE, Ma je ¢ = 2] - 2]
3a HEKe HepacTaBJbUBE 21,..., 2. Jlobujamo na je

Pre-Prdy-cQs = Ppz1ccc A,

Ize Cy CBU p;, ¢, 2 1 p HepacTaBbuBu. Kako je, mo mpermocrasuu, A ToMeH
ca jeTHO3HAYHOM (aKTOPU3ALMU]OM, TO j€ p IPUAPYKEH HEKOM O €JIEMEHATA
n3 ckyna {pi,...,Pryq1,--.,qs}. YKOIUKO je p IPUAPYKEH eJIeMeHTy p; (3a
HEKO i), mobujaMo ma p | a, a ako je p OPUAPYKEH HEKOM ¢; OHma p | b.
Hamme, nako ce mokasyje ma Ba:xu cienelie: ako je p IPUAPYKEH €JICMEHTY
g m ako q | ¢, opna u p | c. OBuM je HOKA3 3aBPIUIEH. O

3HaMmo na je Z moMmeH 3a jemHo3nadvHoM (axropum3samumjoMm. [lokazahemo
caza na je CBaKU I'NIABHOUIEAJICKU HOMEH yjeIHO U JOMEH Ca jeTHO3HAYHOM
(haKTOPU3AINjOM.

CraB 70. [lokazaTu fAa y cBakoM rnaBHOMZEanckoM [OMeEHY 3a CBaka [Ba ene-
MeHTa MOCTOjU HUXOB HajBeliv 3ajedHNuUKM Aenunad.

Iloka3. Hera A jeman riiaBHOMIEAJICKU HOMeH U a,b € A. Youumo umea
(a, by renepucan enementuma a u b. Kako je y A cBaku mueas riasHU, TO je
u {(a,b) = (d), 3a nexu d € A. Horaxkumo na je d jenan vajsehwu 3ajenauuru
nmenuian exemenara a 1 b (Hajseliu 3ajenuuuky mesnuiian HUje jeJHO3HAYHO
onpeben, ammu cy cBaka nBa Hajseha 3ajeHMYKA IEIMONA NPUADPYKEHU
jemaH npyrom).

Hajupe, a,b € (d). To 3maum ma moctoje ay,b; 3a koje je a = day u
b=dby, tj. d|aud|b, e d jecre 3ajenauuru menusan ox a u b.
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Ipernocrasumo na dy | a m dy | b, Tj. na je di HEKM 3aje IHUYKM TEIUIIAL
on a ub. Tpeba norazatu nma d; | d. Kako dy | a u dy | b, To mocroje ay
n by Tako ga je a = dia; u b =dib;. C o63upom ma d € (a,b), mocrtoje p,q
rakBu na je d = ap + bq. IHobujamo na je d = dya1p + d1biq = dy(a1p + b1q),
Te caemu na dp | d. O

3ampaBo je y OBOM CTaBy NOKA3aHO HE CaMO [a CBaKa IBA €JIEMEHTA
a u b nvajy majBehm 3ajemmmuru menumaan d, HO W Ja MOCTOje P U ¢ 34
koje je d = ap + bq (Be3syosa pemanuja). W3 ose pemamuje ce, Ha CTaH-
napnan HauuH, ussoau cienehie csojcTBo: akxo a | be m ako je NZD(a,b)
OpUAPY:KEH jeIuHUunu, OoHAa a | ¢ (HapaBHO, yMeCTO na MUIIEMO Oa je
NZD(a,b) npunpysxen jemmuunu, mucahemo na je NZD(a,b) = 1, numajyhu
Ha yMy IITa TO 3HauM). Heka uuTaomu OBO caMy HOKAXKY.

Teopema 71. Ceaku rnaBHOMAEaNnCcKM AOMEH je 1 JOMEH Ca jeJHOBHAYHOM paKTopu-
3auujoMm.

ITokas. Heka je A rnaBmommeaJsicku moMen. JlOKakUMO HAjupe Oa je CBaKu
HepacrtasibuB eneMmedT y A mpocr. Heka je ¢ HepacTaBmbus U Heka ¢ | ab.
Ykouuko ¢ He menu a, Mopa outu NZD(g,a) = 1. Haume, ako je d =
NZD(gq,a), To 3Haum na je ¢ = dz 3a HeKO z. Kako je ¢ HepacTaB/buB, MOpa
outu d € U(A), nim z € U(A). Ho, ako je z € U(A), onma u3 unmeHnne
na d|a caenn ma u ¢ | @, WTO IPOTUBPEYM NPETHOCTABIM. 3AKJBYUY]jEeMO
na d € U(A), 1j. NZD(gq,a) = 1 (norsenajre panujy HAIOMEHY Yy 3arpain).
Ho, Tama 13 roperaBeneHOr CBOjCTBa ciemu na ¢ | b, Te 3akmyuyjeMo na
je q mpocT.

Ila Gucmo mokazanu ga je A mOMEH ca jeTHO3HAUHOM (PaKTOPU3AIM]OM,
ocraje camMo na mokaskemo na ce csaku enement u3 A\ (U(A) U {0}) moxke
IpUKa3aTH y OONMKY HPOM3BOAA HEPACTABJLMBUX €JeMeHATa (BUIETU CTAB

JlokaskMO HajOpe ma CBAKW HEIpas3aH CKyn uueata y A mMa MaKCH-
MaJiaH ejieMeHT. [IpernocraBumo na TO HUje Tako U HeKa je 7 HeKU Henpa3aH
CKYyIl MOeajia KOjU He Canp:xkm MaxcuMasan eireMmeHt. Hexa je IT € T
npousBoJbaH nneat n3 Z. Kako on Huje Makcumaiaad y Z, To nocroju Is € 7
3a koju je I1 C Is. Cunuuno, nocroju u I3 € Z takas na je Io C I3. 3ampaBo
nobujaMo CTPUKTHO pacTyhnu JaHall nmeasa

Lcl,clsC---

uz Z. Yumja J = |Jio; I; je mmean Kao mWTO Ce JaKO MOM¥Ee IPOBEPUTH
(nposepure!). Ho, ¢ o63upom ga je A raaBaommeascku, to je J = (x) 3a
vekn ¢ € A. Kaxro je x € Ufil I;, To x € I;, 3a Bexu 9. Ho, omaBne ciemn na
je J=1;,, najeu I; = I;, 3a cBe ¢ > ip, Te beCKOHAYAH CTPUKTHO pacTyhu
JaHAIl UAeaja W He MOCTOjU. 3akbydyjeMo fa y Z IMOCTOju MAKCUMAJAH
€JIEMEHT.

IIpernocrasumo na y A\ (U(A)U{0}) nma enemenara xkoju HeMajy (ax-
TOpU3aNN]y HA HEPACTABJHUBE €JEMEHTEe. YOUMMO CKyln mpaeaJsa J 3amaaT
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ca:
J ={{a):a € A\(U(A)U{0}) u a Hema (arTopusanujy Ha HEPACTABILUBE}.

IIpema ympaBo moka3aHoM pe3yaTaTy, yV J HOCTOjU MaKCUMAaJIaH €JIEMEHT
(z). Kako x Hema ¢akTopusanujy Ha HepaCTaB/LUBE, TO OH CAM HUje HEPaC-
TaBJLUB, IIa IIOCTOj€ a, b Taksu na je © = ab, npu yemy a,b € A\ (U(A)U{0}).
Crora je (z) C (a) u (x) C (b) (3amT0?), ma a u b umajy paxropusanujy Ha
HepacraBmuse ((z) je MmakcuMmasian exemesnt y J). Ho, ako cy to darrop-
usanuje a =py---pr 1 b=qi---qs, oOHRA Je & =ab=p1 - prq1---qs jenna
dakTOpmM3anMja T HA HEPACTABJLUBE, IITO MPOTUBPEYN U300y €JIEMEHTA .
OBa KOHTPAIVKIN]a 3aBPIIABA JOKA3. O

Iarme, moMeH ca jeqHO3HAYHOM (AKTOPU3ANNjOM Ce KaPaKTEePUIIe TIMe
[a ce y !heMy MPOCTU U HePACTABJHUBU €JIEMEHTU TOAYAAPajy U Aa Ce CBAKU
HEHYJ1a, HEUHBEPTUOMIIAH €JIEMEHT a4 MOKE MPEICTABUTU Y OOJIUKY

a=upy’ - ppt, (2)

rme je u uHBepTUOWJIAaH eJeMEeHT U p; HEPACTAB/LUBU, NIPU YEMY 38 | F J
€JIEMEHTH p; U pj HUCY HPUAPYKeHHU, NOK je a; € N. Ocum Tora, ako je

a=vg/ g,
rige je v vHBepTUOUWIAH, ¢; HEPACTABJLUBU U (;,¢; HUCY HPUIPYKEHU 34
i # j, onma je k = [ m 3a Heky mepMmyTamujy o € Sp o = [, 4 p; je
IPUAPYAKEH CIEMEHTY (g (;)-

Hanmomena 72. Yurtanai ce MOKIa MUTA 3aIITO C€ MOjaBJbYje MHBEPTUOU-
JIAH €JIEMEHT U Yy IPEACTAB/BAIKY €JIEMEHTa a4 y OOJIMKY IPOU3BOLA, Kalda Ce
TaKO HEImTO He MOjaBJbyje y caMoj He@UHUIMjU TOMEHa Ca jeTHO3HAUYHOM
¢axkTopmzanujoM. Pazmor geku y TOMe IITO HEPACTAaBJ/bUBU €JIEMEHTHU P;
HUCY MehyCcOOHO TPUAPY-KEHN U OHIA je HEeONXOMHO U3ABOjUTU UHBEPTUOU-
naH exeMeHT u. Ha mpumep, exemenT —36 € Z ce MOke 3amucaT y OOIUKY
—36 = (—1)2232, unu y obnuky —36 = (—1)2%(—3)?, anu ce (—1) mopa mo-
jaBuTm y oBmm samucuma. Ilpesentammja —36 = 2(—2)3? me 3amoBosmaBa
YCJIOB [a 3a Pa3inuuTe UHIEKCE IIPOCTU €JIEeMEHTU HUCY NPUIPYKeHU. <

I[Ipebumo canma Ha BaskaH METOI fIOKanM3aumje KOjUM Ce€ OX JATOr M0-
MEHa Tpeja3u Ha HOBU JOMEH, & y KOMe Cy HEKM u3abpaHu eJeMEeHTU
13 [HOYETHOI NOMEHA MHBEPTUOWIHU y HOBOM HOMEHY (MU CMO Ce y OC-
HOBHO]j WIKOJIM YIMO3HAJMW Ca OBUM — TO je yBobheme pasmomaxra). ITounumo
caenehoMm medurUTjOM.

JHedpurunuja 73. Heka je A gomen n S C A\ {0}. 3a S kaxemo fa je mynTu-
nauKaTUBaH ako 1 € S n ako 3 s,t € S cnean ga st € S.

IIpumep 74. Cnegefin nogckynosu og A\ {0} cy myntunaukatmexu:

1. A\ {0);
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2. {f™:n € N}, 3a ma koju enement f € A\ {0};
3. A\ P 3a ma koju npoct ugean P < A.
1. OBo je jacHo.

2. Hoacerumo ce na 0 € N, ma 1 € S. Ocum Tora, Kako je f™f" = fmin g
APYTH YCJOB j€ UCIYHEH.

3. Jacuo je ma 1 € A\ P. Ocum tora, ako a € Pu b ¢ P, ouna n ab & P,
nomto je P mpoct umean (nojacaure cebu oBo!). &

Hera je A momen um S ma roju mynaruniaukatuBan moackym om A. Ha
ckyny A X S medpuHMIEMO pesamujy ~ ca:

(a,8) ~ (b,t) &%t = sb.

Ioka:xkmMo ma je ~ jemHa pesaluja eKBUBAJICHIU]E.
Pednekcmeroct. OBo je jacHo momTo je sa = sa, na je (a,s) ~ (a,s).

Cumetpuunoct. U oo je jacuo, jep u3 (a,s) ~ (b,t), cienu na je ta = sb,
1j, sb =ta, a To yupaso 3uauu na je (b,t) ~ (a,s).

Tpansutusroct. Heka je (a,s) ~ (b,t) u (b,t) ~ (¢,r). To 3maum na je ta = sb
u rb = tc. Hobujamo ma je

rta = rsb = stc.

Kako je A nmomen, To je ra = sc, ma je (a,s) ~ (¢, r).

Ca S™'A o3mauaBaMO CKyn CBUX KJIAacCa €KBUBAJCHIM]E, a Ca 2 rmacy
exBUBaJeHIje egemenTa (a,s). Jlepummmemo omepammje + u - ma S~'A
ca:

a b ta + sb
sTET T
a b._ab
st st

Kako je ckyn S myarunnukaTtuBaH, TO 3a s,t € S u st € S, ma oBu 3anucu
uMajy cmumcia. Tpeba jom ma mpoBepuMO na Cy OBe olepaluje mobpo
nedurHICAHE.

Hexra je ¢ = ’;—: u b= % To 3ampaso 3maum na je (a,s) ~ (a,s)
(b,t) ~ (V/,t'). Tpeba mposeputu na je (ta + sb,st) ~ (t'a’ + s'V,s't’)
(ab, st) ~ (a'V’, s't"). Pauynmamo:

n
n

s't' (ta + sb) = s't'ta + s't'sb = t'tsa’ + s'stb’ = st(t'a’ + s'b'),

na je 3aucra (ta+ sb, st) ~ (t'a’ + 'V, s't"). Ha cniuuan mauua ce nposepasa
u nobpa medUHUCAHOCT OIepalNje MHOXKEHA.

Huje Temko mposeputu ma je cTpykrypa (S™'A,+,-) jemam komyraru-
BaH OPCTeH ca jequuaunoM (ypamare To 3a BexkOy: Og-1,4 = %, lg-14 = %)
OBaj mpcTeH Ha3UBa ce nokanusauuvja gomeHa Ay ogHocy Ha MynTURNANKATUBAH
ckyn S. OCHOBHO CBOjCTBO JIOKaJu3anuje naro je ciaenehwmm craBom.
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Cras 75. Heka je A gomeH 1 S Hekn mynTunnmkaTmeaH noackyn og A.

a) Cai(a) = % 3apat je jenaH moHomopuzam i: A — S~ A,

6) Ako je B ma koju KomyTaTuBaH npcteH u f: A — B xomomopdusam Takas
ha 3a cee s € S Baxu: f(s) € U(B), oHAa NocToju TauHo jefiaH XOMOMOpPU3am

f: S 'A— Bsakojuje foi=f.

Ilokas.
a) Kako je i(a+b) = 4 =24+ b = j(a) +i(b) n i(ab) = 2 = i%, TO je
i 3amcra xomomop¢usam. Ho, a € Ker(i) ako u camo ako je § = 7, mTo je

eKBUBAJIEHTHO ca a = (0, ma je ¢ MOHOMOD(U3aM.

6) Tpasenn xomoppusam f nepummmenmo ca: f(%) = f(a)f(s)~'. Karo
je, 3a cBe s € S, f(s) unBepTubuian, oBa mepunuimja uMa cMmucaa. Oc-
TaBJHAMO UMTAOUMMA Ia IPOBEPE [a je OBO 3aucTa jefaH Jo00Opo nepumHUCAH

xomomop¢duzaMm u ma Baku: foi= f. O

Yronuko je S = A\ P 3a nexu npoct unean P, onna ce ymecto (A\P) tA
kpahe mume: Ap. Baxu ciaemeha Tteopema.

Teopema 76. 3a csaku npoct ugean P < A, npcteH Ap je nokanHu npcTeH.

IToka3. Ilokaszahemo na je CKyn CBUX HEMHBEDTUOWIIHUX €JIEMEHATA UIACAJT.
Oxpenuno najupe U(Ap):

a a b
— € U(Ap) arro mocroje be Aute A\ P Tako na je SITT
s s
Hpyrum peunma, ¢ je maBepTHOMIaH akko moctoju b € A m t ¢ P 3a koje
je ab=st. ¥Yroauko a € P, ouna u st = ab € P, na rako je P nmpoct unean,
cremn na s € P, nnu t € P, mro Huje Mmoryhe Ha ocHOBY m3bopa s m t. A

ykonmko a ¢ P, ouna je 2(€ Ap) unBeps enementa %. llakre,

Ap\U(Ap):{geAp:aeP}.

YBepuMo ce na je oBO 3amcra umeaa 'y Ap.

Hera cy x,y meunBeptubumau exementu us Ap. To 3maum ma mocroje
il _a _ b : —
enement a,b € P u s,t ¢ P 3a koje jex = ¢ my = 7. Tana jex+y =

%+% = tajtSb, HO, Kako je P wmpmeaus, ta + sb € P, ma je 3aucra u €JIeMeHT
x + y wmemuBeptuOuian. Ha cauvan HauuvH ce moka3lyje ma ako x € Ap
HEMa WHBEP3 W ako je z € Ap mpousBo/maH, HU €JIEMEHT 2 HeMa WHBEep3.
Sakmyuyjemo na je Ap\U(Ap) 3aucra unean, na je u npcred Ap JTOKAIHU

IPCTEH. U

3a kpaj HamomenmMo ma, ykomauko je S = A\ {0}, y mpcreny S~!A4 je
CBAKU €JIEMEHT PA3JIUYUT OJ HyJl€ UHBEPTUOUIIAH, TE€ je, Y OBOM CIyYajy,
S71A jemmo mome. OBo mOJbe ce HA3MBA NOMLE PasNoMaka moMeHa A u 03-
nauaBa ca Q(A). Ha oBaj HauuH CMO NOKa3aJu Oa CE€ CBAKU JOMEH MOIKE
YTONUTH y HEKO NoJbe. Kao mTo BHIMMO, OBa je KOHCTPYKIHUja y MOT-
MyHOCTU AHAJOTHA KOHCTPYKIM]U PANMOHAJHUX OpOjeBa KAO pAas3ioMaka

36



HaO IeauM OpojeBuMa. Jlpyru BaskaH IpUMeD MMaMO Y CJIydajy IpPCTEHa
TMOJIUHOMA, aJii NeMO ce MPBO MO3a0aBUTU BUIIE OBUM TPCTEHOM.

Jenmo3nauHa ¢axkTopu3lanuja y IIpcTeny
MMOJIMHOMA

Y 0BOM OZeJbKY, IPCTEH A je IPCTEH ca jeTHO3HAYHOM (PAKTOPU3AII]OM.
I'naBum pesynrar y oBoMm meny Ouhe ciaeneha Tteopema.

Teopema 77. Ako je A fomeH ca jeAHO3HaUHOM dakTopursaumjom, oHAa je n A[X]
[IOMeH Ca je[]HO3HaUHOM haKTOPU3aLMjOM.

Ho, oBo uuje Tako nako nokaszaru, buhe HaM MOTPeOHU HEKU TPUIIPEMHUI
pesyaratu. Y masmeMm liemMo mosme pasinomara goMmeHa A, Tj. npcren Q(A)
oszmauasatu ca K. To je sampaso S7'A, 3a S = A\ {0}.

Tokasxknmo Hajupe caemehy memy.
JIema 78. Ako je p npocT enemeHt y A, oHga je (p) < A[X] npocT ngean.

IHoka3. Heomxommo je ma pasmukyjemo mmean pA mpcrena A remepucan
ca p u unean pA[X] koju je mmean y npcreny A[X]. Osaj moromu maean
je ropenasenenu uzpean (p). Ilomro je p mpocr emement y A, omma je,
0 paHujuM pesyiararuma, pA mpoct mmean y A u A/pA je momen. Mu
Tpeba ma NoKakeMo 1a je A[X}/pA[X] noMeH. JlepUHUMINMO IpECIUKaABAHE
¢ A[X] = (Afpa)[X] ca:

olag+ar X+ +a,X") =g +m X+ +a,X",

re ca @ O3HAYEH €JEeMEHT a + pA mpcTeHa A/pA~ C ob3upom nma je mpec-
IUKABaBmE a — @ enuMopdusam (xomoMopduszam kKoju je ,uHa” mpcrea A
Ha upcred A/pA), nako ce npoBepasa zna je ¢ Takobhe jenan enuMop@uaMm.
Ho, ap + a1 X + -+ + a, X" € Ker(p) axko je a; = 04,4 32 cBe i, Tj.
aKko p | a; 3a cBe i. Ho, y ToMm cayuajy je a; = pb;, 3a Here b;, ma je
agtar X+ +a, X" =plbp+b X +---+b,X"). Ho, oBo HAM TOKa3yje na
je Ker(y) = pA[X], Te mmamo uzomopduzam A[X]/pA[X] = (A/pa)[X]. Ho,
Kako je A/y A nomen, to je u (A/,4)[X] Tarobe momen, Te sarmyuyjemo na
je pA[X] zamcra mpoct ugead. O

Hedrannuja 79. 3a nonuHom a(X) = ag+a1 X + -+ -+ a, X" € A[X] kaxemo
Aa je MPUMUTUBAH ykonuko je NZD(ag, a1, ...,a,) = 1.

JIema 80. (T'aycoBa snema) Ako cy f,g € A[X] npuMuTuBHM, oHpa je u f - g
NMPUMNTUBAH.
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Iloka3. JloBO/BHO je mokazaTu Ja He MOCTOjU MPOCT €JIEeMEHT KOju Oesiu
CBakU Koe(hUNUjeHT moanHoMa f-g. Y CympOTHOM, HEKA je p HPOCT €JIEMEHT
KOju meau cBaku kKoeduuujent nonavuHoMma f - g. To 3naum na je omma

o(f-9)=0¢€ (A)pa)X], (3)

rme je ¢ roperaBenenu enmMopéwmsam. Ho, xkako je f mpumwuruBan, omza
p He MOsKe Ia neiau cBe merose koepuuujente, 1j. p(f) # 0. W3 mcrux

pasuora je ¢(g) # 0. Ho, kako je (A/pA)[X} momew, 1o je o(f)-p(g) #0, a

o(f-g) = o(f) ¢lg). Jemnmaumma naje KOHTPaIWKIN]y Koja 3aBpIIaBa
IOKa3. U

JIema 81. Heka je f € K[X]\ {0}. Tapa:

a) f=c(f) fo. roe je fo € A[X] npumunTuean nonuHom, a ¢(f) € K je ofpe-
bHeH Jo Ha nHBepTUBUMNAH enemeHT us A.

6) c(f -9) =u-c(f)-clg), rhe je u € U(A).

JHoxa3s. a) Heka je

rne a;,b; € A. Axo je d = boby -+ by, onma je jacuo ma df € A[X]. Karo
dgt € A, Moxe ce meduHUCATH

ag aq Ay
=NZD(d—,d—,...,d— | .
c < ) bl ) ) bn>

bo
Tana je momusom fy = %f € A[X] npuMUTHBAH TONVHOM M UMaMO 1a je
[ = %5fo. IlokaskuMo jeIMHCTBEHOCT OBAKBOT TpeJcTaBbama. Heka je
f=ocafi = cofs, vme cy c1,c0 € K, a fi, fo npumuTtuBHA. YKOJIUKO je
P _ D2

Cc1 = a’ C2 a2 OHIOa 13

b1, D2

—J1 = —J2

a1 q2

MHOYKEHEM Ca q1G2 A00mjaMo

q2p1f1 = Q12 fa.

Kako cy fi1 u fo nmpumuTuBHU mOIMHOMU, TO je ¢op; HajBehm 3ajenHUYKU
menuian KoepuiujenaTa moJanHoMa gop1 f1, a q1p2 Hajsehu 3ajenamnurm nenu-
Jan KoedurujeHaTa moanaoMa qips fo. C 063upoM ma cy OBO jeTHAKU MOIIU-
HOMU, 3aKBbYUyjeMO Ha Cy (ap1 U 1Pz NPUAPYKEHU €JIEeMEHTHU mpcreHa A,
Tj. mocroju u € U(A) Tako ma je ¢ap1 = uqipa, Te je BL = u’q’—;, Tj. €1 = ucs,

q1
3a Heru u € U(A).
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6) Hera je f = c(f)fO ng= 0(9)907 h = f g = C(f'g)h(h f07907h0 S
A[X] npumurusan nosusomu. Tama je f-g = ¢(f)e(g)fogo, e je fogo
npuMuTHBaH Mo Laycosoj memu. [lakie,

c(f)e(g) fogo = c(h)hq.
Ha ocuoBy a) mobujamo ma je c(f - g) = u-c(f) - c(g), 3a mexn u € U(A). O

JIema 82. Mpoctu enementn y A[X] cy unm npoctu enementn y A unv npumu-
TueHM nonuromun us A[X] koju cy Hepactasmueu y K[X].

Hoxa3. Hera je f € A[X] mpoct emement. Awo je degf = 0, omma je
f mpoct enement y A. Axo je degf > 0, omma f mopa Ourut mpumMuTH-
BaH mosuHOM. Hawmme, ako moctoju p koju je mpoct vy A m koju nesnu
cBe koedumujeHte moanHoMa f, ouma je f = ag + a1 X + - + a, X" =
plbo+ 61X + -+ b,X™) u f He Gu Guo HepaCTABILUB, IIa TUME HU IPOCT.
ITocrasma ce nurame: Moxke au f ouru pacrasipuB y K[X]. Ykonuko 6u
TO OMJIO TAKO, Tj. YKOJUKO OM MOCTOjasM HEKOHCTAHTHU MOJUHOMU ¢ U h
Tako na je f = g-h, omga 6u, HA OCHOBY NIPETXOIHE JIeMe, BAKUJIO Ia je
e(f) =u-c(g)-c(h), 3a mekn u € U(A). Kako je f IpuMUTUBAH HOJIUHOM,
o je ¢(f) =1 (mam je camo muBepTUOMIaH y A, WTO He MEHA HUIITA) U
nmasu 6ucmo ma je c(g) - c(h) € U(A). Tana je

J=clg)go - c(h)ho = c(g) - c(h) goho
————
cU(A)

n nobunu 6ucmo 1a je f pacrasmus y A[X| mTo npoTuBpedn npeTnocTaBuu
na je f npoct exement y A[X]. Tume cMmo nokazanu ma ako je f mpocr ene-
ment y A[X] koju HUje KOHCTAHTA, OHAA je OH IPUMUTUBAH U HEPACTABILUB

y K[X].

Horaskmmo cama u gpyru cmep. Ako je f mpoct emement y A, oHza
n3 Jjeme caenn na je om mpoct u y A[X]. IIpermocrasumo cazxa na
je f mpumuruBan nomuaoMm y A[X] koju je mepacrasmus y K[X]. TpeGa
nokazaru xa je od upoct y A[X]. IIpernocrasumo na f | g-h, 3a Heke g, h €
A[X]. Kako je f mepacrasmus y K[X], a 0BO jecTe IpCTeH ca je [HOZHAYHOM
(paxTOpPM3aANUjOM M Ty Ce IPOCTH M HEPACTABJLUBHU €JeMEHTH NOILynapajy,
ouma f |gy K[X|uma f | hy K[X]. Hera f | gy K[X]. Tana jeg=k-f 3a
nexu k € K[X]. Ha ocnoBy neme [B1|umanmo na je c(g) = c(k)-c(f)-u, roe je
u € U(A). Kako je f mpumutusan, To je c(f) =1, ma je c(k) = c(g)-u™t € A,
na je zampaso k € A[X] u f | gy A[X], te je f upoct enement y A[X]. O

Cana Haj3ax Mo:KeMO mokasatu teopeMmy [77}

IToxa3 teopeme [T7} 3HaMO Ha je HOBOJLHO NOKA3ATHU A& CE CBAKH €JIEMEHT
y A[X]\ (U(A[X]) U {0}) moske mpukaszaty y OGIUKY IPOU3BOAA HPOCTUX
enemenara. Hapasro, U(A[X]) = U(A). Moxemo mahu pacras on f na
mepacrasiuee y K[X] 3a koju 3mamo ma moctoju: f = fi--- fr. Ho, fi =
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c(fi)gi tme je ¢(f;) € K, a g; npuMuTuBHN (& HAPABHO 14 CY HEPACTABJLUBU
y K[X] jep cy raksu f;). Haxkue,

f=clfr)--c(fe)gr- g

Kako cy ¢; npumurusau y A[X]| u mepacrasmusu y K[X]|, onma cy onu
npoctu enementun y A[X]|. Ho, u3 ropme jemnaxoctu caemu na c(f1) - - c(fx) €
A, a kako je A mpcren ca jemHo3HAUYHOM (arropuzanujom, moryhe je nahu
dy,...,d, ®oju cy mpoctu y A (a tTume um mpoctn y A[X]) Takse na je
e(fr) - c(fx) = di---d, Te cmo Haj3an mobumm ma je f = dy---drg1- - gk
u TO je TpaskeHa (arTopusanuja ox f y IPOU3BOI IPOCTUX €JIEMEHATA U3
AlX]. O

Kao mocmemumy oBe Teopeme mMaMo uUMH.eHWIY ma cy npcrenu Z[X],
Z|X,Y], Z|X,Y, Z]) upcrenu ca jequosHauHoM (arTopusaimmjom. VIcTakHUMO
JOUI ma CMO JOKA3alu U A je IPUMUTUBAH NoiauHOM y Z[X| HepacTaBibuB
y Z[X] akko je mepactasmus y Q[X]

IMpumerumo na aro je f € A[X], onma c(f) € A.

CraB 83. Heka je A npcTeH ca jefiHo3HauHOM hakTOopusaumjom, K Heroso nome
pasnomaka u f,g € A[X]. Taga je NZD(f,g9) = NZD(c(f),c(g)) - d. rhe je
d € A[X] npumutuenn nonuuom y A[X] koju je Hajsefin 3ajegHuukn genunay
nonuHoma f un gy K[X].

Hoxa3. IIpe csera, 3aMo0 ga je A[X] mpcreH ca jeQHO3HAYHOM (AKTO-
pu3anujoM, Te y HBEMy CBakKa [OBa eJeMeHTa uMmajy Hajehwn 3ajenHuYku
nemunarn. Jloka:kuMO HajIpe Oa je HaBeIeHU MOJUHOM 3ajeIHUYKN TeJIUIAIl
nosmuOoMa, f U g.

Karo d|f y K[X], a rana u NZD(c(f),c(g9)) - d|f v K[X] 1o je f =
NZD(c(f),c(g)) - d - q 3a Hekn monuuoMm ¢ € K[X]. Hobujamo na je c(f) =
NZD(c(f), c(g))c(q)u, 3a veru u € U(A), momto je ¢(d) = 1, jep je d npu-
mutusaun moauaoM. Ho, NZD(c(f),c(g)) | ¢(f), Te mosxkemo ma ckparumo
TM eseMeHTOM u3 A m nobujamo ma je c¢(q) € A, re ¢ € A[X] n naBenenu

nosnuaom nenm fy A[X]. Ha uctu Hauwme ce mOka3yje ma OH HEIU U g y
AlX].

Heka je cana D € A[X] nonunom roju menu u f u g y A[X]. Tana je
f=Daq y A[X], re je c(f) = c(D)c(q1)v 3a mern v € U(A). To 3naunm na
e(D) | e(f) vy A, jep je e(q1)v € A. Taxrobe, ¢(D) | ¢(g) v A n nobujamo na
¢(D) | NZD(c(f),c(g)) v A. Aro ucrkopuctumo npukas D = ¢(D)Dy, rae je
Dy nprmuTrBas noaurHOM U uynmeHniyy na D | d y K[X], jep je d najsehn
3ajemHuukn neauian osux mosnuHoMma y K[X], omma D | NZD(c(f),c(g))d
v K[X] n NZD(c(f),c(g))d = DQ y K[X]. Taza je NZD(c(f),c(g))c(d) =
¢(D)e(Q) - w, 3a mern w € U(A). Karo ¢(D) | NZD(c(f),c(g)) v A, To je
NZD(c(f),c(g)) = ¢(D)a, 3a wexkn a € A u nobujamo na je c¢(Q) = aw™! €
A. Crora je Q € K[X] u D nenu nasenenu nosuuaom y A[X]. Crora on
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ucmymaBa 00a yciaoBa 3a HajBehu 3ajeIHUYKM OeJWall U TO 3aBpIIaBa
IIOKa3 OBOT CTaBAa. .

Yronuko je A mpcTeH ca jeqHo3HAUYHOM (akTopusanujoMm, a K Heroso
oJbe pa3ioMaka, OHAA je moJbe passiomaka 3a npcren A[X], sanpaso IIOJLE
PALUMOHAJIHVX ®YHKIMIA y o3namm K (X), nato ca:

K(X) = {Z(())g La(X),b(X) € A[X],b(X) # o} .

. a(X) .
Hapa,BHO, oBIe Je b(X) KJaCa €KBUBAJICHIIN]C U1

3 = e o o 00 06) = m ()

IIpumerumo na je K(X) ncroBpeMeHo u moJbe pazioMaka 3a npcred K[X].
Hawuwme, nasepryjyhu cse He-nyna noaunome u3 A[X] Mu cMo uHBEpTOBAIN
U CBe He-HyJle esieMenTe u3 A u Tume nobunmu u K.

Naycrpyjmo cras [83] mpumepuma.

Ilpumep 84. Hahu Hajsefin 3ajefHuukn genvnay nonuuoma f(X) = 8X° +
8X1+4X3 +4X24+4X +8m g(X) = 18X*1 +24X3+12X2 —6X — 12 y npcTeHy
Z[X].

Onpenumo majupe ¢(f) u ¢(g) 3a vame nonuaOME.
o(f) = NZD(8,8,4,4,4,8) =4, c(g) = NZD(18,24,12, —6, —12) = 6

u nobujamo na je NZD(c(f),c(g)) = 2. Cunenehe mro Tpeba na ypamumo je
na Habemo majsehn 3ajennuurn menuinal oBux noiauaoMa, amu y Q[X]. Io-
TOM, IOIITO 3HaMO na je Hajsehu menuian oapeben HO Ha MHBEPpTUOMIAH
€JIEMEHT, IIpEeMa CTaBY Tpeba na m3abepeMo MOJMHOM KOjU je IPUMUTHU-
Ban y Z[X]. Ou HapaBHO HEe MOpa OUTU MOHUYAH.

Kako pammvo ca roedunujertrma y nosmsy Q, cBu HeHyna meam O6po-
jesu cy uaseprubuinnu te je NZD(ma(X),nb(X)) = NZD(a(X),b(X)) 3a cse
nesie 6pojeBe m,n Koju HUCY jemHaku Hyjaa. llocTymak HapaBHO WU3BOAUMO
EykaunoBum amropurmom, anu kopucrehu oBy maejy ma 6mcMo mojemHoc-
rasumm mebypesynrare. Kako je f(X) = 4(2X° +2X*+ X3+ X2+ X +2),
ag(X)=06(3X*+4X3+2X%2— X —2), To EyKIUI0B airaeopuTaMm MOEKeMO
OPUMEHUTH Ha OBe IPUMUTUBHE MOJUHOME y 3arpaznama. Jlakme, TpeGaio
61 ma 3am0YHeMO mesbermeM mosauHoMa 2X° +2X4 + X3 4+ X2 + X + 2 momm-
somom 3X?% +4X3 4+ 2X?2 — X — 2 y Q[X]. Hapasmo, sumumo ma hemo
omMax mobuTu pazsiomMak. Hema Hudyer Jomer y pas3ioMIuMa, ajlu Paiau
JIaKIIe pavyHuie 6ucMo Bojesau na ux mibermemo. Buaumo ma To MOKeMO
aKO IPBU MOJMHOM HOMHOkUMO ca 3. To he cBakako matu meo 6poj Kao
KOe(pUIUjeHT Ha MOUYETKY, ajld Ce IeJbele He 3aBpliaBa y jeIHOM KOpakKy
NOINTO je pa3jinKa y CTENeHMMa OBa OBa mojmHoMa jemnaka 1. Crora ce y
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IPYTOM KOPaKy MOKe IMOjaBUTHU PA3JIOMAK. 3aTO je HOTOMIHO MPBU HOJIUHOM
HOMHO¥HUTH ca 32 = 9.

Haxie, meaumo mouuaoM 18X°% +18X*4+9X3 +9X2 49X +18 moauHOMOM
3X444X34+2X%2—-X 2. To pamuMo cTaEIApPIHO U JOOUjaMO 4 je KOTMIHUK
6X — 2, a ocrarax 5X> 4+ 19X? + 19X + 14. Cagna momumom 3X* +4X3 +
2X? — X —2 rpeba momenutu nmoamHOMOM 5X 3 +19X2 +19X +14. Ia 6ucmo
n36erny pas3noMke, IPBU IOJIUHOM MHOMKIMO ca 52 = 25.

Haxiae, genumo moauaoM 75X % + 100X3 + 50X2 — 25X — 50 mosrHOMOM
5X34+19X2 + 19X + 14. Hobujamo xomumanmk 15X — 37 u ocrarax 468X2 +
468X +468 = 468(X?% + X +1). Cana mommrom 5X3+19X2 419X + 14 Tpeba
nonemmtu nonusomoM 468(X? + X + 1), Ho HapasHO na hiemo ra meamTtn
momuroMoM X2 + X + 1. Kazma To ypamumo, mo0ujaMo Ha je KOJMYHUK
5X + 14, a ocrarak je jemuaxk 0.

Eykaunos amropuram HaM 3a TpaskeHu HajBelum 3ajenHuurm mesuiial
nmaje TMocTemmyu HeHyJa ocTaTak, a To je moawmnoMm 468(X2% 4+ X +1). Ho,
HajBehu 3ajeqHUUKM meauiarn Ne OuUTy Tama W MOJTUHOM X2+ X+1 umera
fupamMo 3aTO MITO jé OH NPUMUTUBAH NOIUHOM y Z[X].

Komauno, NZD(f,g) = 2(X% + X + 1) Ha oCcHOBY cTaBa . &

Ilpumep 85. Hahu Hajeehin 3ajeaHuuku genvnay nonunoma f(X,Y) = X3 +
X2Y —2XY2 4+ XY +2Y2ug(X,Y) = X* +2X3Y + XY2+ X +2Y3 + 2V y
npcreny Z[X,Y].

Ia 6ucMO IpUMEHNIN CTAB IpPEeICTABAMO HAIIE MOJIUHOME KO MOJIH-
nome y npcreny Z[Y][X] (marmre, one he ocnosru npcren 6utm A = Z[Y])
n 03HaUMMO upBu ca P, a xpyru ca Q:

P=X34Y X2+ (-2Y24+Y)X +2Y2 Q = X 42V X3+ (Y2 +1)X +2Y3 +2Y.

Tanma je ¢(P) = NZD(1,Y,-2Y2 +Y,2Y?) = 1, a ¢(Q) = NZD(1,2Y,Y! +
1,2Y3 + 2Y) = 1. Ocraje ma mabemo majsehwu 3ajemauuru meausaan mosu-
HoMa P u Q y Q(Y)[X] n na nzabepeMo Takas KOjU je IPUMUTUBAH TOJIUHOM
y Z[Y][X] (mome paznomara npcrera Z[Y] je nomse Q(Y)).

[Momennvo momuuaoM (Q mosuuomom P. Jlobujamo romuunauk X + Y u
ocratak (Y2 — Y)X?2 + (2Y3 — 2Y? + 1)X + 2Y. Cana 6u nomurom P
Tpebasio momeauTu oBUM octarkoMm. Jla O6m ce m3bersau pasaoMIm, Kao y
nperxomoM, aeauhemo nosuaom (Y2 —Y)2P tum ocrarkom. Ilocse mocra
pauyHama mobujamo ma je xommummk (Y2 —Y)X — Y34+ Y2 -1, a ocratax
(YP—2Y442Y3 Y24+ 1) X +(2Y®—4Y°+4Y*4-2Y3+2Y). Huje Temro Bumern
Ia je OBaj IIOJIMHOM IIECTOI CTEIEHA II0 Y 3aIpaBO IPOU3BOI MOJINHOMA
neror cremena no Y u 2Y, Te je octarak (Y5 —2Y44+2Y3 — Y24+ 1)(X +2Y)
u y JajmbeM padyHy MoskeMo kopuctutu X + 2Y (momro je cBaku HeHysa
noauroM 1o Y uuBepTubuaan y Q(Y)).

Ocrado je ma ce mommmom (Y2 —Y)X? + (2Y3 —2Y2 4+ 1)X + 2Y monemm
nomuromom X +2Y . Ho, mo6ujamo ma je sampaso (Y2 —Y) X2+ (2Y3—-2Y2+
DX +2Y = (X +2Y)((Y2-Y)X +1). Iakne, mociemmu HEHyJIa OCTATAK j€
X +2Y u mobujamo ma je TO 3ampaBo HajBehu 3aje IHUYKU TeIUIAI TATUX
IOJIMHOMA.. &
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Jloka:kuMO Ha Kpajy OBOL Oesia U MO3HATH Aj3€HIITAjJHOB KPUTEPU]YyM
3a HEPACTaBHUBOCT HOoauHOMa u3 Z[X]| y npcrerny Q.

CraB 86. (AjsenmrajHoB kpurepujyMm) Heka je A npcreH ca jeAHO3Hau4HOM
dakTopuzaumjom, K teroso nose pasnomaka u f = ag+a1 X +---+a, X" € A[X]
TakaB Jja NoCTOjU NPOCT efieMeHT p € A 3a Koju Baxu:

L p | ao, P | aty..-,p | an—lapjfan;
2. pQJ[ao,
oHpda je f HepacTtasmue y K[X].

JHoxa3s. IIpernocrasumo na je f=g-h y K[X], upu uemy je degg,degh <
deg f. Tama je c(f) = c(g)c(h)u, 3a mexn u € U(A). Kako je f € A[X], o
je c(g)e(h) € A u nobujamo na je f = c(g)goc(h)hg = grho, npu uemy je
g1 = c(g)e(h)go € A[X]. Harme, umamo parropuszanmjy f = g1hy uy A[X].

VickopucTtumo cama xOMOMOD(UM3aM (p U3 OOKA3a JieMe Axo ca @
O3HAUMMO CJMKY eJeMeHTa a Y A/pA[X]7 oHma uMMaMo Ha je f = a,X", a
Kako je f = gihi, oHzA je G, X" = Gih1, U3 Yera caeau na je g1 = ¢X¥, a
hiy = dX"*. Ho, To 3maun na je cBakM KOe(UIUjEHT MOIMHOMA g1 U fi, CEM
Hajcrapujer, nemuB ca p. [locebHo cy u ca10bO0AHN UTAHOBU AELUBU Ca P,
ma je ag mespuB ca p? mTo mpoTuBpeun npernoctasm. CTOra 3aKbydyjeMo
na je f mepacrasmus y K[X]. O

IIpumep 87. Heka je p mpoct 6poj. Ilokazatu ma je monumuaom a(X) =
XP=l 4 XP=2 4 ... X +1 € Z[X] mepacrasmus y Q[X].

Jacuo je na je monuuoMm a(X) HepacTaBILUB AKKO j€ HEPACTABILUB OJIMHOM
a(X +1). Hanme, aro 6u monunom a(X + 1) 6uo pacrasius, oHxa 6u 6110
a(X +1) = b(X)ce(X), 3a nerke monuuome a(X) u b(X), HO U3 oBOra cienu
na je a(X) =b(X —1)e(X — 1) = a1(X)b1(X). Kaxo je

(X — Da(X) = XP 1,

TO je
P p—1
Xa(X+1)=(X+1)P 1= (pfk)xp—k 1= (pfk>xp—k.
k=0 k=0
Crora je

a(X +1) = XP~1 4 pXxP~2 4 (];)XP—P’ + -+ p.

Kako 3a cee 1 <k <p—1saxu nap| (}), ap’tpuptl, 1o je nommuom
a(X + 1) mepactaBmus no A j3€HIITAJHOBOM KPUTEPU)yMYy. &

3a UCIUTUBAKE€ HEPACTABLUBOCTU j€ KOPUCHA U MPOBEPA Ja JIA MOJIU-
HoM u3 A[X]| uma myny y K. EBo cTasa koju HaM y TOMe HOMAaKe.
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CraB 88. Heka je f(X) = a, X" + -+ + a1 X + ao € A[X], rpe je A npcTen
ca jeaHosHauHoM dakTopusaumjoM. Ykonuko cy b,c € A Takeu fa je ¢ # 0,
NZD(b,¢) =1wn f(b/c) =0, onpa b| ag v ¢ | a,,. MocebHo, ako je f(X) mMoHMuUaH
MOMMHOM, OHAA je CBaKa Hyfa TOr MONMHOMA Koja ce Hanasu y K 3anpaso y A.

Hoxa3. Axo je f(b/c) =0, onna mmamo

b n b n—1 b
an | =] +an_1|- co+ar|-)+a=0.
c c c

Muo:kemeM ca ¢ mobujamo
b + ap 1 D" e+ 4 a1+ apc™ = 0.

Omasne nobujamo na b | agc™, a ¢ | a,b™. M3 unmenune na je NZD(b,c) = 1
caemu na je u NZD(b,¢™) = 1, re, kKao u panuje, 3axmydyjemo na b | ag. Ha
aHAJIOraH HAuuH nobujamo ma ¢ | a,. Ako je f(X) MoHMuYaH IOAMHOM, Tj.
aKo je ap, = 1, onma u3 ¢ | a, ciaenu na je ¢ € U(A), Te je b/c € A. O

Pamupema modma

Yronuko je mosme I campskamo y mosmy FE, oHma KaskeMO Oa je TMoJjbe
E PAUIMPEWKE mosma F. Creneha Baskna Teopema onwucyje KpomekepoBy
KOHCTPYKIMjY KOjUM Ce TaTO MOJhe MPOIIMUPYje OO HOBOI IMOJba HO0IaBAH-
jeM Hyma HepacTaBUBOT mojamHOMa. lIpe mamer ymrTama, IPEmOPYKa je
Ia 4YnMTaonud MOHOBe rpaauBo u3 JlmHeapHe anredpe — mojaM BEKTOPCKOT
npOCTOpPA, JINHEAPHE HE3ABUCHOCTU BEKTOPA, 0a3e U AUMEH3Mje BEKTOPCKOT
npoCTOopAa.

Teopema 89. Heka je F' nome n a(X) € F[X]\ {0} Hepacrasmbus nonvtom.
a) E= F[X]/<a(X)> je nosve.

6) lMome E cagpxun notnosse nsomoppHo nomy F.

)
8) MonuHom a(X) vma Bap jeaHy Hyny y nomy E.
)

r) Ha ocHoBy a) moxemo cmaTpaTtu Aa je F' C E. Tapa ce E moxe BufeTv un
Kao BEKTOPCKM NMPOCTOp Haj nosbeM F' 1 AnMeH3Mja TOor NpocTopa jefHaka je

cTeneHy nonuHoma a(X).

Hoxa3. a) Kako je a(X) mepacrasmus, 1o je nmean I = (a(X)) marcu-
MaJIaH y CKyIly CBUX ruyiaBHUX upeana. Ho, y npcreny F[X] je cBaku unean
rnaBuau, Te je I makcumasan uneaa. Crora je E mosse.

6) Hedpuarmmmo xomomoppusam f: F — F ca f(a) =a+1 3a a € F.
Jlako je mpoBepuTH Oa OBO jecTe jemaH xoMomopdusam. Kako cy je-
IuHA npeann y Ma koM modby {0} u meno mose, TO 3akmbydyjeMo ma je
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Ker(f) = {0} (jesrpo je yBek mmeas, anu HE MOKe OUTH jeTHAKO LEIOM
MOJbY TIOIITO C€ MPU XOMOMODP(U3MY jeIUHUNA CIUKA y jeAVHUILY, a HE y
myay). Hakne, xomoMmoppuszam [ ycmocrasiba uzomopduszam usmeby F u
cauke on f, koja je mormosse on E. Y mamem muentuduryjemo F' u ciuky
f[F], panu jennocTaBHUjer nucama, Tako 1a emo, uamehy ocraor, yMecTo
a+ 1, 3a a € F tucatu camo a.

B) Younmo enemenr X + [ y E. Ossaunmo ra ca X. Yxrommko je
a(X)=ap+a; X+ 4 a, X", nobujamo na je

a(X) = ap+a1 X+aa X4+ - +an X" = ag+ay (X+1)+ao(X+1)2+- - +an(X+I)",
=(a0+a X +aX?+ - Fa, X" ) +T=a(X)+1=1,
Te mobujamo na X 3amcra amymupa moamHoM a(X).

r) Kako F canpsu nornome F/ uzomopduo ca F, 3aucra ca anrebapcke
Tayke MOKeMO cMarparu na je ' C E. Y oBoM ciayuajy KakeMO U 12
je mome E jemno PAIIUPEWE mosma F. Hapasmo ma enemente moma F
MOKeMO cabuparu, anu, ¢ ob3upoMm na je F' C E, MOXeMO UX U MHOXKUTU
enementuMa u3 F. Ha ocHOBY cBojcTaBa omepanuja y moimy E mobujamo ma
je E 3amcTta BeKTOpCKU npocTop Han F. IluMeH3Mjy TOTr mpoOCTOpa 30BEMO U
CTEIIEH PAUIMPEWA noma E man F' u o3nauasamo ca [E : F|. Ham 3anatak
je ma moraskemo ma je [E: F] = dega(X). Hokazahemo 3anpaso na je

M+LX+1,..., X" 41
jemna 6a3a npocropa E yronuro je momuuom a(X) crenena n.

{1+I1,X +1,...,X" ! + I} je remeparpuca. YOoumMO Ma KOJjU €JIEMEHT
p(X)+I€E. Tana je

p(X) = ¢(X)a(X) +r(X),
rae je r(X) =0, niun je degr(X) < dega(X) = n. Ilakne,
r(X)=ro+mX+--+ Fpo1 X"

rIe HapaBHO HEKW, Ila M CBU, Koeduimjentu 7; € F' mory Outu jemuaru 0.
Ho, Tana je

p(X)+1 = (¢(X)+ D(a(X) + 1) + (r(X) + 1),
TE je
pX)+I=rol+1) +r(X+I)+- +ra(X" " +1).

Sakmyayjemo ma 1+ 1,..., X" ! + I 3aucra remepumy E.

JIluneapua HeszaBucuocT. Heka je

col+D+c(X+D)+-H+ep (X" D) =0+1,
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3a Heke ¢; € F'. Tana je
(co+er X+ e X H)+T=1,

Te
cotar X+ Fep 1 X" el = (a(X)).

Ho, nonunom a(X) je crenena n 1 on Moske na mesaut noausHoMm co+c X +-- -+
cn—1 X" ! jenuno axo je co+c1 X+ -4+cn_1 X" ! =0. Ho, To yupaso 3uaun
majecy=c, = =cp_1 =0, Te 3aKmyuIyjemo na cy 1+ 1,..., X" 1 +171
3a1CTa JUHEAPHO HE3aBUCHU. U

Hamomena 90. [NpymetvMo fa je, Kao BEKTOPCKM MPOCTOp Haj nosbeM F', noswe
E n3 npetxofHe Teopeme nsomopdHo ca F™: E = F™. Ho, AvpekTaH nNpoussoj
no/ba HWKaja Huje nosbe, jep Ty yBek umamo Jenuteme Hyne: (1,0) - (0,1) =
(0,0). Papn ce o Tome wTo oBfe Ha F™ onepauujy cabvpara 3ancta LepuH-
ULIEMO MO KOOPAUHATaMa, aNnu je onepaunja MHOXeHa 3a4aTa Ha Apyrayumju HaumH
— Ty kopuctumo nonvHom a(X). Haume, ga Bucmo Hawnu NpovssoA N-TOpPKU
(o, 1, -« yan—1) - (Bo, b1, -, Bn—1) 13 F™, M1 HanasnMo ocTaTak npu fesberby
nonunoma (ag+a1 X +- -+, 1 X" 1) (Bo+/ X+ Br1 X" 1) nonuHoHom
a(X) v ako je Taj octaTak nonuHoM g + Y1 X + -+ -+ v,_1 X" 7!, Taga je

(aOaalv cee 7an—1) N (ﬂ07/817 e 7ﬂn—1) - (703717 cee 77”—1)- <>

Uckopuctumo ympaBo HOKa3aHy T€OpEMy Ja KOHCTPYUIIEMO ToJbe o 4
enementa. [lpumernMo na Z4 jeCTe KOMyTATUBAH MPCTEH, AU HAPABHO 14
na HUje moJve momTo y Zy Basku: 2-2=0, a 2 # 0.

IIpumep 91. KoHcTpymncaTu nose, Koje MMa TauHo 4 enemeHTa.

Kako oso ussectu? Ilpe cBera, mu 3HaMo ga je Zg moJbe U Oa UMa 2 ejie-
MeHTa. [IperxomHa TeopeMa HaM Kaske na ako HaheMo HepacTaBILUB IOJU-
HoM a(X) € Zo[X], roju je cremena n omga he Zy[X]/{(a(X)) 6urn nosme,
KOj€ je MCTOBPEMEHO BEKTOPCKU IPOCTOP Hand Zo mumensuje n. llakmae, To
[IOJbe je KAaO BEKTOPCKU IPOCTOD Hanx Zs m3oMopdHO Z5, Te nMma 2" eje-
MmenaTta. Hama je morpebHO mosme ca 4 ememenrta, Tj. moTpebaH HAM je
HEPACTaBJ/LUB MONMHOM 13 Zo[X| cremena 2. Takap MOIMHOM HAPABHO HUjE
temko mahu. To je momuuom a(X) = 1+ X + X2, Kako je To momunOM
APYTOT CTEleHa, OH je HePaCTAB/LUB aKO M CAMO aKO HeMa HUjenHy HYIy y
Zs, a raro je a(0) =1 u a(l) = 1, 1o je 3aucra ucnymeno. Ilakiue, name
nosmwe Fy je maro ca

Fu = Zo[X]/(x2 4+ X +1)-

Osmaumvo ca 7 exement X + (X2 + X + 1) y osom momy. Jlobujamo ma je

F4:{071a7771+7]}
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Kako y momy Fy Basm: n? = 1417 (3amTo?), MOKEMO HAMCATH U TabJIHAIe
cabupama U MHOKEHA y TOM IIOJbY.

+| 0 1 n 147 o1 n  1+n
0 0 1 i 1+7 0]0 0 0 0
1 1 0 1+7 Ui 110 1 n 1+n
n n 1+mn 0 1 n|0 n 147 1
14+n|1+7n n 1 0 1+7(0 1+n 1 n

YxKonIuKO, mak, »KeJIuMO na IpUKakeMOo nosbe [y Kao CTPYKTYypy KOjy YnHe
ypebenn nmaposu u3 Zo, OHZa MMaMO, Ha OCHOBY IIPETXOJAHE HAIOMEHE, I3
cy omeparnuje 3anaTte Ha cienehu HaduH:

(ag, 1)+ (Bo, B1) = (o + Po, o1 + Br)
(o, 1) - (Bo, B1) = (ofBo + a1 b1, aof + a1 By + a1 51),

jep je ocrarak memema momurOoMa (g + a1 X) - (B + (1 X) momamomom X2 +
X + 1 jemnar aofo + @161 + (apf1 + @100 + a151)X. Oszme cmo HapaBHO
ropucTmii ga je 1 = —1y Zo. &

BpaTtumo ce monoBo Ha Teopemy. IIpermocraBuMo ma HaM je maT HEKU
nosnuaoM a(X) € F[X] rue je F Hero nosme. Taj moIMHOM HapaBHO HE MOpa
UMaTH JUHeapHy ¢axropmi3anujy Han noseM F. IlocraBipa ce murame: na
au nocroju Heko nosse E koje canpsu nomwe F' u y kome ce nonusoM a(X)
¢arropumie Ha aunHeapue darkrope? To 3amcra jecTe TAYHO W TPETXOTHA
TeopeMa HaM IIOKa3yje U IyT NOKa3a.

IMocnemuma 92. Heka je F nome n a(X) € F[X]. Tapa nocroju pawuperse E
noma F'y kome ce nonuHom a(X) dakTopuiue Ha nuHeapHe pakTope.

Jloka3. JacHo je ma MOkeMO Ha npeTnocraBrMo aa je nmoaunoM a(X) mepac-
TaBJBUB, MOMTO OMCMO y CYIPOTHOM H-€IOBY (DAKTOPU3ANU]Y NOOUIU TaKO
mTo OMCMO HAILIM PAMPEene Y KOMe CBU BEerOBU (PaKTOPU NMA]jy JIMHEAPHY
¢axTOpM3aNUjy.

Ha ocmoBy mokaszame Teopeme, mocroju mosme E’, Koje je pamupeme
noma F, a 'y kome momuuaom a(X) uma Gap jenny Hydy, HA30BUMO je «. To
suauu na y E'[X] Baxku paxkropusanuja

a(X) = (X — a)b(X),

rae je b(X) € E'[X] u degb(X) =n — 1. Yrouuro cazna b(X) pacraBumo Ha
HepacraBipuee dpakrope y F'[X], HA BUX MO¥KEMO NPUMEHUTHU MPETXOTHO
3aKmpyunBame. Tako mpomec HACTABHLAMO CBE NOK He NoheMo 10 JIMHeapHe
darkTopusanuje. JacHO je ma ce mMpomec MOpa 3aBPIIUTHU IMOIITO Y CBAKOM
KOpakKy nobujamo 6ap jenHy HOBY HYJIy IOUYETHOT IOJMHOMA, & OH HU Y
jEMHOM TOJLY HE MO}K€ MMATHU BUIIE OJ N HyJIA. O

Hexka je B KOMyTaTUBHU IPCTEH Ca jeAMHUIOM, A Heros mornpcres (ca
jenuaunom mapasuo) u b € B\ A. Kako onpenutu HajMamu MOTIPCTEH O
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B xoju canpsxu n A (kao monckym) u b kao exement? Ouurmemno je ma
TaKaB MPCTEH MOpa Oa CAIpPKU U CBE CTENeHe O b, Ka0 U CBE EJEeMEHTE
obnnka ag+a1b+asb? +- - +a,b™ voe a; € A. Ilakie, MOpa I8 CALPKUA CBE
enemente obnuka p(b), roe p(X) € A[X]. Ho, To je 3ampaBo u NOBOJBHO,
Tj. TPaKEHU HAJMAMHU MOTIPCTEH je

Afb] = {p(b) : p(X) € A[X]}.

Hawuwme, A[b], oBako medunucan, je 3amcrta nornpcrer on B (ounrienso je
na je A C Alb] u b € AJb]):
p(b),q(b) € A} = p(b) —q(b) = (p— q)(b) € A[b];
p(b),q(b) € Ap] = p(b)q(b) = (pq)(b) € Alb].
Yromuko je F mormome on E u a € E\ F, ouna ca Fla] o3nauaBamo
HajMamU IOTOPCTEeH kKoju canpsxu F u a, a ca F(a) mHajMame moTHOmE
Koje canpsxu (kao cBoje mornome) F u a (kao cBoj exement). Ilocrasma
ce mpupoaHO uTame: kazxa je Fla] = F(a)? Ipyrum peunma, wHTEpECYje

HAC y KoM je cayuajy npcrer Fla] nome. Huje Temko nahu jenan morpeGan
ycnoB 3a Tto. Hawmme, xako je

Fla] = {p(a) : p(X) € F[X]},

a CBAKM €JIEMEHT IOJba, KOJU j€ PA3JIMYUUT OX HyJI€ UMa WHBEDP3, TO U eJe-
MeHT « € Fla] numa muBep3 y Fla], Tj. nocroju a(a) € F[X] Takas ma je
a-a(a) =1. Aro je a(X)=ag+ a1 X + - + a, X", To nobujamo ma je

a4+t a0 Fapa —1 =0,
1j. moctoju monusoM p(X) € F[X]| Ttakas na je p(a) = 0.

Hepurumuja 93. Heka je F notnomwe off E n a € E. Tapa je o anrebapcku
Haa F' ykonuko noctoju nonuHom p(X) € F[X] 3a koju je p(a) = 0.

Haxrne, Bumenu cmo na je morpeban ycios na npcreH Fla] Oyne moimbe
na je a anrebapcku man F. Ho, To je m moBomaH ycCioB.

CraB 94. Heka je F notnome o E v o € E. Tapga je F[a] nome ako u camo
ako je a anrebapckn Hag F.

IToka3. Jemam cmep cmo Beli mokaszasu. OcraJyo je ma ce mokake Oa U3
unmennne na je « anrebapcku Han F ciemm na je Fla] nmome. Kako je o
asnrebapckn Han F, nocmarpajmo unean I < F[X] nedpunucan ca:

I={a(X) € F[X]:a(a) =0}.

Huje Temko nposeputu na je I 3aucra ugeas. Kako je ceaku unean y F[X]
[JIABHM, TO OCTOJU MOHUYAH IIOJIUHOM (i (X) 3a koju je I = (uq).
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IMpumernMo na je moAMHOM [, (X) HepacTaBmuB. Y CYOPOTHOM, HEKA
je pa(X) = a(X)b(X) 3a mere meroncrantue noaunome a(X),b(X) uz F[X].
Ho, ranma je a(a)b(a) = po(a) =0, na cremu na je a(a) = 0 umm b(a) = 0.
Ykouuko je mup. a(a) = 0, mobunu 6ucmo na a(X) € I, re ce mobuja na
to(X) | a(X), mwro muje moryhe jep je a(X) monuHoM cremeHa Mamer o1
crenena noarHoMa U, (X). Canuno ce nobuja u y caydajy ma je b(a) = 0.

Cana mocMaTpaMo XOMOMOD(pU3aM
f: FIX] = Fla]

nepurucan ca f(p(X)) = p(a). Xomomopduzam f je ounraenuo ,Ha’, a
Ker(f) =I. Crora nobujamo ma je

F[X]/, = Fla].

Ho, rako je po(X) Hepacrasmus nmonuuoMm, F[X]/r je nome, na je u Fla]
Takohe moJne. O

I[TpumeTnmo ma cMO y OKBUPY JOKa3a OBOT CTaBa mOOWIu U na je
[F(a) : F] = deg pa(X).

IMonuuoM 1 (X) M3 OBOr cTaBa 30BE CE M MUHWUMANHWU MOMMHOM €JIEMEeHTa
a. Basy 3a F(a) man F uume enementu 1,q,...,a" ! ykomuko je n =

deg o (X).
Ipumep 95. Heka je o = v/2 + /3.
a) lMokasatu Aa je « anreBapcku Hag Q.
6) Hafiv Munumanum nonuHom 3a a Hag Q.

8) OgpeanTn %H y 06nuky p(a) 3a Heku nonuHom p(X) € Q[X].

a) Habumo mosmmoM Koju esemenT o amymupa. Kako je a—+/2 = V3, 10 je

(a—V2)? = 3

a?—20v2+2 = 3
a?-1 = 204\/5
(@®—12 = (2av2)?

at=2a%4+41 = 82

a'—10a?4+1 = o.

6) IMokaskumo na je MUHMMAJIHM HOJUHOM EJIEMEHTa (¢ 3aUCTa MTOJIUHOM
X% —10X2 + 1. Osmaummo ra ca u(X). Jemmno Tpeba mokazaTu je oBaj
monuHOM HepacrtaBspus HaL Q. Kako ce pagm o mOIMHOMY YETBPTOr CTe-
IleHa, YKOJIUKO je OH PACTaBJ/bUB, OH Ce€ PACTaBJ/bd WU Ha IPOU3BOJ IOJIU-
HOMa IIPBOT CTemeHa U moJuHOMa Tpeher cremena, wiay Ha OTPOU3BOJ IBA
IIOJIMHOMA IPYTOr CTEIEHA.
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(X)) je mpomsBon mOIMHOMa TPBOT CTeneHa W moiaumHoMa Tpeher cremena
Hanx mosmeM Q. To smaum ma p(X) uva myny y Q. Ho, ako monmmom

an X"+ +a X +ag

“Ma panuoHAJHY Hyny 7/s (rue je r/s HeCKpaTUB pPa3ioMak) OHxa 7 | ag U
s | a,. Kako je y mamewm cayuajy a, = ag = 1, T0 je s =1, a karo je ag = 1,
TO 7 MO:ke Outm camo 1 mum —1. Ho, vu 1 #r —1 HEUCY HYyJEe TOJIMHOMA

u(X).

1(X) je mpousBox mBa moaMHOMA APYror cremeHa. lakie,
w(X) = (X*+aX +b)(X* +cX +d)

(raro je u(X) MOHMUAH, MOKEMO NPETIOCTABATHA N& CY W THU MOJUHOMU
Mmonuunn). Hobujamo (u3jennauasameMm omropapajyhnx roepuunujenara)

at+c = 0 (4)
btact+d = —10 (5)
ad+bc = 0 (6)
bd = 1 (7)

W3 nobujamo ma je ¢ = —a. Tanma u3s @ caemu na je a(d —b) = 0.
Pasmorpumo mBa ciydaja.

a=0. Tana je u c = 0 u nobujamo 1a ce CUCTEM CBOIU HA NBE j€IHAYWHE
b+d = -10 (8)
bd = 1 (9)

ns @ caemu na je d = 1/b (curypuo Hu b Hu d HUCY jemHAKM HyJIH).
3ameHOM y u cpebuBameM nOOKjaMO KBAOPATHY jeTHAYUNHY

b2 +10b+1=0.

Pemema oBe jemmauune cy mata ca:

—10 + /96

bio = 5

ITo nmpernocrasuu b € Q. Kako je v96 = 4/6, nobuu 6ucmo na je V6 € Q.

OcraBibaMo ynTaOUMMa Ia MOKaKy Aa OBO Huje Moryhe.

a # 0. Y oBom cayuajy je b = d. U3 jenmauune nobujamMo ma je
be {1,-1}. Bamenom y (ysumajyhu y 063up ma je ¢ = —a) mobujamo
na je a®> = 12 nma a? = 8. Ilo mpernocrasmu je a € Q ma 6u n3 a? = 12
cremuio ma V3 € Q, a u3 a2 =8 na je V2 e Q. Kako Hu jemHo HU Ipyro
HUje TauHO 3akpyuyjemo na je u(X) mepacrassus.
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1 .
B) 3a Hamameme L3 MOMKEMO KOPUCTUTHU MeTOX HeoapeheHmx Koedurmje-
wara. Haume, 3samo ma mocroje a,b,c,d TakBu na je

=a+ba + ca® + do’. (10)

a+3

ITorpebro je ompemuru roeduuujenre a,b,c,d. M3 (10]), mHO%KEmEM 066
cTtpane ca « + 3, mobujamo

1= (a+3)(a+ba+ca®+da). (11)

Yaumajyhu y o063up ma je a? = 1002 — 1 u ma cy 1,«,a?,o® mureapuo

uesaBucHu Han Q, mobujamo

3a —-d =1

a +3b = 0

b 43¢ +10d = 0

c +3d = 0

Kao pememe ce no6uja: (a,b,c,d) = (%,—%,—%, é)

Mu cmo sanpaso nobumm na je Q(a) = Q[X]/(X* —10X?%+1). Crora je
nomwe Q(a) xKao BekTopcku mpoctop Han Q uzomopguo ca Q*, a oneparmmja
MHOMKEHa JaTa je ca:

(a0, a1, a2,03) - (Bo, B, B2, B3) = (B0 — a1f3 — @B — azB1 — 10a3f33,
apB1 + a1y — a2fls — azfa, apfe + @11 + azfo + 10y B3 + 100252 + 10361,
apf2 + 11 + azflz + 1001 83 + 10282 + 10a3 81 + 99a3 53,

o3 + a1 B2 + azf 4 azfo + 10 B3 + 10a332).

Jacuo je ma je m3 oBe (opMyJie BeoMa TEIMIKO IPOBEPUTU A CMO 3aUCTA
nobusu noswe! O Haakemy MHBEP3a U Ja HE TOBOPUMO. &

Iakie, Bumeam cMO na Cy O MOCeDOHOr 3Hadaja 3a TEOPHUjy PaIllupemna
0Jba OHU €JIEMEHTU KOjUu Cy ajredbapCcku HAL HaTUM IIOJHEM.

Hepuaurnuja 96. 3a pawuvpere E noma F kaxemo Aa je anrebapcko palumperse
ako je ceaku enemeHT u3 E anrebapckm Hag F'.

3a pamwupeme F noma F' kaykeMo na je KOHAYHO PAIIMPEHE YKOJIUKO je
FE BerkTopcku nmpoctop Han F', KOoju je KOHAYHE MUMEH3Uje.

CraB 97. CBako KoHauHO paiuvperse je anrebapcko.

JHoxka3s. Heka je [E: F] =n. To 3nauu na je E n-IUMEH3MOHAIHU IPOCTOD
HAI ToJbeM F'. Y3MuMO mpOu3BOLHU ejeMeHT « € F u moKakuMO 1a je OH
anrebapcku wan F. Kako je muMmen3uja mpocTopa jemHara n, TO je CKYI
Bekropa {1,a,...,a"} curypHo JuMHeapHO 3aBUCAH CKyI BekTopa. Hamme,

axko Mehy muma mMma jemHakux, Tj. axo je of = ol 3a meke 1 < k <[ < n,
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orma je af —al =0, Te je ¢(a) = 0 3a mommmowm ¢(X) = XF— X! € F[X]. Axo
Cy OHM CBU PAa3JUYUTH, HOUITO X nMa Bume ox n = dimp E, onn mopajy
OuTw; JuHEaApHO 3aBUCHU HaL F', ma mocrooju ao,...,a, € F' TakBu na je

aol + a1+ -+ a,a” =0,

HO, TO yupaBo 3Hauu 1a je p(a) =0, rae je p(X) =ap+ a1 X +-+-+a, X" €
F[X]. Harne, enement « je amrebapcku Han F. O

Cunenehu craB je kopucTta.

Cras 98. Heka je E' koHauHO pawmperbe nosba F', a nomwe F KOHauHO pawmpetrse
nosma G. Tapga je nosse E koHauHO pawwmperse nosba G 1 BaXu:

[E:G|=[E:F]-[F:G]

Hoxka3. Heka je [f1,...,fn] 6a3a 3a Bekropcku npocrop F Hanx nome G,
a [e1,...,en] 6a3a 3a Bekropcku npocrop E man momem F. Tlokaxmmo ma
jeleifi,--semfi,e1fa, ..., emfn] 6aza 3a BekTopcrm mpoctop E Hanx momem

(. To he maMm mokasaTu TpasKeHO.
Hoxrasxumo na je ckyn G = {e;fj : 1 <i<m,1 < j <n} remeparpuca ca

BerTopcku npocrop E man momem G. Heka je e € E. Kako je [e1,...,epn)
6asa 3a F man F, To je e =Y " a,e;, 3a Here a; € F. Kaxo je [f1,..., fn]
6aza 3a F man G, To 3a cBako i € {1,...,m} mocroje f;; € G 3a koje je

o; =3 ;1 Bijfj. Tana nmamo na je
m
e=>

=1y

ﬂijfjei = Z ﬁijeiij

n
=1 1<is<m,1<j<n

ma uUMaMo 1a je ckyn G jenna renmeparpuca 3a F wan G. la 6ucmo moka3ayu
[a je TO JWHeapHO He3aBWCAH CKYyI BEKTOpa, mobumMo onx pemanuje

Z Bijeif; = O0g.

1<i<m,1<5<n

Axo je a; = ijl Bijf; € F, nobujamo na je

m
E o;€; — OE.
i=1

Kako je [e1, ..., en] 6a3a 3a F Han F, onga uMaMo 1a je a3 = -+ = @y, = Op.
N3 penamuje «; = 0p umao na je ijl Bijfi = 0p. Ho, [fi1,...fn] je Baza
3a F man G, ma mobujamo ma je B;; = Og 3a cBe 4,j Te 3amMcTa €JIEMEHTHU
ejf; uune 6a3y 3a F man G. (]
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Teopema 0 IPUMUTUBHOM €JIEMEHTY

Hepuuumuja 99. Heka je A komyTaTVBHU npcTeH ca jeanHuuom. lNpcreH A nma
KapakTepucTuky n > 0 YKONMKO je n HajMaku Mo3uTMBaH Bpoj 3a Koju je

nlpa=14+---4+14 =04.
| S —

n
Ykonuko je k14 # 04, 3a cee k > 0 kaxemo fAa je A kapaktepucTuke 0.

3a moJba uMja je KapaKTePUCTUKA HEKU MO3UTUBAH I1€0 Opoj KaskeMo na
Cy IOJba KOHAUHE KaPaAKTEPUCTUKE.

Cras 100. KapakTtepuctuka cakor nosa je unun 0 unm npoct 6poj.

IToka3. Heka je K moJsbe KOHauHEe KapaKTEPUCTUKE n. AKO n He Ou O6uo
npoct 6poj, busmo 6mu n = a- b, 3a Here a,b > 1. Ho, Trana je

04 =nly = (ab)lA = (alA)(blA).

Ho, kako y momy HEeMa IpaBux AeauTesba HyJe (MOHOBUTE OCHOBHE CTBAPU
o mosmuma u3 Asrebpe 1), cienun na je aly = 04 unu bly = 04. Ho, rako
cy " a m b mo3uTuBHU OPOjEBU MAWHU O 7, TO IPOTUBPEUU UMHEHUIU A
je K kapakrepuctuke n. 3aK/LydyjeMo Ia n MOopa OUTU mpocT 6poj. O

IIpumerumo ma y momy xKapakrepucture 0 3a mese 6pojeBe r, s BaKuU 1a
je rlg = sl arko u camo ako je r = s (pasMucauTe 3aITO je OBO TAUO).
Tunuuan mpumep mosa kaparrepucture 0 je mosse Q, a mossa kKapakTe-
puctuke p je nomwe Z,. Ho, Hucy oBa mospa caMO TUNMYHN IPUMEDPH.

Cras 101. [lMosmse je kapakTepucTuke 0 ako 1 CamMo ako CafipXu Kao CBOje MOTMNObE
nose nsomophHo ca (Q, Aok je Morbe KapakTEPUCTUKE D aKO N CaMO aKo CafpXxu
Kao CBOje MoTnosbe nosbe NsoMophHO ca Zy.

Iloka3. Heka je K mome kapakrepuctuke 0. To 3maum na je nlx # 0k 3a
cBe mo3uTuBHE 1ese 6pojese n. OcuMm tora, 3a my,mg € Z uny,ne € N\ {0}
BAKIU:

mi ma . _ _
— = —= ako u camo axo je (milg)(nilyg)™ ' = (malg)(nalg) ™t
n )
Hawnme, 7;’—11 = %2 aKO M CaMO akKo je ming = meoni. Ho, ¢ ob63upom na

je K moie KapaKTepHUCTHWKE HyJIa OBO je eKBUBAJEHTHO ca (ming)lx =
(mani)lk, Te m ca (milk)(nalg) = (Mmalk)(n1lk), WTO je KOHAUHO €KBU-
BaenTHo ca (milg)(nili) ™' = (molk)(nolk)™t. To smaun ma je f(2):=
(mlk)(nlg)~t mobpo 3amara pyrrmmja f: Q — K 3a Kojy ce Jako mpoBepu
na je jeman xomomopduszam. Ho, ¢ o63upom na je Q mosme, je3arpo oBor xo-
momoppusma je {0} (jesrpo je yBer mmeas, a mOWTO Cy jeNUHU WIEAIU
y TOJbY TPUBMjAJIHU, OBaj MAEAN je Hyja uueai), Te je [ maoMopduszam
usmehy Q u cBoOje ciamke Koja je TpakeHO moTmosbe ox K.
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Cuyuaj KOHAYHE KAPAKTEPUCTUKE CE Ha CIANYAH HAUMH MOKE OOPAIUTH.
Hera je K mome rapakrepucTtuke p. MokeMo 3amaTyé XOMOMOpPGQU3aMm
npcrena g: Z — K ca g(m) = mlg (yBepure ce na je 0BO 3amcTa XOMO-
mopduzam). C ob63upom na je kapakrepucTuka noma K jeanaka p, nobuja
ce ma je je3srpo OBOI' XOMOMODPG®U3Ma maea] FeHEPUCAH IPOCTUM OpojeMm
p. Crora je Z/pZ U30MOP(HO CIMIM XOMOMODP()HU3Ma ¢ ITO je U TPaKEHO
noTnosse on K mM30MOpP(HO HOBY Zp. (]

Beh cmo ce ynosmaau ca pamupesmuma obnuka F(a). Ho, ako 8 & F(«),
Moske ce (popmuparu u pamwmpeme F(«a)(8), xoje ce rpalie ozmauasa ca
F(a, ). Onmruje, mmamo u pamupema F(ai, ..., ay).

CtaB 102. Heka E pawwvperse noma F. OsHaunmo ca F cee enemenTe n3 E koju
cy anrebapcku Hag nomem F. Tapa je F' noTnosbe noma F.

Ilokas. Jacuo je ma je lp = 1p € F. Tpeba mokasaTu na U3 YUH-CHUIE

ma o, € F cnequ na u aa = 3,0 - B,a- 71 € F, npu uemy, HapaBHO, 34
nociaenmy penanujy Tpakumo na je 0 # 0.

Kako cBu oBu enementu npumnanajy mosny F(a, ), To je, Ha OCHOBY
cTaBa IOBOJBbHO mokaszaru zxa je F(a, ) komauno pamwupeme nosma F.
Ho,

[F(e, ) : F] = [F(a, B) : Fa)] - [F(a) : F],

a [F(a) : F] je xonauHo, jep je « amrebGapcku Han F, a F(a, () : F(a)] je
KOHAUHO, jep je § amrebapcku man F, na tume u nan F(«). OBo 3aBpmasa
IIOKA3. O

Beowma je 3annMmipmB cienehu pesyirar.

Teopema 103. (Teopema o npuMuTHBHOM enemeHTy) CBaKO KOHaUHO paluMperbe
E noma F, rpe je FF = Q wnu je F koHauHo nose, je obnuka F(«), 3a Heko
acb.

EnemeHT o je Taj IPUMUTUBHU €JIEMEHT pamupema L.

Iloka3 3a koHauma modpba. IlomTo je mosse F koHauHo, a F KOHAYHO
pamupeme on F', To je, kao BekTopcku npoctop Han F, momse E uzomopdHO
ca F™, rme je n cremeH pamupema, Ia je u camo kKoHauno. Ho, mpema
Teopemu u3 AnreGpe 1, Koja Kake a je CBaka KOHAYHA MOAIDYIA MYJITHUI-
JIMKATUBHE I'PyIe HoJba IUKIndHa, 1o je u (E\ {0}, ) muknuusna, na noctoju
a € E rakas na je E\ {0} = {0,a,0?,...,a97 !}, rme je |E| = q. Crora je
E = F(a). O

IIpuMeTUMO Ha pamupene M0Jba UMa UCTY KaPaKTePUCTUKY Kao M CAMO
noJbe (3amTO je TO Tako?).
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BumecTpyke HyJe moJamHOMA

Kao mro cmo Buznenn, 3a ceaku nonuuoM f(X) € F[X] mocroju pamupeme
E nmoma Iy xoMe ce oH MOxke (pakTopucaTtu y aumHeapHe (paxrope. Ho, na
au ¢y i parTopm paznuuntu’! Ipyrum peumma, ma au nouamHoM f(X) y
HEKOM pammpemny nMma BumecTpyke Hylae? Cana hemo ce mozabaBuru TuM
IUTABEM.

Hedpunurnmja 104. MonuHom f € F[X] uma fBocTpyky Hyny a € F ykonuko
(X —a)? | f(X). Ha aHanorHu HauuH ce feduHuLIE U NOjaM N-TOCTPYKe Hyne 3a
Ma koje n > 2.

IIpe cBera, u3Boq mOoIMHOMA Ce MOKe (GOPMAIHO HeUHUCATH, 0€3 MKAKBOT
CPAHUYHOI IpoLeca Y 3a HOJMHOME HaJ| IPOU3BOJLHUM MOJbUMa (Ia U KO-
MyTATUBHUM NPCTEHVMA Ca jeArHUNOM) Ha ciaenehn mauwms.

Hepurannuja 105. Heka je f(X) =ap+ a1 X + -+ + a, X" € F[X]. Tapa ce
M3BOJ MONNHOMA AedpuHuLLE ca:

fi(X): =a; +2aX +---+na, X" L.

Moske ce mpoBepuTu na cy yobuuajeHa IpaBMiia 3a M3BOAE U OBIE UC-
nymena. Ha mpumep, Jlajorunoso npasuno: (fg) = f'g+ f¢', a Bakn n
crenehe: (X —a)®) =n(X —a)"'. Ho6po 6u 6uno oa ce y TO dmraial
caM yBepu.

JloraskmMo Hajupe OCHOBHU CTAB.

Cras 106. Monurom f € F[X] uma aeocTpyky Hyny « € F akko f(a) = f'(a) =
0.

Ioka3. =—: [IpernocraBumo na je « OBOCTpyKa Hysa moguaoma f. Tana
je f(X) = (X —a)?g(X) 3a mexu nonuuom g(X) € F[X]. Hobujamo na je

F1(X) = 2(X = a)g(X) + (X — a)’g'(X),
n3 vera caequ na je u f'(a) = 0.

<=: Ilpernocrasumo gna je f(a) = f'(a) = 0. Togmenmumo eykIUICKU
f(X) momamomom (X — «)?. Iobujamo

F(X) = (X - a)?q(X) +a+bX,
3a Heke a,b € F. Tana je
FI(X) = 2(X = )’q(X) + (X — )¢ (X) + b,
Te je
fla) = a+ ba, f(a) =0.

Crora je 0 = a+ba u 0 = b, ma nobujamo na je a =b=0re (X —a)? | f(X)
IITO C€ U TPAKUIO. O

Huje Temko mokazaTu HU TeHepaJU3alldjy OBOT CTaBa: MOJUHOM UMa
N-TOCTPYKY HYJIy ( ako u camo ako je f(a) = f'(a) =--- = f*=D(a) =0.
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CraB 107. Heka je f(X) € F[X]. Tapa f vMa BUWECTPYKY HyNy Yy HEKOM
pawwupersy E noma F ako u camo ako je NZD(f(X), f(X)) # 1.

JHoxa3z. —: IIpernocraBumo na moctoju pammpene F noma F un exement
a € F takas na je f(a) = f'(a) =0 (Bunern nperxomun cras). Y KOIUKO OU
Baskuino ma je NZD(f(X), f/(X)) = 1, onma 6u nocrojanu noauaomu p(X)
u q(X) rakBu ma je

FX)p(X) + f(X)a(X) = 1.
Ho, Taga 6ucmo mobuau
fla)pla) + f'(a)q(a) =1,

1j. 0 =1. Hakwe, NZD(f(X), f'(X)) # 1.
<=: Hera je d(X) = NZD(f(X),f (X)) # 1. Kako je degd(X) > 0,

HA OCHOBY paHUjUX pe3yjarara MOCToju pamupeme F moma F u emxemeHT
a € E rakas ma je d(a) = 0. C o63upom ma d(X) | f(X) n d(X) | f(X)
nobujamo na je n f(a) =0 u f'(a) =0, mro nokasyje na noausom f(X) y
TOM pamMpeny Hojba F uMa BUIIECTPYKY HyJIy. O

[Maskmus ynrasnan je Moxkaa Beh 3akmbydno na y OIpoOU3BOJLHOM MOJLY HE
Mopa BaxkuTy cuaexeha jemHakocr (Koja HaM je MO3HATA U3 CPENEE MIKOJE
3a peanne nomuHoMCke (yHrimmje): deg f/(X) = deg f(X) — 1. Ha npumep,
3a mosmaoM f(X) = X +3X°+2 € Zs[X] nobujamo na je f'(X) =0. Cana
bu cienehin pesynrar Tpebaso na Oyme Mayio Mame HEOUEKUBAH.

Cras 108. Heka je f(X) € F[X] nepacTaB/bue nonnHoM. Tafa OH 1Ma BULLECTPYKY
HYyNly Yy HekoM pawmnpery F nossa F' ako n camo ako je f/(X) = 0.

Joxka3. Ha ocuoBy nperxonnor crasa f(X) nma BUIIECTPYKY HyJy y HEKOM
pamwmpeny ako u camo ako je NZD(f(X), f/(X)) # 1. Ho, ¢ o63upom ma
NZD(f(X), f/(X)) | f(X) n na je f(X) mepacTaBmus u MOHUYAH, NOOUjaMO
na je f(X) = NZD(f(X), f(X)). Harxe, f(X) | f'(X). C o63upom Ha TO
na je deg f/(X) < deg f(X), oso je moryhe camo ako je f/(X)=0. O

IIpumep 109. Hera je F = Z3(t) u a(X) = X3 —t € F[X]. IlokazaTtu
na je a(X) HEpACTABBUB HOJIMHOM M A& OH UMa TPOCTPYKY HyJy y HEKOM
pamupewny F moma F'.

ITomrro je a(X) monuuOM CcTemeHa 3, OH je pACTAB/LUB AKO U CAMO aKO UMa
KOpeH y nomy Zs(t). Kako je a(X) mommuan u3 Z3[t][X], na ocHoBy crasa
nobujaMo na OH MMa KopeH y Zg[t], Tj. ma mocroju mouaunroM p(t) € Zs[t]
takas na je p(t)3 —t = 0. Csakako p(t) HUje KOHCTAHTAH MOJUHOM, Te je
deg(p(t)®) = 3degp(t) # 1 = degt, ma je p(t)> —t # 0. Iaxxe, a(X) je
HepacTaBmuB mosmEOM. Ho, mpumermmo ma je o/ (X) = 3X?% = 0, ma nma
BULIECTPYKY HyJLy y HEKOM pamupeny nosa F. OH cBaKako UMa PAIupene
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y KOMe uMa HeKy HylIy « (To pamupeme Moskemo moburtn kao F[X]/{a(X))).
To smaum ma je a® —t =0y E[X]. Ho, Taza je 3ampaso

aX)=X’-t=X’-0a®=(X-a)?

y E[X] nomro je char E = char Z3(t) = char Z3z = 0, Te je o TpocTpyka HyJa
nonuroMma a(X) y pamupeny E. &

Konauna mmossa

Hokasxkumo Hajupe ciaenehy jeIHOCTABHY YNWHEEHUILY.

CraB 110. Csako KOHauHO Mosbe MMa P efnemeHaTa, 3a Heku NpocT 6poj p u
npupofaH 6poj n > 1.

IToka3. Heka je F' HEKO KOHAUHO IOJbE. SHAMO [a OHO MOpa Oa UMa
KOHAYHY KAapPaKTEePUCTUKY P 3a& HEKM IPOCT OPOj P Te cTOora CAIPKHU, KAo
CBOje IOTHOJbE, IOJbe M30MOP(YHO noy Z,. Iakne, F' je jemHo pammpeme
noma Zy,. Kako je F' KOHAYHO, OHO je M KOHAYHO PAIIAPEE M0ba Zy. AKO
je [F : Zy] = n, onna je, Ka0 BEKTOPCKU IPOCTOP HAX HOJbEM Z;, H30MOP(PHO
ca (Zp)", Te nma p" eneMeHaTA. .

Ham 3amarax he 6utu ma moka:keMoO na 3a CBAKU IPOCT OPOj p U CBAKO
n > 1 nmocroju, no Ha u3oMopdm3aM, TAYHO jeAHO IOJbEe KOje mMa p" eje-
MeHaTa. Y majbeM hemo mosbe Z, o3HauaBaTu ca [F,.

AmnanusupajMo MaJsio mosne ca p" enemMeHaTa. 3HAMO CBAKAKO Ja HEKA
TaKBa MOCTOjeE.

CraB 111. Heka je F' nome ca ¢ = p™ enemeHaTa, rge je p npoct 6poj un > 1.
Tapa ce y nomy F nonvrom a(X) = X7 — X dakTopuiue Ha pasnuumnTe nvHeapHe
dakTope.

Hoxa3s. ITocmarpajmo rpymy (F\{0},-). Hoacerumo ce cnenehe ynmenumne
u3 Anrebpe 1: ako je z € G, rue je G xomausa rpyna, onza je z/¢l = e
(monoBuTe oBaj meo m3 Asnrebpe 1). Ilakne, ako je o € F'\ {0}, onna je
a?™t =1, e je m a? = a. C 063upoOM Ia OBa jeJHAKOCT BAaKU U Kada je
a = 0, nobujamo na je a(a) = 0 3a ce a € F. Kako je oBaj moaumsom
CTEeNeHa ¢, OH He MOYKe€ MMATH BUINE O ¢ HyJa, a Beh Cy cBU eleMeHTH 13
F, xojux nma ¢, HyJie OBOT MOJIUHOMAa. 10 3HAUM Ha CY TO U CBE HYJE OBOT

nomaoma, Tj. X4 — X = [[,cp(X — @), unve je nokas 3aspmien. O

I[Iperxomau craB HaM mOMaske & MOKAKEMO IAa [MOJba Ca P’ eJIeMeHATa
mocToje.

Teopema 112. 3a caku npocTt 6poj p 1 npupodaH 6poj n > 1 nocToju nose ca
p" enemeHaTa.
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Hoxra3. Hexra je ¢ =p" u a(X) = X?—X € F,[X]. 3uamo ma nmocroju nosse
F roje je pamupene nospa I, (moncerumo ce na je F), 3anpaso Z,) y xojeMm
nonuroM a(X) uma parTopusanujy Ha auHEapHe Gaxrope (TO je TAuHO 3a
CBaKM MOJIMHOM, I1a cTora u 3a oBaj). C o63upom zxa je o’ (X) = —1, noan-
HoM a(X) HeMa BMINECTDYKUX HyJa HUTAE, Te OH y F uma parropusanujy
y IPOU3BOJ PA3IUYUTUAX JIUHEAPHUX (PAKTOPA.

Heka je L = {a € F : a? = a} (apyrum peunMa, L uuHe CBe HyIe
nonuroMa a(X ), a one ce Hanaze y moiny F'). Iokazahemo na je L Tpaskeno
nosme ca q = p" enemenara. Kako ce X? — X ¢arropuime Ha TPOM3BOLI
pa3nuuuTUX JuHeapHUX ¢axropa y F, on y F uma ¢ Hyaa, te je |L| = q.
Iokaxxknmo na je L mormosme on F.

e Hera o, € L. Tama je (a-f3)? =a?- 3% =« [, na 3axpbydyjeMo na
a-peL.

e Hera je a € L\ {0}. Tanma, nememem jemmaxoctu a? = a ca ait!
nobujamo ma je ol =a 9= (a" 1), e a7t € L.

e Hera o, € L. Kakxo F canpxwn kao cBoje mormnoJse nose [y, TO
je rapakrepucTuka noJsa F' jemnaka p, te je py = 0 3a cBe v € F.
Honcerrmo ce jom u yumeHune na je p | (Z) 3acBe 1<k<p—1me

je (Z) = qxp 3a Heko g € N. Crora, y nomy F Basku na je

p—1
(a=p)F=a”+ k; (Z) (—DFaP=Fph + gr = of — 7,

jep je,3acBe 1 <k<p-—1: (z)ap’kﬁk = qp(pa?~F %) = 0, kao mro

je npumeheno rope. Cana Huje TEmKO MOKA3aTU UHIYKIUjOM I3 je
(=B =¥ =",

saceer>1,rejeu (a—F)?=a?—p9=a—[F. 3armyuyjeMo na u

o — (€ L, mTo u 3aBpIiaBa AOKa3 unimbeHuie na je L mormosse on F,

Te je L TpaskeHO MoJbe ca ¢ eJIeMeHaTa. O

ITokasxkumo cama jeIMHCTBEHOCT.

Teopema 113. Heka cy K u K’ noma ca p™ enemenata rge je p npoct 6poj u
n>1. Taga je K 2 K'.

Hoxkas. ITome K je komauno pamupeme noma F,. Hera je o mpuvmuTuBHEN
€JIeMEHT TOr pammpemna, 1j. Hera je K = F,(a).

Hexka je o (X) MusnMansy nonuaoM 3a o Han Fy,. Tana je F,[X]/ (1o (X))
Fy(a)(= K). Hakne, po(a) = 0, a Tarobe je u a(a) = 0, rae je a(X) =
X7 — X. Kako je po(X) MUHUMATHA DTOJIUMHOM, MOMKEMO Aa 3aKJLYYUMO A

pa(X) [ a(X).
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LIpebumo” cana y mome K'. Y memy cy Takobhe cBe Hyse moJumHOMA
a(X), Te m3 uumenune na p(X) | a(X) caemn ma po(X) mma mymy y
K'. Hera je o jemma myna nomusoma (o(X) y K'. Tana je Fp(a’) =
Fo[X]/{f(X)) = K, re je K nzomop¢pro nornosy Fy(a’) moma K'. Ho, kako
cy nosma K u K’ xoHauHa mosba ca MCTUM OpojeM ejleMeHaTa 3aKbydyjeMo

na je zampaso Fp(o') =K' n K 2 K'. O

IMokazanu cMo ma 3a cBaku mpocT OPOj p u mpupoxas n > 1 mocroju
nosse ca p" eleMeHaTa M Ja Cy CBaka JBa TakBa moJva m3omop¢ua. Crora
je onpasmano yBectu o3Haky Iy 3a mose ca ¢ ejgemeHara. 3a Kpaj OBOT
Ieja UCIUTAjMO Kala je HEKO KOHAYHO I[OJhEe MOTIOJE APYIOr KOHAYHOT
MOJbA.

Cras 114. lome ca p™ enemeHaTa je NOTNO/bE MOSba Ca P" e€fleMeHaTa ako u
camo ako m | n.

Hoka3z. < . Heka je ¢ = p" u r = p™, rnme m | n. To komauno mome ca
g enemenara osHaumMo ca F,. Ilocmarpajmo, ka0 y mOka3y Teopeme ,
nonckyn L:

L={a€F,;:a"=a}.

N osne ce naxo nposepu na je L mornome mosma F,. IlocTasma ce nmurame
KOJIMKO uMa esemenara y L. Pekio 6u ce, ako ce He MpPOMUCIN, 1a je jaCHO
na uma r = p"™ enemenara. Anu, MM HUTIE HUCMO KOPDUCTUIM A& M | n. Y
IOKa3y TeopeMe 6uio HaM je BaxkHO na y noiy F (oBme je To mome Fy)
nonmaoM X7 — X mma ¢axkTopm3anujy y IpPOMU3BOL PA3TUUNUTUX JIUHEAPHUX
¢akropa, OBne HaMm, gakiae, rpeba ma moauaoM X — X mMa UCTO CBOjCTBO.
Hamme, My He 3HaMO na cy cBe HyJe nomumHOMa X' — X canpxame y Fy. Y
Ty CBpXy Iie HaM KOpUCTUTHU mpermocTaBka xa m | n. Hawmme, mokasxumo
na
(X" = X) | (X*" - X),
ako m | n. Jlako ce BUOUM #a je OBO €KBUBAJIEHTHO Ca:

(XP 1) | (xP" -1,

Caenehin pesyarar je jak 3a NOKa3UBame, & BeOMa KOPUCTaH: ako k | [
ouma (X*—1)| (X' —1) y npcreny Z[X]. OBo ciemu u3 jomr jemnocTasamje
unmennne: 3a ceaku s > 1: (Y —1) | (Y*—-1) y Z[Y]:

Yo—1=Y -1 14+ +Y+1).
Cana, xaxo je | = ks 3a meko s, nocrasmajyhu Y = X* mvamo:
X o1=Xk =X —15=Y* 1= DY 4+ +Y +1)
= (XF =) T (X)X,

N3 osor pesynrara, pauynajyhu y Tauku p € Z, ako m |n nobujamo ma
(p™—=1) | (p» —1). A morTom, jom jeaHOM IPUMEHOM OBOT DPE3YJITATA,
nobujamo ma (XP" 1 —1)[(XP"~T —1).
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Cana u3 unmenume na nomusom XP — X menru XP' — X u ma monusHOM
XP" — X uma numeapHy (AKTOPU3ALN]Y V IPOU3BOL PA3IMUATHX (GAKTODPA
y F,[X], mobujamo na u XP" — X uma taxBy daxropusammjy y F,[X]. To
HAM je IOBOJLHO M4 3aKBbYydrMO na je L mosbe ca p”* enemeHaTa.

—> . [akune, Hera je I mome ca p™ enemenara, E mome ca p" enxemeHaTa,
F nornowe on E. Ho, tana je u rpyna U(F)(= F \ {0}) noarpyna rpyme
U(E), na |U(F)| pemu |U(E)|. Harne, (p™ —1) | (p" —1). Canma hemo
UIIAK MOPATHU Ja MOKAKEMO jauu pesyiTar O mperxomHor. Hawmme, Basku
cnenehe: ako je ocrarak mpu Aebelmy T Ca M jeIHAK T, OHIA jé OCTATaK
npu nememy X" —1 ca X™ —1 jemnak X" — 1. akne, HEKRaA je n =mq+r,
rae je 0 <r <m. Tana je

X"—l= XMt = XMIXT ] = (X™—14+1)X"—1 = (X™—1)X"+X"—1,

a kako 3HaMo na (X™ —1) | (X™?—1) nobujamo Tpaskeno. Akro oBo cpauy-
HaMO y p, mobujamo:

pt—1= (™ -1)p" +p" —1,

reus (p"—1) | (p"—1), ysumajyhnm y 063up na (p™—1) | (p™2—1), nobujamo
ma (pm—1) | (p"—1). Kako je 0 < r < m, oo je moryhe camo axo je r =0,
Tj. aKO M | N WTO Ce U TPAKUIO. O

Ha npumep, nome Fy auje motnome ox Fg, jep 243, anu jecte moTnome
on Fig, jep 2 | 4. 3ampaso ce mome ysetn ma je Fy = {a € Fi5: a* = a}.

OBme ce 3aBpIaBa MaTepujaj 3a APYTU KOJIOKBUjYM.

Pakxropusanuja Ha HepacraBsuse y F [X];
BepJaexkammnioB anropuram

Y oBoM omenky GaBumMo ce ¢arropumsanujoM mouamHoMa u3 F,[X]| ma
HepacrasiuBe ¢axrope. [Ipmkazahemo BepaekamMmos anropuram, Koju ce
npuMemyje y OBy CBPXY U TO Ha O€CKBaApaTHE IMOJUHOME, Tj. OHE KOjU He-
Majy NOHOBJ/bEHE HepacTaBsmubBe ¢axkrope. Kox darropusanuje moImHOMA
f majupe mposepasamo ma sm je f' = 0. YKOJMKO je TO Tako, OHIA je
NOJIMHOM f p-TU CTENEH HEKOr MOJUHOMA ¢ U NMPEJa3uMO Ha WCIUTUBAHE
¢paxropusanuje g. Yromuko je f' # 0, mocmarpamo d = NZD(f, f). Yko-
JIuKo je d = 1, oHIa 3HAMO na HOJIMHOM f HeMa BUIIECTPYKUX HyJa Y Ma KOM
pamupemny, a THUMe 3HAMO U Oa HeMa OHOBJCHE HEPACTABJBUBE (PAKTOpE U
MOKEMO M1a HACTABUMO IO AJITOPUTMY, KOju hieMO mpukra3aTu. Y KOJIUKO je
d # 1, onma ce mpobGiieM ¢pakropuzanyje neau Ha TpobieM (Pparropusamumje
nosuHOMA d, 38 KOjU Ce MOHABJbA MPETXOMHU MOCTYNaK, U U moanHoMma f/d
KOjU HeMa IOHOBJbeHe (akxrope. JlokaKuMO [a je TO 3amcCTa TaKo.
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Cras 115. Heka je ¢ = p™, 3a Heku mpocT 6poj pun > 1, f € F [X]. Ao je
d =NZD(f, f'), oHpa je nonuHom f/d GecksafpaTHu.

Ilokas. IlpermocraBuMO ma IMOCTOjU HEKOHCTAHTAH IOJMHOM b, TakaB ma
b? nmemn f/d. Tanma je f = db*c 3a mexu mosmuom c. Tanma je f' = d'b%c +
2dbb'c + db*c’. Bumamo ma b | f'. Kawo b | f, To b | d Te je d = bd; 3a
meku nosuaoMm di. Ilakme, f = dib3c. Wz f' = djb3c + 3d1b%V'c + dib3c u
crema ma b2 | f'. Kako b% | f, mobujamo ma b? | d m mocTymak ce moHaBJbA
Heorpaanveno. OBa KOHTPAAMUKIMja 3aBPIIABA JOKA3. 0.

JlorasxkyMo jenaH jemHocTaBaH CTaB, KOjU e HAM OUTU O EHTPAJHOT
3HaUaja 3a KacHUjeE.

CraB 116. Heka f | g1g2--- gs, npuuemycy f,g1,...,9s € Fg[X]uNZD(g;,9;) =
13aiz#j. Tagaje

Hoxas. Ilakne, npernocraBuMmo 1a f | gigs---gs. Heka je f = pi*---p*
¢arkTopmzanuja f Ha HepacTaB/pUBE IOJMHOME. Kako cy g; map-mo-map
y3ajaMHO MPOCTHU, OHU HEMAajy 3ajemHudkrux meiwmaana. 3a 1 < i < s, HEKa
je:

L={je{l....k}ip | g}

Hapasno, u3 p; € I;, cnenu na p;j | g;. Crora je
NZD(f,g:) = [[ p}-
JEL;
Kako je {1,...,k} =L UL U...UIs, nobujamo na je

J = NZD(f, g )NZD(f. g2) - --NZD(f. g.). 0

Iarme, uneja je ma mabemo moroase g;, Koju he HAM MeHEPUCATU TPasKe-
Hy ¢akropmsanujy f Ha HepacTaB/buBe (GakTope. Y HAIIeM CIydYajy HeMa
MOHOBJbeHUX (pakTopa y f, aau ropme TBphHeme BaKu U 3a OMIITU]Y CUTY-
anujy, Ia CMO I'a 3aTO 3a OIMTH CIydYaj U GOPMYyJINCATU.

ITocmarpajmo momuuoM h € Fy[X] taras na f | (h?—h). Bunehiemo raro
hemo mahwm TakaB mosuHOM, 3a Camga CaMO IMPETIOCTABUMO & T'a WMAaMO.
3uamo na 'y Fy[X]| umamo dparropusanmjy:

X9—X = H(X—c),
celF,

W3 me mobujamo (axTopusanujy

W —h=[](-o.

cely
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IMpumerumo na cy mommaoMu h —c u h — ¢ 3a ¢ # ¢ ysajamao mpoctu.
Hanwme, axo je d = NZD(h —¢,h — ) ouma u d | (h =) — (h —¢)) Te
d| (c—¢), re cnenn na je d = 1. IHariue, u3 yumenune na f | (h? — h)
nodbujaMo ma je

f= [ NZD(f,h - o).

celFy

Tpeba npumeruru na oBo jecte harkropusanuja f Ha y3ajaMHO IpocTe Gak-
TOpE, HO TO HE MOPAjy HY/KHO OMTU HePaCTaBJ/BUBU (PAKTOPHU, & CBAKAKO CY
MHOTY WIAHOBU y OBOM mpousBony jemHaku 1. Crora HaM HUje JOBOJLHO
wahwu camo jeman takas moauHOM h. Tpeba HaMm Bulle TAKBUX, T€ CE KOM-
OrHamumjoM Bumie (paxTopr3alyja Jo0uja TPaskeHo.

Kako f | (h? — h), TO je HNpUPOAHO MOCMATPATU KOJIUYHUYKU IIPCTEH
F,[X]/{f). Aro ca h o3maummo Kmacy monruHOMa h y OBOM MPCTEHY, MMaMO
Ia je y memy 1" =h. Heka je f= fife - fr dbakTOpU3anuja f Ha npowmsBoxn
HEPACTABLUBAX. 3HAMO [& Cy OHU CBUM DPA3JUYNTHU, HE 3HAMO KOJUA Cy TO
moauHOMU. A He 3HAMO HU KOJUMKO MX mMa. Ho, mocMarpajMo mumeasie
P, = (f;). Karo cy monunomu f; HepacTaBmusu, uneanu P; cy MAKCUMAaJHU
u F,[X]/P; cy romauna moJba KoOja Cy pamupema mnospa F,. 3 makcumas-
HocTHu uneana P; cnemn na je P+ P; =F,[X] 3a i # j (3amro je TO Tako?).
Kunecka teopema o ocramuma, Tj. Teopema (48 mam maje:

Fy[X]

FolX]/ p x Fq[X]/ p - x FqlX]

/PszmmmPk: P, /Pk'

Ho, 3mamo ma je 3a kompocte muease P;, Pj, na ocHoBy crasa[@6} PN P; =
P;-P;. ¥3 taj craB u neMmy (BUIeTy u KOMEHTap IOCJe HOKa3a TeopeMe
48)) uvmamo na je PPN PeN---NP, =P - Py--- P,. Kako je

PPy Po=(f1)-(f2) - (fu) = (frfo - fr) = (),
mpobujamMo ma je

x Fy[X] x Tyl X]

/P2 e /Pk'

Axo je h € F, [X]/<f> TAKAB €JNEMEHT na je h' = h, OHa OH IIPU OBOM

n30MOpYU3MY OaroBapa k-TOpuu eJeMeHaTa

(h1,hay ... hy) €Fy[X]/ 5 X Fy[X]/ p x - x Fy[X]

P1 P2 /Pk

TaKBOj 1a je

(h1,hay ... hi)? = (b1, ha, ..., hi),

. 79 I . -3
Te je h; = h; 3a cee i = 1,k. C o63upomM ga Cy, a OPUOPH, IOIUHOMUA
fi; pasnuuuTor cremeHa u nosma F; = Fq[X]/P MOTY OWTH HEem30MOp(hHA
K3

3a pa3au4ynTe MHOEKCE ¢, aJy 3HaMO Ia eJeMEeHTU T y TUM IIOJpUMa, 3a
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Koje Baxku ¢ = x Hy:kHO mpumnazajy normnoiny F,. Ipyrum peumma, cBu
-~ Dby = . )
enementu h; cy enementu us Fy. Iakue, (hi,ha,..., k) € Fg. Crora je n

W= {he]Fq[X]/<f> B —h}

jeman Bexropckm mpocrtop Han F, mumenswuje k. Ilpcrem V = IF‘q[X]/<f>

Huje mosme (ceM ako je caMm [ HEpPACTABBUB), AU je CBAKAKO BEKTODPCKU
npocrop Hax Fy. Axo je deg f = n, moromma Ga3a 3a oBaj IpPOCTOp je
e = [T,Y,...,Yn_ ]. OBo ce Moke BumeTn Kao U y caydajy kaza je f
HepacTaBbUB. A, KAKO je KapAKTEePUCTUKA OBOI NIpPCTeHa jemHaka p (¢ =
p"), 10 3a cBe u,v € V Basu: (u+ v)? = u? 4+ v?. Ham saznarak je na
nabemo mornpoctop W <V koju uune enementu u € V TakBu ma je u? = u.
Kako cmo Bumenu na je npecaukasame [: V. — V nedunucano ca B(u) =
u? jemuo nuHeapuu omeparop upocropa V, to je W = Ker(f — Iy), rue
cMmo ca [y 0o3HAUMIM UIOEHTUYHU omeparop Ha npocropy V. Ilakie, ako
onpemumo Ker(8 — Iy) suahiemo konuko nMa daxropa y Gpakropusaunnju 3a
f. A sarum hemo, xopuctehn cras HOKYIMATH A3 OAPEAUMO U CaMy
(axTOpM3aNUjy.

3a nanaxkeme Ker(f — Iy) je, kao mro no6po 3HAMO U3 JIMHEAPHE AJl-
rebpe, HajropucHuje nahiv marpumy tor omeparopa. O3maummo ca B ma-
Tpuily auHeapHor omepatopa (3, Tj. Heka je B = [].. Tazna je [8 — Iy]. =
B —1I,, rme cmo ca I, o3HaUMIN jeIMHWYHY MaTpully pena n. Marpuny 3a
( mHamazumo Tako mTo Habemo ciamke 6a3HUX eseMeHATA: ﬁ(yl), U3PA3UMO
ux y 6a3m e n on TUX KoopamHATA (popMupamo rojgoHe marpuue B. Ilo-
TOM Ce TPaKEHO je3rpo mobuja pemaBameM XOMOTEHOT CUCTEMa, jeTHAYUMHA

(B-I1,)X =0.
OsBuM je Teopujcku meo 3aBpiieH. Bpeme je 3a mpumep!

IIpumep 117. Hera je f = X7 +2X%+ X5 +2X*+2X?2 +2 € F3[X]. Hahnu
dakropusaunujy f Ha HepacraBmuBe noauHome y Fs[X].

Hajope Mopamo mpoBeputu na jiu je moawHOM OeckBaapaTHu. Mmamo na
je f'=X5+2X*+2X3+ X. Ilobuja ce ma je d = NZD(f, f') = X +1. Kao
mWTO CMO perau, parropuszamuja ce cBoau Ha parxropusanujy f/d u d. Ho,
3a d je To Beh ypabeno. Ilpebumo ua f/d. O3nauumo ra ca g. imamo na
jeg=f/d=X%+X54+2X3+ X%+ X +2.

Basa mpoctopa V je e = [I, X, YQ,YS,Y4,Y5] U TO je IpOCTOP JUMEH-
3uje 6, MOUITO je CTEemeH MOJMHOMA ¢ jemHak 6. Y Hamem ciaydvajy je ¢ =3

3
. 1 . w3
1 OTpebHO je eeMeHTe (X ) 3a ¢ = 0,5 uspasuru y 6a3u e.

=T,
X=X

PR 3 PR— 75 JR— R — _— 75 — J— — —
(Xz) X e X X X X=X+ X +2X 42X + 1.
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3acrarumo osme. 3ampaBo, ako keaumo na exemedT a(X), rae je a(X)
ma koju mosauHoMm n3 Fs[X] uspasumo y mamoj 6a3u, Mu 3anpaso Tpeba xa
mabemo ocrarak npu gemeny noauaoma a(X) momunomom ¢(X), omHOCHO
na nabemo yemy je on Kourpyenran mo Mmonyay g(X) (kako je KoMe mOrogHO
a 0BO mOCMaTpa). 3a mpBa ABa CIydaja HUCMO HUIITA MUMAJIU Ja PAIUMO,
jep ¢y TO Oumam mOJMHOMU CTelmeHa Mamer ox 6. Y mociemmeM je OmIIo
JaKo. Y HapemHUM CJIydYajeBuUMa je IOrONHO KOpuCTUTH Beh nodujeHo,
CaMO MHOMKUTH mpeTxonuu ca X u cpebusatu. Heliemo mucaTu cas paduyn
nomTo 6m OMI0 MAJO HEMPEerjaeaHo, Hero caMo MOYeTaK U Kpaj.

a3\ 3 . L _ _ _ L . . . _
(Xg) X X 42X 4 XN X =X+ X+ X+ X+ X,
4\ 3 . _ . . . . . _
(X4) XX X X 4 X =X 12X 41,
=\ 3 — _ — . . —
<X5> X X X =X+ X+ X+ 1

Cana moxkemo mcnucatu marpune B u B — I5. Ob0parure maxmy HA pe-
mocien eixemeHara y 06a3u, CTEIeHU PacTy.

1 01 0 1 1 0 01 011

00 2 1 2 1 0 2 2 1 2 1

0 0 2101 0 01 101

B=1o1 1102 B =|og 1100 2

0 001 0O 0 0 01 2 0

0 0 21 10 0 0 2 1 1 2
Pemnmo cucrem jemmaunua (B — Ig)X = O.

i) + Ty + Is = 0

201 + 229 4+ x3 + 2x4 4+ z3 = 0

ro + I3 + x5 = 0

T + o + 25 = 0

I3 —|— 2I4 = 0

2%2 —+ I3 —+ Ty + 21’5 = O

Ommre pememe je

(xo,x1,x9, 3,24, x5) = (v, + 20,2a+ 20, a, 0, 3), «, B, € Fs.
Hpyrum peumma:
W = {7-T+(a+2ﬁ)Y+(2a+26)Y2+aY3+aY4+ﬂY5 : a,,@,yeng}.

Iakne, dim W = 3, Te mosuHOM ¢ MMa TpuU HepacTaB/buBa (arkropa. AKO

je h(X) npoussomun enement W, mvmamo ma

9(X) | (M(X)? = h(X)) (= MX)(W(X) = D) (h(X) - 2)),
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Te je
9(X) = NZD(g(X), h(X))NZD(g(X), h(X) — 1)NZD(g(X), h(X) — 2).

Ho, nmpeBume 6u 6mio ma mpoBepaBaMoO CBe IMOJUHOME KOjU OArOBAPAjY
enementuma W. Poxycupahemo ce Ha jenay 0a3y TOI IpOCTOpa KOjy UUHE
nomuroM7 ho(X) =1, h1(X) = X4+ X342X2+ X u hp(X) = X° +2X2 42X
(roje cMo moGwmiam HapaBHO y3umajyhiu penoMm ha je jeman ol mapamerapa
jemuak jemmHuIm, a ma cy ocramu Hysue). Ilommmom ho(X) = 1 muje ox
KODUCTU jep jeé KOHCTAHTAH MOJMHOM (OH Ceé HAPABHO IOjaBbYje€ YBEK y
oBOM mocTynky momto je 19 =1). Iakae, octana cy HaM IABa MOJUHOMA U
nokymahemo na Habemo ¢arkropusanujy kopucrehu mux.

NZD(g(X), hi (X)) =
NZD(g(X),h1(X) — 1) = X4+X3+2X2+X—|—2
NZD(g(X), hi(X) — 2) = X + 1.

Iakme, ,kpenymno je”’, mobuau cMo na je
g(X) = (X*+ X3 +2X? + X +2)(X? +1). (12)

Kako ¢(X) uma Tpu HepacrapmuBa ¢GakTopa, OBO CUIYPHO HUje (HAKTO-
)
pusamnuja Ha HepacTaBpuBe. Ho, memmro cmo mobumu. Ilpebumo ma hs.

NZD(g(X), ha(X)) =
NZD(g(X),h1(X) - 1) = X5 +2X% 42X +2,
NZD(g(X), 7(X) - 2) = X + L.
IlobujaMo HOBY (pakTOpH3aAnU]jy:

g(X) = (X° +2X? +2X +2)(X +1). (13)

Omer cmo mobunu nBa ¢arkropa, anu HOBa aBa ¢arkropa. Cana Huje
Temko 3aBpmutu 0Bo. Hawmme, X + 1 je ouursmenno mepacraBmus. 1peba
NPOBEPUTH Ha AU OH NeJU HEKu on (Paxropa y . Ho, To ce cBomn
Ha mpoBepy ma au je —1(= 2) kopeH Hekor o tux ¢arropa. Kako je
(—D)*+ (=13 +2(-1)*+(-1)+2=1-1+2-1+2=0y F3, nobujamo na
(X +1) | (X*+ X3 +2X?% + X +2). 3ampaso je

XP 4 X3 42X?2 1 X +2= (X +1)(X3+2X +2)
u nobunu cmo parropusanujy ¢(X) Ha HepacTaBiLUBE:

g(X) = (X + )(X*+1)(X?+2X +2).
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He cmemo 3abopaBuTu KOju HAM je OO OCHOBHU 3aaTakK, a TO je aa Hahemo
dakropusamujy nomuroma f(X) = X7 +2X6 + X° +2X* + 2X? + 2. Yau-
majyhu y 063up na je d = NZD(f, f/) = X + 1 u na umamo parropusanujy
g = f/d, xonauno nobujamo TpaskeHy (aKTOPU3ALU]Y:

(X)) = (X +1D3(X2+1) (X3 +2X +2). 'y

IIpcTen mosmuOMa ca Bumre Heonpebhenux

Canma moummeMO 3aBPINHK Je0 Kypca y KoMme hemMo ce Bumie mo3aba-
BUTH IIOJUHOMUMA ca Buiie Heoapebhennx. Hemro ox Tora cmo Beh umamnn,
ajay oBme HaM je riaBHU (OKyC Ha yBoheme mojma I'PEBHEPOBUX BA3A
KOje MMajy BEJUKM TEOPUjCKU, aJIU JOUI BUIIE MPAKTUUAH 3HAYA] IPU PaIy
ca maeajarMa y IPCTEHY Ca BuUlle HeoapeheHWX HaL IPOU3BOBHHUM MOJHEM.
Hajnpe mopamo noka3aTry HeKe OCHOBHE CTBApWU.

Herepunu npcrenn

Kao mro cmo Beh Bumenu, mpcren moauHOMa ca 1 Heoapebhenux moske
ce PeKyp3uBHO 3amatu Ha cienehwu nHauwn:

K[Xl,...,Xn]l = K[Xl,-”,Xn—l][Xn]-

IIpcTen monmuoma ca Buine HeompebheHWX, YaK WM aKO je Had MOJHEM, HeMA
BUIIIE OHOJUKO MPABUIHOCTU KOJMKO MMa MPCTEH MOJIUHOMA Ca jeTHOM HEO-
npebenom. Ho, kao mro cmo Behl HaBenu, mManga y OPCTEHY MTOJIMHOMA
ca Bume HeoxpeDheHUX HUje CBAKM KOEAJ TJIABHU, WUIAK j€ CBAKU WOEAJ
KOHAYHO reHepucas. Jla GucMmo TO moraszanu, KOPUCTAH HAM je ciaenehu
cTaB.

Cras 118. Heka je A komyTaTMBaH NpcTeH ca jeAvHuuoMm. Tapa cy cnefefin
YCNOBWN €KBMBANEHTHU!

(1) Cakn ngean y A je KOHauUHO reHepucaH.
(2) Ceaku pactyfiv 13 ngeana y A:
LhChLChLcC. -
je cTaywoHapa, Tj. noctoju m > 0 Tako ga je I,, = I,,, 3a cee n. > m.

Hoxka3z. (1) = (2): ITocmarpajmo yHMjy OBUX mmeaJa:

I= Ulj.

320
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Hoxaxumo na je I nunean y A. Hajupe, ako jex € I ma € A, ouna x € I
3a Hexo j > 0. Kaxo je I umean y A, 3akmyuyjemo na a-x € I; C 1.
Yromuko x,y € I, onma v € I;, u y € I, 3a Heke ji,j2 = 0. YKoIuMKO
je j = max{j1,j2}, ouna x,y € I;, na, nomro je I; unean, cienu na x+y €
I; C I
Kako je I umean y A, oH je 0 IpeTmOCTaBIM KOHAYHO TE€HEPUCAH, TE je
I=(x1,...,2p).

Kaxo je I ymmja pacryher Husa upneasa, 3aripydyjeMo Ha je Ts € I;, 3a
meke j; > 0. Axo je m = max{jy,...,jx} omma zs € I, 3a cee s € {1,... ,k}.
Ho, To ynpaso 3mauu na je I = I,,,. Kako je, 3a n > m:

InL - In Cl= Ima

nobujamo na je I, = I, 3a cBe n > m, Kao IMTO Ce U TPAKMUIIO.

(2) = (1): IIpernocraBumo na uzxean I Huje KOHAUHO reHepucas. To
3HAYM &, KO y3MeMO Ouio koju eseMent xg € I rana I # (xg) = Iy. Cana,
aro y3meMmo 6wmno koju enement x1 € I\ Iy, I # (xg,x1) = I1, jep I uwmje
roHauno remepucan. Tana je Iy C . Ha amamornu Hayua HaJIa3UMO HU3
enemMenata x; € I Tako ma je

I, = {xo....,Zn) CInt1 = (T, Tni1),
Tj. mobujamMo GeCKOHAUYHU CTPOTro pacTyhwm HuU3 mmeasa
IhychiclhC---
IITO MPOTUBPEYM mpeTnocTasim (2). O

Hepurumnuja 119. 3a komyTtaTueaH npcrteH A kaxemo fAa je HetepuH ako mcny-
HaBa b61no koju of oBa ABa EKBMBAJIEHTHA YCJIOBA.

IIpumep 120. Heka je A npcren cBux Henpeknaaux gpyurnuja f: [0,1] — R,
npu deMmy cy omnepanuje mMehy ¢yHEIUMjamMa neprHECAHE TAYKa IO TAUKa:

(f+9)@): = fl@)+g(x), (f-9)(@): =f(z)- g(z).

Iocmarpajmo mu3 nueana I, = {f € A: (Vo < )f(z) = 0} (yBepure ce

na je I, mmean y A). Jacuo je na je I, C I 41. Hanme, rako je n%rl < %,
1

jacuo je ma m3 f(x) = 0 3a < - cremm na je f(x) = 03a = < %ﬂ, HO
¢yurumja g : [0,1] — R nedpunancana ca
0, r < Lo
g(w) — L N n41
Tr — e+l nHa4ye,

npunazna I,1, anu He npunana I,,, Te umaMo DeCcKOHAYAH CTPOro pacryhn
Hu3 uneana. lakmae, npcren A nuje Herepun. &

Osaj npumep sehemo nasbe KOPUCTWUTHU, HABEIEH je CAMO 3aTO 1A Ce
MOKasKe Oa IMOoCToje mpcTeHu Koju Hucy Herepunu. 3anarak cieneher
omesmka he ce cacrojaTu y TOME Oa JOKAKEMO Ja IPCTEHU IOJIUHOMA Ca
uie Heonpebenux JECY Herepunu.
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XwuibeproBa TeopeMa o0 0a3mu

Cneneha Teopema je om meHTpasHOr 3Havaja. U3 me ce Jako m3BOIU
YNHKEHUIA 14 jé CBAKM MOeaJ y IPCTEHY MOJMHOMA Ca BUIIe HeonpelheHumx
HaJ IOJ/bEM KOHAUYHO I'€HEePUCAH, ITO je HMPEeIyCdOB 3a MOCTOjame PAa3HO-
BPCHUX ajgropurama y ToM npcrery. Jlupexran noxas oBe ynmeHWUIE He Ou
01O JIaKImM OX MOKa3a OBE TeopeMe, 3amuc 6u OMO U KOMILJIUKOBAHU]U.

Teopema 121. (Xunbeptosa Teopema o 6asum) Ako je npcren A Hetepun, onpa
je v npcten A[X] Hetepun.

JHoxka3. Heka je I unean y npcreny A[X]. Hebunumwmmo umean I, y
npcreny A ca:

I,: ={a, € A: (Fa(X) € A[X])(dega(X) =n n LC(a(X)) = a,)} U {0}.

Kpatro: y I, ce manase Bomehwm roepuijeHT CBUX MOJIMHOMA CTEIEHA N
KOju ce Hajaze y uneany I, a ocum mux je Ty u 0 (Hysna HaM je HeonxogHa
Ia OMCMO MMaJIi Ueal, & MOPaMoO je OBaKO HOIATH, jep OHA He MOKe OUTU
Bomehu KOEPUIMjEHT HUjeAHOT HEHYJIA MOJIUHOMA).

Iokaxxkumo majupe na je I, nnean y A. Hera je a, € I, u b € A. Axro
je ba, = 0, omna csakako ba, € I,. Axo je ba, # 0 u ako je a(X) € I
nonuHoM creneHa n y I uuju je Bomehu roedunujent a,, ouma je ba(X)
nonmHOM creneHa n 'y I uuju je Bonehu roedurmjent ba,,, ma 3aKmbydyjemMo
na ba, € I,.

YKOIUKO ap,b, € I,, Hera cy a(X), b(X) nmomusomu cremena n u3 I,
raksu ga je LC(a(X)) = an, a LC(b(X)) = b,. Axo je a, + b, = 0, onzna
je jacHo ma a, + b, npunana I,,. Y cyuporaom, nmomuaoMm a(X) + b(X) je
nonueoM creneHa n u3 I (jep je I mmean) umju je Bomehwm koepuuujent
an + by, Te a, +b, € 1,.

Huje temro morkazaru ma je I, C I,,;. Hamwme, ako je a, € I,, onma
nocroju noausoM a(X) u3 I crenerna n rakas na je LC(a(X)) = a,. Tana
je Xa(X) monuuowm crenena n+ 1y I unju je Bonehn roedpunujent tarobe
Gp, T€ Qp € Inyq.

Taxo cmo mobusu pactyhu Hus umeasna y A:
LCchLChC---

Kako je npcren A Herepun, To je oBaj HU3 uaealia CTAIUMOHAPAH, Tj. IIOCTO-
) b

ju m > 0 rako nma je I, = I, 3a cBe n > m. Ocum Tora, cBu uneanu I, cy

KOHAYHO IeHepucanu u Heka je, 3a 0 < k < m:

I = (ak1, - . ., (ks )

u Heka cy fij, € [ mommuomu cremena k taksu na je LC(fi.) = agjy.-
Hoxra:xmumo na moaumeoMu fij, 38 0 < k < m, 1 < jp < s, rerepumy uznean
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I. Ozmaumvo ca I uxearn y A[X] remepucan oBum nosuaomMuMa. Ouursensno
je I CI. Ilora:KUMO OPYTY UHKIY3U]jY.

Hera je f € I'\{0}. Iloka3 13BOAMMO MHIYKIM]OM IO CTEIEHY MOJUHOMA f.

I[IpernocraBumo na je deg f = 0. To 3maum ma je 3ampaBo f KOHCTAHTAH
mouHOM 1 ga ce Hanasu 'y Iy. Kako cy u mosmmaoMu fo1,. .., fos, KOHCTAHTHI

MOJIMHOMY KOjU TE€HEPUIy OBaj mueat, suaumo na f € I.

IIpernocrasumo na je moauHoM f cTemeHa t u Oa je TBpheme I0Ka3aHo
3a CBe IOJUHOME cTerneHa Mamer on t, Mimamo ase moryhuocTu.

t <m. Haxxe, f je monuuom crenera t, te LC(f) € I;. Karo ay,...,as,
remepury uneat Iy, To nocroje by, ..., by, € A TakBU KA je

LC(f) = buag + -+ + bys, s, -
IMoncerumo ce ma je aij, = LC(fij,) n na je deg fi;, =t. To 3maun na je
deg(f — b for — -+ = bes, frs,) <1,

a OBaj IOJMHOM CBakako npunana uneany I. Ilo mnykTwBHOj XMnoresu
3akpydyjeMo ma oH mpunana I, na jeu f € I.

t >m. Iakne, f je mommuom crenena t, re LC(f) € I; = I,. Kako
Gmi,-- -, Qms,, DeHepumry mupeaid I, To moctoje bmi,...,bms, € A TaxsBm
na je

LC(f) =bmiam1 + -+ bmsmamsm-

IMoncerumo ce na je am;,, = LC(fm;,,) 1 na je deg fn;, = m. To 3naun na
je
deg(f — X o fran — - = Xt_mbmsmfmsm) <t

a OBaj MOJMHOM CBakako mpunana uaeany I. Ilo MHIyKTWBHOj XumoTe3u
3akpydyjeMo ma oH mpunana I, na jeu f € I.

OBo u 3aBpmIaBa IOKa3, jep CMO MOKA3aJHU 1A KOHAYHO MHOTO MOJIMHOMA
remepurry umeas I. O

Hamomena 122. Y Ha3uBy OBe TeopeMe CIOMUH:€ ce Heka 0Oaza. Osme
HAIIOMUEEMO M1a Ce He paau O 6a3u y CMUCIY BEKTOPCKUX IPOCTOPA, HErO
0 TOMe JIa Ce TeHepPATOPHU CKYI HEKOT MAeajia y MOJUHOMU]AJIHOM ITPCTEHY
HA3WBa U HErOBOM BA30OM. O

IMocnemuua 123. Csaku ngean y npcreny K[ X, ..., X,,] je koHauHo reHepucaH.

Iloka3. 3ampaso je ce Beh ypabeno. Munykmujom mo n ce morasyje na
je K[Xy,...,X,] Herepun npcren, a To yupaso 3HauYd Aa je CBAKU UACAJ
y BeMy KOHAYHO T'€HEPUCAH. O
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JluxcouoBa jieMa

Y OBOM KpPATKOM OZEJbKYy AOKa3zaheMmo jemqHO YMCTO KOMOWHATOPHO TBP-
beme koje he HaM KOPUCTUTHU ¥ AATHEM.

Cras 124. (JukcoHosa nema) Heka jen > 1. Ha ckyny N” gepunuiemo ypebetse
< ca:

def
(xl,mg,...,xn)<<(y1,...,yn)<é>(xl Sytmza<y2 M ... Ty < Yn).

Heka je T npouseoseaH HenpasaH nogckyn of N™. Tapa je ckyn MWHUMaNHUX
enemeHaTa y T'y ofiHocy Ha oBo ypebere KOHauaH.

Ioka3. Iokaszahemo 3anpaso ma y napuujaauo ypebemom crymy (N”, <)
He mocToju GeckoHauad anTuiaaHan (OeCKOHAUAH CKYN y KOME Cy CBaka
nBa esemenTa Mehycobuo meynopenusa). OBo HAM HOKa3yje Aa U Ma KOjU
noackyn on N He Moske uMaTu OECKOHAUYAH CKYNl MUHUMAJHUX €JIeMEeHATA,
jep " MUHUMAQJIHY €JIEMEHTU YNHE je,IIaH AQHTHUJIaHAIl. HpeIICTaBI/IheMO aBa
IOKa3a.

IlpBu nmoka3. Tspbeme morkadyjeMo mMHAYKIUjOM TO n. ¥ caydajy n = 1
TBpbeme je TpuBMjaIHO MOMTO CBaKM HempasaH moackym ox N mmva Haj-
MambU eJEMEHT.

I[IpernocraBumo na je n > 1 u ma je rBpheme Tauno 3a cBe OpojeBe
Mame on n. IIpernocraBumo na je S Geckonauan antunanarn y N®. Heka je
(a1,...,ay,) npousBosman esement y S. Tana ckyn S moskemo na ‘pazbujemo’
Ha nBa OUCjyHKTHa ckyma: S =Sy US_, rzue je

Sy ={(z1,...,2,) €S :xy > an},

S_={(z1,...,2n) €S :xyp < an}.

DBap jeman om oBa mBa ckymna je GeCKOHAUYaH. Y KOJUKO je TO CKyI S_, oHzIa
nocroju npuponad 6poj k € {0,...,a,} Takas ma je CKym

S = {((L’l,...,.%'n,l) € Nn_l : ((El,...,il'n,hk) S S}

feckonauan. Ho, Tama je S Geckomauan amTmaaan y N”~! mro mpo-
TUBPEUM WHAYKTUBHO] XUIOTE3U. 3aKBYyUIyjeMo ma je CKym Sy OecKoHAUaH.
Tana je S =S4+ USy_, raoe je

Sty ={(z1,...,2n) €Sy 1 Tp_1 > ap_1},

S—‘r— = {(‘Tla cee axn) € S+ fTp—1 < an—l}-

Bap jemam om oBa mBa ckyma je 6eCKOHAYAH W KAaO W Ipe, TO MOpa OUTHU
ckyn Si+. lakme, 3a cBaKu eneMenT (X1, ...,%,) CKyna Sy BaKA: Tp > ap,
Tp—1 > ap—1. IlocTymak HacTraB/baMoO OOK He NOOMjeMO OECKOHAYAH CKYII
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Sy...4 C Sy xomMe je 3a cBe i: T; > @;, IITO IPOTUBPEYM IPETIOCTABIN
na cy y S Heymopenusu esieMeHTH (mOACETHMO ce ma je (ai,...,an) € S).

JHpyru nora3s. Heka je, kKao u y mpeTXOomHOM NOKa3y (ai,...,a,) € S, rme
je S Hexu GecronadaH aHTHaaHAN. 3a 1 < i < N yodmMO CKyIOBe

Si:{(xlv"~7xn)es:xi<ai}

U CKyI

So={(z1,...,2,) € S: Vi)z; > a;}.

Tana je
S=5SU(S1USU---US,),

Te je 6ap jeman on OBUX CKyIoBa OeckoHauaH. AKO Ou TO OMO HEKU OX
crymoBa S; 3a 1 < i < n, nobuau OMCMO KOHTPAAUKIV]Yy Ha UCTU HAYUH HA
KOjU CMO je mobwiu M3 mpeTIocTaBke na je ckym S_ Oeckomauan. [lakie,
ckyn Sp Mopa 6uru Geckonauan. Ho, (ai,...,a,) € Sp u 3a cBakuM eneMeHT
(x1,...,2n) y CKymy Sp Baku

(alv"'van)<< (xlv"'vmn)'

OBo mporuBpeun mpeTnocTaBuu ga je S anTmianan (IOBOBHO je Ouio xa
nabemo y S jemam enement ynopemus ca (ai,...,ady), & PA3IUYAT OX H-Era,
a My HahoCMO GECKOHAUHO MHOTO Bmux!). O

MoHOMHU TIOpPENAaK M PeayKIuje IIOJMHOMA

Mu canma 3HaMO fa je cBaku mmeas y npcreny noamaoma K([Xq, ..., X,],
rae je K mome, xomauno remepucan. 3a matu uneaa I = (hy,..., hg)
NPUPOIHO C€ TI0jaBibyje MATAme npunadkocmu udeary. Karo ycTaHoBUTH
na au je matu nogusoM [y mpeaiay I7

ITornenajmo majupe HajjemmocraBuuju ciaydaj: n =1,k =1 (oBme hiemo
MaJIO TIOHOBUTU HEIITO W3 PAHUjUX JIEKIMja, AJU KOPUCHO jé TO y OBOM
TpeHyTKy). Jlakme, muramo ce na am mommHoM f(X) € K[X] mpumana
nurealsy remepucasnoM noauHoMoM hi(X) € K[X]. JacHo je kKako TO pauMo.
Jenrocrasro moxenumo monusoM f(X) monmHoMoM hy(X) m nmpoBepumo na
au je ocrarak jemHak 0. Axo jecre, omma je f(X) = ¢(X)h1(X) 3a Hern
nosuaoM ¢(X) n f(X) jecte y ToMm mueasy. Y ciaydajy ma MOCTOjU HEHyJa
OCTaTaK, MOJUHOM HUje y mmeanay. [lakme, mumra npoctuje. I[lomcetumo
ce Kako ce Bpmu nememe. Heka je f(X) = a, X" Fan X" b X+
ao 1 hi(X) = by X™ 4+ by 1 X™ 4o 4+ 01X + by, YErOMHMEO je n < m
HUIITA HE MOKEMO Ta ypPaIuMO, 3aTO mocMaTrpajMo ciaydaj n > m. Illra
pamumo? Ilocmarpamo uckamyuuso MOHOME G X"™ U b, X ¥ IPBU MOHOM
nomenumo apyrum. Jlobmjamo na je pesymarat %X""”. To he mam 6utn;
IpPBU MOHOM Yy KOJIUYHUKY. I1lOTOM HOMHOMKMMO THM MOHOMOM IIOJIUHOM
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h1(X) u onysmemo pesynrar on monmHoMa f. JloGmjaMo HOBM MOJUHOM

f[(X)=f(X) - lf"igm h1(X). OBO MO:KEMO 3AIIMCATH U OBAKO:

fg)flv

7 TO MOMKEMO UMTATU: HOAMHOM [ je cBeleH (PenyKOBaH) HA IOJUHOM fi
nomohy mosmaOMa hy. Ila 6UCMO MOjeTHOCTABUIN 3AINC, IMOJUMHOME CMO
nucasu 6e3 ekcruuTHOr HaBOohemwa Heonpebhene. To hiemo uecto pamuTu
U [naJhe.

[Mocrymak mame npumemyjemo Ha moauuoMm fi. OBo ce HacraBba CBe
IOK He nohemMo miu o HyJie WiIn OO IOJUHOMA CTEIEeHA MAEr Ol CTEIeHA
nosuaOMa hy. Taj moOujeHr MOAMHOM, KOjU MOM¥eMO (He IpEeBUIIe MAall-
TOBUTO) Ia O3HAUMMO Ca T', 3al0PABO j€ OCTATAK IIPU AEJLEHY MOJUHOMA f
nonmaOMOM hi. To ce y mperxomuoj cuMboIunM 3amucyje u OBaKoO:

fi’flgféi)'“k’fs:ﬁ

Ilakie, nebeme jeAHOT MOJMHOMA APYTUM 3aIPaBO Ce CACTOjU M3 BUIIE KO-
paka kKoje HasuBamo peaykiuje. OBO mesbeme HAM jeTHOCTABHO OoMOryhaBa
Ia pa3permmMo MUTAKE TPUNATHOCTY ALY y CIydajy MOJUHOMA Ca jell-
HOM HeonpeDheHOM u maeasia reHePUCAHOT jeIHUM E€JIEMEHTOM.

IIra ce memasa y cayuajy n = 1,k = 27 Tana mmamo umean I =
(h1(X), ha(X)). Karko ycTaHOBUTM ma JU HATU TOJIWMHOM | TPUIALA OBOM
uneasy? Persno 6u ce, mumra mocebuo. Pemumo, momeauMo MOJIUHOM
f momumomom hi. Axo je ocrarak 0, oHma jecTe y mmeaty, akO HUje,
OHZAa Taj OCTAaTaK MOAEINMO MOJMHOMOM ho. Camnm, Ty mocToju m3BECcHA
MPOU3BOJLHOCT — 3aITO NMPBO hi, ma mociae ho, amu nobpo. Ho, ma su oo
‘pamu’?

Pasmorpumo cremehu mpumep: f = X3+ X, by = X2 - X, hy = X2
Bpmwumo penykmnuje moauaoMoM f:

X34 x M ox2yx Mox

Y mpBOj penyKmuju cMO O TmOoJuHOMA [ Oqy3€JM MOJUHOM hi IMOMHOMKEH

MOHOMOM X = %, a IIOTOM CMO O ,ZLO6I/IjeH01" IIOJIMHOMa O4Yy3€JIN IIOJIMHOM

h, moMHOkEH MOHOMOM 1 = % Cge no mpaBuiIrMa KOjuMa BPIIMMO PeIyK-
nuje. Hobunu cmo mosmuOM 2X M Bera He MOMKEMO BUIIE A PEIYKYjeMO
nosaoMOM hy. IloGpo, npebhumo vHa monuaOM hs. . . Asu, HE MOXKEMO Ja ra
penykyjemo Hu moauHoMoM ho! YuHu ce ma o Huje y mmeasy. A mra 6u

ce IecUso Ja CMO MPBO PEIYyKOBAJIU IMOIUHOMOM ho?
3 ha
X°+X —= X.

Omer HEe MOMKEMO Ja HACTABUMO AaJbe. [IpuMeTnMo na HUCMO HOOUIU UCTU
pesyarar. Ho, My cMO memmeme pacTaBUIM HA IOjeIUMHAYHE KOPAKe — pe-
nykmuje. Moskma MoskeMo ma MaJjIo peaykyjemo momohy hi, a Majo momohy
ha?

X34 x Mo x2 4 x 2 x
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Kako ron ma pammmo, He mobujamMo Ja MOJWHOM OpuUnaga uaeaxy. Amu,
jACHO ce BUOM Ia IOJUHOM jecte y mueany: X = ho — hy, ma X € I, a
f=(X?2+1)-X,na fel.

Iakie, oBaj Ham nocrynak He pamu dam mobpo. Tpebano 6u mamxo na
pasMucianmo. OuuriaenHo je GUIIO MOTPEITHO KOPUCTUTU CAMO IIOJIUHOME
hy m hy. Tpeba raemaru u apyre moawHOME KOju Cy vy maeasy. Hapasmo,
Jako hemo ce moceTmuTy Kako OBO mompaButu. He camo 3a oBaj moce-
Oan ciyuaj, Hero yommTe. Mwu Bpso noOpo 3HaAMO Oa je IPCTEH MOJIMHOMA
K[X] rnaBHOUIEAJICKH, Tj. Y IBEMY j€ CBAKU UACAJ PEHEPUCAH jeIHUM II0JIU-
HOMOM. 3HAMO ¥ KOjU jeé TO MOJMHOM. TO je mMOJIMHOM KOjU je 3ampaBo Haj-
Behu 3ajemHUYKN Oeauiiall TOT KOHAYHOT Opoja MOJUHOMA KOjU TE€HEPUITY
uneas. Y ciay4dajy ABa TOJMHOMA, HajBehu 3ajeIHUYKN mesauiiall ce nobuja
EygnumnoBuM amropuTmMoM, a 3a BUIIE TOJUHOMAa Ce€ MOCTYIAaK uTepupa. Y
HameM ciydajy ce gako mobuja ma je NZD(X?2 — X, X?) = X u onza je cse
jacHo (1 1aKo).

ITpema Tome, mpobaem npunansoctu uneanxy [ = (hy,...,h;) pemmm
CMO TIPeJacKoOM Ha ,,60/bu” TEHEPATOPHU CKYI. Y CIAyYajy uaeasia TeHe-
paTOpHUM CKyI Ha3WBa ce, Kao ITO PerocMo, um Oaza. Ilakie, om Oase
{h1,...,hi} openazumo Ha jenmounany 6a3y {NZD(hi,...,hx)} u Tana ce
npobaeM MPUNATHOCTA UACATY jeAHOCTABHO PEIIaBa.

ITozabaBumo ce cama cayvajem moamHoMa ca Buine Heoapehenux. Mopa-
MO IIpe CBera, na pa3jaCcHUMO IeJbeH-e y MPCTEHY IMOJMHOMA Ca BUIIE HEO-
npebenux. Kao mro cMo Bumenu, mesbeme je 3aIpaBO HU3 PEOyKIUja, Te
hemo crora pasjacHuTu mOjaM pemyKIuje.

Kana BpmuMmo pemykmujy moamHOMa ca jeaHoMm Heompebhenom, Mu ce
KOHIIEHTPUIIEMO Ha ABA MOHOMA, KOjU Cy 3ampaBo MOHOMU HajBeher cre-
meHa y JABa IIOJUWHOMA KOje pasmarpamo. Ipyrum peuumma, ouu cy Bomehmn
MoHOMM. Kako TO m3riema y ciaydajy MOJMHOMA ca Buile Heonpebhenmx?
Ha mpumep, koju je To Bomehu moroM y momumaoMy XY +4X2Y2 4 3X2Y +
Y3 - X242Y —17 Ako riemaMo mo TOTAJIHUM CTEIEHHMa, OHZa ¢y u X°Y
n 4X2Y? cremena 4. HapaBHO, MOXeMO Ja Ce KOHIEHTPUIIEMO HA HAjBUIIL
cremen ox X. Anu, mra pehu 3a opaj mommmom: X2Y2Z 4+ X2Y 7?2 -Y? 4+
3Z—-57 Osne moxkemo na rienamo Behu cremnen on Y. Tpeba To naskimuBmje
OCMUCJIUTH.

EBo mano mpuroame tepmunosnoruje. Aro je ¢X{' X352 ... X% MoHOM,
OHIA je Ty ¢ KoepumujerT, a X X5? - - X je mpou3BOL CTEmEeHA HEO-
npebenux, kparko mpousson. Osaj mpomsBon heMo KpaTko o3HAUYaBATH
ca X® (oBme cy X u @ onrosapajyhe n-topke). (OBne Huje gome Hanome-
HyTHU 12 je IpU IUCamlby 3TOIHO, yMECTO OBAKO 3aTAMECHUX CJIOBA, Ta CJIOBA
nomsyhiu, tj. X ymecro X u o ymecro a.)

sKennMo ma yBememo HeKu mopenak Ha CKyIy cBux mpousBona PP,. Ilpe
CBera »KeJuMO [a Taj HOpeIak HPOMUPYje MOPEeIaK y CMUCIY NEeLUBOCTH,
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1j. na w3 X% | XP cremn X® < XP. Takobe smemmmo ma Tako mobu-
jemo MOBPO YPEBEHU CKyI CBUX MPOU3BOLA, jep HE JKEIUMO DECKOHAUAH
omanajyhum mm3: X*' = X2 » ... IlocebHO, TO 3HAUM & UMAMO jeIHO
JIMHEAPHO YPEBEHKE, Tj. CBaka ABa MPOM3BOAa MODajy OUTM ymopeausa.
puveruvo ma je u 1 < X* 3a caxo a (1 = X%, 0= (0,0,...,0)). Cparn
TaKaB IIOpeAak Ha3uBa ce MOHOMHU [IOPEJAK (Maza je 3anpaBo ge(UHICAH
Ha IPOU3BOAVMA, & HE MOHOMUMA, aJii HE MMOCTOJU yCATJIAIIEHOCT TePMUHA,
Te ce Hehiemo mame GpunyT; 0 TOME).

3amnpaBo, €BO Ipenu3He AeGUHUIM]e KOja HaM Jaje CBe TpasKeHe yCIIOBe.

Hepuaumuja 125. JIMHEAPHO YPEBEILE Ha CKyny CBMX MPON3BOAA je€ MOHOMHM
nopeAak YKONMKo ucnywasa cnefeha Asa ycnosa.

1. 3a ceea #0 jel < X*
2. 3a cee a, B,y uz X < XB caeou XXV < XBX".

Capma moka3yjemMo ma CMO OBAaKO 3amcra nobuinu jenHo nobpo ypebeme
Ha CKyIy CBUX MPOU3BOJA.

CraB 126. MoHoMHM nopefak je JOBPO YPEBEHE Ha CKyny CBUX NMpon3Boja.

Iloxka3. Heka je < Hexkum MOHOMHM mopenak Ha ckyny P, u meka je T
HempasaH nmomackyn oxn P,. sReaumo ma moraskemo ma T mMa HajMamu eje-
ment. [Ipumerumo mpe cBera ga mpunpy:kuBame P: N — P, 3angaTo ca

D(ag,...,apn) = X X0
ycnocTtaBma jenny oujerrnujy mamehy N™ u P, 3a kojy Bavkn
(@1s-ev0n) € (Br,... Bn) == X XS0 | X X0

Ipyrum peunma, napuujanao ypebenu ckymosu (N, <) u (P,,|) cy uso-
vMop¢uu. Ilukconosa mema kKame ma ckyn @ [T] C N® uma camo KOHAUHO
MHOTO MUHUMAJIHUX €JeMEeHaTa y ONHOCY Ha mopenak < ma crorau 1 C P,
“Ma caMO KOHAYHO MHOIO MUHHMAJHUX ejieMeHaTa Xi,..., Xk y OJHOCY Ha
nopenak |. Ho, MOHOMHUM mopeak Ipomupyje mopesak 3a1aT JesbUBouIiy,
a y3 1o je m aureapuo ypebeme. Kona cBakor summeapuor ypebema, cBaku
KOHAYAH CKyI MMa U HajMmamu u HajBehu emement. HajBehwm enement mac
HE 3aHUMAa, aJi HAajMamU €JIEeMEHT, HEeKa je TOo X;, Y CKyOy TUX MUHU-
MaJIHUX eJeMeHAaTa je HajMamU €JIEMEHT y CKymy 1’y omHOCY Ha MOHOMHU
nopenak <. Hamme, ako 6u y T moctojao npomsson X takas ma je X < X;
OH CBaKaKO He OUM Oeano HUjeZaH O HABENEHUX MUHUMAJIHUAX €JIEMEHATA.
Tarobe, 3a 1 < j < k: X; { X, jep Om omna 6umo n X; =< X, mro je
cynporso unmenumy ga je X < X; = X, (mopenak =< npomupyje |). Kako
IOCTOjU CaMO KOHAYHO MHOT'O IPOU3BOJA KOjU mesie OUIO KOju HPOU3BOI,
IOCTOjU KOHAYHO MHOTO BuX n3 1 koju gese X. Y3MUMO MUHUMAJAH TAKaB
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X’ (To mosxe 6utu u cam X, Hema 3Hauaja). Ho, o 6u oHma 6uo u MUHU-
masan y Ty omHocy Ha |, pasnuunt on X, ..., Xk, & TO Cy CBU MUHIMAJIHI
y T. OBa KOHTpAIWKIMja 3aBpIIaBa IOKA3. U

MomoMHUX mOpemaka uMa YUCTUHY MHOTO. HaBemumo mBa HajjemHoc-
raBHUja. IIpBU je sexcuxoepafcxu mopenak, o3maka lex. Y ToM ciaydajy
je

X X9z ... X0 < XD x P2 x P
S @e (. n) (Vi < i)y =5) mai < ).

Kpartro peueno, npousBoau ce mopene Kao y PEUHUKY. 3aMUCIUTE O CTE
KCHUCAIM IPOU3BOJ KAO ped y pevyHuky (mpu uemy cy Heompebene ciosa
n To Tako na je X; mpso caoso utx.). Onzna je ,Beha” oma koja ce mpsa
nojasu. Pemmmo XZXoXI <jex XPX3X3: a1 =2=01,aa=1<2=fs.
Sanpaso, mpBa oaropapa peur (pevyHuK je Ha Nupuauim): aaOBBBBBBB,
a mgpyra aab6s. CurypHo ce HM y jeOHOM PEYHUKY CPICKOT je3UKa OBE
IBEe peu’d He MO0jaBJbyjy, aju 3HaMO Koja Om ce mpBa mojaBuia. llocebmo,
oBIE je X1 >lex X2 ™lex ' ° "lex Xn. Hamme, X, = X?X%Xg, a
X = X{1X9--- X0, ma je Xo <jex X1, mTO ce BumM mopebemeM cTemeHa
weonpebene X;. YocrtamoMm, CIOBO a ce mojaBibyje mpe ciaoBa 0, 3ap He?
Hapasno, mopebeme ca peunumrom je HaTerumyrto: Hame Heompebene ko-
MYyTHPajy, a CJIOBa y peumMa CUTYPHO HE, aju OBO o0jallmaBa TePMU-
HOJIOTU]Y.

Hpyru jemrocraBaH nmopenak, KOju heMo KOPUCTUTU y OAJBEM j€ TaKO-
3BaHU CMENENACU AEKCUKOZPaPcky TOPenak, y o3Hanu grlex. Y oBoMm moper-
Ky, aKO IJIefaMO aHAJOTUjy Ca PEYHUKOM, IIPBO IOPENUTE IYyKUHY peUn
(mysxe peun cy sehe onx kpahiux), a peuu ucre Qy:KUHE TOPEIUTE JIEKCUKO-
rpaderm: X0 X9 X0 <0 XPUXD2 0 XBr ako u camo ako je

n n
D <) B
i=1 i=1

W je
n n
S 0= S 0 KPS X XOXE X
i=1 i=1

Jacro je ma je m oBme X; >giex Xj 3821 < j.

3amnpaBo, Mu CMO 1 Ae¢purHUCAIU 00a OBa MOPETKa TAKO na Heonpebhene
oBako Oymy ypebhene. Moske ce HApaBHO, aHAJIOTHO, 3aaTU JIEKCUKOTPad-
CKU U CTEIEeHACTU JIEKCUKOIpa(CKy mopenak na Heonpeberne 6yny ypebene
Ha HEKU IPYTI'Y HAUWH.

WN3zabepumo Heknm MoHOMHEU mopenak =. Carkm mommaoM [ # 0 wus
K[X1,Xs,...,X,] Moskemo 3anucatu Ha ciaenehin Hauns:

f = X +a, X*? +... + aTXaT,
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npu yemy je X > X% > ... > X% [lpupomuo je yBectu ciaenehy
repmunorujy (u osmake). Bodefiu npouseod monuuoma f, y osmamm LP(f),
je X', sodeliu xvoeduyujenm Tor monuuoma, y osumauu LC(f) je aq, Dok je
a1 X godehu monom: LM(f) = X,

Heka je zamar nnpean I = (hy,ha,...,hg). 3aHuMa HAC NUTAMKE IPUNAI-
HocTu mosmHOMa f # 0 oBOM mmeasy. Ha aHasoran HauuH ca MOJIMHOMUMA
ca jemnom Heonpebenom moxkeMmo yBecTn mojaMm peaykuuje. Youumo LP(f)
u LP(h;). Axo LP(h;) | LP(f), onna BpmUMO PenyKIujy:

M
rue je
B LM(f) ,
fl - fﬁ mhz

ITpumerumo na je cana LP(f1) < LP(f), jep cmo Bogehin monoM ’crunynn’,
a CBe ce paauio npousBoarMa koju cy Mamu on LP(f) (kopuctunu cmo
Bomehm monoM m y h;). Jlakme, MOKEeMO NMOHABJLATU OBE DENyKIMje KO-
pucrehu cBe oBe mosuuOME hi,...,h;. Ha rpajy momaszmmo mo momamHOMA
7 KOJU JaJbe He MOKEMO na penyKyjeMo. Y ciaydajy IOJMHOMA Ca jeITHOM
Heonpebernom, To ce memaBa Kama CcTemeH MJOOWjeHOr MOJUHOMA Oyae Mamu
Ol CTeleHa MOJUHOMA h;, a y Cciaydajy HOoauHOMa ca Buine HeonapebheHux,
TO ce memasa kazxa HujenaH on Bomehwnx mpoumssona LP(h;) we nenn LP(r).
Axo je r =0, onna 3uamo ma je f y mumeaiy, a ako HUje, OHIA. . .

I'pebGHEpOBE Da3ze — mojaM M €r3mUCTEHINja

HacraBmamo ca murameMm penykuuje. Y MeCTO Oa PAIUMO Ca AaTOM
6azoMm hq, ..., hg, Mu keqmumo na mobujemo Gosmy Oa3y, y kojoj he pemyk-
muja pemuTy IpobiieM NpPUOAmHOCTU upeady (a W y K0joj ‘ocrarak’ He
3aBUCU O PENOCieNa PEeAyKIuja).

Hedpunurnnmja 127. Heka je {0} # I K[Xy,...,X,]. NonvHomu g1,...,g9s € T
uvHe I'PEBHEPOBY BA3Y 3a upean I ykonuko

3a ceaku g € I\ {0} noctoju i € {1,...,s} Tako ga LP(g;) | LP(g). (14)

CraB 128. [pebHepoBa Ga3a nocTtoju 3a cBaku upean I # 0 u oHa je jefaH
reHepaToOpHW CKyn 3a Taj upean.

Hoxa3s. ITocmarpajmo ckyn LP(I) = {LP(g): g € I\{0}}. To je ckym cBux
Bogehux npousBonma monmuoma u3 I. Ilpema /lukcoHOBO] semMmu, mocTOju
KOHAYHO MHOIO MUWHUMAJHUX ejeMeHara (y CMUCIY IEJBUBOCTH) y OBOM
CKyIy, Tj. MOCTOjU KOHAYHO MHOTO MOJIMHOMA (1,...,Js € I TakBUX ma je
cryn {LP(g1),...,LP(gs)} ckyn cBux muanmasaux exemenara ckyna LP(I).

3ampaBo OBaKO MOOUjE€HU €IEMEHTH (1, ..., Js U IPEACTABILA]Y TPAKEHY
noronuy 6a3y — To je I'pebuepoBa O6a3za umeana I. Ilokaskumo To.
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IlokasuMo ma gi,...,Js UCHyHaBajy yclaoB u3 me¢uaunuje 127 Y
CYyIIPOTHOM, HEKa je g HeHyJa MOJIMHOM 13 uneasna I umju soxehu npomsson
HUje nesbuB HujemHuM on Bomelimx mpowssBoma monmHOMa ¢;. Kako cy oHU
MuHAMAaJHN (y OXHOCY Ha NEJUBOCT), TO, 3a cse i: LP(g){ LP(g;). Ioc-
TOjU caMO KOHAYHO MHOI'O Ma KaKBUX Ipou3sBona koju gene LP(g). Camum
TUM IOCTOJU CaMO KOHAYHO MHOrO npowusBoga u3 ckyna LP(I) koju mene
LP(g). I3abepumo Hekn MuHMMAIaH Takas (Moxna je To 6am LP(g), mema
Besze). Taj mpomsson he onma 6urtu u MuHHUManaH y neaom ckymy LP(I),
a TO mporuBpeun umsbeHunu na je {LP(g1),...,LP(gs)} ckyn cBuX MuHU-
MaJIHUX esieMeHaTa (Taj HPOU3BOA HUje HU jeNAH OX OBUX — OHU HE IEJIe

LP(g)).

Iakme, cama uMaMoO MOJIUHOME (1, . . ., §s U3 uneasa I ca ropeHaBeneHnM
csojcroM ((14)). Toraxumo na onu remepumy I. 3ampaso hemo mokazartu
na je f € I ako m camo ako ce nmomohy g; Mmoxke penykoBatu 10 0.

Hapasuo, jeman cmep je mak. Aro ce monamuHoM penykyje mo 0 ropwmi-
hemeM moaMHOMA g;, OHZIA je Taj HOJIMHOM OOINKA Y, P;¢; 38 HEKe IIOJINHOME
pi, TA CAMUM TUM Opunazna nxeaay I (Opu peAyKumju o1 HATOT IOJIMHOMA
f omy3smmamo HEKM g; IOMHOKEH HEKMM MOHOMOM; ako noheMo Ha Kpajy ox
HyJe, oHIa, pamehm yHasam, mobumjamo ma je f cyma yMHO:KAKaA ¢; HEKUM
nosueomuMa). IIpernocrasumo crora ma f € I. To smaum na je LP(g;) |
LP(f) 3a HeKoO i, ma MOKEMO U3BPIIUTYA PELYKLIU]Y:

fi)flv

upu uemy je LP(f1) < LP(f) u f1 € I. Yromuxro je f; = 0, nobumau cMo
TPaKEHO; ¥ CyIPOTHOM HACTABHAMO MOCTYIAK. Tako mobuwjaMo HU3 IIOJIU-
voma: f = fo, f1,... 3a xoje je LP(fy) = LP(f1) > ... Ha ocnoBy cBojcTasa
MOHOMHOT TIOPE€TKa, 3HAMO Ma TakKaB HU3 He MO;ke OUTU OECKOHAYaH, Te Ce
mpolec Mopa 3aBpmuT 1 mobujamo 0 mocjIe KOHAYHO MHOTO KOopaka. ]

Mu cMo0 10 cana caMO pa3MaTpaayd PEAYKIX]Y HOJMHOMA TAKO IITO CMO
‘ckumanu’ wmeroB Bomehu monom. Ho, penykumja ce Mo:ke BPIIUTU U TAKO
na ce 'ckmma’ Ma KOju MOHOM y HaTOM HoJuHOMY. Kana ce Buine HujemaH
MOHOM HE MOK€ CKMHYTH [n0o0MjaMoO mpaBu OCTATaK. Bumeanm cMo ga ce
pU IPOU3BOJBHO] 0a3M MOrY MOOUTU PA3IUUUTU OCTALM, YAK U Y CIYYajy
noauHOMa ca jemuoMm Heompebemom. Paszjacummo cama memoymwuiyy — ma
JU OCTATaK KOju ce mobuja mpu PEayKIUju 3aBUCU ON Pemociiena KOjoMm
penykIujy BpumMo ako uMamo ['pebuepoBy 6a3y.

Cras 129. Heka je G = {g1,...,9s} jeAna ['pebHeposa 6aza npeana I npcreHa
K[Xy,...,X,] v neka je f # 0 npoussosban nonuuom us K[Xy,..., X,]. Yko-
JIVKO Cy MOJNIMHOMW 71 U Ty BoBujeHn pelykumjom nonvHoma f nomohy 6asze G u
He MOry ce Jasbe pefykoBaTW, OHAA je I'y = T3.

IToka3. C o63upoM Ha HAYMH HA KOjU Ce BPIIM PenyKnuja mobujamMo na
MOCTOj€ TMOJMHOMHU P1, ..., Ps U MOJIUHOMU (1, ..., (Js 3a& KOje je

f=pigr+-+D0sgs+71, f=qg1+ -+ qsgs +70.
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Opmasne nobujamo ma je

7”1—7”2:(Q1—p1)91+"'+(q$—ps)9s el

Haxkine, yronuko je r1 —re # 0 ouna LP(g;) | LP(r1 — r2), 3a Hexo i (G je
I'peGueposa 6Ga3a). HapasHo, MOKe ce meCUTH Ha Cy Ce IPU OLy3UMAY
r1 — r9 Bomellm MOHOMU y OBUM MOJVMHOMUMA CKPATUIU, AJHU, MOMNITO IO
npernoctasiu 11 — ro # 0, unak je memTo um ocrano, tj. LP(r; —rg) je
HEKU OJ IPOUM3BOAA KOJU Ce I0jaBJby]y y HIOJUHOMY 71 U/WIU IOJIUHOMY
ro. Ho, To 3maun na LP(g;) menu Heku oJ mpousBoza y 6ap jeLHOM O]
OBa nBa MOJWHOMA, Te Oap jemaH o HBUX HUje MOTIYHO PEAYKOBaH, IITO
MPOTUBPEYN MPETIOCTABINA. 3aKbYydyjeMO na MOpPa BAKUTU T| = Tg, IITO
Ce U TPayKUJIO. O

Bunenu cmo ma I'pebueposa 6a3a yser mocroju. pyro je nurame Kako
je mahu. IlocToje amropurMmu 3a Hasaskeme | pebHepoBe HGa3e KOHKPETHOT
unaeaga, a OHU Cy W UMILJIEMEHTUPAHU ¥ PA3HUM IIAKETUMA 38 CUMOOJIUYKA
uspauyHaBama. Mwu hemo ce Tume KpaTko GaBUTH y HAPEAHOM OIEJLKY.
Osne hemMo caMo mpoKOMeHTapucaTu na, HapasBHO, | pebHepoBa Ga3a 3a-
BucHu on m3bOopa MOHOMHOT TOPETKa, aju je 3aHuMJbMBa U ciaexeha jem-
HOCTABHA YUIEHULA: ako je {gi,...,¢s} I'pebuepoBa 6Gaza 3a mopenak
=] W mocMaTpaMO TOPeNaK <o W CKyn mojwHoMa {hi,...,hs} 3a woje je
LP<,(g;) = LP<,(h;) 3a cBe i, ouna je ckyu {hi,...,hs} I'pebreposa Gasa
3a mopemak =o. Hamamo ce ma je uMTaony HOTIIYHO jaCHO 3AIITO OBO BAYKU.

3a Kpaj OBOI' OJeJ/bKa, HABeOAUMO ma ce mojam | pebuepoBe Gaze Moke
3aaTU U 33 CIy4aj IOJMHOMAa HAaJ HEKUM IPCTEHOM Koe(punujenara. Ha-
PaBHO 1A je Ty CIOMeHUje pazMaTrpame (Ha IpuMep, 0AMaX Ce MOKe IpUMe-
TuTH ma Mopamo pasmarparu na au LM(g) | LM(f), a me camo na s
LP(g) | LP(f)), amu 3a mpaBuiHe OPCTEHE, MOMNYT TIABHOMIEAJICKUX IO-
M€EHa, TeOpHUja ce MOKe (PUHO PA3BUTH.

S-nmosmuaoMu 1 Byx6eprepos ajropuraM

YBenumo Hajupe jendy osHaky. Heka je F'={fi,..., fs} ckyn noauaoMma
n3 K[X1,...,X,]. Tana
F
f—1h
O3HAUYABA Na j€ MOJUWHOM [ PEeNyKOBAH Ha MOJWHOM h HM30M penyRmuja y
KOjUMa Cy yYECTBOBAJM MOJUHOMU U3 CKyma F.

IMocmaTpajmo umean I = (f1,..., fs). CBaku exeMenT u3 OBOT uzeasa je
obmuka hyfi1 + -+ hsfs. 3HamMo na nmomusOMU f1, ..., fs uuHe HeRy ['peb-
HepoBy 0a3y 3a umeau I ako je Bomelim mpousBoOa CBAKOT HEHYJIa €JIEMEHTA
uneana I nemus mekum on LP(f;). Ha upsu morsien ce Mo:ke yUMHUATH Oa
Bomehu mpomsBomu on f; yBEK yUuecTBYjy y €JIEMEHTY WOeaja, ajiu TO Ha-
pasHO Huje cayuaj. Hawmme, somehu npowssomu LP(h;f;) = LP(h;)LP(f;)
Mory ce ckparutu Mehycobuo. HajjemnocraBuuju ciyuyaj y KOMe ce TO
nemaga je ciaenehum.
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Heprannuja 130. Heka cy f,g € K[X1,...,X,] \ {0} v Heka je
L = NZS(LP(f), LP(g)).

Monunom S(f, g) 3apat ca:

L L

S = ! T g

Hasuea ce S-TIOJIMHOM of f u g.

Hapasuo, NZS(P;, P») o3uauaBa HajMamU 3aj€ MHUYKY Ca,aP/KaJIall IPOU3BOIA
P, u P,. Ha npumep, ako umamo grlex nmopenak y xome je X > Y u ako je
f=3X3Y+4Y?% a g=2XY?—-T7Y +6, ouma je L = NZS(X?Y, XY?) = X3Y?2
u

X2, . X3Y? ) 7
= Sy BXY H4Y?) - s (XY 7Y 46) = 5

S(f,q) X2Y+§Y373X2.
Bumnmo ma je mommo mo ckpahuBama Bomehwmx mpousBonma m ma Bomehwu
npoussox noaunoma S(f, g) auje nemus Bomehnm npoussoauma monuuoma f
n g. Kako je jacuo na S(f,g) € {f,g), To ckyn {f, g} curypuo me unnu I'pe6-
HepoBy 6a3y. Ho, 3aHuMibUBO je ma je 3a MpoBepy Oa JIU HEKU CKYIl MOJIU-
HOMa umHU ['pebHepoBy 06a3y MOBOJBHO MOCMATPATU S-TMOJUHOME MapoBa
MOJIMHOMA U3 TOT CKylla KanmunaTta. 1o je cymruna caemehe teopeme.

Teopema 131. (Byx6epreposa Teopema) Heka je G = {g1,...,9s} ckyn Henyna
nonuHoma m3 K[Xi,...,X,]. Taga je G pebHeposa 6aza 3a nfean reHepucaH
TVM MOMIMHOMMMA aKO M CaMO aKo 3a CBE i # j BaXu:

G
S(9i,9;) —+ 0.

OBy Teopemy mehemo morasuBaTu.

Teopema 132. Heka je F = {f1,...,fs} C K[Xy1,...,X,]\ {0}. Bpummo
cnenefin nocrtynak ca oMM MOAVHOMMMA.

Pauynamo S(f1, f2) v pedykyjemo y ogHocy Ha F' po nonuHoma h, koju ce He
MoXe fJafbe pedykoBaTu y ofiHocy Ha F'. Ako je h = 0, pasmaTpamo nonuHome fi
n f3. A ako je h # 0, popajemo ra y ckyn F' 1 HacTaB/baMo pasmaTpatrbe NoaMHOMA
f1 n f3, ann capa y3 kopuwhere ckyna F' npowwuperor nonuHomom h. lNMoctynak
3aBpLIABaMO Kafda ce CBW S-NMOAVMHOMK MapoBa MONIMHOMA W3 Tako MpPOLUNPEHON
ckyna peaykyjy go 0. Tako npowmupeHn ckyn je jeaHa [pebGHeposa 6asza 3a ufean
reHeprcaH CKynomMm nojiMnHoMa F.

IToka3. Opne Tpeba mokaszaTu Ja ce OBaj MOCTYIAK 3aBPIIABA TOCIE KOHAU-
HO MHOTO KOpaka, Kao u Ja ce 3amcrta mobuja ['pebuepoBa Ga3a 3a mmeas
TeHepUCaH MoJuHoOMuMa f1, ..., fs. Kopucho je, 3a ckyn nosunoma F' ysectu

O3HAKY
LP(F) := (LP(f): f € F\ {0}).
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Ilakie, To je mmeasn resepucaH BoxehuM mpouwsBoauMa moauHOMa u3 F.

YKOJIMKO ce mocTymak He Ou 3aBpmwuo, nobunm Oucmo pactyhwu Hu3
CKYTIOBa, MTOJIMHOMA,
F=GycGicCcGyC---

npu yeMy ce cBaku on (G; mobuja om MpPEeTXOMHOT MONABAHEM HEKOD eJje-
MenTa h € I koju je HeHyJa penykiuja y ogHocy Ha (G;_1 HEKOr S-TIOJIMHOMA
nBa exementa u3 G;_1. Kaxko je h penykosan y omnocy ua G;_1, To LP(h) &
LP(G;-1), na je HU3 nneasa

LP(Gy) C LP(Gy) C LP(Gy) C ---

CTPUKTHO pacTylin HU3 maeasia KOju ce He 3aBpilaBa, a oBo muje Moryhe
jep je mpcren nommaoma K[Xy,...,X,] Herepun. 3akmyuyjemo na ce moc-
TYIOaK MOpa 3aBPIIUTH.

Ilakiie, DOCTYIIaK Ce 3aBpUIaBa M JOOMjaMO HOBU CKYII IIOJIMHOMA, 30BIMO
raG: G={f1,...,fs;h1,...,hs}. Herajeg;: = fizal <i<sugsy;: =h;
3a 1< j <t C ob63upom ma Baxku na je S(gi,g;) iur 0 3a cBe i # j, Byx-
OeprepoBa TeopeMa HaM Kajke Ja CMO 3aucrta nodounu jenuy I'pebrepoBy
0azy. O

ITocTtymak onucan y mperxomHoj TreopeMu 30Be ce BYXBEPIEPOB AJII'O-
PUTAM. Kao mTo BuamMo, TO je jemaH mOCTa jeAHOCTABAH MOCTYIAK 0a3u-
par Ha Byx6eprepoBoj TeopemMu. 3HAMO na C€ CBU S-TOJIUHOMU 3a IAPOBE
nosmuaOoMa 13 ['pebuepose 6a3e mopajy penykoBaTtu no myiae. Crora pady-
HaMmo Te moiumaoMme. CBakm myT Kanm He mOOUjeMO HyIy, Taj PELyKOBAHU
noawHOM momajemo y 0a3y. Ha kpajy 3amcra m mobujamo jemny I['peb-
HEpoBy 0a3y.

PenyrkoBane I'pebHEpoBe 0a3ze

Ilakne, umamo jeman nocrymnak (Byx6eprepos ajropuram) KOju HaM
omoryhapa mHamaxkeme Heke | peOHepoBe 6a3e MOYEB O AATOT CKyIla IeHe-
paropa mmeasna. JacHO je ma Cy IpW KOHCTPYKIWju Oa3e BPUIEHM MHOI'U
n360pU MITO Ce TUUE PEROCiena PEAYKIKje, a O BUX 3aBUCH U KOHAYAH UC-
xon. Ila Oucmo MOMKma MOIIAM OO HEKE je AMHCTBEHOCTU, HABEAMMO HAjIpe
cnenehy nepumuunujy.

Jedpuaunuja 133. 3a pebHeposy 6aszy G = {g1,...,gs} Kaxemo Aa je MUHU-
MafiHa yKonuko saxu cnefehie:

1) LC(g;) =1, 3a cBe i.
2) 3acee i # j: LP(g;) 1 LP(g;).
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Huje Temko BumeTtu kako ce om ma koje ['pebuepose Gaze mobuja MUHU-
MaJgHa. IIpe cBera, NpBU YCJIOB je JIAKO UCIyHUTUA — JOBOJBHO j€ II0ACJIUTH
cBaku uiaH 6asze werosuM Bogehum koepunujerntom. IIITo ce Tuue apyror
ycaoBa, ako je G mera I'pebuepoBa 6a3za u g1,92 € G, yronuro LP(gs) |
LP(g1), ouna je u G\ {g1} I'peGuepoBa 6aza — cBaku IPOU3BOL HEJLUB CA
LP(g1) nemwus je u ca LP(gs), Te HaM MOJIMHOM ¢ U HUje HEONXOIAH 3a Ty
b6a3y.

CraB 134. Hekacy F = {f1,...,fs} WG ={g1,...,9:} BBe MmuHumanne Ipe6-
Hepose 6a3e Hekor npeana. Tagajes=twu

{LP(f1)77LP(fs)} = {Lp(gl)a"'ﬂLP(gs>}'

IToka3. Osmauumo ca [ mmeas o rome je peu. Karxo f; € I, a G je
I'peGueposa 6aza, LP(g;,) | LP(f1) 3a Heko 4. Cnuuno, rako g;, € I,
a F' je I'pebuepoBa 6a3za, omma LP(f;) | LP(gi,) 32 Hero j. Cnemu na
LP(fj) | LP(fi1). Ho, rako je 6asa F munHuMalgHa, Mopa Ourum j = 1.
Haxne, LP(f1) | LP(g;,) u LP(g:;;) | LP(f1). C o63upom nma cy somehu
roepunujenTu jennarku 1, nobujamo ma je LP(f;) = LP(g;,).

IMocmaTpajmo ckynose F\{f1} u G\{g;, }. Ememenr f; je y I, a xaro je G
I'peGueposa 6a3a, LP(g;,) | LP(f2) 3a Hero i5. C o63upom na je LP(g;,) =
LP(f1), a LP(f1) 1 LP(f2), mopa Ouru i2 # i;. Kao m y mperxomnom
cayuajy, LP(f;) | LP(gi,) 3a Heko j 1 To j Mopa Outu Gam jemsaro 2. U
oBue nobujamo ma je LP(fy) = LP(g:,).

ITocrynak ce macrasma u mobujamo ma je 3a cse 1 < k < s: LP(fx) =
LP(g;,) nupu uemy je g;, # ¢i, kan ron je k # [. To nokasyje na je s < t.
Kako c¢cMO MoOram ma KpeHeMO CHMETPUYHO, O §1, Baxku 1 ma je t < s.
Crora je s =t u {LP(f1),...,LP(fs)} = {LP(¢1),...,LP(gs)}, mro ce u

TPAKUIIO. O

JHedpunuunruja 135. 3a [pebreposy 6azy G = {g1,...,gs} Kaxemo Ja je pelyko-
BaHa ykonuko je LC(g;) = 1 3a cBe i 1 YKONUKO je, 3a CBE 4, ENIEMEHT g; pelyKoBaH
y oaHocy Ha G\ {g;}, Tj. Hujefan MoHOM y g; Huje AemuB Hekum oa LP(g;) 3a
HEKO j # 1.

Teopema 136. Heka je nszabpaH Heku MoHOMHM nopefak Ha ckyny P,. Ceaku
Henyna ufean I < K[Xq,...,X,] uma jeinHcTeeHy peaykosaHy [ peBHeposy Bazy
y ofHocy Ha u3abpaHu MOHOMHU Mopejak.

JHoka3z. Huje temko yBepuTm ce kako ce on Ma koje I'pebuepoBe 6Gaze
HaJa3u penykoBana. Hajmpe ce c¢Bu unaHoBu 6a3e penykKyjy y OOHOCY Ha
ocrajie, a 3aTUM C€ OHM YJAHOBU 0a3e KOju Cy OCTAJH, IOAENe CBOjUM
BonmehnM koeduIrjeHTUMA.

Ocraje murame jemuncrBemoctu. C 063MpoOM Oa je cBaka peoyKOBaHA
fa3a yjenHo M MUHMMAJHA, CBakKe [Be penykoBaHe Oa3e mMajy uctu 6poj
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enemenara. Hera cy G = {¢1,...,0:} w H = {hy,...,h4} nBe penyro-
Bame ['pebHepoBe 0a3e 3a matu upeas. MoskeMO TPETIOCTABUTU U 14 j€
LP(g;) = LP(h;) 3a cBe i (BumeTy IPETXOMHU CTaB).

Yronuko 6u Ouino gp # hi 3a Heko k, MMasu GUCMO HEHyJa €JIEMEHT
nneana I: gy — hg, Te LP(h;) | LP(gx — ht). Kako je LP(gr — hi) <
LP(h), jep cy ce Bogehmu monoMu ckpatunu, to je j # k. Ho, To 3maun
na LP(hj) = LP(g;) memu Hexu ox MoHOMA y g — hi. Ho, Ma koju mMonOM
y TOM TOJMHOMY jeé yMHOKAK HEKOr' O MOHOMa u3 ¢ u/umu hi. Ho, To
Ou 3maunno na 6a3za G wuiau 6a3a H Huje penykoBaHa, IITO NPOTUBPEYU
MPETIOCTABIA. O

Enemenrapue npumene 1'pedbuepoBux 0a3a

Y oBoMm mexy hemo HaBeCTM HEKOJIMKO jeIHOCTABHUX NpuMeHa | peb-
HepoBux 6asa. ¥ csuMm npumenama I = (f1,..., fs) < K[Xy,..., X,].
IIpBa npumena. Heka je f € K[Xy,...,X,]. Oppeantn fa nn f € I.
Ospe je jacuo mra pagumo. Hajupe nabemo I'peGueposy 6a3y G = {g1,...,6:}

3a uneas I 1 oHIa MMaMO E€KBUBAJICHIN]Y:

felef-%. 0. %

Ilpyra mpumena. [ata cy gsa ugeana I n J y npcreny nonudona. OgpeanTtu
[a nu cy jeAHaKW.

U oBo Huje Temrko. [lomro je pemyroBana ['pebuepoBa 6a3a 3a mmeas jen-
HO3HauHO onpebena, Tpeba ompemury penyroBane 6a3e 3a I u J u ymope-
IIUTU UX. &

Tpeha npumena. Hahn npeacrashuke 3a kocete y K[ Xy,...,X,]/T.

Heka je G TI'peGueposa Gasza 3a I. 3a csarxu f € K[Xy,...,X,] nocroju
rauno jeman eaement r € K[Xi,...,X,], kKoju je penykoBan y OTHOCY Ha

. G
G, rakas na je f — 4 r. OH ce o3nauaBa ca Ng(f) u HazuBa HOPMAJIHA
®OPMA O f ¥ OIHOCY HA (. Baxku cnenehu cras.

CraB 137. Hekacy f,g € K[X1,...,X,], I< K[X4,...,X,). Tagaje f+ 1=
g+ I akko Ng(f) = Ng(g). Crora je

{NG(f) : fGK[leaXn]}

TpaXKeHW CKyn npefcTaBHuKa koceTa 3a K[X,...,X,]/y. Wrasuwe, npecnuka-
Bawe Ng: K[X1,...,X,] — K[X4,...,X,] je K-nuHeapHo.
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Jlokas craBa Huje Tekak, aau ra Heliemo maBaTu.

Yerepra npumena. OfpeaunTtn 6asy K-sektopckor npoctopa K[ X1, ..., X,]/T.

OBo mam paspemana cienehin cras.

CraB 138. Heka je G = {¢1,...,9:} [pebHepoBa Gaza 3a ngean [. basy za K-
BekTopckun npoctop K[X,..., X, ]/ unHe onn npouzsoan X Koju HWUCY ferbuBu
Bofehm npomseoguma nonuHoma us G.

JHoka3z. Kao mro cmo masenwm, 3a csaku moauuoMm f je f+ I = Ng(f) +
I. Kaxro je Ng(f) penykosan y omuocy Ha (G, OH je cymMa MOHOMAa KOjU
ce He MOry majbe PeIyKOBaTH, Tj. kKoju Hucy memusu ca LP(g;) 3a cBe i.
Koceru omroeapajyhux mpomsBoma cy nunHeapHO He3aBucHu Han K, Oam
300T jeIMHCTBEHOCTU HOPMAJIHE (popMe. O

IIpumep 139. Ilpermocrasumo ma cmo 3a Heku uaean I npcrena Q[X,Y]
nobunu I'pebrepoy 6azy G = {XY? - X4V, - X2+ XY +Y2 Y3+ X-2Y}
mpu deMy uMmamo grlex mopenak y xome je X >gex Y. Bomehu npoussomu
cy oBme XY? X2 Y3 Crora 6a3y umHe KOCETH HPOHU3BONA KOJU HUCY
nemusu osuM, a to ¢y 1,X,Y, XY, Y2 te je dimQ[X,Y]/; = 5. Ia uc-
TakHeMo, 6a3y umme: 1+ 1, X +1,Y + I, XY +1,Y%2+1. &

ITera npumena. OppeanTu onepaumje y KONTUUHUYKOM MPCTEHY.

IIpencrapaunn kocera ¢y Ng(f). OHO mTO je 3aHUMILUBO je MHOMKEHE.
IIpencrasuuk npoussona rocera (f +1)-(g+ 1) je Na(f - g). &

ITpumep 140. Hanpasuhiemo Tabauily MHOKema ejeMeraTa 6a3e BEKTOPCKOT
npocTopa u3 npeTxoanor npumepa. Cpaku npousson he 6uTn u3paskeH Kao
auHeapHa KoMOuHanuja eaemenara 6asze. Ha npumep, npousson (XY +1)-
(Y2+1) = XY3+ 1 nobujamo pemyknujom mommaoma X Y3 momohy 6asze G.

XY? 2 Xv? — Xgs = XYV? - X(Y3 4+ X —2Y) = —X2 4+ 2XY
L X2 4 2XY — o= —X24+2XY + X2 - XY - Y?=XY - Y2

Jlakie, axo KoceT f + I o3HAUMMO ca f uMaMo ga je XY - Y2 = XY — Y2,
EBo nese tabauue.

: 1 X Y Y2 XY
T |1 X Y Y2 XY
X | X XY+v? XY X-Y Y
Y | Y XY Y2 -X+2Y X-Y
Y2 Y2 X-Y -X+2Y XYV +2Y2 XY -Y2
XY | XY Y X-Y XY -Y?2 Y2
OBy Tabanny heMo MCKOPUCTUTU Yy HAPEAHOM IPUMEDY. &
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Hlecra upumena. OapeanTy MHBEp3e eNeMeHaTa y KOJNIMYHNUKOM MPCTEHY ako
nocToje.

YKOJNUKO je KOJIWYHUYKU OPCTEeH K -BEKTOPCKU IPOCTOP KOHAYHE AUMEH-
3uje, OHIA ce OBO pemaBa MeTonoMm Heonpebenux enemenara. Axo Gazy
YyHE KOCETU NPOU3BOAa Xi,...,X, U TPAKUMO uHBEpP3 ejeMenta f + I,
OHJa TPAKUMO aq,...,a, € K Tarko na je

(a1 X1+ 4a, X)) - f=1 (modI).

Y KOMIUKO HABEOEHU €JIEMEHT HeMa WHBEP3, CUCTEM jeqHAUNHA KOjU TOOU-
jeMo Hema pemene. &

ITpumep 141. Uckopucturmo npumep (139 Ilorpaskumo Ty mHBEpP3 KOCeTa
(X4Y+1)+1. C ob3upom na 3uamo 6a3y, Tpeba onpemuru a,b,c,d,e € Q
TaKBe na je

(aXY +0Y? +cX +dY +e)(X +Y +1)=1 (mod I).
Pauynamo
(aXY+DY*+cX+dY +e)(X+Y +1) = aX?Y +aX Y +aX Y +bXY*+bY*+bY?
+eX?4+eXY +cX+dXY +dY 2 +dY +eX+eY +e =1 aY+a(X =Y )+aXY +b(X-Y)

+b(2Y = X) +bY 2 4+ e(XY +Y?) +cXY +cX +dXY +dY? +dY +eX +eY +e
=(@+2c+dXY +(b+c+d)Y*+(a+c+e)X +(b+d+e)Y +e.

OBpze cMO KOJ MHOMKEHA MOHOMA KOPUCTHUIN DENyKIUje KOje Cy HaBeIeHe y
TAbIUIM MHOXKEHa U3 IpeTXoaHor npuMepa. Jlobujamo cucrem jemHadmaa

a 4+ 2¢c + d = 0
b + ¢ + d = 0

a + ¢ + e = 0
b + d + e =0

1

Pememe cucrema je (a,b,c,d,e) = (—=2,—1,1,0,1). Ilakne, uaBep3 KoceTa
X +Y +1 je xocer (—2XY — Y2+ X +1)+ 1. &
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