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I'pyne

IlejcTBa rpymna

3anoyHuMo OBy Jekuujy ciaemehom mnepmHunmjom.

Hepunumuja 1 Heka je G rpyna n X HenpasaH ckyn. [lon pejcteom rpyne G
Ha ckyny X nofpasymeBamo xomomoppusam ¢: G — Sx.

Ilakme, oBaj mojaM m HuUje Hemo3HAT ymrTaonuMma. Beh cmo y mperxon-
HOj JIEKIIVjU KOPUCTUJIXW OBAKBE XOMOMOP(QU3MEe y IOjeAVHUM IPUMEPUMA.
I[TocToju npyru, eKkBUBaJIeHTAH HAYUWH, 33JaBaMla ME€jCTBA TPYIE HA CKYIY.

Hepunumnuja 2 Heka je G rpyna n X HenpasaH ckyn. [lon pejcteom rpyne G
Ha ckyny X nofpasymesamo dyHkuujy O: G x X — X 3a kojy Baxu:

a) O(e,x) =x,3acee z € X
6) O(g,0(h,z)) =O(gh,z) 3aceez € X ng,h €q.

Huje temko yBepuTu ce na cy oBe neuHMIUje eKBUBajeHTHe. Hamwme,
ako je ¢:G — Sx 3amar xomoMopduzam, pyarnujy ©:G x X — X, roja
3a0BOJbABA TPAsKEHE YCJIOBE 3aIajeMO Ca

O(g, x) := ¢(g)(2).
Kako je ¢ xomomopdusan, 10 je p(e) = idx, na je
O(e, z) = p(e)(z) = idx (z) = =.
Taxobe je
O(gh, z) = p(gh)(x) = (#(g) o @(h))(x) = ©(g)(w(h)(x)) =

= ¢(9)(8(h, z)) = O(g,O(h, x)).

O6patHo, ako je 3amara ¢yukmuja ©:G X X — X, Koja mMma HaBeIeHA
cBOjcTBa, XOMOMOpdu3am ¢: G — Sx mepunwume ce ca

¢(g)(z) :== O(g, ).

OcraB/paMO yMTAOIMMA Oa MPOBEPE [a je TaKO 3amcTa JOOUjeH jemaH XO-
mMomopouzam ¢: G — Sx.

Yumecro O(g, x) uecto hiemo nucaru ¢g-x. CsojcrBa Gyurmuje © ce Tana
3ammUCyjy OBaKO:

a) e-x=u, 3a cBe € X;

6) (gh)-z=g-(h-z),3acBe gyheGuaxeX.



Hapasuo, me Tpeba ,MemaTu“ 0By O3HAKY Ca O3HAKOM OIepalnuje y TPynu
G (omepanmjy y rpymnu yecto HelieMo HM mmcaTu, KAO0 IMTO CMO U 1O CAXA
pauiIu y MHOTUM CIydajeBuMa). Y BE3U Ca IejCTBOM IPYIE MOjaBIbyjy Ce
IBa 3HAUYAjHA IOjMA.

Hepunuruja 3 Heka rpyna G gejctsyje Ha HenpasHom ckyny X. Opbuta ene-
MeHTa = € X, y osHaum Q(z), AepuHune ce ca:

Qz) :={g-z:9€ G}
Crabunusatop enementa z € X, y osHaum G, AebuHuiue ce ca:
Gy ={9eG:g-z=u}.
HaBenmumo Heke mpuMepe NejCTBa IPyIe Ha CKYILY.

IIpumep 4 Heka je X = R?, a G = Z,. Tapa je aejctso rpyne G Ha ckyny X
3ajaTo ca:
0 (21,22) = (71,72), 1-(z1,22) = (—21,—T2).

Op6ura enemenra (r1,72) € R? je

Q(((v1,22)) = {(21, 72), (=21, —72) }.

IIpumerunmo na je jenuno opbura exementa (0,0) jemHousnana, ZOK Cy CBe
ocTaJie IBOYJIAHE. &

IIpumep 5 Heka je X =C, a G =C,, (rae je n > 2). Tapa je pejctso rpyne G
Ha X 3apaTo ca:
g-T:i=gx.

IMoxcermmo ce na je C, = {z € C: z" = 1}. Harxne, C, C C u naseneno
nejcrBo 3amcrta jecte mepumumcano. Opbura CBAKOI KOMIJIEKCHOT Opoja

z#0 je

2k

ﬁﬂiz:0§k<n},

a(z) = {
IOK je
Q(0) = {0}.

Ilakse, cBaka opbuTa MMa WM N eJeMeHaTa, Uian 1 eJeMeHT. &

IIpumep 6 Heka je G npoussossHa rpyna i H Heka weHa mogrpyna. Tafa je
3ajato Aejcteo G Ha G/H ca:

g-(aH) := (ga)H.

Y oBoM ciyuajy opOuTa Ma KOT eJieMeHTa jelHaka je mesoMm ckymy X. 3a
[ejCTBO KOje MMa caMo jedHy OPOUTY KasKeMO na je TPaH3UTUBHO. &

ITpumep 7 Heka je G npoussossHa rpyna u H Heka weHa nofrpyna. [ejcteo
rpyne H Ha ckyny G 3apaTo je ca:

h-x:= hx.



JacHo je ma je opbuta ememenTta x € G jemnaka mecHoM kocery Hux. &

ITpumep 8 Heka je G 6uno koja rpyna u X = G. [ejcteo G Ha G 3apaTo je ca:

_ —1

g-xr=gxg .

[Ipumerumo ma ce y oBOoM ciydajy opOuTe mOKJIamajy ca Kjiacama KOH-
jyranuje, mOK ce crabuiam3aTopu esemeHaTa u3 (G HOKJIANAjy Ca IEHTpa-
JU3ATOPUMA TUX €JIEMEHATA. &

Beh je u3 medununuje, a mocebHO U3 OBUX IpPUMEpPA, jACHO & C€ IPU-
POIHO MO:Ke YBECTHU peJjialyja eKBUBAJICHIMje Ha CKYIy Ha KOME IejCTBYje
HEKa Tpyla TakKo [a Ce KjIace eKBUBAJICHNMje IOKJAmNajy ca opburama.
Uszmeby ocramor mobujamo ma je X MUCJYHKTHA YHUja PA3IAUUTUX OP-
oura.

Cnenehu craB moBesyje OpOUTY HEKOT €JE€MEHTa U HErOB CTabuim3a-
TOD.

CraB 9 Heka je X HenpaszaH ckyn u Heka rpyna G pejcteyje Ha X. Tapa je
G, < G 3a ceako z € X. Ocum Tora, noctoju 6ujekunja nsmeby G/G, n Q(z).

IToka3. Kako je ¢z = z, Bumumo na e € G,. Yromuko g € G, 1O je
g-x=z. Tana jen

gla=g"(gra)=(g""g9) z=ec-a=u,

1

ma 3aKbydyjeMo na u g - mpumnaga cTabuiam3aTopy eiaeMeHTa r. AKO cy

g,h € G, To je
(gh)-z=g-(h-2)=g-z=ux,
na gh € G,. Taro cmo norazann na je Gy < G.
Bujekuunjy f:G/G, — Q(x) 3anmajemo ca

f(9Ge) =g -z
[IpoBepumo Hajupe nobpy medpurucanoct ¢yaruuje f.

gG, =hG, hilg € Gy,
(hg) -z =2
Rt (g-x)=2

(g ) =hea

Lrreill

Jacuo je ma je f ,ma“. Ocraje camo ma ce nmposepu aga je f ,1-1%.

g-x=h-x = h'-(¢g-x)=h"" (h-2)



= (hlg)-2=(h"'h) -2
— (W lg) z=e-x

= (hlg) z=2

= hlged,

= ¢gG,=hG,.

O

IIpumenom oBOr pe3dyaraTa y ciIydajy KOHAUHE Tpyne, mobujamo cienehy
TOCJIC AUITY .

ITocnemuma 10 Ykonuko koHauHa rpyna GG fejcTByje Ha HempasHoM ckyny X,
oHJa pel opbuTe Ma Kor enemeHTa Aenun peg rpyne G. O

Wckopuctumo mo cana mobujeHe pesyarare 3a mqoka3 KomwujeBe Teo-
peme.

Iloka3 Komujese teopeme. [lakine, Heka je G KOHaYHA Ipyma U p MIPOCT
Opoj koju mesmu pen rpyne G. Tpeba mokasatu ma y G mocToju egeMeHT
pexa p. Y Ty cBpXy, Heka je H = (a) Heka UMKJIMUYHA IDyIa pela p U

X:{(xl,:cQ,...,:z:p) EGpil‘lﬁﬁQ"'l'p:e}.

[pumerumo npe csera na je |X| = |G|P~!. Hauwme, z1,...,2,_1 MOry 6UTH
Ma Koju enementu rpyne G, a tana je x, = (z1---x,-1)" . Crora p | |X].

HejcrBo rpyne H nwa X 3amaro je ca:

a-(x1,T2,...,2p) = (T2y...,Tp, T1).

Ilakse, nejcTBO OAroBapa MUKINYHOM IEPMYyTOBaWky maTe p-Topke. lIpume-
TUMO A jeé MOBOJLHO 3aJaTU MNEejCTBO reHepaTopa momTo je H muramdHa
rpyna (3amro?). Kako pex opGure Ma Kor enemeHnTta nenu pen rpyne H,
3akpbydyjeMo ma je pex Ma koje opbure uian 1 mam p. Ilpumerumo na je
opbura enemenra (e,e,...,e) jenHounana. Kako je X mucjyHKTHa yHUja
paznuuuTux opoura, Tj.

X=0,UQU-- U,

3a Here opbure Q1,...,Q, 1 Kako mocToju Gap jemHa jemHOUNIAHA OPOUTA
3aKJLYUYjEMO Ia MOpa MOCTOjaTy Oap jomn jemHa TakBa. Haume, YKOJIUKO
je Hop. () jemmua jemHounana opbura, nobuiu OMCMO jeTHAKOCT

G = 1+ p(k—1).

Ho, oBo muje moryhe momro p | |G|. Hexra je Qo = {(x1,22,...,2p)} jen-
HOwIaHa opbuta pazmumuuta ox {(e,e,...,e)}. Tama mopa Gurn
a-(x1,22,...,2p) = (1,22, ...,2p),

S



Tj.

(T2, xp,x1) = (21, T2y ..., Tp).
Hlobujamo ma je 1 = xp3 = --- = x,. O3HaumMo Taj enxemernT ca g. Ilo
IpernocraBiy, g # e, a ocuUM Tora, Kako (g,g,...,9) € X, mopa 6uru
gP = e. 3akibyuyjeMo ma je g TpasKeHU eJIeMEHT Pela p. O

Bunpenu cmo ma je 6poj ememenara y opOUTH HEKOT eJjieMEHTa j€IHAK
uenexkcy crabunnsaropa. Ila gu mocroju Beza usamebhy crabunnsaropa asa
eneMeHnTa u3 ucte opbure? Basku caemehu cras.

CraB 11 Heka rpyna G pgejctsyje ckyny X. AKO Cy eNeMeHTU T U Yy U3 UCTe
opbuTe, oHAA CY HUXOBU CTabUnM3aTOpPU KOHjyroBaHe NoArpyne.

Ilokas. Ilo mpermocraBiu moctoju exemenT g € (G TakaB ma je y = ¢ - T.

[Tokasxkumo ma je
Gy =9G, g_1~

C: Hexka je h € Gy. Kako jey=g- -z, T0 je x =g~ !

-y. Hobujamo

(9 thg) - a=g (h-(g-2)=g"(h-y)=g " y=u
Haxne, g 'hg € G,, ma h € gG, g™t
D: Hexka je h € G,. Tana je
(ghg™)-y=g-(h- (g7 - y)=g-(h-2)=g-z=1y.
Ilarne, gG, g~ C Gy O

Hera G nejcrByje na X u Heka je g enement u3 G. CKyn ¢BUX (UKCHUX
Tavaka ejeMeHTa ¢, y o3Hanu X9 3amaje ce ca:

XV={reX:g-x=xa}
IIpumernmo na Basku caenche:
r € X — geqG,.

Cras 12 Heka G pejctyje Ha X. AKO Cy eneMeHTU g M h KOHjyroBaHu, oHAa
noctoju 6ujekumja nsmeby ckynosa X9 u X"

Ilokasz. Hexa je g = khk~ 1. Ilepumummo ¢pymrrmajy f: X — X ca f(x) =
k- z. Horaxumo ma f ycmocrasiba 6ujexnujy mameby X u X9,

ceX'=shao=2=g-f)=g-(k-z)=k-(h- (k7' (k-2)))
=k-(h-(k7'%)-2)=k-(h-(e-x))=k-(h-z)=k-z= f(z).

Iakne, f [Xh] C X9. Ho, axo y € X9, Huje Temko mpoBepuTu ma k! -y €
X" (mposepure!), nok je ounraemno f(k~!-y) =y. Crora mobujamo ma f
3a1CTa YCIOCTaBJba TPaKeHy OUjeKuu]y. O

dopmyna koja onpebyje 6poj pazauuuTux opbuTa je BeoMa KOPUCHA y
pa3HuM npuMeHama. [lajeMo je y OKBUDPY HapenHe TeopeMe.



Teopema 13 Heka koHauHa rpyna GG fgejcTyje Ha KoHauHoM ckyny X. Tapga je
6poj paznuuuTmux opbuta jegHak 6pojy

ﬁZ\Xﬂ.

geG

Hoxka3. OsnaumMo Tpaskenu 6poj paznuuntux opbura ca k. Ilakie,
X=0U---UQy,
rae cy §); pasauuure opbure. Ilocmarpajmo ckyn E 3amar ca
E={(g,z) eGxX:g-z=cx}

,IIpebpojahemo ¢ esemente y F Ha nsa HauuHa. [IpuMerumo Hajupe na je

E=| |{g} x X*.

geG

Iake,

Bl =3 1x7. (1)

geG

C npyre crpase,
E=||G.x{z}.
zeX

I[Ipema Towme,
k

|E| = § Gr:§ § |Gl
zeX i=1 zeQ;
Kako esmementu m3 mcre opbure mMajy KOHjyroBaHe crabuian3aTrope, TO
je |Gz| = |Gy| yronuro cy x m y y ucroj opburu. M3abepumo mo jemam
eJIeMeHT T; U3 cBake on opbura ;. Jlobujamo

k k k k
BI=3" Y [Gul =) 1llGal = Y G : Gu]IGa,| = ) IGI = KIGI. (2)
i=1 zeQ; i=1 i=1 i=1
W3 (1) u (2) TpaskeHu pe3ynTar CIenu. O

3a Kpaj HABOAVMMO jenaH MpUMep IPUMEHE YIPaBO JOKa3aHe (pOopMyJIe.

IIpumep 14 TemeHa, cpefuwiTa MBUUA M TEXMLITA CTPaHa MPaBUJIHOr TeTpae-
IOpa Tpeba obenexern kopuwherwem Tpu 60je. [Mokasatu ga uma ykynHo 400707
HauMHa Ha KOjU Ce TO MOXe WU3BECTU.

OBO 3ampaBo yoOIIITe HUje TEIMIKO MOKA3aTH, Ma KOJUKO TO Y MOYETKY W3-
raemaso. Pa3morpumMo Hajupe mpobieM MajJo makuBuje. Permmmo na
JKeIUMO Ja TeMeHa TeTpaenpa obesexkuMo ca aBe 0Ooje, HOp. IIJIaBOM U



NPBEHOM, aJI TAKO Ma je jemHo Teme obesieKeHO MaaBoM 0O0joM, a ocraja
upsenoM. JacHo je ma je To Moryhe ypaautu Ha caMo jenan nauua. Hauwme,
Tpeba uMarTy y BUIy Ia TeMEHa HeMajy HUKaKBe IONAaTHe O3Hake. l[Ipema
ToMe, OWJIO KOje On HBUX ODEeNeKMMO IJIaBOM OOjOM, a OHIA CBa OCTaJA
upBeHoM. AKO OMCMO Hall TeTpaenap 3apOTUPAIU, AOOMIM OUCMO CamMo
Apyradyuju pPacropen TeMeHa, ajy TO jeé Taj UCTuU Terpaenap!

EBo kako hemo mocrymuTu npu pemapamy 3amnatka. (O3HaumMo cBa
Temena OpojeBuma 1,2,3 u 4. O3HAYMMO MBUIlY UMja Cy Kpajkha TEMeHa
u b ca [a,b] (upu uwemy je a < b). Ha kpajy, o3HAUUMO CTpaHy Ha KOjOj
cy TemeHa a, b u ¢ ca [a,b,c] (upu uemy je a < b < ¢). Iakriue, yKymHO
umamo 4 4+ 6 + 4 Taure Koje keauMmo na obesnexknMmo ca Tpu boje. Hera
je X cryn cBux moryhux obGeneskenux terpaemapa (ca OBaKO O3HAYEHUM
TeMeHrMA, MBULAMA W CTpaHaMma) ca Tpu 60je Kao y yCJIOBUMA IPUMEPA.
Bumvo ma je |X| = 3. To mapasmo Huje Tpasenm omrosop. Hamwme,
MHOTH Ol OBUX ODEJIeKEHNX TeTpaenapa ca O3HAUEHUM TeMEHNMA, UBUAIIAMAa
U cTpaHaMa, 3aIpaBO IMPENCTAB/bA]y jelaH Te ucTu obesiesKeHu TeTpaenap,
CaMO MOCMATPAH U3 PA3JINYUTUX yTIOBa (Ia ce TAKO M3PA3UMO).

Y HameM DOjeTHOCTaB/LEHOM NIpHMepy obere:kaBama TEeMEHa Ca IBe
0oje Tako ma je jemHO TeMe ODEJIeKEHO IJIaBOM, a OCTAaJia IIPBEHOM, MO-
6unu 6ucmo 4 pazauuura o3HaveHa Terpaenpa (y 3aBUCHOCTH O TOTa KOje
O] O3HAYEHUX TEMEHA CMO ODEJIEKUIN IIAaBOM 00jOM), a 3alIpaBoO MOCTOjU
caMo jenHo Dojeme, IOIITO TEMEHA HUCY O3HAUEHA y IOCTABLIU 330aTKA.
CBaky ox oBakO ODeIe:KEHMX TeTpaemapa Ce POTAIUjOM MOKEe MPEBECTU
y 6umio koju mpyru. Tako mocrymamMo W TpU pemaBamy MOCTABJILEHOT
3amaTka. HamMe, mocMarpaMo IejCTBO Tpyle poTaluja TeTpaeapa Ha
ckyny X 1 MHTepecyje HAC Opoj pa3iuduTux OpoduTa, IOIITO CYy TeTPaeIpu
13 ucTe OpbUTE CaMO PA3IUYNTU MOJIOKAJU jeTHOT Te MCTOr ODeIeKeHOT
TeTpaenpa.

I'pyna poranuja nmpaBunasor terpaenpa je rpyna Ay. Ilo dpopmynam n3se-
IEHO] y MPETXOMHO] TeopeMu, Opoj pas3numuuTux opobura je

]‘ T
mZ|X|.

TEA,

[pucerumo ce ma je | X9| = |X"| yronuro cy emementu g u h KoHjyroBamu.
Jlakme, MOBOJLHO je NIpPW NPUMEHU TOPHe (OPMyJIe IMOCMATPATH CaMO IO
jelaH eleMeHT M3 CBake Kjace KOoHjyramuje. Kako cy kiace KoHjyramuje y
rpymm Ay:

{(123), (124), (134), (234)}:

{(132), (142), (143), (243)};
{(12)(34), (13)(24), (14)(23) };
{1,

TO mobujamo ma je 6poj pasaumuuTux opbuTa jemHaK

% <|X<123>| A | X)L g 4 X263 4 x O 1)_



Onpemavo | X (123)|. Tewme 4 mose 6Gutn obenexeno 6mito Kojom Gojom. Aro
je Teme 1 obenekeno HeKOM 60joM, OHIA TOM DOjOM MOpa OUTU ODEIEKEHO
U TeMe 2 U TeMe 3 MOUITO HaBeleHa POoTaluja TeTpaenpa IpeBoau Teme 1
y TeMe 2, TeMe 2 y TeMe 3, a TeMe 3 y TeMe 1, a MU IIOCMATPaMO CKYII
pukcHMx Tavaka npu aejcrsy (123). Cauuno, ako je cpemumre usune [1,2]
obenekena HEKOM 00joM, OHIA TOM MCTOM 0OjoM MOpa OuTu 0OEIeKEHO U
cpemumte usnie [2,3] n cpemumre usuie [1,3]. Vicro To Baskm u 3a usune
[1,4], [2,4] n [3,4]. Teswumre crpane [1,2,3] moxe OuTH 0GEIEKEHO Ma
KojoM DojoM, anu Teskuiura crpana [1,2,4], [1,3,4] u [2,3,4] mopajy Gurtu
obenexxena ucrom 6ojom. Iobujamo ma je
|X(123)| - 3 . 3 . 3 . 3

~—~— ~— ~—~— ~—~—
TeMe 4 TeMEHa 1,2,3 uBuUIlE [1,2],[1,3],[2,3] UBUIE [1,4],2,4],[3,4]

3 - 3 =36,
=~ ~~
cTpaHa [1,2,3] cTpaHe [1,2,4],[1,3,4],(2,3,4]

[Hornyso amamorso mobujamo ma je |X(132)| =356, C o63upom ma je X =
X, onpenumo jom u |X(12)(34)|. Y oBoM cayuajy, TeMeHa 1 u 2 Mmopajy Outu
obesesxena nctoMm Gojom, kao u temena 3 u 4. Cpenumre usune [1,2], kao
u usure (3, 4] moxke Outu 06eIesKeHO Ma K0joj BOjOM, MOK CpEAUINTa UBUIA
[1,4] u [2,3] Mopajy Gutu oGeneskena UCTOM 60jOM, KAO U CPEAUINTA UBULA
[1,3] n [2,4]. Teswumra crpana [1,2,3] u [1,2,4] mopajy Guru obenesxena
ncrom GojoM, Kao u cpenumra crpana [1,3,4] u [2,3,4]. Hobujamo ma je

| X126 = 3 . 3 . 3 . 3
~—~ ~~ ~—~ ~—~
TEeMEHa 1,2 TeM€Ha 3,4 MBUlla [1,2] UBUIA [3.4]
3 : 3 . 3 : 3 =38
~— ~—~ ~— ~—
uBuLe[1,4],[2,3)] uBuLe [1,3],[2,4] cTpane [1,2,3],[1,2,4] cTpaHe [1,3,4],[2,3,4]
Iakne, 6poj pasznuuutux opbura je
1
5 (30-4+3%.443%.34+3".1) =400707.
&

Teopeme Cuisosa

Heka je G rpyna u H Heka mweHa noarpyma. YoumMmo ckyn X CBUX
noarpyna on (G koHjyroBanux ca H.

X ={gHg ':9€G}.
Ha oBoMm ckynmy G mejcTByje KOHjyrOBakeM:

g (xHz™") := (gz)H(gx)~".



JacHo je ma je 0BO mejcTBO TpPaH3UTUBHO (MMa caMo jeqHy opbutry), NOK
je crabunnsarop moarpyne H moarpyma ox G, Koja ce 30Be HOpManmsaTop
noarpyne H u oznauasa ca N(H):

N(H)={9€G:gHg * = H}.
CeojcTBa HOpManmM3aTOpa maTa cy y caenelieMm crasy.
CraB 15 1. HaN(H).
2. Akoje K <Gu H<K, onpaje K C N(H).
3. Akoje K < N(H), onpaje KH <G, HaKH w KH/H = K/(HNK).

Ioka3. 1. OBO AupeKTHO ciequ U3 neGUHUINje HOPMAIU3ATOPA.

2. IIpernmocraBumo na je K moarpymna ox G taksa na je HAK u k € K.
Kako je H< K, 1o je kHk™! = H, a To ynpaso 3uaum na je k € N(H).
Hakae, K C N(H).

3. Jacuo je na e € KH. Hera xz,y € KH. To 3naun na je x = kh u
y = kih1, 3a uwere k, k1 € K u h,h; € H. Tana je

7y = (kh) " (k1hy) = h™ 'k Ky hy.

Kaxo je zHz ! = H 3a cBe z € K, 1o 3Haun na je u Hz = zH 3a cse
z € K. Tocebro: h~'(k7lk;) = (k7'ki)h/ 3a mexu h' € H. Crora je
vy = (k7'k1)(Why), ma 2~ 'y € KH. 3Bakmyuyjemo ma je KH szaucra
noarpyna on G. Ho, H je ouursenno canp:xkana y K H u 1ako je IpoBepuUTH
na je H mopmanua moarpyma on KH. Heka k€ K u h € H. Tana:

(kn)H(kh)™' = Kk(hHR Yk
EHE™! (jep je hH = H = Hh™')
= H (jep k€ N(H)).

Nszomopduzam KH/H = K/(H N K) nokasyje ce HA MCTU HAUMH HA KOJU
ce IOKa3yje Takas U30MOpOU3aM y IOKa3y ApPyre TeopeMe O U30MOPPU3My
(oBO je 3ampaBo jemma ommTuja GOPMyJIaNKja Te TEOPEMe). O
CBaky KOHAUHY TDYILy YMjU je PEI CTENeH MPOCTOr Opoja p 30BeMO p-
rpyna. CeTuMo ce Ja CMO paHHUje NOKA3aJu Ia CBAKA HETPUBU)AJHA D
rpyna uMa HeTpubHujasdan neatap. To hemo KopucTuTy y majmem pauy.
Cana heMmo maTu HEke TeopeMe KOje BUIIE TOBOPU O CTPYKTYPU KOHAU-
HUX Tpyla, HO MTO Cy TO MAJU NOCANAINBU pes3yaTraTtu. llomceTmMo ce
Komujese teopeme: ykouuko p | |G|, rae je p nupoct 6poj, onna y G moc-
TOJU €JIEMEHT Pena p. 3aIpPaBO MOKEMO 3aK/bYUUTHU NOCTA BUIIE OJ TOTA O
mocTojamy p-noArpyna y rpymu G YKOJIUKO p Ielu pel Te TPYyIIe.

Hepuuumuja 16 Heka je rpyna G pepa n. Ykonuko je n = p'm, rie p He
fenv m (Bakne, ykonuko je p” Hajeehin ctenen 6poja p koju Aenu ped rpyne G),
oHAa noarpyny rpyne G pepa p” (ykonuko oHa noctoju) 3osemo CuiioBibeBOM
p-noarpymnom rpyme G.



Ucnocrasma ce ma CunoBsbeBa p-moArpyna yeBek mocroju. To je campikaj
caemehe Teopewme.

Teopema 17 Heka je G koHauHa rpyna. 3a cBaku NpocT Gpoj p Koju Aenu peg
rpyne G noctoju Cunoebesa p-nofrpyna Te rpyne.

Ioxa3. Heka je p nmpoct 6poj u meka p | |G|. Yromuko je |G| = p, pesyarat
je Tpusujanan. Ilokas m3somumo naaykimjoM o |G|. Basy maayknuje cMo
ypamumu. IIpernocrasumo na je |G| = n u na je tBpbheme Tauno 3a cse
rpyne ca Mame O N eleMeHaTa. Pazmarpamo mBa ciydaja.

1. ¥ G nocroju mpasa moarpyna H uuju MHAEKC HUje NEHUB ca p.
Kaxo je |H| < |G|, To nocroju Cunosmesa p-noarpymna on H. Ho, najsehnu
creneHd ol p Koju menu pen rpymne G uctu je kao u HajBehum cremen om p
koju meau |H|: |G| = |H|[G : H], a p we nenn [G : H]. Crora je Cunosimesa
p-noarpyna ox H 3anpaso u CunoBmesa p-noarpyna on G. Ilakue, y oBoM
CcJIy4dajy OHa MOCTOjU.

2. IIpermocraBuMo cazma ma p Heiu WHAEKC CBake mpase noarpyme on G.
Yxomuko G mejcTByje Ha camoj cebM KOHjyroBameM, OHIa Cy opbure mpu
TOM ZEjCTBY KJIace KOBYTOBAHOCTH ejeMeHaTa u3 (G, a yHUja jeTHOUIAHUX
opbura jemHaka je meHTPy Te rpyne (IOACETUTE Ce NOKa3a HEeTPUBUja-
HOCTU LIEHTpa p-rpyne, koju je ypaben y Aure6pu 1):

Gl =1Z(G)] +|Ci] + -+ [Chl,

npu uemy je C; = Qx;) = [G : G,,]. Kako p mo mpermocrasuu nenu uH-
IIEKC CBake mpase noarpyne, nobujamo ma p | |C;| 3a cBe i. Bakmydyjemo na
p | |Z(G)| (mocebro: Z(G) # {e}). IIpema Komnjesoj Teopemu, y Z(G) noc-
Toju esemeHnT pena p. Osmaunmo ra ca x. [Hogrpyna H = (x) je HopmasHa
y G momro x € Z(G), ma komyTupa ca cBuM emementnMa u3 G. Tana je
|G/H| =3 <n=|G|. Ho unnyrrusuoj xunoresu y G/H mocroju Cunop-
jeBa p-moarpymna. Osmaummo je ca K'. YouuMo KaHOHCKM enmuMOpPQu3am
7 : G — G/H, n(g) = gH. Huje Temxo nposeputu na je K = 7 [K’]
noarpyna ox G (mposepute!). Ho, K canpxm H (3amro?) wu 3ampaso
je K/H = K' (yxomuro K/H Bumumo rao nmoxckyn on G/H). Crora je
|K| = p|K'| u rako je u |G| = p|G/H|, a K’ je Cunosmesa p-moarpyna ox
G/H, 1o je K Cunosimena p-noarpyna ox G. O

Hamomena 1. Y oBowm moka3y cmo kopuctuiau RomujeBy Teopemy. Ho, 3a-
npaBo cMo Moryu u 6e3 me. Hauwme, jenquuo mam je 6uo morpeban pe3ynrar
na cBaka KoHauHa ABenosa rpyna 4uju je pex nebus ca p (Pamuiio ce O [eH-
Tpy rpyne G) canp:ku eJeMeHT pera p. A Ta ce UMIEHMIA JIAKO LOKa3yje
nomohy rnacuprkanuje KoHAYHUX AOGEIOBUX I'pyIa, KOjy CMO YPAIUINA Yy
Aanrebpu 1.

Hakiae, mokazanu cmo na CuiioBibeBe p-oArpyme yeek mocrtoje. Ilpe
HErO INTO HACTABUMO, NOKAKUMO J€IHY TEXHUUKY JIEMY.

Jlema 18 Heka p-rpyna H pejcTteyje Ha koHauHoM ckyny X. Tapa je
[ X[ =[X] (mod p),
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roe je ca XG& o3Hauen cKkyn ¢uKcHMX Tavaka of G-
XC={zeX:VgeQ)(g-z=u1)}
IToka3. Kako je pex opbure jenHak MHAEKCY CTAbMIM3aTOpa €JIeMEHTa Te
opbure, 1 KakoO je rpyma Koja IejCcTByje jemHa p-rpyma, TO je Opoj eie-
MeHaTa y CBAKOj HEjeIHOWIAHO] OpOuTHM mebuB ca p. Y HUja jeIHOUTAHUX
opbuTa je 3ampaBo ckyn ¢ukcHnx Tadaxa XC. Jlaxie,
X | = X+ |0+ + [ ]

. tne p| |9 3a cee i = 1, k. Cremm ma je | X|—|X Y| 3aucra memuso ca p.0]

Teopema 19 Heka je G koHauHa rpyna.

[y

. Ceaka p-noarpyna op G cagpxaHa je y Hekoj Cunosresoj p-noarpynu og G.
2. Cee Cunosmese p-nogrpyne o G cy mebycoBHO KOHjyroBaHe.

3. Bpoj Cunoemesux p-noarpyna oA GG KoHrpyeHTaH je ca 1 no moayny p.

4

. bpoj Cunosmesnx nogrpyna genu pea rpyne G.

Ilokas. 1. Heka je H meka p-noarpyna on G u P CunosiseBa p-oarpyna.
Pasmorpumo majupe ciayuaj kana je H C N(P). Ilpema nokasanom cTaBy
nobujamo ma je HP noarpyna oxm G (3anpaso je HP noarpyna ox N(P)
— pasmwmcanre 3amto) u [HP : P) = [H : HN P]. Yromuro je [H : HN
P] # 1, ¢ o63upom ma je H jenna p-moarpyma, mobujamo na je m HP
jemna p-moarpyma u nxa je |HP| > |P|, mro muje moryhe ¢ oG3upom nma je
P CuiosibeBa p-moarpyna. 3akmpyuyjemo xa je [H : HNP] = 1, te je
H=HNP, na je HC P. Jlakne, y OBOM CJIy4ajy CMO OOOWUIN TPaKEHU
pesyJirar.

[TocmaTpamo cana ckyn S cBux koHjyrata on P. Herka G mejcrByje HA S
kKoHjyrosameM. Jlobujamo na je |S| =[G : N(P)] (mornenajre nouerak npe-
IaBama U IPUCETUTE Ce Oa je Opoj eaeMmeHara y opOUTH MHOEKC CTAbUIN3a-
topa). Kako je P C N(P) u P je CunosibeBa p-noarpyna, to [G : N(P)]
Huje newuso ca P (yxomuko H C K C G, 10 je [G: H| =[G : K] [K : H]
3a koHauny rpyny G u mwene moarpyne K nu H — nokas racuuje!), te uu |S)|
HUj€e OEJHLUBO Ca P.

Heka cama H mejctByje Ha S koHjyroBamem. Ha ocHoBy ueme, |S| =
|SH#|  (mod p). Kako p me nemm |S|, To p me memu mm |ST|. To mocebmo
spaun ga ST # (. Hexka je Q € S”. To smaum ma je hQh™! = Q, na je
H C N(Q). Ha ocuoBy mpBor mena nokasa, 3akmyuyjemo na je H C Q.
Kako je QQ moarpymna koujyrosana noarpynu P, oua je u cama CusnoBibeBa
p-noarpyna (uma uctu 6poj eremenaTa Kao u P), a To 3HAUYM Ha je 3aucTa
p-noarpyna H canpskana y wekoj CuimoBibeBoj p-moarpynu ().

2. OBo cwmo 3ampaso Beh mokazamnu. Haume, ako y mpeTxomHoM TOKa3y
3a H y3memo mexky CuloB/LeBYy p-TIOATPYIY, BUAUMO A2 CMO MOKA3AIN I
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je HC Q(= xPxr™!). Kaxo je |H| = |P|, To nobujamo ma je H = zPx~!.
Iakme, S je sanpaBo ckyn cBux CHIOBI/LEBUX pP-TIOACPYIIA.

3. Heka je monoBo H merka CuitoBspeBa p-MOATrpyIa, KOja nejcTByje Ha S
roHjyroamenm. Csaxako H € SH. Ilpernocrasumo na K € S¥. To smaun
na je hKh™' = K 3a cse k € H, ma je H C N(K). Ha ocuoBy mpsor mena
nokaza mobujamo ma je H C K, ma mopa 6utu H = K. Ilakme, S? = {H}.

Tana, nomohy neme, mobujamo na je |S| = 1 (mod p) mro u 3apmasa
IOKAa3.

4. Bpoj CunoBieBux moArpyna jeAHAK je WHACKCY HOPMAJIU3ATOPA
Ouno Koje on ®mUx, Te crora menau pen rpymne G. O

Hamomena 2. Y nora3y cmo ropuctuiu cienehu pesyarar. Axro je K
nonrpyna on H konaunor unnekca [H : K] u H noarpyna on G kKoHaYHOTD
unnerca (G : H], onga je

[G:K]=[G:H] [H:K]|.

JoKa:KUMO Ta.

Ilpe csera, meka je [G : H) = m u [H : K| = n. Ilorazahemo na je
[G : K] = mn. Kaxko je [G: H| = m, To moCTOje €JIeMEHTH g1,92,---,9m € G
TaKBU 14 je

G=gHUgHU...UgnH. (3)
Tarobe mocroje u enementu hy, ho, ..., h, € H 3a koje je
H=mKUhKU...UhyK. (4)

SamernoM (4) y (3), mobujamo
G=gmKUgphKU...Ugih,KU.. . UgnhiKUgn,hsKU...Ugnh,K. (5)

AKO mOKa:KeMO & Cy CKYIOBU y HABEIECHO] YHUJU PA3IUYIUTU (IIOACETUMO
ce ma Cy pPasiIuuuTU KOCeTru ODAaBEe3HO IUCjyHKTHU), HOKa3 he OuTu 3aBp-
men. Ho, 3amcra je tako. Hamme, mpermocraBumo ma je

gih; K = grhi K, (6)
3a HeKe mHIeKce i, 7], k,l. Tana je n
gihiKH = gi.h)KH,
a kako je KH = H (3amro?), To Mopa 6utu
gih;H = gph H,

na je
g:H = g1 H.
Ho, To je moryhe jemuno ako je i = k. Muoxemem (6) caesa ca g; '

nobujaMo
hi K =K,
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HO TO je moryhe jenmuo ako je j = 1.

Hamomena 3. Hera je |G| = p"m, rme p He memm m. Axo ca s, 03-
HaunmMo 6poj CUiIoBILEBUX P-IOATPYIA, OHAA, HA OCHOBY IPETXOIHE TEO-
peme, 3HaMO na je s, =1 (mod p) u ma s, | |G|. Ho, u3 unmenune s, =1
(mod p) cremu ma s, | m.

Pemuse rpyme

ITa:xkpuB umrasan Om MOrao ma TPUMETH A CMO 33 Cala JOKA3aJU
nocrojame CHIIOB/BEBUX pP-IOArPYIA, KAO0 U HOArpymna pena p (YyKOJIUKO
mpoct 6poj p meau pen rpyme G). Ho, Mama ¢MO MU mpuyUanIm O CBUM
Pp-IOArpyIaMa JaTe Ipylie, UIaK HUCMO EKCILIAIUTHO MOKA3aJIM Ja IIOCTOje
p-noarpyme csux mMoryhux pemosa. Hup. ako je |G| = p°m, rae p me mnemm
m, Mz 35aMO na y G HOoCToje moArpyme pena p u peda p°. Amm, ma mu 3a-
ucTa mocroje moarpyme pema p?, p> u p*? Omrosop je HapaBHO IOTBDPAAH,
a mokaszaheMmo u BuIle on TOra.

IIpe cBera, yBeqmMo HEKe HEONXOIHE MTOjMOBE.

3a omamajyhwu HU3 moarpymna

G:GQDGlD"'DGm,

rpyme G KaskeMo Ia je HopManaH H13 yKoIuko je G;11<4G; 3a ce ¢ = 0,m — 1.
OsBaj Hu3 je ABenos yKoIMKO je HOpMaJaH u ykoauko je G;/Giy1 AbGenosa
rpyna 3a cse i = 0,m — 1. OH je uMKNMUaH YKOJIUKO je HOPMAJAH U YKOJIUKO
je G;/G;y1 nurnnuHa rpyna 3a cse i = 0,m — 1.

Hepunumuja 20 Mpyna G je pewmsa ykonnko noctoju Abenos Hu3
G=GyDG1 D DG,
3a koju je G, = {e}.

[MIpumerumo na je pemwuBa rpyna jemnHa resepaiusanuja Abesose rpyie.
Mpodpurere HU3A
G=GyDG1 D DGy,

je HEM3 Koju ce mobuja ,ymMeTameM’ HOBUX moarpymna mamebhy Beh moc-
Tojehux y uuzdy. Bawkwu cienehu cras.

CraB 21 Heka je G koHauHa rpyna. Taga 3a ceaku Abenos Hu3
G:GODG1 D"'DG'mv

MoCTOjU Mpodutbere, Koje je UMKNYaH HU3.
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ITorka3. OBo 3ampaBo Huje Temko nokasatu. Cse ce cBoau Ha ciuenehe.
Hera je G rpyna u H mena HopmaaHa moarpyna tako na je G/H ronauna
KOMYTATHWBHA I'pymna. lamga MOCTOjU MUKINYAH HU3 MOATPYIa

G=GyDH D---DHp,=H. (%)

YMerameM OBakBUX HU30Ba u3Mely cBake mBe Tpyle y MOYETHOM HU3Y,
noburja ce TPaKEHO MUKINYHO IPOQULEHE.

JTOKasKMMO €r3UCTeHIM]y HaBedeHOT UKJINYHOT HU3a. 3alpaBo JoKa3y-
jeMo [a MOCTOjU IUKIMYAH HU3 KOoju mouume rpymoM G' = G/H u 3aBp-
maBa ce TpuBHujasHOM rpymnoMm. ,llommsamem” oBor muza mo rpyme G 3a-
BpIIaBaMoO IOKa3. PamumMo mHAyROWjoM 1o pexy rpyme G'. Y3mumo ma
koju enement ' € G'. Yromuko je G' = (2'), moras je roTos. Y cympor-
HOM, rpyna G'/(z’) je komauna koMmyTaTuBHA Irpymna Mamer pena on G'. Ilo
WHIYKTUBHO] TMPETIOCTABIM, TOCTOjU NUKINYAH HU3

G/y=Kj DK/ D> DK/,

npu uemy je K] = {(2')} rpusnjanuna noarpyna ox G'/(z’) (mra je meyrpasn
y KOam4HWUKOj rpymm?). HanakemeM NMHBEP3HMX CIMKA IOArPYNA OBOT
HU3a IpU KAHOHCKOM emmmopousmy p : G — G'/{(z'), nobujamo mopmaman
HU3

G/H=G =K),>K{D>-DK], (%)

i
rpyna K| je muknnuna ca remeparopom z'(= xH). HanasmemeM MHBEP3HUX
CAMEKA TPU KAHOHCKOM emmMopdusmy 7 : G — G/H(= G’) moarpyna y Husy
(%) mobumjamMo TpasKeHWM MUKINYAH HU3 (). O

3a koju je Ki/K; , = K|'/K{ |, a 10 cy cBe muknuune rpyne. Hapasuo,

Hamomena. Y oBomMm mokasy kopuctuMmo ciaenehwu pesynrar: ako je f: K —
L ennmopdusam rpyna u ako ¢y Ly n Ly noarpyne on L npu uemy je L1<Lqg,
ouma je u fULq] < f7 [ Lo] m fYLa]/f7[L1] & Lo/Ly. Ilokasumo ra.

Ila 6ucMo mojeaHOCTABUIN 3amuc, yeaumo osHake K; = f~1[L;]. Hera
cy x € Ky u y € K, npousBosHU eneMentu. Tpeba mposepuru ma xyzr ! €
Ky = f~U[Li]. Ho, f(zya) = f(2)f(y)f(2)"). Kaxo y € K1 = f~[L4], 10
f(y) € Ly, a xaxo je Ly < Ly, To u f(x)f(y)f(z)~! € Ly, mro je m Tpebamo
nmokaszaTu. IIpruMeTuMo Ia OBle HUCMO KOPUCTUIU YMEEHUIYy Oa je f ,,Ha“.

3a mokas Tpaskenor uzoMmopduama Ko/Ky = Lo/Ly, mocmarpajMo KoM-
O3UIM]y pecTpurnuje xomomopusma f va Ko 1 npupoaHOr enuMoppr3Ma
p: Lo — Lo/Ly:

Ko py P L)L
Osnaummo je ca g. Jacuo je ma je g ,Ha® (momTo cy o6a xoMoMOpdu3Ma
y KOMIIO3UIMjU TaKBa), IOK je Takobhe maxo nposeputu na je Ker(g) = K;.
IIpBa Teopema 0 M3oMOpOU3MY 3aBpIIaBa ITOKA3. o

Cnenmehu craB paspemaBa TpPeTXOTHO CIIOMEHYTa HEpa3jalllheHa IIh-
Tama.
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Cras 22 Cgaka p-rpyna je pewmsa.

IToka3. Heka je G jemma p-rpyma. PamuMo wMHIyKIUjoM IO pemxy rpyle.
Csaka p-rpyna umMa Herpusujasan nenrap. ['pyma G/Z(G) je Takobe p-
rpyna u meH pen je mawmu on pena rpyme G. Ilo mHAYKTUBHO] XumoTesu,
moctoju AGesoB HU3 TOArPyIa

G/Z(G)=G,>GD>---DG, ={Z(G)}.

[Momu3amem oBor Hu3a moMohy KAHOHCKOT enuMopduaMa qobujamo AbGeaos
HU3

G=GyD>G1 D DG, =2ZG).

Kako je Z(G) AGenoBa rpymna, TO MOKEMO NOAATUA TPUBUjAIHY TPYILYy HA
Kpaj, mTo mokasyje ma je rpymna G pemusa. O

3amTo OBaj CTaB pa3pemiaBa paHuje mocrasibeHa nurama? Kako je
CBaKa p-Tpylla pemuBa, TO CBaKa p-rpyna uMa u nukiandas Hu3. Ho, cBaka
IUKJINYHA Fpyna uMa (TavHo) jeqHy HOATDPYILY 3a CBAKM NEJIWJIALl PDEAa Te
rpymne. To 3Haum na 3ampaBo 3a cBaky p-rpyny G mocroju onanajyhu Hus
HOPMaJIHUX IOArPYyIa

G:GoDGlDGQD”'D{e}.

npu demy je G;/G;y1 nurauuna rpyna pena p (pasmucaure 3amro). Ho,
Tama caemu ma, ako je |G| = p", ouma je |G;| = p" 7', Te y p-rpymm mocroje
noarpyne csux moryhwux pemosa. Pe3ysnTar 3a mpou3BObHY KOHAUHY TPYILY
nobujamo mpuMmeHoM yumeHune qa CuiioB/meBa p-IOATPyNa YBEK MOCTOjU.

Cunenehu craB je BeoMa BaskaH y IpUMEHAMa TEOPUje IPya Ha npobJieM
PEeNIMBOCTU aJIre0apPCKUX jeTHaunHA.

Cras 23 [pyna S,, Huje pewnsa ako je n > 5.

Ioka3s. IlogceTuMo ce nBa mo3HATA pe3yaTaTa:
1. [S,,S,]) = A,

2. Axo je H mopmanna noarpyna rpyne G u G/H koMyTaTuUBHA, OHIA
je [G,G] C H.

[MpernocraBumo ma je n > 5 u na je S, pemusa rpyna. [loceGHO, TO 3HAUM
& IOoCTOoju HopMaJHa nonrpyna H ox S, taksa na je S,,/H AGenosa. Ho,
npema 2. To 3Haun ma S, S,] C H, a npema 1. na je A, C H. Ilarie, ako
je S, /H umerpusujanna, mopa butu H = A,,.

Hokaskumo na je 3a n > 5: [A,, A,] = A,. OBo 3ampaBo Huje TemKO
mokasaru. Hawmme,

(abe)(cde)(abe) ™ (cde) ™! = (adc),
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rme cy a,b,c,d, e mehycobuo paznuuurtu. Jlakiae, cBaKU 3-IMUKI MOKEMO 10-
OuTU Kao KOMYyTaTOp HEKa Apyra IBa 3-IUKJa, a, Kako je A, remepucano
3-nukauma, nobujamo na je [An, An] = A,.

Cana je jacHO 3amTo S, He MOxke O6utu pemmsa. Hawnme, AGenoB HU3
nounme ca: S, D A, u mocrapiba ce MUTAKE€ KAKO I'a HACTAaBUTU. AKO je
K mopmasma moarpymna onm A, Ttaksa na je A,/K AGenosa rpymna, omma
[An, Ay] C K, Ho, rako je [A,, A,] = A,, 10 mopa Gutu K = A, u He
MO;KEMO HACTABUTU Haml HU3. Kako A, Huje komyTaTuBHa, mobujaMo ma S,
HUje pemuBa I'pyna. O

I'pyue S, 3a n < 4 jecy pemuBe. Ykoauko je n = 4, ouna je AGesos
Hu3 mat ca: Sy O Ay DV D {(1)}, nomro je Knajuosa rpyma V' AGenosa.
Ocranu ciyvajeBu cy jom gakmu. YwumeHuna na Cy OBe TPyIe peluBe
omoryhasa pemaBame jenHauurHa Apyror, Tpehier u 4eTBpTOr CTEeneHa .,y
pamukaauMa“, aJum TO je mpudya 3a KacHUje.

Y pamuMo 3a Kpaj HEKOJIUKO IpUMEpPA.
ITpumep 24 Ceaka rpyna pefia pq, re cy p U ¢ npoctu bpojesu, je pelunea.

Pememe. HapasHo, jeqnHo je 3aHMMILUB cayuaj kazxa je p # ¢ (3amro?).
Ho, n ou je nak. Heka je |G| =pg u p < q. Ha ocuoBy Komujese teopeme,
y rpymu G mocToju exeMeHT x pena q. Axo je H moarpyma reHepucana ca
x, ouma je [G : H|] = p, a Kako je p HajMamy OPOCT OPOj KOJU HEIU Pet
rpyune G, H mopa Guru Hopmassa. Crora AGenoB (3anpaBo U LUKJINYAH)
mu3: G D H D {e} nokasyje ma je rpyna G pemwusa. &

IIpumep 25 Csaka rpyna pega p’q, roe cy p v ¢ NpocTu 6pojesu, je peluusa.

Pememe. Ul oBre nMamMo HEmTO HOBO CaMO aKO je P # q.

1. p > q. Axo ca s, oznaunmo 6poj CumiosieBux p-noarpyna oxn G,
oHIa 3HaMO Ha je s, =1 (modp) m ma s, | ¢ Ho, ako je s, = ¢, onna
p | (¢ — 1), mro muje moryhe, jep je p > ¢q. Crora je s, = 1 u jenuna
Cunosmesa p-moarpymna je HopMasna. Ako je ozmaummo ca H, mobujamo
AGenos mu3: G D H D {e}. Haume, G/H je pena ¢, na je nurknuuna, a H
je, Kao rpyma pena p® KOMyTATUBHA.

2. p<gq. 3namo ma je s, =1 (mod q) u na s, | p*>. Yromuxo je s, =1,
IOCTyIIaMO Kao y IPeTXOJHOM ciaydajy. IIpernocraBumo na je s, # 1.

a) s =p. Tama q| (p — 1), mwro Huje moryhe, jep je ¢ > p.

6) s, = p>. To smaum na q | (p? — 1), tj. ¢| (p—1)(p +1). Karo
je q mpoct 6poj, To q | (p — 1), mnmm ¢q | (p + 1). Homro je ¢ > p, Mopa
ourtu q | (p+ 1), anu u to je moryhe jenuno y cayuajy ma jeg=p+1. C
0b63upoMm ma cy p u q npocTtu O6pojeBu, Mopa butu p = 2, ¢ = 3. Iaxkae,
vama rpyna G je pena 12. Ocum Tora, s3 = 4. YKOIUKO je so = 1, nobujamo
AGenoB HU3, cTOra IpeTmocTaBbaMo na je So = 3. Hera cy Hy, Ho, H3, Hy
Cunosimese 3-moarpyme. Kaxo je H; N Hj = {e}, 3a i # j, To mobujamo
na je |[HHUHy UHs UHy| =4-241=29. Hera cy K1, Ko, K5 Cunosmese
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2-moarpyne. C o63upom ma je |K;| =4, o y K; U K», cem HeyTpasa, uMa
Oap jom 444 —2 = 6 enemenara. Taxko cMo mobmIM Ja y HAIIOj IPyIN UMa
bap 15 ememenara. Kako je ona pena 12, To ¢MO IOMIIN 0 KOHTPA,IUKIA]E
U TUME je IOKa3 3aBPIIEH. &

ITpumep 26 Ceaka rpyna pefia 2pq, rge cy p U g npoctn Gpojesu, je peLuvea.

Pememe. JacHo je ma mMaMO HEIITO HOBO CAMO YKOJUKO Cy p U ¢ Pa3iu-
4yuTy HemapHU npoctu OpojeBu. Heka je p < q.

Yromuro je s, = 1, mau s; = 1, cBe je jacmo. Hamme, Tana je jemua
on CunnoBibeBuX mOArpyna HOpMasHa, Te je m npoms3Boxn te CuioBineBe
noarpyne u CunoBiseBe MOArpyIme, KOja OACOBApa APYIOM IPOCTOM Opojy
Takobhe moarpyma, a Kako je MHOEKCa 2, Ta MOArpyNa je HopMaJHa. Tako
nobujamo Abesos Huz: GO HK D H D {e} (rme cmo ca H nu K oszauuin
omrosapajyhe Cunosmese noarpyme). Jlakmie, y majbeM IPETIOCTABIHLAMO
na je s, # 1 u s, # 1. Karo je p < ¢, Mopa Gutu s, = 2p (3amro?).

Heka cy Hi,..., Hs, CuinoBiese g-moarpyme. Y BUXOBOM YHUJU nMa (ceM
Heyrpana) 2p(q — 1) emememara. Karo je s, > 1 mo mpermocraBmu, TO
nva 6ap ¢ CmimoBmeBux p-moarpyma. Osmaummo ux ca Ki,...,K, Y

BuMa ceM HeyTpaaa uMma ¢(p — 1) ememenara. 3akbydyjeMo na y yHUjU
HyU...UH,UK; .. .UK, mva 2p(g—1)+¢(p—1)+1 enemenara. OcraBibamo
unTaonuMa 3a BexkOy ma moraxky na je 2p(g—1)+q(p—1)+1 > 2pq, e cmo
TaKO MOOUIM KOHTDPAIUKIM]Y. &
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KoMmyTaTuBHM mpCTE€HUM ca jeaumHUIIOM

Nneanu n xoMoMOp$pu3Mnu

Kao mTo y Teopuju rpyma mmamo mojaM MOATPYIE HEKEe TPyIe, TAKO U
y T€OPUju KOMYTATUBHUX MPCTEHA CA jeIMHUIIOM MMaMO MOjaM MOTIPCTEHA
ca je IMHUIIOM.

JHedounnanmuja 27 Hekacy (A,+,-)un (B,+',") KOMyTaTUBHU NPCTEHN Ca jeANHU-
uom npu vemy je B C A. Ykonuko je 3a cee x,y € B ncnyweHo:

!/

rty=x+'y xzy=az'y
nly=1p, onda je B jefaH NOTNPCTEH ca jeANHMLOM MmpcTeHa A.

ITprmernmo na rakobe Baku u 04 = Op, HO Ta ce YNHEHUIIA MOKE U3BECTU
13 MPEOoCTaNmX, IMTO HUje TAUHO 3a jeanakocT 14 = 1p. Ha mpumep, mera
je A = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} m B = {(0,0),(1,0)}, rme cy omepaumje
neUHMCAHE IO KOOpAMHATAMa, & Ha CBAKO] KOODIWHATU Cy cabupame,
ONHOCHO MHOXeme 1mo Monyny 2. Tanma B jecre KOMyTaTWBaH NPCTEH Ca
jemuuunoMm, Ho jemuuuna y B je emement (1,0), a jemununa y A je (1,1).
Crora B HUje TOTIPCTEH Ca jeAMHUIIOM mpcTeHa A.

Baxuauju on mojMa mOTHpCTEHA je IojaM KIeasa.

Hepunumuja 28 Heka je A komyTaTvBaH npcTeH ca jeAvHuuyom v I HenpasaH
noackyn og A. Tapa je I ngean y A ykonuko

l.zacBez,yel: x+yel,
2.3aceeac Anzel. a-zel

IIpumerumo na 0 € I 3a cBaku unmean I. Hawmme, xaro je I mempasam,
to moctoju x € I. Ho, tana je m 0 = 0-x € I. O3snmara I < A o3mauvaBa 1a
je I mmean y A.

Ca mpeanuma ce MOTy BPIIUTHU Ollepalyje cabupama U MHOKEHA Ka0 U
ca eJeMEeHTHUMA.

Hepuaumuja 29 Heka cy [ n J ngeann npcreHa A.
1.I1+J:={z+y:zel,yeJ},

2.1-J:={zyy1+- -+ apyn : ¥; € I3acBei = 1,n,y; € J3acsej =
I,n, nceen > 1}.

IlupexTHa npoBepa nokasyje na cy [ +J u [ - J 3ancra uneanu y IpCcTeHy
A. Wnean I + J je majmammy unead, Koju caup:xu (Kao CBOje MOACKYIOBE)
uneasie [ u J, nox je I-J 3anpaBo HajMamu UIeal KOju Caap:Ku cBe Moryhe
npousBone eixeMenara u3 I ca erementuma u3 J.
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Kao u y cayuajy moarpymna, npecek asa umeaaa INJ jecre umeas, OOk je
wuxoBa yHuja JUJ noeas ako u caMo ako je jenaH ol TUX UIeasia Caap:KaH
y APYroM. 3ampaBo, akO HOCMaTpaMO CaMO Olepalujy cabupama, IpuMe-
TUMO nHa cy mpeasu noarpymne rpymne (A,4+), a 3HaMO Ha U3 YUEHEHUIE OA
je yHuja mBe mOATpyIe MOArpyIa, CJAeIud Na je jedHa O HBUX caap:kKaHa y
npyroj. IIpyru cMmep ce jako mpoBepaBa.

HaBenmumo mere mpumepe.

ITpumep 30 Ako je A KoMyTaTMBaH NPCTeH ca jeAMHULOM U a € A nponssosbaH
efleMeHT, oHAa je
(a) :=={r-a:re A},

naean. Oeaj ngean ce HasuBa IJIaBHU UI€aJ T€HEPUCAH €JIEMEHTOM d.

Kako je r-a+s-a=(r+s)-a, kao u s- (r-a) = (sr) - a, Bumgumo na je (a)
3amUcTa uaeana y mpcreny A. &

IIpumep 31 Ceaku upean y Z je obnuka (m) 3a Heku npvpodaH 6poj m.

Heka je I < Z. FKaxko je (I,+) momrpyma rpyume (Z,+), TO Ha OCHOBY
IPETXOMHOT 3HAKa O moArpymaMa rpymne Z, nobujamo ma je I = (m). &

Hanomena. Wnean (m) ossauaBa ce u ca mZ (CKyn CBHUX IeJIOODOJHUX
yMHO:KaKa Gpoja m).

ITpumep 32 Heka cy m n n nosutmeHu uenu 6pojesn. OapeanTu:

IIpe ceera, (a) - (b) = (ab) BakU y CBAKOM HPCTEHY U 3a CBE €JIEMEHTE ¢ U
b (mposepure!). Crora je (m)-(n) = (mn). Ha ocHoBy nedurummje:

(m) + (n) ={mz+ny:x,y € Z}.

Kako mu 3mamo ma je (m) + (n) curypHO riaBHU MAeas, TOTPEGHO je caMo
OIpenuTy KOju je meroB remeparop. Ho, HEUje moTpeOHO MHOTO pa3Mu-
mpaT 0 ToMe. M3 ropme jemuakocTu ce nmpocto Hamehe na je

rae je d = NZD(m,n). Ilpe cera, no6po HaM je IO3HATO Oa yBEK MOCTOje
p,q € Z 3a koje je mp +ng = d. Crora, d € (m) + (n), na Mopa 6utu u
(d) € (m) + (n). Ho, raxo d | m u d | n, To mocToje m; u n, TakBU Ha je
m =dmi un = dnj. YKOIUKO je Mz +ny OPOU3BOLAH eJIeMeHT n3 (m)+ (n)
nodujamo:

mx 4+ ny = dmix + dnyy = d(myz + nyy),

Te 3aKMbyUdyjeMo na mx + ny € (d)
Ompemumo jom u (m) N (n). Hpumernmo ma x € (m) N (n) ako m camo
ako m |z u n | z. Ho, To ynpaso 3umauu ma je (m) N (n) = (NZS(m,n)). &
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IIpumep 33 Y npcreny Z[X] noctoju nAean Koju HUje rnasHu.

IMocmarpajmo muean I remepucan ca msa emementa 2 u X, [ = (2,X)
(o3maka (S) osmauasa HajMamy uneasa (KOjU yBEK IOCTOJU jep je mpecek
Ma KOje KOJIeKIUje MIeasia uaeas) KOJUu Campsku CKym S; y ciydajy na je
S ={x1,...,x,} mamemo (1,...,xy), ymecro {({x1,...,2,})). OBaj unean
CUrypHO HUje raaBuHu. Hawmme, mpermocTaBuMO Oa je

(2, X) = {a(X)),

3a meru noxuHoM a(X). Kaxo je 2 € (a(X)), o Mopa 6uru 2 = a(X) - b(X)
3a Heru nomuaoM b(X). To 3maun na je a(X) korcranTas noauaoMm. Ho, u3
unsbenune na X € (a(X)), cnemn na a(X) | X, na mopa 6utu a(X) = 1, niun
a(X) = —1. To 6u 3naumio na je 1 = 2p(X) + Xq(X) 3a Heke monmHOME
p(X),q(X) € Z[X]. Ho, 3amernom 0 ymecro X mobujamo na je tama 1 =
2p(0), Te 6u caenuio na % € Z. 3armpydyjeMo Ja HABENEHU WUIeasl HUje
TJIaBHU. &

IIpumep 34 Heka je K ma koje nome. Taga je csaku ngean y npcredy K[X]
FNaBHU.

Y nokasy hemo kopuctuty ummenuny na 3a nouauvsHoMe a(X) wm b(X) wu3
K[X] 3a roje je b(X) # 0 mocToje n jemHo3navyno cy onpebeHr moamHOMMU,
¢(X) n r(X) rakBu ma je

a(X) =q(X)b(X) +r(X), r(X)=0unm degr(X) < degb(X).

OBO je m0o3HATO eYRIUIACKO AEJHEHe MOJUHOMA, WU NEJHEHe CA OCTATKOM,
ca KOJUM CMO YIIO3HATH Yy CPENH0j KoM (JOMyIIe caMo 38 peasHe, O THOCHO
KOMILJIEKCHE TOJWHOME, AJU JIAKO Ce BUIU Ja CE OBAKBO MEILEHE MOKE
M3BECTU Y Ma KOM TOJLY ).

Hexra je I < K[X]. ¥Yromuxro je I = {0}, jacuo je na je I riaBuu umeasn
rereprcan enemerntoM 0. Ilpermocrasumo crora na je I # {0}. Heka je
[0 MOHMYAH MOJWHOM HajMamer CTeleHa Koju ce Hasasm y [. Taj moauaOM
curypuo nocroju nowro je I unean. Hokaxumo na je I = (u). ITocmarpaj-
MO mpown3BoJbHU esneMeHT a € I. Ha ocHoOBy pesynrara HaBemeHOI rope,
nocroje noauHOMu ¢ 1 1 (uuranan curypHo npumehyje na moHekan mosm-
HOMe O3HauaBaMo ca a(X), a MOHEeKAXI U CaMo Ca G, Kao U Aa MPOU3BOJ ABa
€JIEMEHTa y IPCTEHY IIOHEKAJ NUMEMO 0e3 O3HAKE ONepaluje MHOMKEHA)
TaKBU 4 je a = q + 7, IPU YeMY je CTEIeH IOJMHOMA 7 MAamU O CTEIeHa
nonmuaOMa i, unu je r = 0. Kako a,pu € I, nobujamo na je r = a —qu raxobe
u3 I. Ho, ykonuko je r # 0, MHOKEH,€M MHBep30M Bogeher koedurujerTa
on r nobuau ducmo nma ce y I HATa3u MOHUYAH MOJUHOM CTEIEHA MAamEr O
CcTeneHa MOJUHOMA [ IITO MPOTUBPeYr U300Py MOJIMHOMA . 3aKIbYUYjeMO
na mopa 6utu r =0, Tj. ma p | a, Te ga a € (u), yume je MOKA3 3aBPUICH. &

IIpumep 35 Heka je K nome n I< K. Tagaje I = {0}, unnje I = K.
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IIpernocrasumo na je I nmean y K u na je I # {0}. To 3naum na umean
I canpsxu merku enemeHTt x # 0. YERKOIWKO je a Ma Koju enemeHT u3 K,
nobujamo ma u a npunanga uneaiy I. Hauwme, rako je I umean, a x # 0, To
nocroju x~! u enement (ax~!)-x Mopa mpunazatu uneasy I, a jacuo je ma
je Taj eJleMeHT jeqHAaK eJIEMEHTY d. &

IIpumep 36 Heka je A ma Koju KOMyTaTMBaH NpCTeH ca jeAnHnuom n u € U(A).
Taga je (u) = A.

IToka3 ce m3BOAM HA UCTU HAUMH KAO Y IPETXOTHOM IPUMEDY. &
IIpebumo cana Ha mojam xoMOMOp(U3Ma MPCTEHA.

Hedpunurnuja 37 Heka cy (A,+,-) n (B,+’,-') OBa KomyTaTuBHa npcTeHa ca
jeduHuuyom. ®yukumnja f: A — B je xomomopdumzam npcreHa ykonuko je f(14) =
1p n ykonuko 3a cee z,y € A Baxu:

fla+y)=f@)+ fly) wn  flz-y)=fl) fy).

IIpumep 38 dyHkumja p,:Z — 7Z, 3apaTa ca p,(z) := p(z,n), roe je ca p(z,n)
OBHaUEH OCTAaTaK NpuW Jejbery T €a n, je jelaH XOMOMopdu3am npcreHa.

OsBaj xomoMopdu3zam heMo UCKOPUCTUTHU A OMUIIEMO UAEAEe Yy IPCTEHUMA
Z,,, HO TIp€e TOra NieMO HABECTHU HEKE OIIITE PEe3yITaTe O XOMOMOD(PU3MUMA.

Heduaumuja 39 Heka je f: A — B xomomopdr3zam KOMyTaTUBHUX MPCTEHa Ca
jeAvHnuom. Jearpo xomomopdusma f, y ozHaum Ker(f) Aedunumwe ce ca:

Ker(f) :={z € A: f(z) =0g}.

CraB 40 Heka je f: A — B xomomop¢$mzam KOMyTaTMBHWMX MPCTEHA Ca jeAVHU-
yoMm. Taja Baxku:

a) Ker(f) < A;
6) ako je J < B onpa je f1[J] < A;
B) ako je [<Awn f ,Ha", onga je f[I] < B.

Jloxa3s.

a) Heka z,y € Ker(f). Tana je
fle+y) = fx) + fly) = 05 +' 0p = 0,

na x +y € Ker(f).
Yronuro je x € Ker(f) n a € A:

fla-z) = fla)" f(z) = f(a) " Op = O,

Te a - x € Ker(f).
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6) Hera je J umean y B u x,y € f~![J]. To smaum ma je f(z) € J n
f(y) € J. Kako je J uneaun, 3armyuyjemo na u f(z+y) = f(z) + f(y) € J.
Iakne, z +y € f~J].

Takxobe, ykomaro je * € f~[J] u a € A, mobujamo ma je f(a-x) =
f(a) f(z) € J, nomro f(z) € J, a J je mneaur.

B) Hera cy u,v € f[I]. To 3naun na je u = f(z) m v = f(y) 3a Here z,y € I.
Kaxo je I unean, o je z+y € I, a xaro je u+'v = f(z)+ f(y) = f(z +v),
3armydyjemo ma je u+' v € f[I].

Yromuko je u € f[I], ab € B, ¢ 063upoMm na je mo npernoctasmu f ,HA X,
mobujamo ma nmocroju a € A tako na je b= f(a). Ocum Tora je u = f(z) 3a
uero x € I. Kaxo je I uneas, a-x npunana I, na je b'u = f(a) f(z) = f(a-x)
n3 f[I]. O

ITpumernmo na je, kao u y caydajy xomomopdusma rpymna, Ker(f) = {0}
aKO U caMO aKO je XOMOMOpP(U3aM UHjEeKTUBAH.

Y onmTem ciaydajy NMUPEKTHA CIUKA uicada He Mopa Outw mmeasn. Ha
npuMmep, jacuo je na ¢yuruuja i:Z — Q medunucana ca i(r) = x 3a cse
x € Z, jecte xoMoMopduzaMm (TO je MHKIY3Mja IPCTEHA UeJux OpojeBa y
nosbe panuoHasHux 6pojesa). Ho,

i[(2)] = {2m : m € Z},

a TO ouurienHo Huje nmeas y QQ, momro cy, Ha OCHOBY paHUje MOKA3aHOT,
jemuan nneamu y Q: {0} u Q.

IIpumep 41 Heka je n > 2 ueo 6poj. Tapa je ceakm npgean y Z,, rnaBHu.

Uckopuctuhemo xomomopousam p,: Z — Z,, xkoju je u ,Ha“. Hexra je J<Z,.
Tana je p,'[J] <Z. Ha ocHOBY CTPyKType mmeajia MpCTeHa Z, 3HAMO Ia
nocroju m > 0 Takas ma je p,'[J] = (m). Ho, tana je

J = pn[p;zl[J]] = pa[(m)] = (pn(m)).

[pumeTtumo na jemaaxoct J = py,[p;, t[J]] cniemn uz uumenune na je p, ,Ha*,
ok je jacuo ma je f[(a)] = (f(a)) 3a cBaku emumop¢uzam (xoMoMOpPu3am
kKoju je ,Ha“) f u cBaku eseMeHT a (IOKA’KUTE Ha je 0BO TauHo!). &

Hanomena. Mok na je uurasiam IpuMeTHO Aa CMO OBaj Pe3yJiTaT MOTJIU Oa
IOKa;KeMO Kao Uy CJIydajy npcreHa neiaux opojeBa. Haume, cBaku nneas y
Zy, je m noArpyna MQUKJINYHE TPYIe, 11a je TUME U CaMa IMUKInYHA. A 3HaMO
KaKO M3TJIeNajy NUKINYHE TOATrpyIe rpyne Z,. Y OBOM AOKa3y camo Tpebda
o0paTUTN MaKKHY HA UMILEHUITY M4 jé CBaKa MOArPYIa On Z, 3auCTa UIea
(y cayuajy mpcrena Z, TO je TPUBUjAJIHO UCIYHEHO, MOIITO CE€ MHOMKEHE
€JIEMEHTUMA U3 7, 3ampaBo CBOAU Ha cabupame (y3 €BEeHTYaJHO MHOMKEHE
ca —1 koje oarosapa Tpaskemy CYIPOTHOD €JIEMEHTA). UumeHuna aa je To
WCIYEHEHO U 3a Z, 3aXTeBa Majau JOKa3. Pa3sMuciaure Majio O TOME.

ITpumep 42 Hagectu npyvimep KOMyTaTMBHOI MPCTEHA Ca JEAVUHULOM U MOArpyne
aANTUBHE rpyne TOr NpPCTeHa, Koja Huje naean.
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[Mocmarpamo npcrer A = Zo XZso. OBae cy oneparuje qeprHICAHE IO KOOD-
IUHATAMA W 3aIPaBo je A mupexran npousBoz NpcTeHa Zo u Zo (IOHOBUTE
nojaM ampekTHOr npowmssozxa aurebpu). Cryn {(0,0),(1,1)} je momrpyma
aIUTUBHE IPyIe TOT IPCTeHa, ajau Huje uaead nomro exement (1,0)-(1,1) =
(1,0) me nmpunazna Tom ckymy, a (1,1) my npunana. &

IIpumep 43 Hahu cee ngeane y npcreny Zqs.

3HaMO ma Cy CBU MOeaju y OBOM NpCTeHy riaaBuu. Tarkobhe 3mamo ma je
CBAaKU €JIeMEHT y Zio WU JNeJUTeJs HyJe Wiu maBeptubunan. Kako cBaku
WHBEPTUOWIIAH E€JIEMEHT TEeHEPUIIe, MpeMa jeJHOM OJ DPaAHUje HABEICHUX
npuMepa, 1eo IPCTEH, OCTaje Ia Ce BUAU KOje Maealie PeHEPUNLY NeJIUTEIHU
umysne. I[Ipumerumo na je m € Z1o meauress HyJle aKO M CAMO akKo 2 | m wuiau
3| m (3amro?). Crora je

2(212) = {07 27 33 45 6’ 87 97 10}

IIpumernmo ma, momto je 5 € U(Z12) m 10 =515 2 umamo ga je (10) = (2)
(pasMucanTe Kako ce OBO MOke reHepaJsucartu). Taxobe je 9 = —3 =
(=1)-3, na je u (9) = (3). Hobujamo ma je u (8) = (4).

C mpyre crpane, (2) # (4). Haume, npernocrasumo na 2 € (4). Tana
Ou moctojao m € Zio TakaB ma je 2 =4 -1om. To 6um 3HAUMIO ma TOCTOjuU
meo 6poj q TakaB ma je 2 =4m + 12q. ememem ca 2 gobuau Oucmo ma je
1 = 2m + 6g 3a Hexre mesie OpojeBe M u ¢ WTO cBakako Huje moryhe. Kako
je oumraenso 4 € (2), To nobujamo ma je (4) C (2) (mmean remepucan ca 4
je mpaBu MOACKYN maeasa redepucasor ca 2). Ha ciauuan mauyun ce mobuja
na je (6) C (3). YUuraouuma ocTaBbaMo 4a C€ yBepe Ia Cy CBU Pa3IMdUTU
uneasu npcrena Zis ciaenehu:

<O>7 <2>7 <3>7 <4>a <6>7 Z12~

XOMOMOP(U3MHU ¥ KOTUYHUYKN TPCTEHN

Oxn cana mpeTnocTraBbaMo Aa Cy CBU UIEANU Ca KOjUMa PAAUMO IIPAaBH,
Tj. Ja HUCY jeOHAKWU IEJIOM IIPCTEHY.

Hepuaumuja 44 Heka je I < A. Ha A pepuHuuemo penaumjy KoHrpyeHuuje no
moayny I ca:
a=b (modI) arkxko a—bel.

[IpoBepumMo ma je oBa penanuja 3aucTa KOHTPYEHIH]jA.

Peduaexcusuocrt. Kako je a—a =0 € I, 1o je 3aucra a =a (mod I) 3a cBe
a € A

Cumerpuunoct. Heka je a = b (mod I). To 3maum ma a — b € I, Ho,
MHOkemeM ca (—1) nobujamo ma u b—a = (—1)(a — b) npunana I.
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Tpausurusaoct. Hekajea=b (mod I)mb=c (mod I). INakme, a—b € I
ub—cel. Ho, rana je u

a—c=(a—-b+((b—-c)el.

Caarame ca +. Heka jea=d (mod I)u b=V (mod I). Hakne, a—a' €
ITub-V €l. Hobujamo ma je

(a+b)—(d+V)=(a—d)+(b-0V) el

Cnarame ca -. Hekajea=a' (mod I)ub=0V (modI). Hakue, a—a’ € I
ub—"b €l. INobujamo na je

a-b—ad -V =(a-b—a b))+ -b—ad -V)=(a—-d)-b+ad -(b-V)el
[IpuMeTrMO 1a je Kiaca eKBUBAJICHIUje eJIEeMEHTa ¢ 3alPaBO CKYII
a+I={a+z:x€el}.

Cryn knaca ekBuBasieHnmuje osHauasamo ca A/I. Ha ocmoBy mperxomHor
mobujamo na je crpykrypa (A/I,4+,:) jeman KoMyTaTWBaH OPCTEH ca je-
IUHUIIOM T'Je Cy omepanuje + U - nJe(UHUCAHE ca:

@+ D+ b+1)=(a+b)+1, (a+I)-(b+1I):=(a-b)+1.

Hapasuo nma Heke on oBux 3arpana HelieMO yBer 3aluCHUBATH.
Kao u y cayuajy rpyna, Baske u TeopeMe 0 M30MOP(PU3MUMa 33 IPCTEHE.
Hasemhemo camo mpsy.

Teopema 45 (Teopema o usomopdusmmma 3a npcrere) Heka je f: A — B xomo-
MOp(U3aM KOMYTaTUBHMX NpCTeHa ca jeAnHunuom. Taga je f: A/Ker(f) — Im(f)
3ajaTo ca:

fla+Ker(f)) := f(a)

n3oMopdr3amM KOMyTaTUBHUX MPCTEHA Ca jefUHULIOM.

Ioxa3. IIpoBepumo Hajupe ma je f nobpo meprHUCAHO. Y Ty CBPXY, HEKa
je a+Ker(f) = b+Ker(f). To snauu na a—b € Ker(f), j. na je f(a) = f(b).
3akmpydyjeMo ma je f 3aucTa qo6po meduHUCAHO.

IIpoBepumo ma je f XOMOMOD (QU3aM.

f((a+Ker(f)) + (b + Ker(f))) = f((a +b) + Ker(f)) = f(a +b) =
= f(a) + f(b) = f(a + Ker(f)) + f(b+ Ker(f)).

F((a+XKer(f)) - (b+Ker(f))) = f((a-b) + Ker(f)) = f(ab) =
= f(a) - f(b) = f(a+Kex(f)) - f(b+ Ker(f)).
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Jacuo je ma je f »Ha“. Ocraje ma ce mpoBepu na je f »1—=1¢.

fla+Ker(f)) = f(b+Ker(f)) = fla)=f(b)
= f(a—b)=0
= a—beKer(f)
= a+ Ker(f) = b+ Ker(f).

IIpoBepumo jom u ma f CIUKA je IMHUNY NPCTEHA y jeIMHUIY IPCTEHA:

f(lA + Ker(f) = f(lA) =1g.

Sakmyuyjemo na je f 3amcra jemaH mzomMopduzaM KOMYTATUBHUX IIPCTEHA
ca jeImHUIIOM. O

IIpumep 46 Heka je I < A. Tapga je p: A — A/I jepan enumopdusam. &
IIpumep 47 3a cee n > 1 Baxu: Z/nZ = Z,,.

Xomomopdusam p,,:Z — Z,, nat panuje, je ,Ha“ a ocum tora Ker(p,) =
nZ, Te pe3yaTaT CIenu. &

Beh cMmo y mperxoamnoj Jeknuju HaBeJ M MOjaM AUPEKTHOT MIPOU3BOIA
Ba IPCTEHA, & U IMO3HAT HaM je OIIITHU [I0jaM IWPEKTHOI MPOMU3BOAA aJire-
Opu, HO MIAK JajMO U Ty Oe(QUHUIA]Y.

Iepununuja 48 Heka cy (Ay,+1,-1), ... (A,,+", ") KOMyTaTUBHM NPCTEHN Ca
jeavnnuyom. Ha [ekapTtosom npoussogy

A=A x--- X A,,
33/1ajeMO CTPYKTYpy KOMyTaTMBHOr MPCTEHA Ca JeAVHULOM Ca:
(a1, ... an)+ (b1,...,bn) = (a1 +1by, . an +" by)
(ay,...,an) - (b1,...,by) = (a1 -1 by,... ,an " by)
Mpumerumo na je 04 = (01,...,0,) u 14 = (1q,...,1,).

CraB 49 Hekacymy,...,m, nosutnsHu uenm 6pojesu 3a koje Baxu: NZD(m;, m;) =
13aceei+#j. Tapaje

Z)(my - -mp)L = (Z)miZ) X -+ x (Z/mpZ).
Hoka3s. JepuHUmmmMo xoMOMOpQuU3aMm
72— (Z/miZ) X -+ x (Z)/m,7Z)

ca:
flx) = (z+miZ,....,x+m,Z).
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OcraBibamMo ynTaoumma na nposepe 1a je f 3amcra xomomopdusam. Omgpe-
Mo jesrpo osor xomomop¢usma. Hera je x € Ker(f). To 3maunm ma je

f(x) = (miZ,...,myZ), Tj. TO 3H8UM na x € MiZ, ..., € m,Z. Ilarue,
y je3rpy ce Haja3e OHU Ieau OpPOjeBU, KOjU Cy AEeJLUBU CBUM OpOjeBHMA
mi,...,My. Karko cy m; y3ajaMHO HPOCTU TO je3TrpO YMHE YMHOIIIU O

My -+ My, TJ.

Ker(f) = (my---my,)Z.

Ilobujamo na je
Z/(my - -myp)Z = Im(f).

Ho, xako je Z/mZ = Z,,, 10 je
|Z/(my - -mp)Z| =my - -mp = |(Z/m1Z) X -+ x (Z/mpZ)|.

SakmyuyjeMo ga f mopa Outu ,uHa“. Tume cMO mOOWIM TPAKEHU U30MOP-

¢u3zaM. U
IMocnemuua 50 (Kunecka Teopema o octaumma) Heka cy my, ..., m,, No3UTUBHM
uenu 6pojeen Koju Cy Nap Mo nap ysajaMHo NPOCTU U X1, . . . , Ty, NPOV3BOILHN LieNN

6pojesn. Tapa nocToju ueo 6poj x Takae Aa je
x=x1 (mod mq)

o (mod mo)

8
If

x =z, (modm,)

Axko je z’ Hekun gpyru ueo 6poj Koju 3a[0BO/baBa HaBe[EHN CUCTEM KOHIpyeHuuja,
oHfAa je
rz=2" (mod my---my).

Iloxa3s. IlocmaTpajMo exeMeHT
(x1 +m1Z,. .., 20 + myZ) € (Z)m1Z) X -+ X (Z/m,Z).

Kako je xomomopduzam f, u3 morasza mperxomgHe Teopeme, ,Ha“, TO I0CTOju
x € 7 Koju ce CIuWKa Yy HaBEIEHU €JEMEHT, Tj. MOCTOju * € 7 3a Koju je

x+miZ=x1+mi%, ... ,x+m,Z=1x,+m,Z,
HO, TO YOPaBO 3HAUU Oa je
x=xzy (modmy), ... ,z=xz, (modm,).

Yromuko je ' mpyru meo 6poj Koju 3aI0BOJLaBa HaBeAeHE KOHIPYEHIM]e,
To 3Haun ma je f(z) = f(2'), Tj.

z—a € Ker(f)=(my--my)Z,
Kao mTo je u TBpheno. O

3ampaBo, y NpOU3BOJLHOM IPCTEHY Basku oaroBapajyha Teopema, KOjy
tarkobhe maszuBamo Kuneckom Tteopemom o ocrammMma. [lorpebua HaMm je Ha-
jupe jemHa nepuHUIM]A.
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Hepunumuja 51 Vpeann I n J komyTaTUBHOr NpcTeHa ca jeAvHULOM A cy KO-
npoctu (y3ajamMHo npocTun) ykonwuko je I + J = A.

Teopema 52 (Kunecka teopema o ocramuma) Heka cy ngeanu Iy, ..., I, ko-
MyTaTMBHOI MPCTEHA Ca jeAnHMUOM A map no nap y3ajamHo npoctu. Tafa Baxu
nsomopousam:

Iloka3. Jloka3 je HeEmTO TeRUW HErO y CJIydYajy OpCTeEMa Ieaux Opojesa.
[MocmaTrpamo xomomopduzam f: A — Ay X --- X A, nmedunucan ca:

Huje Temxo nmpoBepuTu na je oBa (pyHKIMja 3aKCTa jedaH XOMOMODP(U3aM
(nposepure TO).

JacHo je ma je je3arpo oBOT XOMOMOD(U3Ma IpeceK CBUX ureasa. JemmHo
Tpeba nposeputu na je f ,Ha”.

[Mpumernmo ma Basku cienehwm pesyarar. Axo cy I u J rompocTu, a
takobe u I u K, ouga cy u I u JK takobe konpoctu. Haume, xkaxo cy I u
J xompoctu cinenu na je I +.J = A. IloceBuo, mocroju x1 € [ uy € J taksu
na je x1 +y = 1. Cawnuno, nocroju x2 € I u z € K Tako na je xo + 2z = 1.
Muo:kemeM OBe B€e je IHAKOCTHU H00MjamMo

(x129 + 12 + 22y) + yz = 1.

Kako x129 + 12 + 20y € I, a yz € JK (3amro0?), To 1 € [ + JK, Te Mmopa
outu [ + JK = A (3amro?), ma cy I u JK ysajamuo mpoctu. U3 osor
pe3yiTara cieu na je 3a CBaKO ¢ = 1,n UCIOYyHEHO:

I; n HI]- CY KOIPOCTH.
J#i

Hapasuo ca Hj# I; cMo o3HauMIM IpPOM3BOJ CBUX mpueana I; 3a j # 1.

Haxme, 3a i = 1,n, moctoje a; € I; u b; € []; ; 1; TaxBu ma je a; +b; = 1.
To moce6uo 3naum na je b; = 1 (mod I;) u b; = 0 (mod I;), 3a cBe j # @
(zamro?).

Iorasxkumo cana na je f ,uva”. Heka je (x1+1,...,2,+1,) IpOU3BOLHY
eqement u3z A/I; X --- x A/I,. Younmo enement x = byxy + - - + bz, voe
cy b; mperxonuo n3abpanu enxemenTtu. Tama je, 3a cBe i:

r=bx1+--+bxi+--+bpr,=0-9+---+1-2;4+---+0-2, (mod I;).

Hakne, 3a cBe i = 1,n: x = z; (mod I;), a To yupaso 3uauu 1a je
fl@)=(x1+L,...,2, + I,).

SakmyuyjeMo ma je f 3aumcra ,HA”. O
Hamomena. Ilpumerumo ma 3a kompocte umeane I u J Baxku cieneha
jemnakoct: I-J=1NJ.
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JIOKA3. ¥YBek je I-J C INJ (zamro?). Ilakie, oTpeGHO je JOKA3ATH CAMO
obparny wmurIy3ujy. Kako cy I m J xompoctu, o moctoje x € I m y € J
Taxko na Baxxku ¢ + y = 1. Hexra je z € I N J npousBosman enement. Tana je

z=z-l=z-(x4+y)=z-z+z2-y.

Kakox € Iuz € J, 10 je z-x € I-J (pamuMo ca KOMyTATUBHUM IIPCTEHUMA,
na je z-x=x-z. Takobe m z-y € I -J, na 3armpydyjemMo Ja U z IpUNALA
npecery I NJ. O

IIurame: Yemy omrosapa pes3yaTaT U3 HAIIOMEHE Yy CIydajy MEeaux Opo-
ieBa?
jeBa’

JacHo je ma ce mperxonHU pe3yiTaT I'eHepaJIUile Ha IPOU3BOJLAH KOHAYAH
npown3Bon mueasa. Pa3Mucaure Kako ce mperxonHa Kunecka Teopema 3a
KOMYTAaTUBHE IPCTEHE MOke (hOpMyamcaTyu mMajynu y BUIY IPETXOIHO
JOKa3aHO.

HpOCTI/I 1 MaKCHMaJIHU nOeaJin

3anoyHuMo OBY Jeknujy ciaemehum craBom

CraB 53 Heka je A komyTaTvBaH npcreH ca jefuHuuyom u P <4 A (P # A).
Cnepehiv ycnoBu cy ekBMBafEHTHU.

1. 3al,J<aABaxu: akoje [ - J C P,onga I C P wvnn J C P.
2. 3aa,be Asaxu: ako ab € P, oHga a € P unn b € P.
3. Mpcten A/P je obnact uenux.

IHoka3. Iloncerumo ce Hajupe na ce obiacT Leaux Ae(PUHUIIE KAO KOMY-
TATUBAH IPCTEH Ca jeIWHUIIOM y KOMe HeMa NpaBuX NeJuTesba HyJe, Tj. y
roMme Baxku: ako je ab =0, onna je a =0 nam b = 0.

1 = 2. Younmo nzneane I = (a), J = (b). Karo je I-J = (ab) u ab € P, T0
I-JC P. Ha ocuoBy 1. cnemu na I C P, wiiu J C P, 1j. a € P, unu b € P.

2 = 3. IlpernocraBumo na 3a ememente x,y € A/P Bawu: xy = 0. Karo
Cy TO eJIEMEHTU U3 KOJIWUYHUYKOL IPCTEHa, TO mocToje a,b € A TakBu na je
r=a+Puy=>b+P u na saxn: (a+ P)(b+ P)=P. Osa jenHakoct ce
comn Ha ab+ P = P, 1j. va ab € P. Ha ocuoBy 2. nobujamo na a € P,
unu b € P, oqggocao a+ P =P uwmu b+ P =P, 1j. £ =0, unu y = 0.

3= 1. Heka cy uneasu I, J npcrena A takBu na je [ -J C P,ana [ L P
uJ ¢ P. To snauu na nocroju a € I\Pube J\ P. Ho,abeI-JC P,
na je (a+ P)(b+ P) =ab+ P = P. Kaxro je A/P oGuacr ueaux, cieau na
a € P, umu b € P. OBa KOHTpaIUKNUja 3aBPIIABA IOKA3. O

Hepunumuja 54 Vpean P < A je npoCT YyKONMKO MCNyHaBa HEKO Off MPeTX0OAHa
TPU eKBUBAJIEHTHa CBOjCTBaA.
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I[MTpumerumo na, yroauko je P mpocT mmead, a aj,...,a, € A, oHma u3
aj---a, € P cnenn na a; € P 3a weko i € {1,...,n} ( mro ce mako mokasyje
VHIYKIAjOM IO 7).

Y OCHOBHOj WIKOJIV CMO HAYYWUJIN [ j€ IPUPOAAH OPOj MPOCT YKOJIUKO
HEMa APYTUX Jeiuiana ceM 1 u mera camor (oBo Takobe Basku u 3a 6poj 1,
anu ce OH He cMarpa npoctuM 6pojem). Ho, y npousBosmuOj obnactu neaux
pa3numKyje ce mojaM TPOCTOT W HEPaCTaBJHUBOT eimeMeHTa. [loaceTrumo ce
na ca U(A) o3HauaBaMO CKyIll CBUX WHBEPTUOWIHUX €JIEMEHATA Yy MPCTEHY

A.

Heduaunuja 55 Heka je A o6nact yenux. Enement p € A\ (U(A) U{0}) je
® IPOCT, YKONMKO 3a a,b € A Baxu: ako p | ab, onga p | a, nnun p | b;

e HEPACTABJLUB YKONMKO 33 a,b € A Baxu: ako je p = ab, onga je a € U(A),
nan b € U(A).

Besa m3ameDy mpocTtmx m HEpACTAB/LUBUX €JEMEHATA Yy IPOM3BOJFHOM
npcTeHy narta je cienehmm craBoM.

CraB 56 Csaku npocT enemeHT (y 0Bnactu Uenux) je HepacTaBsbMB.

Iokas. IlpermocraBumo na je p mpoct u ma je p = ab. ITocebuo TO 3HAUMN
na p meau npoussox ab. Kako je p mpoct, To p | a, unu p | b. Hexka, na
npumep, p | a. To 3maum na mocroju ¢ € A 3a koju je a = pc. Kaxro je
p = ab, To je p = pcb, tj. p(1 — ¢b) = 0, na mopa Guru 1 — ¢b = 0, momTo je
A obnact nenux. Ilakue, cb =1, Te je enement b unBepTubOUIAH. U

Y npom3BOJBHO] 00JIACTU [EJIUX, TPOCTU U HEPACTABJLUBU EJIEMEHTU CE
pasauryjy. Pazmorpumo ciaenehu nmpumep.

IIpumep 57 Y npcreny Z [\/—5] eNeMeHT 3 je HepacTaB/bUB, anu HUje MPOCT.

IIpe cBera,
Z V5] :={p(V=5) : p € Z[X]}.

Ho, Huje Temko yBepuTHU ce na u3 nepUHUNUjE CIEnU O je
Z[V-5]={a+bV-5:a,beZ}.

YBepumo ce majupe ma je 3 HepactaBmuB. llpermoctaBumo ma je 3 = uv.
YBemmmo osnaky N(z) := 2%, 3a z € Z [v/=5 | (mapasro na je N(z) kBagpat
MOIyJIa KOMILIEKCHOT Opoja z). JacHo je ma je N(z12z2) = N(z1)N(z2) 3a
cBe z1,%2. Jobujamo ma je N(3) = N(u)N(v), omrocro 9 = N(u)N(v).
OBo je ¢arropusanuja npupogHor 6poja 9 y ckymy mpupomaux Opojesa,
TO MMaMO ABe MOryhHOCTH:

1) jemam ox N(u), N(v) jemnaxk je 1, a apyru 9;

2) N(u) = N(v) = 3.

1) IIpernocrasumo, Ha mpumep, ma je N(u) = 1. Yromumko je u =
a+by/—=5, nobujamo ma je 1 = N(u) = uti = (a+bv/—5)(a—by/—5) = a® +5b.
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C o63upom na a,b € Z, oo je moryhe jenuuo axo je b=0wu a € {—1,1}, Tj.
u € {—1,1}, Te cmemu ma je u mEBepTUOUIaH (6uno 6u MOGPO ma YMTAOLU
camm mokaxy, 3a BexOy, na je U(Z[v/—5] = {—1,1} xopucrehn ¢pynxmmjy
N).

2) HocTynamo Ha CIUYaH HAYUH. Y KOJIWKO je u = a + by/—5, mobujamo
na je 3 = N(u) = a® +5b%*. C obsupom na a,b € Z, mopa 6utu b = 0 u
nobujamo ma je 3 = a2, 3a mewo a € Z. OBo mapasmo Huje moryhe, Te
3aKbYUyjeMO [a ce ciynaj 2) u He IojaBibyje.

Hakae, u3 yumenule na je 3 = uv, nobujamMo ma je jemaH on Garropa
WHBEPTUOMIIAH, a TO 3aIPABO 3HAYU 1 je 3 HEPACTABJHUB.

Ocraje ma moraskeMO Oa 3 HHUje MPOCT. MMOCMATPAMO (AKTOPU3AIN]Y

opoja 9y Z [vV=5]:
9=(2+v-5)(2—v-5).

Kako je 9=3-3, o

3] (24+vV=5)(2—v-5).
[Moraskumo ma 3 He menum HUjemaH o4 oBuUX ¢akropa. V3 Te uummenure he
CIenUTU na 3 HUje IMPOCT.

Hera 3|2+ +/—5 (amasorno ce pasmarpa u npyru caydaj). lakiue, 3a
HEKU eJIEMEeHT U € Z [\/—5]:

3-u=24++v-5.

[Ipumenom ¢yuruuje N mobujamo
9-N(u)=9.

Hobujamo ma je N(u) = 1, e je u € {-1,1}, 1j. 3 = 2+ /=5, um
3 =—(24++/-5). OBa rKoHTpaAMKIU]a HAM IOKa3yje na 3 He meau 2+ +/—5,
Tj. 3 3amcTa HHUje IPOCT. &

Hamomena 58 Ilpumernvo na jemmakoct 3 -3 = (2 ++/=5)(2 — v/=5) naje
nBe pasiauunTe paxropusanuje 6poja 9 y IpoumsBOI HEPACTABBUBUX. 10
je HemTo ca YuMe ce HUCMO CPeln y ciydajy neamx 6pojeBa. Bume hemo
0 oBoMe pelhm y HapegHuM IpenaBamuUMa.

IIpumep 59 Y npcreHy TpuroHomeTpujckux nonuHoma A = R[sin z, cos 2] Hafin
npuvMep HejeAHO3HauUHe pakTopM3aLMje Ha HEPACTaB/bLMBE E€NEMEHTE.

Yuraonu 6u Tpebaiio ga Oyay yrno3HaTy ca OBUM IIPCTEHOM U3 Kypca AxaJ-
u3e 2 (PypujeoBu pemoBu u Ci.). 3ampaBo, HUje TEMKO MOKA3aTU Oa je
cBaku eneMenT u3 A obmmka ag+ Y p._, (ax cos kz+by sinkz) (no neduanmmjn
je A= {p(sinz,cosz): p € R[X,Y]}). Tosmaru uzenturer sin’ 2+ cos? z = 1
naje TpaxkeHe (pakTopum3anuyje:

cosx -cosz = (1 —sinz)(1 + sinx).
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OcraBibaMo ynTaonuMa 3a Be:kOy [a MOKaKy HEPACTABLUBOCT (YHKIM]A
KOje ce MojaBibyjy y 0BOj (arkropmsanuju (3Hame AHaausze 2 MOxke OUTH
KOPUCHO 3a OBO, aJIM HUje M HEOIXONHO — NOBOJLHO je 3Hame aIUIUOHUX
dbopMyIia U jeQHOCTABHO padyHame MHTerpajga (yHKI7ja obsuka sinkxr u
coskx) .

Cuenehu craB je moMaJio 1 OUEKUBAH.

CraB 60 EnemeHT je NpocT ako 1 caMoO aKo je nAean reHeprcaH TUM efleMeHTOM
npocT npean.

Iokas. Heka je p mpoct enemenT y npcreny A u (p) mmeas reHepucas TuM
eneMeHTOM. YkOnuko ab € (p), onna je ab = pc 3a meru ¢ € A, Tj. p | ab.
Kaxko je emement p mpoct, To p | a, uiu p | b, onmocno, a € (p), umua b € (p),
Te 3aKkbyuyjeMo na je (p) mpocT mmead.

O6parHo, mpermocraBuMo na je (p) mpocTt mmeas u Heka p | ab. To
3Haun na ab € (p), e caemnu na a € (p), unu b € (p), oxHOCHO P | a, uin
p|b. O

3a Kpaj OBe ImpuyYe O IPOCTUM HAEAJUMA, HABEOUMO jeIHYy WHTEpe-
CAHTHY TEOPEMY.

Teopema 61 (Teopema o usberasamy npocrux uzneasna) Hekacy Py, ..., P,
npoctu ngeanu npcreHa Amn I<A. AkojeI C PLU...UP,, ongaje I C P; 3a
Heko i € {1,...,n}.

Hoka3. W3Bomumo moka3z umugykunujom mo n. Cayuaj n = 1 je TpuBum-
jaman. IlpermocraBuMo na je n > 1 u na je tBpheme TayHO yKOIUKO je [
cagpKaH y YVHHjU Mame on n npocTtux mueana. Hexa je I C P U...UP,,
npu 4eMy Cy CBU OBU IPOCTU. Y KOJUKO je I camgp:kaHO y HEKOj oI VHHja
U;jx:Pj (3a HEKO 1), OHIA pe3yJITar clleiu Ha OCHOBY MHIYKTUBHE XUIIOTE3E.
[Ipernocrasumo, crora, na I € U,z Pj 3a ce i = 1,n. Ilakne, mocroje ene-
MeHTH I; € I\ Ujz:Pj. IlocmaTrpaMmo eleMeHT ¥ = xy + T2 ---%,. Raxo je
z; € I\UjzPj,al CPU...UP,, t0o z; € P,. TlocraBma ce nurame rue
Cce HAJIA3U €JIEMEHT T. YKOJUKO T € Py, oHma zo---x, € Py (jep x1 € Py),
Te U3 YMH-E€HULE Ha je P mpocrt, cienn ga ¢ € Pp 3a HEKO j # 4, ITO HUje
rayno. axne, x ¢ P,. Cnenu na x € P; 3a mexo j # 1. Kako u z; € P,
TO W IPOU3BOJ T3 - - - Tp Ipumata Pj, Te ciemn na u x1 =& — T+ -+ T, € P}
OBa KOHTpaAUKIMja 3aBPIIABA JOKA3. O
I[Ipebumo cana HA mOjaM MaKCUMAJIHOT UIEAJIA.

Hedunaumnuja 62 Vpean M npcteHa A je mMakcumanaH, yKONMKO He MOCTOju
ngean I npcrena A 3a koju Baxu: M C I C A.

Haxkme, MakcuMaIaH UoeaJs je IpaBU KUAeall 3a KOjU He IOCTOjU IpaBU
unea, pa3auyuuT Ol Hera, KOju ra CaIp:KU Kao CBOj MOICKYII.

Cras 63 Heka je M npaeu mngean npcreHa A. Taga je M makcumanaH mnpean
ako n camo ako je A/M nore.
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IToka3s. IIpermocrasumo na je M makcumasian unean u a+ M # M. TpeGa
nokaszatu na a + M wma ummBep3 y upcreny A/M. Ilocmarpamo muean
(a)+ M. Karo a ¢ M, To je M npasu noxackyn ox (a)+ M. Ho, ¢ 0o63upom
na je M makcumaznan ugeas, mopa ouru (a)+M = A. To 3nauu na nocroje
be Aum € M 3a xoje je ab+m = 1. Ilakne, ab—1 =m € M, na je
ab+ M =1+ M, te je b+ M tpasxenu muaBep3 enementa a + M € M.
O6patHo, npernocrasumo na je A/M nomwe. Hera je M npasu moackym
nneasa I. Hakae, mocroju a € I\ M. Crora je a+ M # M y KOTUYHUYIKOM
npcreny A/M. Kako je oBaj OpCTeH MO NPETIOCTABIU IOJBE, TO MOCTOJU
be M Tako na je (a+M)(b+ M) =14+ M, onrocro, ab—1 € M. Iaxkie, 3a
Heko m € M Baxun: ab—1=m, 1j. 1 € ab— m. Kako u ¢ u m npunanajy
uneasy I, tou 1 € I, na mopa 6uru I = A. 3akmyuyjemo na je M 3aumcra
MakcuMaJialH naeaa y A. O

Hanmomena 64 Bugumo ga n3 oBor ctaBa clien [a je CBakM MakCMManaH ngean
yjedHO 1 NpOCT MAean, NnowTo y NoJby HEMA MPaBUX AeNNTesba HyJe.

Besa usmeby HepacTaB/buBUX eIeMEHATA U MAKCUMAJIHUAX UAEAIa IATA
je caemehum craBoM.

CraB 65 EnemenT a € A je HepacTaB/bMB ako U CaMo ako je ufean {(a) Makcu-
ManaH y CKyny CBUX FnaBHUX ufaeana npcreHa A.

Hoxra3. Ilpernocrasumo na je a € A mepacrasmus u Heka je (a) C (b).
Tpeba ma moraskemo na je (a) = (b) mmm (b) = A. Kaxro je (a) C (b), TO
a € (b), na mocroju ¢ € A tako ma je a = bc. Kako je a mepacrasmus,
To b € U(A), mmu ¢ € U(A). Yromuro b € U(A), onma je (b) = A, a aro
ce€ U(A), ouna je (a) = (b).

OGpaTHO, IPETIOCTABUMO Aa je (a) MAKCUMAJAH ¥ CKyIy CBUAX [JIABHIX
nneana npcrera A. Heka je a = be u npernocrasumo na ¢ € U(A). To
3Haun na je a € (b), amu na b & (a) (3amro?), Tj. ma je (a) mpaBu MOICKYI
nneasa (b). Kako je (a) MakcuManas y CKyIy CBHUX IJIABHUX WIEAja, TO
Mopa butu (b) = A, Tj. nocroju ¢ € A Tako ma je bc = 1, Te 3armyuyjemMo
na je b maBepTuOUIAH. O

Makcumasian uaeaJs y CBAKOM KOMYTATUBHOM IPCTEHY Ca j€IUMHUIOM
nocroju. 3ampaBo, Baxkn ciaeneha rteopema, kojy HehieMo mokas3uBaTH.

Teopema 66 Heka je I npaBu nfean y KOMyTaTUBHOM MPCTEHY Ca jeAnHMLOM A.
Tapa noctoju makcumanan ngean M 3a koju je I C M.

ITocebHO je 3aHMMIBUB CIIydYaj IPCTEHA Yy KOjUMa IIOCTOJU TAYHO jeTaH MaK-
CUMAJIHU MIeadl.

CraB 67 Y KOMyTaTMBHOM MPCTEHY Ca jeAMHMLOM A NOCTOjM TauHO jefaH Makcu-
ManaH ufean ako 1 camo ako je A\ U(A) npean.

Hoxa3z. IIpernocTaBuMo Aa je IPCTEHY MOCTOjU TAJYHO jeNaH MaKCUMAaJaH
unean M. Horkaszahemo ma je 3anpaso M = A\ U(A). Ilpe cBera, nujenan
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enmemernTt y M me moske Outu wmHBepTHMOMIaH momTo je M mpaBum mmeas
(nmeasn reHepucaH MHBEPTUOWIHUM €JIEMEHTOM jeIHAK je IeJIOM IPCTEHY ).
Hakae, M C A\ U(A). O6parno, weka je a € A\ U(A). Karo a Huje un-
BepTuOMIaH, TO je uaeas (a) NpaBu MAEAJ, Ia je IO IPETXOAHO] TEOPEMU
cagpkKaH y HEKOM MakKCHMaJgHOM mueaiy. Ho, kako je M jemumam makcu-
MauaH uzneal, To a € M. Hobunu cmo na je A\U(A) =M, na je A\U(A)
3aMCTa UIeall.

O6parHo, HEKa y TpCcTeHy A CBU HEMHBEPTUOUIIHY €JIEMEHTY YMHE UIEAT
M. JacHo je ma Taj mmeas mMopa Outnm MakcuMmasan. Hawmme, ako je M
npaBu nonackyn upeatsia I y I mocroju Heru ememenT koju mHuje y M. Taj
€JIEMEHT je HYKHO MHBepTuOumiaaH (momro cy y M cBU HeMHBEePTUOUIHU),
Te reHepwuire 1meo npcren u ciaenu na je u I = A. Harae, M je makcumaan
nneaJs. IlpermocraBumo na je M’ Heku Apyru MaKCUMAJaH WIOEas U HEKa
je M # M’'. Kako je M’ makcumanan to M' ¢ M, ma mocToju eJeMeHT
x € M'"\ M. Ho, To 3nauu na je x unBeptubuian, na je M' = A u M’
HUje IPAaBU UIEAJI, a TO IPOTUBPEYUN IPETIOCTABIY Aa jé OH MAKCUMAJIAH.
Sakmyuyjemo na je M jemmnu makcuMaJsian nnead y A. O

Cuenehu npumMep je caMo crernujaJian ciydaj BaskHe KOHCTPYKIUje, KOjy
hemo momgpobHuje anamusupaTu Kamga ce OyaIeMo DABUIN MOJLUMA.

IIpumep 68 [MokasaTu ga je R[X]/(X? +1) = C.

Kopucruhemo teopemy o mzomoppusammuma 3a npcrese. Heka je f:R[X] —
C medunucana ca: f(p) = p(i) (i je HapaBHO UMArMHADHA jeAVHUIA). JacHO
je ma je f xomomopdusanm: f(pq) = (pqg)(i) = p(i)q(i), f(p+q) = (p+q(i) =
p(i)+q(i). Ocum, tora, f je  uma”: f(a+bX) = a+bi3zaa,b € R. IlorpebHo je
caMo ma oapeauMo jesrpo xomomopdusma f. JacHo je ma je X2+1 € Ker(f),
nomto je i* + 1 = 0. Crora je (X? + 1) C Ker(f). IIpernoctasumo na
p(X) € Ker(f). To smaum nma je p(i) = 0. Ilomemummo p(X) moamHOMOM
X2 +1. Hobujamo na je, 3a Heke a,b € R

p(X) = q(X)(X?+1) +a+bX.

Kaxo je p(i) = 0, mobujamo na je 0 = a+bi. Kako cy a n b peamnau 6pojesu,
To je moryhe jemumo ako je a = b =0, Te 3akmyuayjemo na (X2 +1) | p(X).
Crora je zaucta Ker(f) = (X2+1). Teopema 0 uzoMophusMuMa 3a IpCTEHE
naje HaM TPaKeHU pe3yJITaT. &

Ha mornymo anajioram HauuWH OOKA3yje ce ma je
QX]/(X? - 2) = Q[V2],
npu uemy je Q[v?2] := {p(v2) : p € Q[X]}. Karo je mommom X2 — 2 € Q[X]

HepacTaBpuB, nob6ujamo na je 3ampaso Q[v2] mome. O mpumepuma oBOT
Tuna buhe Bume peuwm kamga OyIaeMO M3ydvaBaJd MOJLA.
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dakTopuzanmja; JTOKATU3AILA]A

IToncerumo ce ma je obnact nenux (DOMEH) KOMYyTATUBAH IIPCTEH Ca je-
OUHUIOM Y KOMeE HeMa IIPAaBUX AEJIUTesha HyJIE, Tj. Y KOjJUMa Ba:KU: 3a CBE
a,b € Ausz ab=0 cnemn a = 0, mwiau b = 0. CBu npcrenu kKojuma hemo ce
OaBuTH y OBOj Jekmuju duhe momeHu.

Hepuuumuja 69 [sa enemerta a,b € A cy mpuapy:keHa yKONMKO NOCTOjU U €
U(A) Takas pa je a = ub.

JacHO je ma je mpuIAPYKEHOCT ejleMeHaTa jeqHa pesanuja €KBUBAJICH-
nuje. IlpumermMo ma ako je p HepacTaB/HUB OHIA je TO U CBAKUA HEMY
npuapyskeH eneMesT. VlcTo TO Baxku M 3a IPOCTE €JIEMEHTE y NOMEHY.

Heduaumnuja 70 HomeH A je foMeH 3a jefHO3HAUHOM GaKTOPM3aLMjOM YKOMMNKO
3a ceaku enemeHt ns a € A\ (U(A) U {0}) nocToje HepacTaB/mMBN eneMeHTH
P1,...,Pr TaKBM 3 je a = p1p2---pr-. OcuM TOra ako je 3a HepacTaBsbMBE ene-
MEHTa P;, g;:

bip2--Pr = q1G2 - - (gs,

OHJa je T = S 1 NOCTOjM nepMyTauunja o € S, Tako Ja je 3a CBe § = 1,7 efleMeHT
Di NMPUAPYXKEH ENEMEHTY ¢y (;)-

Hpyrum peuyrMa y OOMEHY Ca jeIHO3HAYHOM (AKTOPU3AIjOM, CBAKU
eJeMeHT MOKe Ce Ha jeAWHCTBEH HAYWH, N0 Ha IPUAPYKEHOCT M Penocien
dharxTopa, IpUKA3aTu y OOJIUKY TPOU3BOAA HEPACTABJHUBUX €JIEMEHATA.

CraB 71 [domen A je [OMeH ca jeAHO3HAUYHOM (HaKTOPM3ALMJOM AKKO Ce CBakM
enement a € A\ (U(A) U {0}) moxe npukasati y oBanKy nponsBofa npocTux
enemeHata. [loce6Ho, TO 3Haun Aa je CBaKW HEPACTaB/bUB €/IEMEHT MPOCT.

Iloka3. IlpernmocraBuMO na ce CBakV HEMHBEDPTUOWJIAH, HEHYyJIA €JIEMEHT
MOKEe IPUKa3aTu y OOJMKY HPOM3BOJA IMPOCTUX. Kako Cy mpocTu Hepac-
TaBJbMBU, IOTPEOHO je caMo JOKa3aTu Ja je IpuKa3 y OOJIMKY HPOU3BOIA
jemuucTBeH (y ropeHaBeneHOM cMmucay). JlokaxkuMo Hajupe na je, y OBOM
CIy4ajy, CBAKA HEPACTABJLUB €JIEMEHT IPOCT.

Hexa je ¢ nepacraBpus enemenT. [lo npernocraBiu, OH ce MOKe HAIUCATU
y OOJMKYy TPOM3BOLA MPOCTUX €JIeMEHATA: ¢ = P1 - - - Pr, TAE CY P; IPOCTU.
Ho, kako je ¢ mepacrasmus, Mopa Outu 7 = 1, Tj. u caMm g je mpocCT.

Ilora:kmMO caja je IMHCTBEHOCT pa3iarama y 0DJIUKY MPOMU3BOaa HEPAC-
TaBJ/HUBUX ejeMeHaTa. Heka je

Pip2 - -Pr = (1492 - - (s,

Ioka3z n3soaumo naaykmujom o r. Cayuaj r = 1 je Tpusujanan (3amro?).
IIpeTrmocTaBuMO Ja je y TOPH:O] jeoHAKOCTU 1 > 1 U Oa cy cy p;,q; Hepac-
TaBBUBU. lIpeMa mOka3aHOM, p; je mpoct, ma moctoju ji € {1,...,s} Tako
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na p1 | ¢j,. Kako je ¢j, HepacraBibuB, 1o6ujaMo oa cy pi U ¢j, TPUAPYHKEHH,
Tj. ma nocroju u; € U(A) 3a koju je ¢, = uipi. ['opmy jeaHaKOCT MOKEMO
MOJEeJIUTU Ca P; U HOOUjaMOo

]‘f)2...p,":ql2q3...qs7

roe je g5 = qoui u oH je takobhe mepacraBmus. VHAyKTUBHA XWUIOTE3a
3aBpIIaBa IOKa3.

O6parno, mpernoctaBuMo na je A moMeH 3a jeqHO3HAUYHOM (HaKTOpU-
zanujoM. J{oBOJBHO je mOKa3aTu na je CBaKM HEPACTABJ/LUB €JIEMEHT IPOCT.
Heka je p mepacrtaBmus u mHeka p | ab. Tpeba mokazatu ga p | a, uinm
p | b. Ilpernocrasumo ma p me meau wu a Hu b. Heka je a = p1---p,
¢darkTopm3anUja ¢ Ha HEPACTABJBUBE €JIEeMEHTe U b = ¢ - - - ¢s pakropuanmja
b ma mepacrasmuse. Tana je

ab=p1--prqi---qs

¢axropuzanuja ab Ha HepacTaBmuse. Kako p menu ab, To je ab = pc 3a HEKO
c. I c uma darxropusanujy Ha HepaCTABJbUBE €JIEMEHTE, Ia je C = 2] - - 2]
3a HEKe HepacTaBJ/bUBE Z1,..., 2. JlobujamMo ma je

PLePrqiccgs = paccc A,

rIe cy CBU pj, Gj, 2k U p HepacTaBbusu. Kako je, o mpermocrasnu, A DoMeH
ca je IHO3HAYHOM (DaKTOPU3ALMjOM, TO je p IPUAPYKEH HEKOM OJ eJIeMeHaTa
u3 CKyna {p1,...,Pr,q1,---,qs}. YKOIUKO je p IPUIAPYKEH eJIeMeHTy p; (3a
HEKO 1), nobujamo na p | a, a ako je p MPUAPY:KEH HEKOM ¢; oHma p | b.
HamumMme, naxo ce nmokasyje na Baxku ciaenehe: ako je p IPUAPYKEH €JIEMEHTY
g u ako ¢ | ¢, ouma u p | ¢ (moraskure To!). OBUM je mOKa3 3aBpIIEH. O

[Momgcerumo ce ma je MPCTEH TIIABHOUIECAJCKA YKOJIUKO je CBAKU WAEAJ
y meMy ruaBHA. PaHuje cMo 3akmyunian na cy Z u K[X|, 3a npousBomHO
nome K, rmaBaommeancku nomenu. llokazahemo nma je cBaku ruaBHOUMIE-
aJICK JOMEH YjeIHO U TOMEH Ca jeTHO3HAUYHOM (DAKTOPU3AIUjOM.

CraB 72 [okasaTu fa y cBakoM rnaBHOMAeaNiCkOM [OMeEHY 3a CBaka [JBa ene-
MeHTa MOCTOjU HUXOB Hajeefiv 3ajedHNuUKK Aenunad.

IToka3. Herka A jemam raasmoumeasicku moMen u a,b € A. Ilocmarpa-
jmo mmean (a,b) remepucan enmementuMa a un b. Kako je y A cBaku umean
raasuu, 10 je u (a,b) = (d), 3a mexu d € A. Ioraxkumo na je d jeman Ha-
jBehn 3ajenunuru nenuian enemenara a u b (Hajsehn 3ajenanurn neammarn
HUje jenHo3nauHo onpeben, anu cy cBaka nBa HajBeha 3ajeIHUMYKA MEIMOIA
IPUAPY:KEHN jelaH OPYTOM).

Hajupe, a,b € (d). To 3maum ma mocroje ai,b; 3a koje je a = da; u
b=dbi, 1j. d|a u d|b, Te d jecre 3ajenunuru menusan ox a u b.

ITpernocrasumo na dy | a u dy | b, Tj. na je di HEKM 3aje AHUYUKM TEIUIIAL
on a u b. Tpeba nokaszaru na di | d. Kako dy | a u d; | b, To mocroje ay
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n by Tako na je a = dja; mu b =dib;. C o63upom ma d € (a,b), mocroje p,q
rakBu xa je d = ap + bg. Hobujamo na je d = dyayp + dibig = dy(a1p+ b1q),
Te caenu na dy | d. O

3ampaBo je y OBOM CTaBy NOKA3aHO HE CaMO [Oa CBaKa OBA €JIEMEHTA
a u b nvajy majBehm 3ajemmmuru menumnaarn d, HO W Ja MOCTOje P U ¢ 3a
koje je d = ap + bq (Besyosa pesaunuja). W3 ose penamuje ce, Ha CTaH-
napnaH Hauus, uzsoau cienehie csojcTBo: akxo a | be m ako je NZD(a,b)
OpUAPY:KEH jeIuHunM, OoHZa a | ¢ (HapaBHO, yMeCTO & IUIIEMO Oa je
NZD(a,b) npunpysxen jemumuuuu, mucahemo na je NZD(a,b) = 1, numajyhu
Ha yMy mTa TO 3HauM). Heka uuTaomu 0BO caMu HOKAXKY.

Teopema 73 Csaku rnaBHOMAEANCKMN AOMEH je U IOMEH Ca jeJHO3HAYHOM paKTopu-
3aUujoMm.

Iloka3. Heka je A ramaBuHoummeasncku noMeH. J{OKa:KMMO Hajupe Ia je CBaKU
HepacrtasibuB eneMedT y A mpocr. Heka je ¢ HepacTaBmus u Heka ¢ | ab.
Ykouuko ¢ He menu a, Mopa outu NZD(g,a) = 1. Haume, ako je d =
NZD(q,a), To 3maun ma je ¢ = dz 3a Heko z. Kako je ¢ HepacTaBibUB,
mopa 6utn d € U(A), nim z € U(A). Ho, ako je z € U(A), ouna u3 un-
weHue 1a d | a caequ na u ¢ | a (3amro?), mTo IPOTUBPEYUN IPETIOCTABIM.
Sakmyuyjemo na d € U(A), tj. NZD(g,a) = 1 (norsenajre panujy HAOMEHY
y 3arpamu). Ho, tama w3 ropemaseneHor cBojcTBa cienu na ¢ | b, e
3aKJBbYUY]EMO Ia je ¢ IPOCT.

Ila Gucmo mokazanu ga je A mOMEH ca jeTHO3HAUHOM (PaKTOPU3AIM]OM,
ocraje camMo na mokaskemo na ce csaku exeMent u3 A\ (U(A) U {0}) moxke
nprKazaTu y OGJIMKYy IMPOU3BOAA HEPACTABILUBUX €JIeMeHATa (BUIETU CTaB
71).

JlokasxrMO HaAjupe ma CBAKM HENPAa3aH CKyn mueasta y A nMa Makcu-
MaJIaH eJIEMEHT. [IpeTmnocTaBuMo na TO HUje TAKO U HEKa je Z HEeKM Hempa3aH
CKYIl UIeaja KOjU He CaAp:KU MakcuMmajan ejement. Heka je 1 € 7
npousBoJbaH uneat n3 Z. Kako on Huje Makcumaiaan y Z, To noctoju Is € 7
3a koju je I1 C Is. Cunuuno, nocroju u I3 € 7 takas na je Io C I3. 3ampaso
nobujaMo CTPUKTHO pacTynu JraHal mmeasa

11CIQCI3C"'

3 Z. Yumja J = U2|I; je mmean Kao mMTO ce JIAKO MOM¥E IPOBEPUTU
(mposepure!). Ho, ¢ o63upom na je A raasrommeasncku, to je J = (x) 3a
Hexn ¢ € A. Kako je x € U2, I;, To x € I;, 3a He&m i9. Ho, omasne cremu na
je J=1;,, najeu l; =1I;, 3a cBe > iy, Te OECKOHAYAH CTPUKTHO pacTyhu
JlaHaIl UAeajia U He MOCTOjU. 3akbydyjeMo ma y Z MOCTOju MAaKCUMAaJIAH
€JIEMEHT.

IIpernocrasumo na y A\ (U(A)U{0}) nma enemenara koju Hemajy (ax-
TOpUM3AIM]y HA HEPACTABJ/LMBE €JIeMEeHTe. YOUMMO CKyI maeasa J 3amat
ca:

J ={{a):a € A\(U(A)U{0}) u a Hema (arTopu3anujy Ha HEPACTABILUBE}.
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[Mpema ympapo MOKa3zaHOM pe3yaTary, v J MOCTOjU MaKCUMAJIAH €JIEMEHT
(x). Kako x Hema (arTopusalnujy Ha HepACTABHLUBE, TO OH CaM HUje HEPAC-
TaBJBUB, 1A IOCTOje a, b TakBu xa je x = ab, npu uemy a,b € A\ (U(A)U{0}).
Crora je (z) C (a) u (x) C (b) (3amT0?), na a u b umajy paxropusaunujy Ha
mepacrasipuse ({(x) je makcumasian exeMent y J). Ho, ako cy to darrop-
uzanuije a = py---pr 1 b=¢q1---qs, OHIA je T = ab =p1---Prq1 - Qs jemHa
(¢axTOpmM3aIyja r Ha HepaCcTaBJbMBE, MITO IPOTUBPEYN U300PY €JEeMEHTa T.
OBa KOHTPAIUKNMja 3aBPIIABA TOKA3. O

Moske ce mokazaru (anu mu To Heliemo) na u3 yumeHune na je A noMen
ca jemHosHauHOM (arropusamujoMm ciaenu na je u A[X]| momen ca jennos-
HauHoM ¢(akropmsamujoM. Harie, Z[X] je jenanm mpumep noMeHa ca jel-
HO3HAYHOM (DAKTOPU3AIUjOM, KOJU HUj€ TJIABHOUACAICKN TOMEH.

Ilakse, MOMEH ca je IHO3HAUHOM (AKTOPU3ANUjOM CE KapPAKTEPUIIE TUME
Ia ce y \BbeMy MPOCTU U HEPACTABJLUBY €JIEMEHTH MOy 1apajy U [a Ce CBAKU
HEHyJIa, HEMHBEPTUOUIAH €JIEMEHT G MOYKe MPEACTABUTUA Y OOJIUKY

a=upyt - pi*, (7)

rae je u MHBepTUOUIAH €JIEeMEHT W p; HEPACTABJLUBU, NPU YEMY 3a i # j
€JIeMEHTH p; ¥ Pj HUCY HPUAPYkeHu, IOk je a; € N. Ocum Tora, ako je

a:vq’fl ...qlﬁl,

rie je v uHBepTUOMIAH, ¢; HEPACTABILUBU U ¢;,(; HUCY IPUIPYKEHH 33
i # j, onna je k = | u 3a Heky mepMmyTamujy o € S o; = [, 4 p; je
OPUAPYHCH CNCMEHTY o (;)-

Hamomena 74 YuTanay ce Moxza nnTa 3allTo Ce MojaBsbyje MHBEPTUBUNAH ene-
MEHT 1 Y NPeACTaBbatby efieMeHTa a y o6nunky nporsBoja, Kafja Ce Tako HELUTO He
nojasJbyje y camoj AedHULMjMN AOMEHa ca jeAHO3HAUHOM dakTopmsaumjom. Pasnor
NIEXN Y TOME LUTO HEPACTaBIbUBW EIEMEHTU P; HUCY MeByCOBHO NpuApyXeHn 1 OHAa
j€& HEOMXoAHO N3ABOJUTU NHBEPTUBUNAH eneMeHT u. Ha npumep, enement —36 € Z
ce Moxe 3anucaTh y obnuky —36 = (—1)2232, unny obnuky —36 = (—1)2%(—3)2,
anu ce (—1) mopa nojasuTn y oBuM 3anucuma. [Mpesentaumnja —36 = 2(—2)32 ne
3310BOJbABA YCJIOB A3 32 PasfNUUTE UHLEKCE MPOCTU €NIEMEHTU HUCY NPULPYXKEHN.

Ha ocuoBy jemmarxoctu (7), Jako ce MOKa3yje Ia CBAKa IBA €JIEMEHTA
U3 NOMEHa Ca jeJHO3HAUYHOM (aKTOpU3aunurjoM mMajy HajBehwm 3ajenHumdrnm
menunan (Kako ce To mokasyje?), HO DBe3yoBa pesanuja WIaK He MOpa
BasknTu. JIOBOJLHO je mocMaTpaTu npuMmep npcrena Z[X| m enemenara 2 u
X, Koju jecy y3ajaMHO TPOCTH, aj 3a Koje He mocTtoje momuaoMu p(X) u
q(X) Taro ma je 2p(X)+ Xq(X) =1 (3amro?).

IIpebumo cama mHa BaskaH METOM NOKanusauumje KOjUM Ce€ O OaTOr TOM-
eHa Mpea3u Ha HOBU OOMEH, a y KOME€ Cy HEKM M3a0paHu eJIeMEeHTU U3
MMOYETHOT JOMEHa WHBEPTUOWIHU y HOBOM momeny. llounmmo ciemehiom
e QUHUI]OM.
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JHedpununuja 75 Heka je A gpomen n S C A\ {0}. 3a S kaxemo pa je mysnru-
nauKaTUBaH ako 1 € S n ako 3 s,t € S cnean ga st € S.

IIpumep 76 Cnegehin noackynosu og A\ {0} cy myntunnvkatuneHu:
1A\ {0},
2. {f™:n € N}, 3a ma koju enement f € A\ {0};
3. A\ P 3a ma koju npoct ngean P < A.

1. OBo je jacHuo.

2. Hoacerumo ce na 0 € N, ma 1 € S. Ocum Tora, Kako je f™f" = fmtn g
IPYTU YCJIOB j€ UCIIYH-EH.

3. Jacuo je na 1 € A\ P. Ocum Tora, ako a € P u b ¢ P, ouna u ab & P,
momto je P mpoct nupean (nojacuure cebu oso!). &

Heka je A momen m S Ma koju MynTumiamkatuBan moickym om A. Ha
cryny A X S nepuHMImEMO penanujy ~ ca:

(a,s) ~ (b,t) &Lt = sb.

HokaskmMo nma je ~ jemHa peJalrja eKBUBAJICHIA]E.
Pednekcusroct. OBo je jacuo momro je sa = sa, na je (a,s) ~ (a,s).

Cumetpuunoct. U oo je jacuo, jep u3 (a,s) ~ (b,t), cuenn ma je ta = sb,
Tj, sb = ta, a To ynpaso 3uauu na je (b,t) ~ (a,s).

Tpansutueroct. Heka je (a,s) ~ (b,t) u (b,t) ~ (¢,r). To 3nauu na je ta = sb
u rb = tc. obujamo na je

rta = rsb = stc.

Kako je A momen, To je ra = sc, na je (a,s) ~ (c,r).

Ca S™'A o3mauaBaMO CKyn CBUX KJIaca eKBUBAJICHIW]E, a Ca ¢ wmacy
exBuBaseHmuje exementa (a,s). Ilepumumemo omepamuje + u - Ha ST1A
ca:

a b ta + sb
STTT T
a b ab
st st

Kako je ckyn S myaruniaumkaTtuBas, TO 3a §,t € S u st € S, ma oBu 3anucu
uMajy cmumciaa. Tpeba jom ma mpoBepuMO Aa Cy OBe olepaluje moopo
nepuHUCaHe.

Heka je ¢ = ‘;‘—: u % = % To 3ampaso 3maum na je (a,s) ~ (a/,s)
(b,t) ~ (V/,t'). Tpeba mposeputu na je (ta + sb,st) ~ (t'a’ + s'V,s't’)
(ab, st) ~ (a'V’, s't"). Pauynamo:

u
u
s't' (ta + sb) = s't'ta + s't'sb = t'tsa’ + §'stb’ = st(t'a’ + s'b'),
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na je 3amcra (ta+ sb, st) ~ (t'a’+ 'V, s't"). Ha cauuan mauun ce mposepasa
u 100pa HeYUHUCAHOCT OIEPAINUje MHOKEHA.

Huje remxo mposeputu ma je crpykrypa (S™1A, +,-) jenam komyTaTu-
BaH IPCTEH ca jenuuHunoM (ypamure TO 3a BekOy: Og-14 = %, lg-14 = %)
OsBaj mpcTeH HA3UBA ce NOKanusaumnja AomeHa A y of4HOCY Ha MyNTUNAMKATUBAH
ckyn S. OCHOBHO CBOjCTBO JIOKaJM3aluje DaTo je ciaenehnM cTaBoM.

Cras 77 Heka je A fomeH 1 S Hekn MynTUNAMKaTMBaH nodckyn og A.

a) Cai(a) = % 3apat je jenan moHomop¢usam i: A — ST A,

6) Ako je B ma koju KoMyTaTuBaH npcteH u f: A — B xomomopdurzam Takas
Aa 3a cee s € S Baxu: f(s) € U(B), onAa NocToju TauHo jeiaH XOMOMOpPU3am

f:S~'A— Bsakojuje foi=f.

Iloxkas.

a) Kako je i(a+b) = ¢t =2+ b = j(a) +i(b) m i(ab) = 2 = i%, TO je
i 3ancra xomomopouzam. Ho, a € Ker(i) ako u camo ako je i = 7, mTo je
€KBUBAJIEHTHO ca a = 0, 1a je ¢ MOHOMOD(U3aM.

ra . Fray _ —1

. 6) Tpaxenu xoMoppuzaM f neduHAIIEMO CAa: f(g) = f(a)f(s)~'. Karo
je, 3a cBe s € S, f(s) unBepTubuian, osa mepunuimja nMa cMmucaa. Oc-
TaBJHAMO UMTAONMMA Ia IPOBepe Ja je OBO 3aMCTa jeTaH JoOpo mepmHUCAH

xomMoMop¢u3aM un na Baku: foi= f. O

Yronuko je S = A\ P 3a nexu npoct uneas P, onna ce ymecto (A\P) tA
kpahe mume: Ap. Bawxu ciaemeha Tteopema.

Teopema 78 3a ceaku npocT ugean P < A, npcted Ap je nokanHu npcreH.

ITokas. Ilokazahemo na je CKyn cBUX HEMHBEPTUOMIHUX €JIeMEHATa MAeal.
Onpemumo uajupe U(Ap):

t 1

w |
S§

e U(Ap) arko moctoje b€ Aut e A\ P rako na je
s

Ipyrum peunma, ¢ je maBepTuOUIaH akko moctoju b € A m t ¢ P 3a koje
je ab=st. Yroauko a € P, ouna u st = ab € P, na rako je P npocrt uneai,
cnemqn na s € P, mnu t € P, o Huje moryhie Ha ocHOBY m3Gopa s u t. A
yxonuko a ¢ P, ouna je 2(€ Ap) unBeps enementa &. Ilakre,

AP\U(AP):{geAp:aGp}.

YBepuMmo ce na je oBO 3amcrta umeaa 'y Ap.

Hera cy x,y meunBepTtubumau erementu us Ap. To 3mauum ma moctoje
eneMenTH a,b € p u s,t ¢ P 3a koje je x = ¢ my = %. Tana je x +y =
%+% = tas";Sb, HO, Kako je P wmpmeaus, ta + sb € P, na je 3aucra u €JIeMeHT
x + y HemuBepTuOuian. Ha cauvan HaumH ce moka3lyje ma ako x € Ap
HEMa WHBeP3 W ako je z € Ap mpousBo/maH, HU €JIEMEHT 2 HeMa WHBEp3.
Sakmyuyjemo na je Ap\U(Ap) 3aucra unean, na je u npcred Ap JTOKAIHU

IPCTEH. U
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3a kpaj HamomenumMo ma, ykomuko je S = A\ {0}, y mpcreny S~!A4 je
CBAKM €JIEMEHT pa3iuyuT O] HyJle MHBePTUOMIAH, Te je, Y OBOM CJIydYajy,
S7'A jemmo mome. OBO moJbe ce HA3MBA NOMLE PasNoMaka moMeHa A u 03-
nauasa ca Q(A). Ha oBaj Hauun CMO HOKa3aJu Oa Ce€ CBAKU JOMEH MOKE
YTONUTH y HEKO MoJbe. Kao mTo BHAMMO, OBa je KOHCTPYKIHUja y IMOT-
MyHOCTM AHAJOrHA KOHCTPYKIU]U PANMOHAJHUX OpOjeBa KAO pAas3ioMaka
HaJ IeJuM OpojeBuMa.
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Iloda

Pamupe}ba 1 KOPpEHCEKa IIO0Jba IIOJIMHOMA

Y jemHoj om MPETXOMHUX JIEKIMja MOKA3aHO je na je

R[X]/(X? +1) = C(=R[i])

Q[X]/(X* - 2) 2 Q[V2).

Y oBoj nekmuju nosabaBuhemo ce 030UIbLHUjE OBUM KOHCTPYKIZjaMa. 3a-
MMOYHUMO JIEKIU]y ciemneNoM BasKHOM TEOPEMOM.

Teopema 79 Heka je F nome n a(X) € F[X]\ {0} HepacTaembus nonvtom.
a) E = F[X]/{a(X)) je nome.

6) lMome E cagpxun notnosse nsomopHo nomy F.

)
8) Monunom a(X) uma Bap jegry Hyny y nomy E.
)

r) Ha ocHoey a) Moxemo cmatpaTtu ga je ' C E. Taga ce E moxe Bugetn u
Kao BEKTOPCKWM NMPOCTOp Hajd nosbeMm F' 1 AnMeH3Mja Tor NpocTopa jefHaka je
cTeneHy nonuHoma a(X).

JHoxka3. a) Kako je a(X) mepacrasmus, To je muean I = (a(X)) makrcu-
MaJlaH y CKyIy CBUX raasHux uzeasna. Ho, y npcreny F[X] je cBaku mnean
rnaBHH, Te je I makcumanan nnean. Crora je E mome.

6) Hepunumunmo xomomopdusam f: FF — E ca f(a) = a+I 3acse a € F.
Kako cy jenunu npeanu y ma koM nossy {0} u meso mosse, TO 3aKILYy4yjeMO
na je Ker(f) = {0} (jesrpo je yBek mmeas, anu He MO:Ke OUTU jeIHAKO
[eJIOM IIOJbY IMOIITO Ce NMPU XOMOMOP(OU3MY jeIMHUIIA CIVKA Y jeIMHUILY, a
He y Hyny). Hakie, xomomop¢$usam f ycmocrasiba nsoMopduszam usmelhy
F u cnure on f, koja je mornome on E. Y namem maeHtTuduryjemo F u
caury f[F], paau jemaocraBaujer mucama, Tako xa hemo, uzmeby ocrasor,
ymecto a + I, 3a a € F nucaTtu camo a. _

B) Youumo enemenr X + I y E. Osmaunmo ra ca X. Yrouuko je
a(X)=ay+ a1 X+ +a, X", nobujamo na je

a(X) = ap+ar X+ao X2+ - +an X" = ag+ay (X+1)+ao(X+1)2+- - +an(X+1)",

=(a0+a X +aX*+ - Fa, X" ) +T=a(X)+1=1,

Te nobujamo na X 3zamcra aHyaupa noauHoM a(X).
r) Kako F canpsu nornosme F/ uzomopduo ca F, 3aucra ca anrebapcke
Tayke MOKeMO cMmarparu ga je F C E. Y oBoM ciaydajy KakeMoO U Oa je
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nome E jenmo pawwnpewe moma F. Hapasuo ma esmemente mosba E MO:KEMO
cabupatu, aau, ¢ ob3upom na je F' C F, MO:KeMO UX U MHOKUATU €JIEMEH-
tuma u3 F'. Ha ocHOBy cBojcTraBa omepamuja y momy E mobujamo na je
FE 3amcra BexkTOopcku npoctop Hanx F. dumeHnsujy Tor mpocTtopa 30BeMO U
cTeneH pawmnpersa noma E van F u ozsauaBamo ca [E : F]. Ham 3anarak je
na nokazkeMmo na je [E : F] =dega(X). Horasahemo 3anpaso ma je

M+LX+1,..., X" 41

jemna 6a3a mpocropa E yxonuro je momuuom a(X) crenena n.

{1+I1,X +1,...,X" ! + I} je remeparpuca. YOoumMO Ma KOJjU €JIEMEHT
p(X)+ 1€ E. Tana je

p(X) = ¢(X)a(X) + r(X),
rae je r(X) =0, umu je degr(X) < dega(X) = n. Iakiue,
r(X)=ro+mX +-+rp X"

rIe HApPaBHO HEKW, ITa M CBU, Koedurmjentu r; € F' mory Outu jemuaru 0.
Ho, Tana je

p(X) + 1 = (¢(X) + D(a(X) + 1) + (r(X) + 1),

Te je
pX)+T=rg(L+D+r (X +D)+ - +rp (X" +1).
Saxmyayjemo ma 1+ 1,..., X" ! + I 3aucra remepumy E.
Jluneapua meszaBucuocT. Heka je
col+D+a(X+D++ep (X" +T)=0+1,
3a Heke ¢; € F. Tana je
(co+a X+ -+ X" H+I=1,

Te
cote X+ Fep 1 X" el = (a(X)).

Ho, nomunom a(X) je crenena n u oH MOke na mAeau noauHoM co+cq X +- -+
cn_1 X" ! jemumo axo je co+c1 X+ -+c,_1 X"t = 0. Ho, To ynpaso 3naun
maje cg=c =--=c,_1 =0, Te 3aKmyayjemo na cy 1+1,..., X" 1+ 1
3aKUCTa JIMHEAPHO HE3aBUCHU. O

VckopuctuMo ynpaBo DOKa3aHy TeopeMy Oa KOHCTPYHUIIEMO IoJbe of 4
enemenTa. IlpumernMo na Z4 jeCTe KOMyTATUBAH MPCTEH, AW HAPDABHO 14
na Huje moJve momTo y Zg Basku: 2-2 =0, a 2 #0.

42



IIpumep 80 KoHcTpyucaTu nosbe, Koje MMa TauHo 4 enemMeHTa.

Kako oso uszsectu? Ilpe cBera, mu 3HaMo na je Zg moJbe U Ja UMa 2 ejie-
MeHTa. [IpeTxomgHa TeopeMa HaM Kajke na ako HaeMO HepaCcTaBILUB IMOJU-
HoM a(X) € Z2[X], roju je crenena n ouma he Zo[X]/(a(X)) Gurn mosme,
KOj€ je MCTOBPEMEHO BEKTOPCKU IPOCTOp Ham Zo mumensuje n. Ilaxme, To
[IOJbe je KAO BEKTOPCKU IIPOCTOD Han Zs m3oMopdHO Zj, Te uMma 2" eje-
MmenaTta. Hama je morpebHO mosbe ca 4 ememenrta, Tj. morpebanH HAM je
HEPACTaBJ/LUB MONMHOM 13 Zo[X| cremena 2. Takas MOIMHOM HAPABHO HUjE
temko wahu. To je momuuom a(X) = 1+ X + X2, Kako je To momunOM
OPYTOr CTENeHa, OH je HePaCTaBJ/PUB AKO U CAMO aKO HEMAa HUjeIHY HYIY Y
Zs, a xaro je a(0) =1 u a(l) = 1, 1o je 3aucra ucnymeno. [lakie, name
nome Fy je mato ca
Fy = Zo[X]/(X? + X 4+ 1).

Osmaunmo ca 7 erement X + (X2 + X + 1) y osom nomy. Jlobujamo na je
F4 = {07 1’777 1 + 77}'

Kako y momy Fy Basgm: n? = 1+ (3amro?), MOskeMo HamucaTu u Tabaume
cabupama U MHOXKEHA Y TOM HOJbY.

+| 0 1 n 147 Jo 1 n 147
0 0 1 i 1+n 0]0 0 0 0
1 1 0 1+7 Ui 110 1 n 1+n
n n 1+mn 0 1 n|0 n 1+n 1
14+n|1+7n n 1 0 1470 1417 1 n

&

Bparumo ce monoBo ma Tteopemy. IIpermocraBumMo na HaM je maT HEKU
nosnuaoM a(X) € F[X] rme je F uero mome. Taj moamHOM HAPABHO HE MODa
uMaTH JUHeapHy ¢axkTopusanujy Han nosmeM F'. IlocraBiba ce nmurame: na
au nocroju Heko nosme E koje canpsu nome F u y kome ce nonunom a(X)
¢arropunie Ha auHeapue dakrope? To 3amcra jecte TAYHO M TPETXOTHA
TeopeMa HaM NOKa3yje U OyT NOKa3a.

IMocnemuma 81 Heka je F nome n a(X) € F[X]. Tapa noctoju pawupewse E
noma F y kome ce nonuHom a(X) dakTopuiue Ha nuHeapHe pakTope.

Joxa3. JacHo je ma MOkeMO Ia IPeTIoCTaBuMO 1a je moauuaoM a(X ) Hepac-
TaBJbUB, MOIITO OMCMO y CYIPOTHOM HErOBY (haKTOpPU3ANUjy HOOUIN TAKO
mTO OMCMO HAIIYM PAMPERnEe y KOME CBU HETOBU (PAKTOPU UMA]y JIMHEAPHY
darTopuzanujy.

Ha ocmoBy mokazame Teopeme, moctoju mosse E’, Koje je pammpeme
noma F| a y kome monuuoMm a(X) nma Gap jemHy Hyiy, Ha30BUMO je . To
sHaun na y F'[X] Baxku darropusamuja

a(X) = (X — a)b(X),
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rae je b(X) € E'[X] u degb(X) =n— 1. Yrouuro cana b(X) pacraBumo Ha
HepacraBiuse (akrope y F'[X], HA BUX MOMKEMO NPUMEHUTHU MPETXOTHO
3aK/byduBame. Tako IpoIlec HacTaB/baMO CBe NOK He qobhemo mo anHeapHe
dbarxTopuzanuje. JacHo je ma ce mporec MOpa 3aBPIIUTU IOMITO Y CBAKOM
KOpaky mobumjamMo 6ap jemHy HOBY HyJy HOYETHOI IIOJMHOMA, & OH HU Y
jeIHOM MOJbY HE MOYKE MMATH BUIIE OX N HYJIA. (]

Csa mosa, koja hemo y mamem pasmarparu he O6utu Taro3Bana Opo-
jeBHa mosba, Tj. nornossa onx C. Ilpumerumo na cBako TAKBO MOJbE 0DABE3HO
canpsku Kao cBoje normosse nome Q. Hajumame pamupeme moma Fy rome
ce maru nosuaoM u3 F[X] dakropume ma numeapme (arkrope Ha3uMBa ce
KOPEHCKO MOJbe TOT IMOJIMHOMA.

Y mperxomuoum je kopumhena ozuaka Q[v/2]. Opze je Q mapasHO mobeE,
IOK je /2 eleMeHT Koju Huje y TOM mosby. Hberosum , momasamem” no0u-
jaMo CTPYKTYpy, Koja je mospe. IlozabaBumo ce MaJyo OMIMITHUjUM pa3Ma-
TpameM.

Hexka je B KOMyTaTUBHU IPCTEH Ca jeMHUIOM, A Heros nornpcres (ca
jenuaunom mapasuo) u b € B\ A. Kako onpenuTtu HajMamu MOTIPCTEH O
B xoju canpxu u A (kao monckyn) u b kao esement? OuwuriaenHo je na
TAKaB NPCTEH MOpa MOa CAAPKU U CBE CTENeHe O b, KAOo U CBE eJIEeMEHTE
obmuka ag + a1b+ asb? + - - -+ a,b" Toe a; € A. Ilakiae, MOpa Oa CAIPKU CBE
enemente obamka p(b), roe p(X) € A[X]. Ho, To je 3ampaBo u IOBOJLHO,
Tj. TPAKEHN HAjMAaKU IOTIPCTEH je

Afb] = {p(b) : p(X) € A[X]}.

Hawuwme, A[b], oBako nmeduHucan, je 3amcrta nornpcred o B (ounrientHo je
na je A C Alb] u b € AJb]):

p(b),q(b) € AP = p(b) —q(b) = (p —q)(b) € A[b];

p(b),q(b) € Al)] = p(b)q(b) = (pq)(b) € A[b].
Yronmuko je F mome mu o« € C\ F, onnma ca Fla] o3HauaBaMO HajMamu
moTIpCTEH KOju canpxu F u «, a ca F(a) HajMame HOTHOME KOje CampsKu
(rkao cBoje mormome) F u a (kao cBoj emement). IlocraBma ce mpupomHO
murtame: kana je Fla] = F(a)? IlpyruMm peymma, MHTEpecyje HAC Y KOM je

cayuajy upcred Fla] mome. Huje remro malin jeman morpeGan ycioB 3a
To. Hamme, rako je

Flo] = {p(a) : p(X) € FIX]},
a CBAKM €JIEMEHT I0Jba, KOJU je PA3JINYNUT OX HyJle UMa WHBEP3, TO U eJie-
MeHT « € Fla] uma uuBeps y Fla], Tj. nocroju a(a) € F[X] Takas ma je
a-a(a) =1. Aro je a(X)=ap+ a1 X + -+ + a, X", To nobujamo ma je

ana™ o aia? +aga — 1 =0,

Tj. moctoju monusoM p(X) € F[X]| Ttakas na je p(a) = 0.
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Hepunuruja 82 Heka je F' notnome o C n a € C. Tapa je a anreBapcku Hapj
F ykonwko noctoju nonudom p(X) € F[X] 3a koju je p(a) = 0.

Iakne, Bumenu cMo na je morpeban ycaoB na upcred Fla] 6yne nome na
je a asmrebapcku wan F. Ho, To je 1 moBoJ/maH ycioB.

Cras 83 Heka je F notnome of C v o € C. Tapa je Fla] nome ako 1 camo ako
je « anrebapckn Hag F.

Ioka3. Jeman cmep cmo Beh mokaszasnu. OcraJsio je ma ce mokake oa u3
ynmeHune na je a anrebapckn Han F caemu nma je Fla] mome. Kako je o
anrebapcku Hax F', nocmarpajmo uneaa I < F[X] nedpunucan ca:

I={a(X) € F[X]:a(a) =0}.

Huje temko nposepuru na je I 3aucra ugean. Kako je ceaku nnean y F[X]
[JIABHM, TO [OCTOJU MOHUYAH IOJUHOM i (X) 32 kKoju je I = (lq).

ITpumernMo na je moOAMHOM fi,(X) HepacTaBmus. Y CYIPOTHOM, HEKA
je pa(X) = a(X)b(X) 3a mere meroncrantue noaunome a(X),b(X) uz F[X].
Ho, rana je a(a)b(a) = puq(a) = 0, na caemu na je a(a) = 0 wmm b(a) =
0. Ywrouuko je mup. a(a) = 0, nobunu 6ucmo na a(X) € I, ma ps(X) |
a(X), wro muje moryhe jep je a(X) monunoM creneHa Mamer O CTEIEHA
nonuHOMA i, (X). Curuno ce mobuja u y ciyuajy na je b(a) = 0.

Cana, K20 U y PaHUjUM OPUMEPUMA, MOCMATPAMO XOMOMOP(pU3aM

J: FIX] = Fla]

nepuaucan ca f(p(X)) = p(a). Xomomopdusam f je oumraenso ,HA”, a
Ker(f) = 1. Crora nobujamo na je

FIX]/I = Fla].

Ho, kako je uo(X) mepacrasmus nomuuom, F[X]/I je nome, ma je u Flo]
Takobhe mosme. O

[TpumeTnmo ma cMO y OKBUPY JOKa3a OBOT CTaBa mOOWIu U na je
[F(a) : F] = deg pa (X).

MomuuoM pe(X) U3 0BOr cTaBa 30Be Ce U MUHUMAJHU MOJIMHOM EJIEMEHTA
a. Basy 3a F(a) manx F uume enementu 1,q,...,a" ! ykomuko je n =

deg 110 (X).
IIpumep 84 Heka je oo = V2 + /3.
a) lMokasatu Aa je « anreBapcku Hag Q.
6) Hafin munnmantu nonnHom 3a o Hag Q.

8) OapeanTyn %4*3 y 06nuky p(a) 3a Hekn nonunom p(X) € Q[X].
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a) Habumo nosnusoM koju enement o amynupa. Kako je o — V2 =+/3, 10
je

(a—V2)? = 3

a?—2a0v2+2 = 3
a?—-1 = 2a\/§
(@® =12 = (2av2)?
at—=2a%41 = 8a?
a'—10a?4+1 = o.

6) TokamuMo ma je MUHUMAJHE IIOJIWHOM eJIEMEHTA (@ 3aWCTa MOJUHOM
X% —10X2 + 1. Osmaummo ra ca u(X). Jemuno Tpeba mokazaTu je oBaj
noauHOM HepacTasbus Han Q. Kako ce pamu o mMOAMHOMY YeTBPTOL CTe-
MeHa, yKOJWKO je OH pacTaBJ/bUB, OH CE€ pacTaB/ba WM HA MPOM3BOI IOJIU-
HOMAa TPBOT CTENEHa M NoJuHOMa Tpehier cremema, mam Ha TPOU3BOM IBA
MOJIMHOMA, IPYTOT CTEHeHa.

(X)) je mpousBoJ mMOJIMHOMA IPBOT CTeNeHa W moiaumHoMa Tpehier cremena
man nomeM Q. To 3maunm ma p(X) uma mymy y Q. Ho, ako momusOM

an X"+ -+ a1 X +ag

“Ma palMoHAJHY Hyuay r/s (rae je r/s HecKpaTuB pa3ioMak) OHIA T | ag U
s | a,. Kako je y mamem cayuajy a, = ag = 1, 1o je s = 1, a Kako je ap = 1,
1O 7 MOoke O6bmTy camo 1 muum —1. Ho, Hm 1 HM —1 HuCY HyJle TOJIMHOMA

u(X).

,u(X) je mpou3BOI mMBa MOJWHOMA APYTror cremena. Jlakie,
w(X) = (X2 +aX +b)(X?+cX +d)

(rako je pu(X) MOKEMO HPETHOCTABUTHU HA Cy U TU IOJIMHOMU MOHWYHM).
Iobujamo (u3jemHavaBameM OaroBapajynunx koedunujenara)

a+c = 0 (8)

btact+d = —10 9)

ad+be = 0 (10)

bd = 1 (11)

N3 (8) mobujamo ma je ¢ = —a. Tama uz (10) caemm na je a(d —b) = 0.

PazMmorpumo mBa ciyuaja.

a=0. Taga je mu ¢ =0 m mobujamMo ma ce CUCTEM CBOIMW HA IBE jenHAUNHE

b+d = —10 (12)
bd = 1 (13)
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N3 (13) cnemn na je d = 1/b (curypuo Hu b Hu d HUCY jenHAKM HYJIN).
3amenom y (12) u cpebusamem n06ujaMo KBAAPATHY jeTHAUUHY

b2 +10b+1=0.

Pemema oBe jemqnaunse cy mara ca:

_ —10+ V96

b1,2 5

ITo npernocrasuu b € Q. Kako je v/96 = 41/6, no6unu 6ucmo na je v6 € Q.
OcraBmaMo ynTaonuMa Ia MOKaKy Aa OBO HUje Moryhe.

a # 0. Y osoMm cayuajy je b = d. U3 jennaumne (11) nobujamo na je
be{l,—1}. Bamenom y (10) (y3mmajyhu y o63up ma je ¢ = —a) nobujamo
ma je a®> = 12 unu o = 8. Ilo mpernocrasnu je a € Q ma 6u u3 a? = 12
cnemano ma V3 € Q, a u3 a®> = 8 ma je V2 € Q. Kako Hu jeaso Hum ApyTro
HUje TauvHO 3akpbyuyjemo na je u(X) mepacrassus.

B) 3a HaJaKeme ﬁ MOMKEMO KOPUCTUTH MeTon HeoxpebheHux koedunuje-

+
uarta. Haume, 3samo ma mocroje a,b,c,d TakBu na je

1

a+3=a+bo¢+ca2+do¢3. (14)

IMoTpebuo je ompemutu koepuunujenre a,b,c,d. W3 (14), MuOKemEM 06e
crpase ca a + 3, mobujamo

1= (a+3)(a+ba+ ca®+da). (15)
Yaumajyhu y o63up ma je a* = 10a? — 1 n ga cy 1,a,a?,a® nmureapno
HezapucHu Han QQ, mobujamo
3a —-d =1
a +3b = 0
b 43¢ 4+10d = 0
c +3d = 0
IIpenymraMo yuTaonmMa na pelle OBaj CUCTEM jeTHAUWHA. &

Anrebapcka pamupemna; TPUMUTUBHUA €JIEMEHT

Bunenu cmo ma cy on moceGHOr 3HauUaja 3a TEOPUjY PaIMIUpEHa I0Jba
OHU €JIEMEHTU KOjU Cy aJaredapCKu HaO JATUM MOJHEM.

IMepuuumuja 85 3a pawupewe I nomwa F' kaxemo Aa je anrebapcko pauviperse
aKo je cBaku enemeHT u3 E anrebapckn Hag F.

3a pamupeme F noma F KaykeMo na je KOHAYHO PAIIMPEHE YKOJIUKO je
F KoHAUYHO AMMEH3WMOHAJIHU IpOCTOp Ham F.
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Cras 86 Ceako KOHauHO palmpetrbe je anrebapcko.

JHoxka3. Heka je [E: F] =n. To 3nauu na je E n-IUMEH3MOHAIHU IPOCTOD
HaI moJbeM F'. Y3MuMO mpoum3BOLHU ejeMeHT & € F u MoKaskuMO 1a je OH
anrebapcku Han F. Kako je muMen3uja mpocTopa jemHaka n, TO jé CKYI O
n+ 1 Bekropa {1,a,...,a"} cUrypHO JuMHEAPHO 3aBUCAH CKYI BEKTODA, Tj.
mnocroje ag,...,a, € F TakBu na je

apl + a1+ -+ aa’”™ =0,

HO, TO yupaBo 3Hauu 1a je p(a) =0, rae je p(X) =ap+ a1 X +-+-+a, X" €
F[X]. Hagne, enement « je aarebapckn Han F. O

Yronuko je Fqp KomauHo pamwupemne mopba I, a Fy KOHAUYHO palmpeme
noma Fi, onma je HapaBuo Fy u jemno pammpemne moma F.

Cras 87 Ako cy F, E1 n Es noma Kao y NPeTxXofHO] peyeHuuu, oHpaa je Fo
KOHaUHO paluupetrbe noma I n Baxun

[E2 : F] = [Eg . El][El F]

Hoxa3. Heka je [Ey : F] = n u [Ey : E1] = m. Kago je mumensuja E
Ka0 BEKTOPCKOT IIPOCTOpa HaXd momeM F jemHaka n, TO MOCTOju HEKa Oa3a
[a1,...,ap]. Cuanuso, Heka je [0i,...,0m] 6a3a BekTOpCKOr mpocTopa Fo
Hanm mosbeM Fy. Jlokasumo ma mpomsBoma «;f3;, ¢ = 1,n, j = 1,m unme
b6a3y mpocropa Fs Hanm nmomem F.

Jluneapua meszaBucHocT. IIpermocraBumo na je

m n

3a Heke ¢;; € F. Hera je d;j = Y. ¢ijoy, j = 1,m. Enemenrtu d; cy u3
mosba Fy 1 3a BUX BasKU:

m

E d;B; = 0.

=1

Kako je [f1,...,0m] 6a3a 3a E, man E;, to Mopa 6urtu d; = 0 3a cBe
j€{1,...,m}. Ho, raro je [a1,...,a,] 6a3a 3a F; Hanx nomem F, To u3
St cija; =0,3a j=1,m ciem na je ¢;; =03ai=1,n, j=1m.

Ilemeparpuca. Hera je v € Ey. Kaxo je [51,...,0mn] 6a3a 3a E; nan Fy,
TO mocToje r; € Ky TakBu ma je

m
v = Z?"jﬁj.
Jj=1

Ho, rako je [a1,...,0,] Gasa 3a E; max F To 3a cBako j € {1,...,m}

IIOCTOje S;; 3a Koje je
n
Tj = E sijai.
i=1
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Konauno mobujamo ma je

sijaiﬁj.
1

n
j=1 1=

O

Y npumepuMa U3 IPETXOIHE JEKIUje NOKA3UBAJIM CMO Ia Cy HEKU eJjie-
MEHTU aJrebapCKy HAL JATUM MOJbeM TAKO IITO CMO HAJA3UIIU MOJUHOME,
KOje OHM INOHMINTABAjy, Tj. KOPUCTUJIM CMO IUPEKTHO nepuHMnUjy. 1o
moHEKan HUje Jako. lloTpaskuTe yocTasoM caMu TIOJUHOM, KOJU TOHUII-
TaBa eJeMeHT iv3 + 2. 3amnpaBo, To ce Moxke u3behin. A eBo u Kako.

Beh cmo ce ynosnaau ca pamupemuma obauka E(a). Ho, ako 8 € E(a),
Moke ce (popmupary u pamwupewme F(a)(8), koje ce rpalie oznauaBa ca
E(a, ). Yromuro cy a u § anrebapcku Han F, oHla Cy CTENEHN palMpena
[E(e) : E] m E(B) : E] ronaunn, a takas Mopa 6utu u E(q, ) : E(a)]
(zamro?). Crora je, Ha OCHOBY mperxomHOr crasa, |[E(«, () : E] konauan
6poj, Te je pamupeme F(«o, ) nmoma E anrebapcko, Te je CBAKUA €JIEMEHT
u3 E(a, (), anrebapcku nang E. IToceGuo, To cy u exementu o + (3, a- [ u
CJINYHO.

Onmruje, nmamo u pamupewma E(ag,...,a,). Ho, Beoma je 3aHnMibUB
cnemehu pesyarar Koju HAM Kaxke na y CIydajy anrebapCKuxX pallupema
moma Q curyanuja HUje TOTMKO KOMIUIMKOBAHA KOJMKO M3TJIEIA.

Teopema 88 (Teopema o NpUMUTHBHOM efieMeHTY 3a 6pojesHa nosba) CBako KOHauHO
pawwuperse E noma Q je obnvka Q(«), 3a Heko « € E.

Esnement « je Taj npuMurtuBHU esieMeHT pamupema FE. OBy Teopemy
wehemo mokasuBaTu, ypamuhemo Heke mpumepe. Ho, mpe Tux mpumepa,
IOKa;KUMO OnroBapajyu pe3yarar 3a KOHAYHA IOJbA.

Teopema 89 (Teopema 0 NPUMUTUBHOM €NIEMEHTY 33 KOHauHa nosba) CBako KOHauUHO
pawwuperbe E koHauHor nosma F je obnuka F(a), 3a Heko o € E.

IToka3. Kako je mome F konauno m F je koHauHO pamupeme mospba F', To
je u moswe E ronauno (3amro?). Ho, Mmu 3amo xa je tama rpyna (E\{0},")
nukaraHa (3amrTo?), Tj. mocToju exement o € F takas ma je E\ {0} = {aF :
k > 0}. Ho, jacuo je ma je tana u E = F(a).

IIpumep 90 Hahvi npUMUTUBHU eneMeHT KOPEHCKOr Norba nosinHoma X4 — X2 —

2 € Q[X].

Ilpyrum peunma, Tpeba mahwm kopeHcko mome K naTor MOJMHOMA W €JIe-
menT « € K 3a koju je K = Q(a). Parkropuummmo Ham noavHoM Hazx Q
KopumhemeM METOna KOMILIETUPAHa KBAIPATA:

2 2 2
xiox2ooo(x2_ )y _l o (x2 1) (3} C
2 4 2 2



:(XQ_;—‘;) (XZ—;+2):(X2—2)(X2+1):

= (X —V2)(X +V2)(X —i)(X +1),

roe je ¢ HApaBHO MMAaruvHapHa jemuHuna. Jlakiae, KopeHcko nome K je
nome K = Q(v/2,4). Mu tpeba na mabemo a 3a xoje je Q(v/2,i) = Q(a).
Iloxkymajmo ma mokakeMO Ha ce 3a (v MOMKEe y3€TH €JIEMEHT (v = V2 + .
Jacro je ma je Q(a) C Q(v/2,4). O6paTHa MHEIY3Uja je HETPUBUjaJHA.
Hapasro, m0BOBHO je ma mokaxeMo ma HIp. v2 € Q(a), momro u3 Tora
Hemocpenno caemu na u i € Q(a), a Tume n TpaskeHo. JeaHAKOCT

a=V2+ 1,
,rmomuranmo” Ha Tpehwu cremen. loGujamo
a3 =2v2+6i —3vV2—i=—V2+5i=5V2+1i) - 6V2.
Haxkie,
a® —ba = 6v/2,
na je

V2= é(ag —5a) € Qo).

ITpumep 91 Heka je K kopeHcko nose nonutoma X4 — 24X2 + 4 € Q[X].
a) Mokasatu ga je K = Q(v/5,V7).
6) Oapeoutu a € C Tako pa je K = Q(«).

ITocTtynumo Kao y mIpeTxomgHOM MPUMEDPY.

X4 —24X% 44 = (X?-12)2 - 144 +4
= (X?-12)% - 140
(X% -12)% — (2v35)?
(X2 - 12— 2V35)(X? — 12+ 2V/35)

= (X2 —(12+2V35)(X? — (12 — 2V/35),

Te mobujamo X* — 24X2% +4 = (X — V12 +2V35)(X + V12 4+ 2V/35)(X —
V12 — 2¢/35)(X + V12 — 2¢/35). TIpema tome, nobujamo ma je

K=@<\/12+2\/£,\/12—2\/£>.

JenmaH caBeT: yBeK Kazna nobujeTe OBaKaB pe3yJaTAaT, HUje JOIIe TOMHOKUATHI
OBa OBa KOpEeHa M BumeTu mra ce nobuja. [Ipumenumo Taj caBer y oBOM
cIIyJajy.

\/12+2x/£-\/12—2\/£:\/144—14 =Vi=2
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Iaxrmie, MOkeMO 1a 3aKLYYUMO 1a, aKo je o = /12 + 2v35,a0=+12— 2\/%,
onna je a-3 =2, ma je =2 € Q(a). 3armyuyjemo na je K = Q(a). Tako
CMO HAIIY NPUMUTUBHYU €JIEMEHT U yPaJuiu npuMep nox 6)!

Hpyru caBer: Kama mMaTe KOpEH momyT oBora: \/ 12 + 2\/%, TpOBEPUTE
oa MOKIa He MoskeTe ma ra ,npemo3sare”’. Illra To 3mauu? Y oBom
caydajy, TIojaBibyje ce KopeH m3 6poja obmuka p + gy/s Tae ¢y p, q, s meaun
6pojesu. Ila snu je Moknma Taj KOpeH 30up (Wi pasivka) IBa KOPEHA U3
Herux mesux 6pojesa? Kako je 35 = 5.7, mamelie ce na uspauyHamMo KOJIUKO

je (\/B—I—W)Q Iobujamo
(V5 +V7)? =542V35+7 =12+ 2V35,

Tj. Gam omo mro mmamo. JHakie, a = V5 + /7 (mpumernmo na je 3 =
V7 —=+5), te je K = Q(v5++/7). Mu tpeba na mokamemo ma je K =
Q (\/5, \ﬁ) To muje Temko, mocrynuheMo Kao y IPETXOIHOM IIPUMEDPY.

a = \/5—1—\[7
o® = 5V54+15V7T+21V5 + VT

o = 26V5+22V7
20 = 225+ 22V7
a®—22a = 45

3922
Vs o= =2 . 2 Qo)
Vi = a—-Vb

260 — o’
V7 = %EQ(&).

Hapasno, morsiu cmo T0o ma ypaaumo u apyraumje. [lomro cmo Beh mpe-
MO3HAJIU na je [ = VT - \/5, oHma camMo Tpeba moKazaTy ma je

Q(VB+ VT VT —v5) =@ (V5,V7),

a TO je HapaBHO BPJIO j€THOCTABHO.
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