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Grupe
Dejstva grupa

Zapoqnimo ovu lekciju slede�om definicijom.

Definicija 1 Neka je G grupa i X neprazan skup. Pod dejstvom grupe G
na skupu X podrazumevamo homomorfizam ϕ:G→ SX .

Dakle, ovaj pojam i nije nepoznat qitaocima. Ve� smo u prethod-
noj lekciji koristili ovakve homomorfizme u pojedinim primerima.
Postoji drugi, ekvivalentan naqin, zadavaǌa dejstva grupe na skupu.

Definicija 2 Neka je G grupa i X neprazan skup. Pod dejstvom grupe G
na skupu X podrazumevamo funkciju Θ:G×X → X za koju va�i:

a) Θ(e, x) = x, za sve x ∈ X;

b) Θ(g,Θ(h, x)) = Θ(gh, x) za sve x ∈ X i g, h ∈ G.

Nije texko uveriti se da su ove definicije ekvivalentne. Naime,
ako je ϕ:G → SX zadat homomorfizam, funkciju Θ:G × X → X, koja
zadovoǉava tra�ene uslove zadajemo sa

Θ(g, x) := ϕ(g)(x).

Kako je ϕ homomorfizam, to je ϕ(e) = idX , pa je

Θ(e, x) = ϕ(e)(x) = idX(x) = x.

Tako�e je

Θ(gh, x) = ϕ(gh)(x) = (ϕ(g) ◦ ϕ(h))(x) = ϕ(g)(ϕ(h)(x)) =

= ϕ(g)(Θ(h, x)) = Θ(g,Θ(h, x)).

Obratno, ako je zadata funkcija Θ:G × X → X, koja ima navedena
svojstva, homomorfizam ϕ:G→ SX definixe se sa

ϕ(g)(x) := Θ(g, x).

Ostavǉamo qitaocima da provere da je tako zaista dobijen jedan ho-
momorfizam ϕ:G→ SX .

Umesto Θ(g, x) qesto �emo pisati g ·x. Svojstva funkcije Θ se tada
zapisuju ovako:

a) e · x = x, za sve x ∈ X;

b) (gh) · x = g · (h · x), za sve g, h ∈ G i x ∈ X.
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Naravno, ne treba ,,mexati“ ovu oznaku sa oznakom operacije u grupi
G (operaciju u grupi qesto ne�emo ni pisati, kao xto smo i do sada
radili u mnogim sluqajevima). U vezi sa dejstvom grupe pojavǉuju se
dva znaqajna pojma.

Definicija 3 Neka grupa G dejstvuje na nepraznom skupu X. Orbita ele-
menta x ∈ X, u oznaci Ω(x), definixe se sa:

Ω(x) := {g · x : g ∈ G}.

Stabilizator elementa x ∈ X, u oznaci Gx, definixe se sa:

Gx := {g ∈ G : g · x = x}.

Navedimo neke primere dejstva grupe na skupu.

Primer 4 Neka je X = R2, a G = Z2. Tada je dejstvo grupe G na skupu X
zadato sa:

0 · (x1, x2) = (x1, x2), 1 · (x1, x2) = (−x1,−x2).

Orbita elementa (x1, x2) ∈ R2 je

Ω(((x1, x2)) = {(x1, x2), (−x1,−x2)}.

Primetimo da je jedino orbita elementa (0, 0) jednoqlana, dok su sve
ostale dvoqlane. ♣

Primer 5 Neka je X = C, a G = Cn (gde je n ≥ 2). Tada je dejstvo grupe G
na X zadato sa:

g · x := gx.

Podsetimo se da je Cn = {z ∈ C : zn = 1}. Dakle, Cn ⊆ C i navedeno
dejstvo zaista jeste definisano. Orbita svakog kompleksnog broja
z 6= 0 je

Ω(z) =
{
e

2kπi
n z : 0 ≤ k < n

}
,

dok je
Ω(0) = {0}.

Dakle, svaka orbita ima ili n elemenata, ili 1 element. ♣

Primer 6 Neka je G proizvoǉna grupa i H neka ǌena podgrupa. Tada je
zadato dejstvo G na G/H sa:

g · (aH) := (ga)H.

U ovom sluqaju orbita ma kog elementa jednaka je celom skupu X. Za
dejstvo koje ima samo jednu orbitu ka�emo da je tranzitivno. ♣

Primer 7 Neka je G proizvoǉna grupa i H neka ǌena podgrupa. Dejstvo
grupe H na skupu G zadato je sa:

h · x := hx.
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Jasno je da je orbita elementa x ∈ G jednaka desnom kosetu Hx. ♣

Primer 8 Neka je G bilo koja grupa i X = G. Dejstvo G na G zadato je sa:

g · x = gxg−1.

Primetimo da se u ovom sluqaju orbite poklapaju sa klasama kon-
jugacije, dok se stabilizatori elemenata iz G poklapaju sa centra-
lizatorima tih elemenata. ♣

Ve� je iz definicije, a posebno iz ovih primera, jasno da se pri-
rodno mo�e uvesti relacija ekvivalencije na skupu na kome dejstvuje
neka grupa tako da se klase ekvivalencije poklapaju sa orbitama.
Izme�u ostalog dobijamo da je X disjunktna unija razliqitih or-
bita.

Slede�i stav povezuje orbitu nekog elementa i ǌegov stabiliza-
tor.

Stav 9 Neka je X neprazan skup i neka grupa G dejstvuje na X. Tada je
Gx ≤ G za svako x ∈ X. Osim toga, postoji bijekcija izme�u G/Gx i Ω(x).

Dokaz. Kako je e · x = x, vidimo da e ∈ Gx. Ukoliko g ∈ Gx, to je
g · x = x. Tada je i

g−1 · x = g−1 · (g · x) = (g−1g) · x = e · x = x,

pa zakǉuqujemo da i g−1 pripada stabilizatoru elementa x. Ako su
g, h ∈ Gx, to je

(gh) · x = g · (h · x) = g · x = x,

pa gh ∈ Gx. Tako smo pokazali da je Gx ≤ G.
Bijekciju f :G/Gx → Ω(x) zadajemo sa

f(g Gx) := g · x.

Proverimo najpre dobru definisanost funkcije f .

g Gx = hGx =⇒ h−1g ∈ Gx
=⇒ (h−1g) · x = x

=⇒ h−1 · (g · x) = x

=⇒ h · (h−1 · (g · x)) = h · x
=⇒ (hh−1) · (g · x) = h · x
=⇒ e · (g · x) = h · x
=⇒ g · x = h · x.

Jasno je da je f ,,na“. Ostaje samo da se proveri da je f ,,1–1“.

g · x = h · x =⇒ h−1 · (g · x) = h−1 · (h · x)
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=⇒ (h−1g) · x = (h−1h) · x
=⇒ (h−1g) · x = e · x
=⇒ (h−1g) · x = x

=⇒ h−1g ∈ Gx
=⇒ g Gx = hGx.

�

Primenom ovog rezultata u sluqaju konaqne grupe, dobijamo slede�u
posledicu.

Posledica 10 Ukoliko konaqna grupa G dejstvuje na nepraznom skupu X,
onda red orbite ma kog elementa deli red grupe G. �

Iskoristimo do sada dobijene rezultate za dokaz Koxijeve teo-
reme.

Dokaz Koxijeve teoreme. Dakle, neka je G konaqna grupa i p prost
broj koji deli red grupe G. Treba dokazati da u G postoji element
reda p. U tu svrhu, neka je H = 〈a〉 neka cikliqna grupa reda p i

X = {(x1, x2, . . . , xp) ∈ Gp : x1x2 · · ·xp = e}.

Primetimo pre svega da je |X| = |G|p−1. Naime, x1, . . . , xp−1 mogu biti
ma koji elementi grupe G, a tada je xp = (x1 · · ·xp−1)−1. Stoga p | |X|.
Dejstvo grupe H na X zadato je sa:

a · (x1, x2, . . . , xp) := (x2, . . . , xp, x1).

Dakle, dejstvo odgovara cikliqnom permutovaǌu date p-torke. Prime-
timo da je dovoǉno zadati dejstvo generatora poxto je H cikliqna
grupa (zaxto?). Kako red orbite ma kog elementa deli red grupe H,
zakǉuqujemo da je red ma koje orbite ili 1 ili p. Primetimo da je
orbita elementa (e, e, . . . , e) jednoqlana. Kako je X disjunktna unija
razliqitih orbita, tj.

X = Ω1 t Ω2 t · · · t Ωk,

za neke orbite Ω1, . . . ,Ωk, i kako postoji bar jedna jednoqlana orbita
zakǉuqujemo da mora postojati bar jox jedna takva. Naime, ukoliko
je npr. Ω1 jedina jednoqlana orbita, dobili bismo jednakost

|G|p−1 = 1 + p(k − 1).

No, ovo nije mogu�e poxto p | |G|. Neka je Ω2 = {(x1, x2, . . . , xp)} jed-
noqlana orbita razliqita od {(e, e, . . . , e)}. Tada mora biti

a · (x1, x2, . . . , xp) = (x1, x2, . . . , xp),
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tj.
(x2, . . . , xp, x1) = (x1, x2, . . . , xp).

Dobijamo da je x1 = x2 = · · · = xp. Oznaqimo taj element sa g. Po
pretpostavci, g 6= e, a osim toga, kako (g, g, . . . , g) ∈ X, mora biti
gp = e. Zakǉuqujemo da je g tra�eni element reda p. �

Videli smo da je broj elemenata u orbiti nekog elementa jednak
indeksu stabilizatora. Da li postoji veza izme�u stabilizatora dva
elementa iz iste orbite? Va�i slede�i stav.

Stav 11 Neka grupa G dejstvuje skupu X. Ako su elementi x i y iz iste
orbite, onda su ǌihovi stabilizatori konjugovane podgrupe.

Dokaz. Po pretpostavci postoji element g ∈ G takav da je y = g · x.
Poka�imo da je

Gy = g Gx g
−1.

⊆: Neka je h ∈ Gy. Kako je y = g · x, to je x = g−1 · y. Dobijamo

(g−1hg) · x = g−1 · (h · (g · x)) = g−1 · (h · y) = g−1 · y = x.

Dakle, g−1hg ∈ Gx, pa h ∈ g Gx g−1.

⊇: Neka je h ∈ Gx. Tada je

(ghg−1) · y = g · (h · (g−1 · y)) = g · (h · x) = g · x = y.

Dakle, g Gx g−1 ⊆ Gy. �

Neka G dejstvuje na X i neka je g element iz G. Skup svih fiksnih
taqaka elementa g, u oznaci Xg zadaje se sa:

Xg := {x ∈ X : g · x = x}.

Primetimo da va�i slede�e:

x ∈ Xg ⇐⇒ g ∈ Gx.

Stav 12 Neka G dejstvuje na X. Ako su elementi g i h konjugovani, onda
postoji bijekcija izme�u skupova Xg i Xh.

Dokaz. Neka je g = khk−1. Definiximo funkciju f :X → X sa f(x) =
k · x. Poka�imo da f uspostavǉa bijekciju izme�u Xh i Xg.

x ∈ Xh ⇒ h · x = x⇒ g · f(x) = g · (k · x) = k · (h · (k−1 · (k · x)))

= k · (h · ((k−1k) · x)) = k · (h · (e · x)) = k · (h · x) = k · x = f(x).

Dakle, f
[
Xh
]
⊆ Xg. No, ako y ∈ Xg, nije texko proveriti da k−1 · y ∈

Xh (proverite!), dok je oqigledno f(k−1 · y) = y. Stoga dobijamo da f
zaista uspostavǉa tra�enu bijekciju. �

Formula koja odre�uje broj razliqitih orbita je veoma korisna u
raznim primenama. Dajemo je u okviru naredne teoreme.
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Teorema 13 Neka konaqna grupa G dejstvuje na konaqnom skupu X. Tada je
broj razliqitih orbita jednak broju

1
|G|

∑
g∈G
|Xg| .

Dokaz. Oznaqimo tra�eni broj razliqitih orbita sa k. Dakle,

X = Ω1 t · · · t Ωk,

gde su Ωi razliqite orbite. Posmatrajmo skup E zadat sa

E = {(g, x) ∈ G×X : g · x = x}.

,,Prebroja�emo“ elemente u E na dva naqina. Primetimo najpre da je

E =
⊔
g∈G
{g} ×Xg.

Dakle,
|E| =

∑
g∈G
|Xg| . (1)

S druge strane,
E =

⊔
x∈X

Gx × {x}.

Prema tome,

|E| =
∑
x∈X

Gx =
k∑
i=1

∑
x∈Ωi

|Gx|.

Kako elementi iz iste orbite imaju konjugovane stabilizatore, to
je |Gx| = |Gy| ukoliko su x i y u istoj orbiti. Izaberimo po jedan
element xi iz svake od orbita Ωi. Dobijamo

|E| =
k∑
i=1

∑
x∈Ωi

|Gxi | =
k∑
i=1

|Ωi||Gxi | =
k∑
i=1

[G : Gxi ]|Gxi | =
k∑
i=1

|G| = k|G|. (2)

Iz (1) i (2) tra�eni rezultat sledi. �

Za kraj navodimo jedan primer primene upravo dokazane formule.

Primer 14 Temena, sredixta ivica i te�ixta strana pravilnog tetrae-
dra treba obele�eti korix�eǌem tri boje. Pokazati da ima ukupno 400707
naqina na koji se to mo�e izvesti.

Ovo zapravo uopxte nije texko pokazati, ma koliko to u poqetku iz-
gledalo. Razmotrimo najpre problem malo pa�ǉivije. Recimo da
�elimo da temena tetraedra obele�imo sa dve boje, npr. plavom i
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crvenom, ali tako da je jedno teme obele�eno plavom bojom, a ostala
crvenom. Jasno je da je to mogu�e uraditi na samo jedan naqin. Naime,
treba imati u vidu da temena nemaju nikakve dodatne oznake. Prema
tome, bilo koje od ǌih obele�imo plavom bojom, a onda sva ostala
crvenom. Ako bismo nax tetraedar zarotirali, dobili bismo samo
drugaqiji raspored temena, ali to je taj isti tetraedar!

Evo kako �emo postupiti pri rexavaǌu zadatka. Oznaqimo sva
temena brojevima 1, 2, 3 i 4. Oznaqimo ivicu qija su krajǌa temena a
i b sa [a, b] (pri qemu je a < b). Na kraju, oznaqimo stranu na kojoj
su temena a, b i c sa [a, b, c] (pri qemu je a < b < c). Dakle, ukupno
imamo 4 + 6 + 4 taqke koje �elimo da obele�imo sa tri boje. Neka
je X skup svih mogu�ih obele�enih tetraedara (sa ovako oznaqenim
temenima, ivicama i stranama) sa tri boje kao u uslovima primera.
Vidimo da je |X| = 314. To naravno nije tra�eni odgovor. Naime,
mnogi od ovih obele�enih tetraedara sa oznaqenim temenima, ivicama
i stranama, zapravo predstavǉaju jedan te isti obele�eni tetraedar,
samo posmatran iz razliqitih uglova (da se tako izrazimo).

U naxem pojednostavǉenom primeru obele�avaǌa temena sa dve
boje tako da je jedno teme obele�eno plavom, a ostala crvenom, do-
bili bismo 4 razliqita oznaqena tetraedra (u zavisnosti od toga koje
od oznaqenih temena smo obele�ili plavom bojom), a zapravo postoji
samo jedno bojeǌe, poxto temena nisu oznaqena u postavci zadatka.
Svaki od ovako obele�enih tetraedara se rotacijom mo�e prevesti
u bilo koji drugi. Tako postupamo i pri rexavaǌu postavǉenog
zadatka. Naime, posmatramo dejstvo grupe rotacija tetraedra na
skupu X i interesuje nas broj razliqitih orbita, poxto su tetraedri
iz iste orbite samo razliqiti polo�aji jednog te istog obele�enog
tetraedra.

Grupa rotacija pravilnog tetraedra je grupa A4. Po formuli izve-
denoj u prethodnoj teoremi, broj razliqitih orbita je

1
|A4|

∑
π∈A4

|Xπ|.

Prisetimo se da je |Xg| = |Xh| ukoliko su elementi g i h konjugovani.
Dakle, dovoǉno je pri primeni gorǌe formule posmatrati samo po
jedan element iz svake klase konjugacije. Kako su klase konjugacije u
grupi A4:

{(123), (124), (134), (234)};
{(132), (142), (143), (243)};
{(12)(34), (13)(24), (14)(23)};

{(1)},
to dobijamo da je broj razliqitih orbita jednak

1
12

(
|X(123)| · 4 + |X(132)| · 4 + |X(12)(34)| · 3 + |X(1)| · 1

)
.
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Odredimo |X(123)|. Teme 4 mo�e biti obele�eno bilo kojom bojom. Ako
je teme 1 obele�eno nekom bojom, onda tom bojom mora biti obele�eno
i teme 2 i teme 3 poxto navedena rotacija tetraedra prevodi teme 1
u teme 2, teme 2 u teme 3, a teme 3 u teme 1, a mi posmatramo skup
fiksnih taqaka pri dejstvu (123). Sliqno, ako je sredixte ivice [1, 2]
obele�ena nekom bojom, onda tom istom bojom mora biti obele�eno i
sredixte ivice [2, 3] i sredixte ivice [1, 3]. Isto to va�i i za ivice
[1, 4], [2, 4] i [3, 4]. Te�ixte strane [1, 2, 3] mo�e biti obele�eno ma
kojom bojom, ali te�ixta strana [1, 2, 4], [1, 3, 4] i [2, 3, 4] moraju biti
obele�ena istom bojom. Dobijamo da je

|X(123)| = 3︸︷︷︸
teme 4

· 3︸︷︷︸
temena 1,2,3

· 3︸︷︷︸
ivice [1,2],[1,3],[2,3]

· 3︸︷︷︸
ivice [1,4],[2,4],[3,4]

·

· 3︸︷︷︸
strana [1,2,3]

· 3︸︷︷︸
strane [1,2,4],[1,3,4],[2,3,4]

= 36.

Potpuno analogno dobijamo da je |X(132)| = 36. S obzirom da je X(1) =
X, odredimo jox i |X(12)(34)|. U ovom sluqaju, temena 1 i 2 moraju biti
obele�ena istom bojom, kao i temena 3 i 4. Sredixte ivice [1, 2], kao
i ivice [3, 4] mo�e biti obele�eno ma kojoj bojom, dok sredixta ivica
[1, 4] i [2, 3] moraju biti obele�ena istom bojom, kao i sredixta ivica
[1, 3] i [2, 4]. Te�ixta strana [1, 2, 3] i [1, 2, 4] moraju biti obele�ena
istom bojom, kao i sredixta strana [1, 3, 4] i [2, 3, 4]. Dobijamo da je

|X(12)(34)| = 3︸︷︷︸
temena 1,2

· 3︸︷︷︸
temena 3,4

· 3︸︷︷︸
ivica [1,2]

· 3︸︷︷︸
ivica [3,4]

·

· 3︸︷︷︸
ivice[1,4],[2,3]

· 3︸︷︷︸
ivice [1,3],[2,4]

· 3︸︷︷︸
strane [1,2,3],[1,2,4]

· 3︸︷︷︸
strane [1,3,4],[2,3,4]

= 38.

Dakle, broj razliqitih orbita je

1
12
(
36 · 4 + 36 · 4 + 38 · 3 + 314 · 1

)
= 400707.

♣

Teoreme Silova

Neka je G grupa i H neka ǌena podgrupa. Uoqimo skup X svih
podgrupa od G konjugovanih sa H.

X = {gHg−1 : g ∈ G}.

Na ovom skupu G dejstvuje konjugovaǌem:

g · (xHx−1) := (gx)H(gx)−1.
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Jasno je da je ovo dejstvo tranzitivno (ima samo jednu orbitu), dok
je stabilizator podgrupe H podgrupa od G, koja se zove normalizator
podgrupe H i oznaqava sa N(H):

N(H) = {g ∈ G : gHg−1 = H}.

Svojstva normalizatora data su u slede�em stavu.

Stav 15 1. H / N(H).

2. Ako je K ≤ G i H /K, onda je K ⊆ N(H).

3. Ako je K ≤ N(H), onda je KH ≤ G, H /KH i KH/H ∼= K/(H ∩K).

Dokaz. 1. Ovo direktno sledi iz definicije normalizatora.

2. Pretpostavimo da je K podgrupa od G takva da je H /K i k ∈ K.
Kako je H / K, to je kHk−1 = H, a to upravo znaqi da je k ∈ N(H).
Dakle, K ⊆ N(H).

3. Jasno je da e ∈ KH. Neka x, y ∈ KH. To znaqi da je x = kh i
y = k1h1, za neke k, k1 ∈ K i h, h1 ∈ H. Tada je

x−1y = (kh)−1(k1h1) = h−1k−1k1h1.

Kako je zHz−1 = H za sve z ∈ K, to znaqi da je i Hz = zH za sve
z ∈ K. Posebno: h−1(k−1k1) = (k−1k1)h′ za neki h′ ∈ H. Stoga je
x−1y = (k−1k1)(h′h1), pa x−1y ∈ KH. Zakǉuqujemo da je KH zaista
podgrupa od G. No, H je oqigledno sadr�ana u KH i lako je proveriti
da je H normalna podgrupa od KH. Neka k ∈ K i h ∈ H. Tada:

(kh)H(kh)−1 = k(hHh−1)k−1

= kHk−1 (jer je hH = H = Hh−1)
= H (jer k ∈ N(H)).

Izomorfizam KH/H ∼= K/(H ∩ K) dokazuje se na isti naqin na koji
se dokazuje takav izomorfizam u dokazu druge teoreme o izomorfizmu
(ovo je zapravo jedna opxtija formulacija te teoreme). �

Svaku konaqnu grupu qiji je red stepen prostog broja p zovemo p-
grupa. Setimo se da smo ranije dokazali da svaka netrivijalna p
grupa ima netrivijalan centar. To �emo koristiti u daǉem radu.

Sada �emo dati neke teoreme koje vixe govori o strukturi konaq-
nih grupa, no xto su to dali dosadaxǌi rezultati. Podsetimo se
Koxijeve teoreme: ukoliko p | |G|, gde je p prost broj, onda u G pos-
toji element reda p. Zapravo mo�emo zakǉuqiti dosta vixe od toga o
postojaǌu p-podgrupa u grupi G ukoliko p deli red te grupe.

Definicija 16 Neka je grupa G reda n. Ukoliko je n = prm, gde p ne
deli m (dakle, ukoliko je pr najve�i stepen broja p koji deli red grupe G),
onda podgrupu grupe G reda pr (ukoliko ona postoji) zovemo Silovǉevom
p-podgrupom grupe G.
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Ispostavǉa se da Silovǉeva p-podgrupa uvek postoji. To je sadr�aj
slede�e teoreme.

Teorema 17 Neka je G konaqna grupa. Za svaki prost broj p koji deli red
grupe G postoji Silovǉeva p-podgrupa te grupe.

Dokaz. Neka je p prost broj i neka p | |G|. Ukoliko je |G| = p, rezultat
je trivijalan. Dokaz izvodimo indukcijom po |G|. Bazu indukcije smo
uradili. Pretpostavimo da je |G| = n i da je tvr�eǌe taqno za sve
grupe sa maǌe od n elemenata. Razmatramo dva sluqaja.

1. U G postoji prava podgrupa H qiji indeks nije deǉiv sa p.
Kako je |H| < |G|, to postoji Silovǉeva p-podgrupa od H. No, najve�i
stepen od p koji deli red grupe G isti je kao i najve�i stepen od p
koji deli |H|: |G| = |H|[G : H], a p ne deli [G : H]. Stoga je Silovǉeva
p-podgrupa od H zapravo i Silovǉeva p-podgrupa od G. Dakle, u ovom
sluqaju ona postoji.

2. Pretpostavimo sada da p deli indeks svake prave podgrupe od G.
Ukoliko G dejstvuje na samoj sebi konjugovaǌem, onda su orbite pri
tom dejstvu klase koǌugovanosti elemenata iz G, a unija jednoqlanih
orbita jednaka je centru te grupe (podsetite se dokaza netrivijal-
nosti centra p-grupe, koji je ura�en u Algebri 1):

|G| = |Z(G)|+ |C1|+ · · ·+ |Ck|,

pri qemu je Ci = Ω(xi) = [G : Gxi ]. Kako p po pretpostavci deli in-
deks svake prave podgrupe, dobijamo da p | |Ci| za sve i. Zakǉuqujemo da
p | |Z(G)| (posebno: Z(G) 6= {e}). Prema Koxijevoj teoremi, u Z(G) pos-
toji element reda p. Oznaqimo ga sa x. Podgrupa H = 〈x〉 je normalna
u G poxto x ∈ Z(G), pa komutira sa svim elementima iz G. Tada je
|G/H| = n

p < n = |G|. Po induktivnoj hipotezi u G/H postoji Silovl-
jeva p-podgrupa. Oznaqimo je sa K ′. Uoqimo kanonski epimorfizam
π : G → G/H, π(g) = gH. Nije texko proveriti da je K = π−1[K ′]
podgrupa od G (proverite!). No, K sadr�i H (zaxto?) i zapravo
je K/H = K ′ (ukoliko K/H vidimo kao podskup od G/H). Stoga je
|K| = p|K ′| i kako je i |G| = p|G/H|, a K ′ je Silovǉeva p-podgrupa od
G/H, to je K Silovǉeva p-podgrupa od G. �

Napomena 1. U ovom dokazu smo koristili Koxijevu teoremu. No, za-
pravo smo mogli i bez ǌe. Naime, jedino nam je bio potreban rezultat
da svaka konaqna Abelova grupa qiji je red deǉiv sa p (radilo se o cen-
tru grupe G) sadr�i element reda p. A ta se qiǌenica lako dokazuje
pomo�u klasifikacije konaqnih Abelovih grupa, koju smo uradili u
Algebri 1.

Dakle, pokazali smo da Silovǉeve p-podgrupe uvek postoje. Pre
nego xto nastavimo, doka�imo jednu tehniqku lemu.

Lema 18 Neka p-grupa H dejstvuje na konaqnom skupu X. Tada je

|XG| ≡ |X| (mod p),
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gde je sa XG oznaqen skup fiksnih taqaka od G:

XG := {x ∈ X : (∀g ∈ G)(g · x = x)}.

Dokaz. Kako je red orbite jednak indeksu stabilizatora elementa te
orbite, i kako je grupa koja dejstvuje jedna p-grupa, to je broj ele-
menata u svakoj nejednoqlanoj orbiti deǉiv sa p. Unija jednoqlanih
orbita je zapravo skup fiksnih taqaka XG. Dakle,

|X| = |XG|+ |Ω1|+ · · ·+ |Ωk|

. gde p | |Ωi| za sve i = 1, k. Sledi da je |X|− |XG| zaista deǉivo sa p.�

Teorema 19 Neka je G konaqna grupa.

1. Svaka p-podgrupa od G sadr�ana je u nekoj Silovǉevoj p-podgrupi od G.

2. Sve Silovǉeve p-podgrupe od G su me�usobno konjugovane.

3. Broj Silovǉevih p-podgrupa od G kongruentan je sa 1 po modulu p.

4. Broj Silovǉevih podgrupa deli red grupe G.

Dokaz. 1. Neka je H neka p-podgrupa od G i P Silovǉeva p-podgrupa.
Razmotrimo najpre sluqaj kada je H ⊆ N(P ). Prema dokazanom stavu
dobijamo da je HP podgrupa od G (zapravo je HP podgrupa od N(P )
– razmislite zaxto) i [HP : P ] = [H : H ∩ P ]. Ukoliko je [H : H ∩
P ] 6= 1, s obzirom da je H jedna p-podgrupa, dobijamo da je i HP
jedna p-podgrupa i da je |HP | > |P |, xto nije mogu�e s obzirom da je
P Silovǉeva p-podgrupa. Zakǉuqujemo da je [H : H ∩ P ] = 1, te je
H = H ∩ P , pa je H ⊆ P . Dakle, u ovom sluqaju smo dobili tra�eni
rezultat.

Posmatramo sada skup S svih konjugata od P . Neka G dejstvuje na S
konjugovaǌem. Dobijamo da je |S| = [G : N(P )] (pogledajte poqetak pre-
davaǌa i prisetite se da je broj elemenata u orbiti indeks stabiliza-
tora). Kako je P ⊆ N(P ) i P je Silovǉeva p-podgrupa, to [G : N(P )]
nije deǉivo sa P (ukoliko H ⊆ K ⊆ G, to je [G : H] = [G : K] · [K : H]
za konaqnu grupu G i ǌene podgrupe K i H – dokaz kasnije!), te ni |S|
nije deǉivo sa p.

Neka sada H dejstvuje na S konjugovaǌem. Na osnovu leme, |S| ≡
|SH | (mod p). Kako p ne deli |S|, to p ne deli ni |SH |. To posebno
znaqi da SH 6= ∅. Neka je Q ∈ SH . To znaqi da je hQh−1 = Q, pa je
H ⊆ N(Q). Na osnovu prvog dela dokaza, zakǉuqujemo da je H ⊆ Q.
Kako je Q podgrupa konjugovana podgrupi P , ona je i sama Silovǉeva
p-podgrupa (ima isti broj elemenata kao i P ), a to znaqi da je zaista
p-podgrupa H sadr�ana u nekoj Silovǉevoj p-podgrupi Q.

2. Ovo smo zapravo ve� dokazali. Naime, ako u prethodnom dokazu
za H uzmemo neku Silovǉevu p-podgrupu, vidimo da smo dokazali da
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je H ⊆ Q(= xPx−1). Kako je |H| = |P |, to dobijamo da je H = xPx−1.
Dakle, S je zapravo skup svih Silovǉevih p-podgrupa.

3. Neka je ponovo H neka Silovǉeva p-podgrupa, koja dejstvuje na S
konjugovaǌem. Svakako H ∈ SH . Pretpostavimo da K ∈ SH . To znaqi
da je hKh−1 = K za sve k ∈ H, pa je H ⊆ N(K). Na osnovu prvog dela
dokaza dobijamo da je H ⊆ K, pa mora biti H = K. Dakle, SH = {H}.
Tada, pomo�u leme, dobijamo da je |S| ≡ 1 (mod p) xto i zavrxava
dokaz.

4. Broj Silovǉevih podgrupa jednak je indeksu normalizatora
bilo koje od ǌih, te stoga deli red grupe G. �

Napomena 2. U dokazu smo koristili slede�i rezultat. Ako je K
podgrupa od H konaqnog indeksa [H : K] i H podgrupa od G konaqnog
indeksa [G : H], onda je

[G : K] = [G : H] · [H : K].

Doka�imo ga.
Pre svega, neka je [G : H] = m i [H : K] = n. Pokaza�emo da je

[G : K] = mn. Kako je [G : H] = m, to postoje elementi g1, g2, . . . , gm ∈ G
takvi da je

G = g1H t g2H t . . . t gmH. (3)

Tako�e postoje i elementi h1, h2, . . . , hn ∈ H za koje je

H = h1K t h2K t . . . t hnK. (4)

Zamenom (4) u (3), dobijamo

G = g1h1K ∪ g1h2K ∪ . . .∪ g1hnK ∪ . . .∪ gmh1K ∪ gmh2K ∪ . . .∪ gmhnK. (5)

Ako poka�emo da su skupovi u navedenoj uniji razliqiti (podsetimo
se da su razliqiti koseti obavezno disjunktni), dokaz �e biti zavr-
xen. No, zaista je tako. Naime, pretpostavimo da je

gihjK = gkhlK, (6)

za neke indekse i, j, k, l. Tada je i

gihjKH = gkhlKH,

a kako je KH = H (zaxto?), to mora biti

gihjH = gkhlH,

pa je
giH = gkH.

No, to je mogu�e jedino ako je i = k. Mno�eǌem (6) sleva sa g−1
i

dobijamo
hjK = hlK,
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no to je mogu�e jedino ako je j = l.

Napomena 3. Neka je |G| = prm, gde p ne deli m. Ako sa sp oz-
naqimo broj Silovǉevih p-podgrupa, onda, na osnovu prethodne teo-
reme, znamo da je sp ≡ 1 (mod p) i da sp | |G|. No, iz qiǌenice sp ≡ 1
(mod p) sledi da sp | m.

Rexive grupe

Pa�ǉiv qitalac bi mogao da primeti da smo za sada dokazali
postojaǌe Silovǉevih p-podgrupa, kao i podgrupa reda p (ukoliko
prost broj p deli red grupe G). No, mada smo mi priqali o svim
p-podgrupama date grupe, ipak nismo eksplicitno pokazali da postoje
p-podgrupe svih mogu�ih redova. Npr. ako je |G| = p5m, gde p ne deli
m, mi znamo da u G postoje podgrupe reda p i reda p5. Ali, da li za-
ista postoje podgrupe reda p2, p3 i p4? Odgovor je naravno potvrdan,
a dokaza�emo i vixe od toga.

Pre svega, uvedimo neke neophodne pojmove.
Za opadaju�i niz podgrupa

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gm,

grupe G ka�emo da je normalan niz ukoliko je Gi+1/Gi za sve i = 0,m− 1.
Ovaj niz je Abelov ukoliko je normalan i ukoliko je Gi/Gi+1 Abelova
grupa za sve i = 0,m− 1. On je cikliqan ukoliko je normalan i ukoliko
je Gi/Gi+1 cikliqna grupa za sve i = 0,m− 1.

Definicija 20 Grupa G je rexiva ukoliko postoji Abelov niz

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gm,

za koji je Gm = {e}.

Primetimo da je rexiva grupa jedna generalizacija Abelove grupe.
Profiǌeǌe niza

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gm,

je niz koji se dobija ,,umetaǌem” novih podgrupa izme�u ve� pos-
toje�ih u nizu. Va�i slede�i stav.

Stav 21 Neka je G konaqna grupa. Tada za svaki Abelov niz

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gm,

postoji profiǌeǌe, koje je cikliqan niz.
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Dokaz. Ovo zapravo nije texko dokazati. Sve se svodi na slede�e.
Neka je G grupa i H ǌena normalna podgrupa tako da je G/H konaqna
komutativna grupa. Tada postoji cikliqan niz podgrupa

G = G0 ⊃ H1 ⊃ · · · ⊃ Hk = H. (∗)

Umetaǌem ovakvih nizova izme�u svake dve grupe u poqetnom nizu,
dobija se tra�eno cikliqno profiǌeǌe.

Doka�imo egzistenciju navedenog cikliqnog niza. Zapravo dokazu-
jemo da postoji cikliqan niz koji poqiǌe grupom G′ = G/H i zavr-
xava se trivijalnom grupom. ,,Podizaǌem” ovog niza do grupe G za-
vrxavamo dokaz. Radimo indukcijom po redu grupe G′. Uzmimo ma
koji element x′ ∈ G′. Ukoliko je G′ = 〈x′〉, dokaz je gotov. U suprot-
nom, grupa G′/〈x′〉 je konaqna komutativna grupa maǌeg reda od G′. Po
induktivnoj pretpostavci, postoji cikliqan niz

G′/〈x′〉 = K ′′0 ⊃ K ′′1 ⊃ · · · ⊃ K ′′l ,

pri qemu je K ′l = {〈x′〉} trivijalna podgrupa od G′/〈x′〉 (xta je neutral
u koliqniqkoj grupi?). Nala�eǌem inverznih slika podgrupa ovog
niza pri kanonskom epimorfizmu p : G′ → G′/〈x′〉, dobijamo normalan
niz

G/H = G′ = K ′0 ⊃ K ′1 ⊃ · · · ⊃ K ′l , (∗∗)

za koji je K ′i/K
′
i+1
∼= K ′′i /K

′′
i+1, a to su sve cikliqne grupe. Naravno,

grupa K ′l je cikliqna sa generatorom x′(= xH). Nala�eǌem inverznih
slika pri kanonskom epimorfizmu π : G→ G/H(= G′) podgrupa u nizu
(∗∗) dobijamo tra�eni cikliqan niz (∗). �

Napomena. U ovom dokazu koristimo slede�i rezultat: ako je f :K →
L epimorfizam grupa i ako su L1 i L2 podgrupe od L pri qemu je L1/L2,
onda je i f−1[L1] / f−1[L2] i f−1[L2]/f−1[L1] ∼= L2/L1. Doka�imo ga.

Da bismo pojednostavili zapis, uvedimo oznake Ki = f−1[Li]. Neka
su x ∈ K2 i y ∈ K1 proizvoǉni elementi. Treba proveriti da xyx−1 ∈
K1 = f−1[L1]. No, f(xyx−1) = f(x)f(y)f(x)−1. Kako y ∈ K1 = f−1[L1], to
f(y) ∈ L1, a kako je L1 / L2, to i f(x)f(y)f(x)−1 ∈ L1, xto je i trebalo
pokazati. Primetimo da ovde nismo koristili qiǌenicu da je f ,,na“.

Za dokaz tra�enog izomorfizma K2/K1
∼= L2/L1, posmatrajmo kom-

poziciju restrikcije homomorfizma f na K2 i prirodnog epimorfizma
p:L2 → L2/L1:

K2

f |K2−→ L2
p−→ L2/L1.

Oznaqimo je sa g. Jasno je da je g ,,na“ (poxto su oba homomorfizma
u kompoziciji takva), dok je tako�e lako proveriti da je Ker(g) = K1.
Prva teorema o izomorfizmu zavrxava dokaz. �

Slede�i stav razrexava prethodno spomenuta nerazjaxǌena pi-
taǌa.
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Stav 22 Svaka p-grupa je rexiva.

Dokaz. Neka je G jedna p-grupa. Radimo indukcijom po redu grupe.
Svaka p-grupa ima netrivijalan centar. Grupa G/Z(G) je tako�e p-
grupa i ǌen red je maǌi od reda grupe G. Po induktivnoj hipotezi,
postoji Abelov niz podgrupa

G/Z(G) = G′0 ⊃ G′1 ⊃ · · · ⊃ G′m = {Z(G)}.

Podizaǌem ovog niza pomo�u kanonskog epimorfizma dobijamo Abelov
niz

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gm = Z(G).

Kako je Z(G) Abelova grupa, to mo�emo dodati trivijalnu grupu na
kraj, xto pokazuje da je grupa G rexiva. �

Zaxto ovaj stav razrexava ranije postavǉena pitaǌa? Kako je
svaka p-grupa rexiva, to svaka p-grupa ima i cikliqan niz. No, svaka
cikliqna grupa ima (taqno) jednu podgrupu za svaki delilac reda te
grupe. To znaqi da zapravo za svaku p-grupu G postoji opadaju�i niz
normalnih podgrupa

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ · · · ⊃ {e}.

pri qemu je Gi/Gi+1 cikliqna grupa reda p (razmislite zaxto). No,
tada sledi da, ako je |G| = pn, onda je |Gi| = pn−i, te u p-grupi postoje
podgrupe svih mogu�ih redova. Rezultat za proizvoǉnu konaqnu grupu
dobijamo primenom qiǌenice da Silovǉeva p-podgrupa uvek postoji.

Slede�i stav je veoma va�an u primenama teorije grupa na problem
rexivosti algebarskih jednaqina.

Stav 23 Grupa Sn nije rexiva ako je n ≥ 5.

Dokaz. Podsetimo se dva poznata rezultata:

1. [Sn,Sn] = An

2. Ako je H normalna podgrupa grupe G i G/H komutativna, onda
je [G,G] ⊆ H.

Pretpostavimo da je n ≥ 5 i da je Sn rexiva grupa. Posebno, to znaqi
da postoji normalna podgrupa H od Sn takva da je Sn/H Abelova. No,
prema 2. to znaqi da [Sn, Sn] ⊆ H, a prema 1. da je An ⊆ H. Dakle, ako
je Sn/H netrivijalna, mora biti H = An.

Doka�imo da je za n ≥ 5: [An, An] = An. Ovo zapravo nije texko
dokazati. Naime,

(abc)(cde)(abc)−1(cde)−1 = (adc),
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gde su a, b, c, d, e me�usobno razliqiti. Dakle, svaki 3-cikl mo�emo do-
biti kao komutator neka druga dva 3-cikla, pa, kako je An generisano
3-ciklima, dobijamo da je [An, An] = An.

Sada je jasno zaxto Sn ne mo�e biti rexiva. Naime, Abelov niz
poqiǌe sa: Sn ⊃ An i postavǉa se pitaǌe kako ga nastaviti. Ako je
K normalna podgrupa od An takva da je An/K Abelova grupa, onda
[An, An] ⊆ K, no, kako je [An, An] = An, to mora biti K = An i ne
mo�emo nastaviti nax niz. Kako An nije komutativna, dobijamo da Sn
nije rexiva grupa. �

Grupe Sn za n ≤ 4 jesu rexive. Ukoliko je n = 4, onda je Abelov
niz dat sa: S4 ⊃ A4 ⊃ V ⊃ {(1)}, poxto je Klajnova grupa V Abelova.
Ostali sluqajevi su jox lakxi. Qiǌenica da su ove grupe rexive
omogu�ava rexavaǌe jednaqina drugog, tre�eg i qetvrtog stepena ,,u
radikalima“, ali to je priqa za kasnije.

Uradimo za kraj nekoliko primera.

Primer 24 Svaka grupa reda pq, gde su p i q prosti brojevi, je rexiva.

Rexeǌe. Naravno, jedino je zanimǉiv sluqaj kada je p 6= q (zaxto?).
No, i on je lak. Neka je |G| = pq i p < q. Na osnovu Koxijeve teoreme,
u grupi G postoji element x reda q. Ako je H podgrupa generisana sa
x, onda je [G : H] = p, a kako je p najmaǌi prost broj koji deli red
grupe G, H mora biti normalna. Stoga Abelov (zapravo i cikliqan)
niz: G ⊃ H ⊃ {e} pokazuje da je grupa G rexiva. ♣

Primer 25 Svaka grupa reda p2q, gde su p i q prosti brojevi, je rexiva.

Rexeǌe. I ovde imamo nexto novo samo ako je p 6= q.

1. p > q. Ako sa sp oznaqimo broj Silovǉevih p-podgrupa od G,
onda znamo da je sp ≡ 1 (mod p) i da sp | q. No, ako je sp = q, onda
p | (q − 1), xto nije mogu�e, jer je p > q. Stoga je sp = 1 i jedina
Silovǉeva p-podgrupa je normalna. Ako je oznaqimo sa H, dobijamo
Abelov niz: G ⊃ H ⊃ {e}. Naime, G/H je reda q, pa je cikliqna, a H
je, kao grupa reda p2 komutativna.

2. p < q. Znamo da je sq ≡ 1 (mod q) i da sq | p2. Ukoliko je sq = 1,
postupamo kao u prethodnom sluqaju. Pretpostavimo da je sq 6= 1.

a) sq = p. Tada q | (p− 1), xto nije mogu�e, jer je q > p.

b) sq = p2. To znaqi da q | (p2 − 1), tj. q | (p − 1)(p + 1). Kako
je q prost broj, to q | (p − 1), ili q | (p + 1). Poxto je q > p, mora
biti q | (p+ 1), ali i to je mogu�e jedino u sluqaju da je q = p+ 1. S
obzirom da su p i q prosti brojevi, mora biti p = 2, q = 3. Dakle,
naxa grupa G je reda 12. Osim toga, s3 = 4. Ukoliko je s2 = 1, dobijamo
Abelov niz, stoga pretpostavǉamo da je s2 = 3. Neka su H1, H2, H3, H4

Silovǉeve 3-podgrupe. Kako je Hi ∩ Hj = {e}, za i 6= j, to dobijamo
da je |H1 ∪H2 ∪H3 ∪H4| = 4 · 2 + 1 = 9. Neka su K1,K2,K3 Silovǉeve
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2-podgrupe. S obzirom da je |Ki| = 4, to u K1 ∪K2, sem neutrala, ima
bar jox 4+4−2 = 6 elemenata. Tako smo dobili da u naxoj grupi ima
bar 15 elemenata. Kako je ona reda 12, to smo doxli do kontradikcije
i time je dokaz zavrxen. ♣

Primer 26 Svaka grupa reda 2pq, gde su p i q prosti brojevi, je rexiva.

Rexeǌe. Jasno je da imamo nexto novo samo ukoliko su p i q razli-
qiti neparni prosti brojevi. Neka je p < q.

Ukoliko je sp = 1, ili sq = 1, sve je jasno. Naime, tada je jedna
od Silovǉevih podgrupa normalna, te je i proizvod te Silovǉeve
podgrupe i Silovǉeve podgrupe, koja odgovara drugom prostom broju
tako�e podgrupa, a kako je indeksa 2, ta podgrupa je normalna. Tako
dobijamo Abelov niz: G ⊃ HK ⊃ H ⊃ {e} (gde smo sa H i K oznaqili
odgovaraju�e Silovǉeve podgrupe). Dakle, u daǉem pretpostavǉamo
da je sp 6= 1 i sq 6= 1. Kako je p < q, mora biti sq = 2p (zaxto?).
Neka su H1, . . . ,H2p Silovǉeve q-podgrupe. U ǌihovom uniji ima (sem
neutrala) 2p(q − 1) elemenata. Kako je sp > 1 po pretpostavci, to
ima bar q Silovǉevih p-podgrupa. Oznaqimo ih sa K1, . . . ,Kq. U
ǌima sem neutrala ima q(p − 1) elemenata. Zakǉuqujemo da u uniji
H1∪. . .∪H2p∪K1 . . .∪Kq ima 2p(q−1)+q(p−1)+1 elemenata. Ostavǉamo
qitaocima za ve�bu da doka�u da je 2p(q− 1) + q(p− 1) + 1 > 2pq, te smo
tako dobili kontradikciju. ♣
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Komutativni prsteni sa jedinicom

Ideali i homomorfizmi

Kao xto u teoriji grupa imamo pojam podgrupe neke grupe, tako i
u teoriji komutativnih prstena sa jedinicom imamo pojam potprstena
sa jedinicom.

Definicija 27 Neka su (A,+, ·) i (B,+′, ·′) komutativni prsteni sa jedini-
com pri qemu je B ⊆ A. Ukoliko je za sve x, y ∈ B ispuǌeno:

x+ y = x+′ y, x · y = x ·′ y

i 1A = 1B , onda je B jedan potprsten sa jedinicom prstena A.

Primetimo da tako�e va�i i 0A = 0B, no ta se qiǌenica mo�e izvesti
iz preostalih, xto nije taqno za jednakost 1A = 1B. Na primer, neka
je A = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} i B = {(0, 0), (1, 0)}, gde su operacije
definisane po koordinatama, a na svakoj koordinati su sabiraǌe,
odnosno mno�eǌe po modulu 2. Tada B jeste komutativan prsten sa
jedinicom, no jedinica u B je element (1, 0), a jedinica u A je (1, 1).
Stoga B nije potprsten sa jedinicom prstena A.

Va�niji od pojma potprstena je pojam ideala.

Definicija 28 Neka je A komutativan prsten sa jedinicom i I neprazan
podskup od A. Tada je I ideal u A ukoliko

1. za sve x, y ∈ I: x+ y ∈ I;

2. za sve a ∈ A i x ∈ I: a · x ∈ I.

Primetimo da 0 ∈ I za svaki ideal I. Naime, kako je I neprazan,
to postoji x ∈ I. No, tada je i 0 = 0 · x ∈ I. Oznaka I / A oznaqava da
je I ideal u A.

Sa idealima se mogu vrxiti operacije sabiraǌa i mno�eǌa kao i
sa elementima.

Definicija 29 Neka su I i J ideali prstena A.

1. I + J := {x+ y : x ∈ I, y ∈ J};

2. I · J := {x1y1 + · · · + xnyn : xi ∈ I za sve i = 1, n, yj ∈ J za sve j =
1, n, i sve n ≥ 1}.

Direktna provera pokazuje da su I + J i I · J zaista ideali u prstenu
A. Ideal I + J je najmaǌi ideal, koji sadr�i (kao svoje podskupove)
ideale I i J , dok je I ·J zapravo najmaǌi ideal koji sadr�i sve mogu�e
proizvode elemenata iz I sa elementima iz J .
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Kao i u sluqaju podgrupa, presek dva ideala I∩J jeste ideal, dok je
ǌihova unija I∪J ideal ako i samo ako je jedan od tih ideala sadr�an
u drugom. Zapravo, ako posmatramo samo operaciju sabiraǌa, prime-
timo da su ideali podgrupe grupe (A,+), a znamo da iz qiǌenice da
je unija dve podgrupe podgrupa, sledi da je jedna od ǌih sadr�ana u
drugoj. Drugi smer se lako proverava.

Navedimo neke primere.

Primer 30 Ako je A komutativan prsten sa jedinicom i a ∈ A proizvoǉan
element, onda je

〈a〉 := {r · a : r ∈ A},

ideal. Ovaj ideal se naziva glavni ideal generisan elementom a.

Kako je r · a+ s · a = (r + s) · a, kao i s · (r · a) = (sr) · a, vidimo da je 〈a〉
zaista ideal u prstenu A. ♣

Primer 31 Svaki ideal u Z je oblika 〈m〉 za neki prirodan broj m.

Neka je I / Z. Kako je (I,+) podgrupa grupe (Z,+), to na osnovu
prethodnog znaǌa o podgrupama grupe Z, dobijamo da je I = 〈m〉. ♣

Napomena. Ideal 〈m〉 oznaqava se i sa mZ (skup svih celobrojnih
umno�aka broja m).

Primer 32 Neka su m i n pozitivni celi brojevi. Odrediti:

〈m〉 · 〈n〉, 〈m〉+ 〈n〉, 〈m〉 ∩ 〈n〉.

Pre svega, 〈a〉 · 〈b〉 = 〈ab〉 va�i u svakom prstenu i za sve elemente a i
b (proverite!). Stoga je 〈m〉 · 〈n〉 = 〈mn〉. Na osnovu definicije:

〈m〉+ 〈n〉 = {mx+ ny : x, y ∈ Z}.

Kako mi znamo da je 〈m〉+ 〈n〉 sigurno glavni ideal, potrebno je samo
odrediti koji je ǌegov generator. No, nije potrebno mnogo razmi-
xǉati o tome. Iz gorǌe jednakosti se prosto name�e da je

〈m〉+ 〈n〉 = 〈d〉,

gde je d = NZD(m,n). Pre svega, dobro nam je poznato da uvek postoje
p, q ∈ Z za koje je mp + nq = d. Stoga, d ∈ 〈m〉 + 〈n〉, pa mora biti i
〈d〉 ⊆ 〈m〉 + 〈n〉. No, kako d | m i d | n, to postoje m1 i n1 takvi da je
m = dm1 i n = dn1. Ukoliko je mx+ny proizvoǉan element iz 〈m〉+〈n〉
dobijamo:

mx+ ny = dm1x+ dn1y = d(m1x+ n1y),

te zakǉuqujemo da mx+ ny ∈ 〈d〉
Odredimo jox i 〈m〉 ∩ 〈n〉. Primetimo da x ∈ 〈m〉 ∩ 〈n〉 ako i samo

ako m | x i n | x. No, to upravo znaqi da je 〈m〉 ∩ 〈n〉 = 〈NZS(m,n)〉. ♣
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Primer 33 U prstenu Z[X] postoji ideal koji nije glavni.

Posmatrajmo ideal I generisan sa dva elementa 2 i X, I = 〈2, X〉
(oznaka 〈S〉 oznaqava najmaǌi ideal (koji uvek postoji jer je presek
ma koje kolekcije ideala ideal) koji sadr�i skup S; u sluqaju da je
S = {x1, . . . , xn} pixemo 〈x1, . . . , xn〉, umesto 〈{x1, . . . , xn}〉). Ovaj ideal
sigurno nije glavni. Naime, pretpostavimo da je

〈2, X〉 = 〈a(X)〉,

za neki polinom a(X). Kako je 2 ∈ 〈a(X)〉, to mora biti 2 = a(X) · b(X)
za neki polinom b(X). To znaqi da je a(X) konstantan polinom. No, iz
qiǌenice da X ∈ 〈a(X)〉, sledi da a(X) | X, pa mora biti a(X) = 1, ili
a(X) = −1. To bi znaqilo da je 1 = 2p(X) + Xq(X) za neke polinome
p(X), q(X) ∈ Z[X]. No, zamenom 0 umesto X dobijamo da je tada 1 =
2p(0), te bi sledilo da 1

2 ∈ Z. Zakǉuqujemo da navedeni ideal nije
glavni. ♣

Primer 34 Neka je K ma koje poǉe. Tada je svaki ideal u prstenu K[X]
glavni.

U dokazu �emo koristiti qiǌenicu da za polinome a(X) i b(X) iz
K[X] za koje je b(X) 6= 0 postoje i jednoznaqno su odre�eni polinomi,
q(X) i r(X) takvi da je

a(X) = q(X)b(X) + r(X), r(X) = 0 ili deg r(X) < deg b(X).

Ovo je poznato euklidsko deǉeǌe polinoma, ili deǉeǌe sa ostatkom,
sa kojim smo upoznati u sredǌoj xkoli (doduxe samo za realne, odnosno
kompleksne polinome, ali lako se vidi da se ovakvo deǉeǌe mo�e
izvesti u ma kom poǉu).

Neka je I / K[X]. Ukoliko je I = {0}, jasno je da je I glavni ideal
generisan elementom 0. Pretpostavimo stoga da je I 6= {0}. Neka je
µ moniqan polinom najmaǌeg stepena koji se nalazi u I. Taj polinom
sigurno postoji poxto je I ideal. Doka�imo da je I = 〈µ〉. Posmatraj-
mo proizvoǉni element a ∈ I. Na osnovu rezultata navedenog gore,
postoje polinomi q i r (qitalac sigurno prime�uje da ponekad poli-
nome oznaqavamo sa a(X), a ponekad i samo sa a, kao i da proizvod dva
elementa u prstenu ponekad pixemo bez oznake operacije mno�eǌa)
takvi da je a = qµ+ r, pri qemu je stepen polinoma r maǌi od stepena
polinoma µ, ili je r = 0. Kako a, µ ∈ I, dobijamo da je r = a−qµ tako�e
iz I. No, ukoliko je r 6= 0, mno�eǌem inverzom vode�eg koeficijenta
od r dobili bismo da se u I nalazi moniqan polinom stepena maǌeg od
stepena polinoma µ xto protivreqi izboru polinoma µ. Zakǉuqujemo
da mora biti r = 0, tj. da µ | a, te da a ∈ 〈µ〉, qime je dokaz zavrxen.♣

Primer 35 Neka je K poǉe i I / K. Tada je I = {0}, ili je I = K.
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Pretpostavimo da je I ideal u K i da je I 6= {0}. To znaqi da ideal
I sadr�i neki element x 6= 0. Ukoliko je a ma koji element iz K,
dobijamo da i a pripada idealu I. Naime, kako je I ideal, a x 6= 0, to
postoji x−1 i element (ax−1) ·x mora pripadati idealu I, a jasno je da
je taj element jednak elementu a. ♣

Primer 36 Neka je A ma koji komutativan prsten sa jedinicom i u ∈ U(A).
Tada je 〈u〉 = A.

Dokaz se izvodi na isti naqin kao u prethodnom primeru. ♣

Pre�imo sada na pojam homomorfizma prstena.

Definicija 37 Neka su (A,+, ·) i (B,+′, ·′) dva komutativna prstena sa
jedinicom. Funkcija f :A → B je homomorfizam prstena ukoliko je f(1A) =
1B i ukoliko za sve x, y ∈ A va�i:

f(x+ y) = f(x) +′ f(y) i f(x · y) = f(x) ·′ f(y).

Primer 38 Funkcija ρn: Z→ Zn zadata sa ρn(x) := ρ(x, n), gde je sa ρ(x, n)
oznaqen ostatak pri deǉeǌu x sa n, je jedan homomorfizam prstena.

Ovaj homomorfizam �emo iskoristiti da opixemo ideale u prstenima
Zn, no pre toga �emo navesti neke opxte rezultate o homomorfizmima.

Definicija 39 Neka je f :A → B homomorfizam komutativnih prstena sa
jedinicom. Jezgro homomorfizma f , u oznaci Ker(f) definixe se sa:

Ker(f) := {x ∈ A : f(x) = 0B}.

Stav 40 Neka je f :A → B homomorfizam komutativnih prstena sa jedini-
com. Tada va�i:

a) Ker(f) / A;

b) ako je J / B onda je f−1[J ] / A;

v) ako je I / A i f ,,na“, onda je f [I] / B.

Dokaz.

a) Neka x, y ∈ Ker(f). Tada je

f(x+ y) = f(x) +′ f(y) = 0B +′ 0B = 0B ,

pa x+ y ∈ Ker(f).
Ukoliko je x ∈ Ker(f) i a ∈ A:

f(a · x) = f(a) ·′ f(x) = f(a) ·′ 0B = 0B ,

te a · x ∈ Ker(f).
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b) Neka je J ideal u B i x, y ∈ f−1[J ]. To znaqi da je f(x) ∈ J i
f(y) ∈ J . Kako je J ideal, zakǉuqujemo da i f(x+ y) = f(x) +′ f(y) ∈ J .
Dakle, x+ y ∈ f−1[J ].

Tako�e, ukoliko je x ∈ f−1[J ] i a ∈ A, dobijamo da je f(a · x) =
f(a) ·′ f(x) ∈ J , poxto f(x) ∈ J , a J je ideal.

v) Neka su u, v ∈ f [I]. To znaqi da je u = f(x) i v = f(y) za neke x, y ∈ I.
Kako je I ideal, to je x+ y ∈ I, a kako je u+′ v = f(x) +′ f(y) = f(x+ y),
zakǉuqujemo da je u+′ v ∈ f [I].

Ukoliko je u ∈ f [I], a b ∈ B, s obzirom da je po pretpostavci f ,,na“,
dobijamo da postoji a ∈ A tako da je b = f(a). Osim toga je u = f(x) za
neko x ∈ I. Kako je I ideal, a·x pripada I, pa je b·′u = f(a)·f(x) = f(a·x)
iz f [I]. �

Primetimo da je, kao i u sluqaju homomorfizma grupa, Ker(f) = {0}
ako i samo ako je homomorfizam injektivan.

U opxtem sluqaju direktna slika ideala ne mora biti ideal. Na
primer, jasno je da funkcija i: Z → Q definisana sa i(x) = x za sve
x ∈ Z, jeste homomorfizam (to je inkluzija prstena celih brojeva u
poǉe racionalnih brojeva). No,

i[〈2〉] = {2m : m ∈ Z},

a to oqigledno nije ideal u Q, poxto su, na osnovu ranije dokazanog,
jedini ideali u Q: {0} i Q.

Primer 41 Neka je n ≥ 2 ceo broj. Tada je svaki ideal u Zn glavni.

Iskoristi�emo homomorfizam ρn: Z→ Zn, koji je i ,,na“. Neka je J/Zn.
Tada je ρ−1

n [J ] / Z. Na osnovu strukture ideala prstena Z, znamo da
postoji m ≥ 0 takav da je ρ−1

n [J ] = 〈m〉. No, tada je

J = ρn[ρ−1
n [J ]] = ρn[〈m〉] = 〈ρn(m)〉.

Primetimo da jednakost J = ρn[ρ−1
n [J ]] sledi iz qiǌenice da je ρn ,,na“,

dok je jasno da je f [〈a〉] = 〈f(a)〉 za svaki epimorfizam (homomorfizam
koji je ,,na“) f i svaki element a (poka�ite da je ovo taqno!). ♣

Napomena. Mo�da je qitalac primetio da smo ovaj rezultat mogli da
doka�emo kao i u sluqaju prstena celih brojeva. Naime, svaki ideal u
Zn je i podgrupa cikliqne grupe, pa je time i sama cikliqna. A znamo
kako izgledaju cikliqne podgrupe grupe Zn. U ovom dokazu samo treba
obratiti pa�ǌu na qiǌenicu da je svaka podgrupa od Zn zaista ideal
(u sluqaju prstena Z, to je trivijalno ispuǌeno, poxto se mno�eǌe
elementima iz Z zapravo svodi na sabiraǌe (uz eventualno mno�eǌe
sa −1 koje odgovara tra�eǌu suprotnog elementa). Qiǌenica da je to
ispuǌeno i za Zn zahteva mali dokaz. Razmislite malo o tome.

Primer 42 Navesti primer komutativnog prstena sa jedinicom i podgrupe
aditivne grupe tog prstena, koja nije ideal.
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Posmatramo prsten A = Z2×Z2. Ovde su operacije definisane po koor-
dinatama i zapravo je A direktan proizvod prstena Z2 i Z2 (ponovite
pojam direktnog proizvoda algebri). Skup {(0, 0), (1, 1)} je podgrupa
aditivne grupe tog prstena, ali nije ideal poxto element (1, 0)·(1, 1) =
(1, 0) ne pripada tom skupu, a (1, 1) mu pripada. ♣

Primer 43 Na�i sve ideale u prstenu Z12.

Znamo da su svi ideali u ovom prstenu glavni. Tako�e znamo da je
svaki element u Z12 ili deliteǉ nule ili invertibilan. Kako svaki
invertibilan element generixe, prema jednom od ranije navedenih
primera, ceo prsten, ostaje da se vidi koje ideale generixu deliteǉi
nule. Primetimo da je m ∈ Z12 deliteǉ nule ako i samo ako 2 | m ili
3 | m (zaxto?). Stoga je

Z(Z12) = {0, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10}.

Primetimo da, poxto je 5 ∈ U(Z12) i 10 = 5 ·12 2 imamo da je 〈10〉 = 〈2〉
(razmislite kako se ovo mo�e generalisati). Tako�e je 9 = −3 =
(−1) · 3, pa je i 〈9〉 = 〈3〉. Dobijamo da je i 〈8〉 = 〈4〉.

S druge strane, 〈2〉 6= 〈4〉. Naime, pretpostavimo da 2 ∈ 〈4〉. Tada
bi postojao m ∈ Z12 takav da je 2 = 4 ·12 m. To bi znaqilo da postoji
ceo broj q takav da je 2 = 4m+ 12q. Deǉeǌem sa 2 dobili bismo da je
1 = 2m+ 6q za neke cele brojeve m i q xto svakako nije mogu�e. Kako
je oqigledno 4 ∈ 〈2〉, to dobijamo da je 〈4〉 ⊂ 〈2〉 (ideal generisan sa 4
je pravi podskup ideala generisanog sa 2). Na sliqan naqin se dobija
da je 〈6〉 ⊂ 〈3〉. Qitaocima ostavǉamo da se uvere da su svi razliqiti
ideali prstena Z12 slede�i:

〈0〉, 〈2〉, 〈3〉, 〈4〉, 〈6〉,Z12.

Homomorfizmi i koliqniqki prsteni

Od sada pretpostavǉamo da su svi ideali sa kojima radimo pravi,
tj. da nisu jednaki celom prstenu.

Definicija 44 Neka je I / A. Na A definixemo relaciju kongruencije po
modulu I sa:

a ≡ b (mod I) akko a− b ∈ I.

Proverimo da je ova relacija zaista kongruencija.

Refleksivnost. Kako je a−a = 0 ∈ I, to je zaista a ≡ a (mod I) za sve
a ∈ A.

Simetriqnost. Neka je a ≡ b (mod I). To znaqi da a − b ∈ I, no,
mno�eǌem sa (−1) dobijamo da i b− a = (−1)(a− b) pripada I.
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Tranzitivnost. Neka je a ≡ b (mod I) i b ≡ c (mod I). Dakle, a−b ∈ I
i b− c ∈ I. No, tada je i

a− c = (a− b) + (b− c) ∈ I.

Slagaǌe sa +. Neka je a ≡ a′ (mod I) i b ≡ b′ (mod I). Dakle, a−a′ ∈
I i b− b′ ∈ I. Dobijamo da je

(a+ b)− (a′ + b′) = (a− a′) + (b− b′) ∈ I.

Slagaǌe sa ·. Neka je a ≡ a′ (mod I) i b ≡ b′ (mod I). Dakle, a−a′ ∈ I
i b− b′ ∈ I. Dobijamo da je

a · b− a′ · b′ = (a · b− a′ · b) + (a′ · b− a′ · b′) = (a− a′) · b+ a′ · (b− b′) ∈ I.

Primetimo da je klasa ekvivalencije elementa a zapravo skup

a+ I = {a+ x : x ∈ I}.

Skup klasa ekvivalencije oznaqavamo sa A/I. Na osnovu prethodnog
dobijamo da je struktura (A/I,+, ·) jedan komutativan prsten sa je-
dinicom gde su operacije + i · definisane sa:

(a+ I) + (b+ I) := (a+ b) + I, (a+ I) · (b+ I) := (a · b) + I.

Naravno da neke od ovih zagrada ne�emo uvek zapisivati.
Kao i u sluqaju grupa, va�e i teoreme o izomorfizmima za prstene.

Navex�emo samo prvu.

Teorema 45 (Teorema o izomorfizmima za prstene) Neka je f :A→ B homo-
morfizam komutativnih prstena sa jedinicom. Tada je f̃ :A/Ker(f) → Im(f)
zadato sa:

f̃(a+ Ker(f)) := f(a)

izomorfizam komutativnih prstena sa jedinicom.

Dokaz. Proverimo najpre da je f̃ dobro definisano. U tu svrhu, neka
je a+Ker(f) = b+Ker(f). To znaqi da a−b ∈ Ker(f), tj. da je f(a) = f(b).
Zakǉuqujemo da je f̃ zaista dobro definisano.

Proverimo da je f̃ homomorfizam.

f̃((a+ Ker(f)) + (b+ Ker(f))) = f̃((a+ b) + Ker(f)) = f(a+ b) =

= f(a) + f(b) = f̃(a+ Ker(f)) + f̃(b+ Ker(f)).

f̃((a+ Ker(f)) · (b+ Ker(f))) = f̃((a · b) + Ker(f)) = f(a · b) =

= f(a) · f(b) = f̃(a+ Ker(f)) · f̃(b+ Ker(f)).
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Jasno je da je f̃ ,,na“. Ostaje da se proveri da je f̃ ,,1–1“.

f̃(a+ Ker(f)) = f̃(b+ Ker(f)) =⇒ f(a) = f(b)
=⇒ f(a− b) = 0
=⇒ a− b ∈ Ker(f)
=⇒ a+ Ker(f) = b+ Ker(f).

Proverimo jox i da f̃ slika jedinicu prstena u jedinicu prstena:

f̃(1A + Ker(f) = f(1A) = 1B .

Zakǉuqujemo da je f̃ zaista jedan izomorfizam komutativnih prstena
sa jedinicom. �

Primer 46 Neka je I / A. Tada je p:A→ A/I jedan epimorfizam. ♣

Primer 47 Za sve n ≥ 1 va�i: Z/nZ ∼= Zn.

Homomorfizam ρn: Z → Zn, dat ranije, je ,,na“, a osim toga Ker(ρn) =
nZ, te rezultat sledi. ♣

Ve� smo u prethodnoj lekciji naveli pojam direktnog proizvoda
dva prstena, a i poznat nam je opxti pojam direktnog proizvoda alge-
bri, no ipak dajmo i tu definiciju.

Definicija 48 Neka su (A1,+1, ·1), . . . (An,+n, ·n) komutativni prsteni sa
jedinicom. Na Dekartovom proizvodu

A = A1 × · · · ×An,

zadajemo strukturu komutativnog prstena sa jedinicom sa:

(a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn) := (a1 +1 b1, . . . , an +n bn)

(a1, . . . , an) · (b1, . . . , bn) := (a1 ·1 b1, . . . , an ·n bn)

Primetimo da je 0A = (01, . . . , 0n) i 1A = (11, . . . , 1n).

Stav 49 Neka sum1, . . . ,mn pozitivni celi brojevi za koje va�i: NZD(mi,mj) =
1 za sve i 6= j. Tada je

Z/(m1 · · ·mn)Z ∼= (Z/m1Z)× · · · × (Z/mnZ).

Dokaz. Definiximo homomorfizam

f : Z→ (Z/m1Z)× · · · × (Z/mnZ)

sa:
f(x) = (x+m1Z, . . . , x+mnZ).

25



Ostavǉamo qitaocima da provere da je f zaista homomorfizam. Odre-
dimo jezgro ovog homomorfizma. Neka je x ∈ Ker(f). To znaqi da je
f(x) = (m1Z, . . . ,mnZ), tj. to znaqi da x ∈ m1Z, . . . , x ∈ mnZ. Dakle,
u jezgru se nalaze oni celi brojevi, koji su deǉivi svim brojevima
m1, . . . ,mn. Kako su mi uzajamno prosti to jezgro qine umnoxci od
m1 · · ·mn, tj.

Ker(f) = (m1 · · ·mn)Z.
Dobijamo da je

Z/(m1 · · ·mn)Z ∼= Im(f).

No, kako je Z/mZ ∼= Zm, to je

|Z/(m1 · · ·mn)Z| = m1 · · ·mn = |(Z/m1Z)× · · · × (Z/mnZ)|.

Zakǉuqujemo da f mora biti ,,na“. Time smo dobili tra�eni izomor-
fizam. �

Posledica 50 (Kineska teorema o ostacima) Neka sum1, . . . ,mn pozitivni
celi brojevi koji su par po par uzajamno prosti i x1, . . . , xn proizvoǉni celi
brojevi. Tada postoji ceo broj x takav da je

x ≡ x1 (mod m1)

x ≡ x2 (mod m2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

x ≡ xn (mod mn)

Ako je x′ neki drugi ceo broj koji zadovoǉava navedeni sistem kongruencija,
onda je

x ≡ x′ (mod m1 · · ·mn).

Dokaz. Posmatrajmo element

(x1 +m1Z, . . . , xn +mnZ) ∈ (Z/m1Z)× · · · × (Z/mnZ).

Kako je homomorfizam f , iz dokaza prethodne teoreme, ,,na“, to postoji
x ∈ Z koji se slika u navedeni element, tj. postoji x ∈ Z za koji je

x+m1Z = x1 +m1Z, . . . , x+mnZ = xn +mnZ,

no, to upravo znaqi da je

x ≡ x1 (mod m1), . . . , x ≡ xn (mod mn).

Ukoliko je x′ drugi ceo broj koji zadovoǉava navedene kongruencije,
to znaqi da je f(x) = f(x′), tj.

x− x′ ∈ Ker(f) = (m1 · · ·mn)Z,

kao xto je i tvr�eno. �

Zapravo, u proizvoǉnom prstenu va�i odgovaraju�a teorema, koju
tako�e nazivamo Kineskom teoremom o ostacima. Potrebna nam je na-
jpre jedna definicija.
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Definicija 51 Ideali I i J komutativnog prstena sa jedinicom A su ko-
prosti (uzajamno prosti) ukoliko je I + J = A.

Teorema 52 (Kineska teorema o ostacima) Neka su ideali I1, . . . , In ko-
mutativnog prstena sa jedinicom A par po par uzajamno prosti. Tada va�i
izomorfizam:

A/(I1 ∩ . . . ∩ In) ∼= A/I1 × · · · ×A/In.

Dokaz. Dokaz je nexto te�i nego u sluqaju prstema celih brojeva.
Posmatramo homomorfizam f :A→ A1 × · · · ×An definisan sa:

f(x) = (x+ I1, . . . , x+ In).

Nije texko proveriti da je ova funkcija zaista jedan homomorfizam
(proverite to).

Jasno je da je jezgro ovog homomorfizma presek svih ideala. Jedino
treba proveriti da je f ,,na”.

Primetimo da va�i slede�i rezultat. Ako su I i J koprosti, a
tako�e i I i K, onda su i I i JK tako�e koprosti. Naime, kako su I i
J koprosti sledi da je I+J = A. Posebno, postoji x1 ∈ I i y ∈ J takvi
da je x1 + y = 1. Sliqno, postoji x2 ∈ I i z ∈ K tako da je x2 + z = 1.
Mno�eǌem ove dve jednakosti dobijamo

(x1x2 + x1z + x2y) + yz = 1.

Kako x1x2 + x1z + x2y ∈ I, a yz ∈ JK (zaxto?), to 1 ∈ I + JK, te mora
biti I + JK = A (zaxto?), pa su I i JK uzajamno prosti. Iz ovog
rezultata sledi da je za svako i = 1, n ispuǌeno:

Ii i
∏
j 6=i

Ij su koprosti.

Naravno sa
∏
j 6=i Ij smo oznaqili proizvod svih ideala Ij za j 6= i.

Dakle, za i = 1, n, postoje ai ∈ Ii i bi ∈
∏
j 6=i Ij takvi da je ai+ bi = 1.

To posebno znaqi da je bi ≡ 1 (mod Ii) i bi ≡ 0 (mod Ij), za sve j 6= i
(zaxto?).

Doka�imo sada da je f ,,na”. Neka je (x1 +I1, . . . , xn+In) proizvoǉni
element iz A/I1 × · · · ×A/In. Uoqimo element x = b1x1 + · · ·+ bnxn, gde
su bi prethodno izabrani elementi. Tada je, za sve i:

x = b1x1 + · · ·+ bixi + · · ·+ bnxn ≡ 0 · x1 + · · ·+ 1 · xi + · · ·+ 0 · xn (mod Ii).

Dakle, za sve i = 1, n: x ≡ xi (mod Ii), a to upravo znaqi da je

f(x) = (x1 + I1, . . . , xn + In).

Zakǉuqujemo da je f zaista ,,na”. �
Napomena. Primetimo da za koproste ideale I i J va�i slede�a
jednakost: I · J = I ∩ J .
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Dokaz. Uvek je I ·J ⊆ I∩J (zaxto?). Dakle, potrebno je dokazati samo
obratnu inkluziju. Kako su I i J koprosti, to postoje x ∈ I i y ∈ J
tako da va�i x+ y = 1. Neka je z ∈ I ∩ J proizvoǉan element. Tada je

z = z · 1 = z · (x+ y) = z · x+ z · y.

Kako x ∈ I i z ∈ J , to je z ·x ∈ I ·J (radimo sa komutativnim prstenima,
pa je z · x = x · z. Tako�e i z · y ∈ I · J , pa zakǉuqujemo da i z pripada
preseku I ∩ J . �

Pitaǌe: Qemu odgovara rezultat iz napomene u sluqaju celih bro-
jeva?

Jasno je da se prethodni rezultat generalixe na proizvoǉan konaqan
proizvod ideala. Razmislite kako se prethodna Kineska teorema za
komutativne prstene mo�e formulisati imaju�i u vidu prethodno
dokazano.

Prosti i maksimalni ideali

Zapoqnimo ovu lekciju slede�im stavom

Stav 53 Neka je A komutativan prsten sa jedinicom i P / A (P 6= A).
Slede�i uslovi su ekvivalentni.

1. Za I, J / A va�i: ako je I · J ⊆ P , onda I ⊆ P ili J ⊆ P .

2. Za a, b ∈ A va�i: ako ab ∈ P , onda a ∈ P ili b ∈ P .

3. Prsten A/P je oblast celih.

Dokaz. Podsetimo se najpre da se oblast celih definixe kao komu-
tativan prsten sa jedinicom u kome nema pravih deliteǉa nule, tj. u
kome va�i: ako je ab = 0, onda je a = 0 ili b = 0.

1 =⇒ 2. Uoqimo ideale I = 〈a〉, J = 〈b〉. Kako je I · J = 〈ab〉 i ab ∈ P , to
I · J ⊆ P . Na osnovu 1. sledi da I ⊆ P , ili J ⊆ P , tj. a ∈ P , ili b ∈ P .

2 =⇒ 3. Pretpostavimo da za elemente x, y ∈ A/P va�i: xy = 0. Kako
su to elementi iz koliqniqkog prstena, to postoje a, b ∈ A takvi da je
x = a + P i y = b + P i da va�i: (a + P )(b + P ) = P . Ova jednakost se
svodi na ab + P = P , tj. na ab ∈ P . Na osnovu 2. dobijamo da a ∈ P ,
ili b ∈ P , odnosno a+ P = P ili b+ P = P , tj. x = 0, ili y = 0.

3 =⇒ 1. Neka su ideali I, J prstena A takvi da je I · J ⊆ P , a da I 6⊆ P
i J 6⊆ P . To znaqi da postoji a ∈ I \ P i b ∈ J \ P . No, ab ∈ I · J ⊆ P ,
pa je (a+ P )(b+ P ) = ab+ P = P . Kako je A/P oblast celih, sledi da
a ∈ P , ili b ∈ P . Ova kontradikcija zavrxava dokaz. �

Definicija 54 Ideal P / A je prost ukoliko ispuǌava neko od prethodna
tri ekvivalentna svojstva.
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Primetimo da, ukoliko je P prost ideal, a a1, . . . , an ∈ A, onda iz
a1 · · · an ∈ P sledi da ai ∈ P za neko i ∈ {1, . . . , n} ( xto se lako dokazuje
indukcijom po n).

U osnovnoj xkoli smo nauqili da je prirodan broj prost ukoliko
nema drugih delilaca sem 1 i ǌega samog (ovo tako�e va�i i za broj 1,
ali se on ne smatra prostim brojem). No, u proizvoǉnoj oblasti celih
razlikuje se pojam prostog i nerastavǉivog elementa. Podsetimo se
da sa U(A) oznaqavamo skup svih invertibilnih elemenata u prstenu
A.

Definicija 55 Neka je A oblast celih. Element p ∈ A \ (U(A) ∪ {0}) je

• prost, ukoliko za a, b ∈ A va�i: ako p | ab, onda p | a, ili p | b;

• nerastavǉiv ukoliko za a, b ∈ A va�i: ako je p = ab, onda je a ∈ U(A),
ili b ∈ U(A).

Veza izme�u prostih i nerastavǉivih elemenata u proizvoǉnom
prstenu data je slede�im stavom.

Stav 56 Svaki prost element (u oblasti celih) je nerastavǉiv.

Dokaz. Pretpostavimo da je p prost i da je p = ab. Posebno to znaqi
da p deli proizvod ab. Kako je p prost, to p | a, ili p | b. Neka, na
primer, p | a. To znaqi da postoji c ∈ A za koji je a = pc. Kako je
p = ab, to je p = pcb, tj. p(1− cb) = 0, pa mora biti 1− cb = 0, poxto je
A oblast celih. Dakle, cb = 1, te je element b invertibilan. �

U proizvoǉnoj oblasti celih, prosti i nerastavǉivi elementi se
razlikuju. Razmotrimo slede�i primer.

Primer 57 U prstenu Z
[√
−5
]
element 3 je nerastavǉiv, ali nije prost.

Pre svega,
Z
[√
−5
]

:= {p(
√
−5) : p ∈ Z[X]}.

No, nije texko uveriti se da iz definicije sledi da je

Z
[√
−5
]

= {a+ b
√
−5 : a, b ∈ Z}.

Uverimo se najpre da je 3 nerastavǉiv. Pretpostavimo da je 3 = uv.
Uvedimo oznaku N(z) := zz, za z ∈ Z

[√
−5
]
(naravno da je N(z) kvadrat

modula kompleksnog broja z). Jasno je da je N(z1z2) = N(z1)N(z2) za
sve z1, z2. Dobijamo da je N(3) = N(u)N(v), odnosno 9 = N(u)N(v).
Ovo je faktorizacija prirodnog broja 9 u skupu prirodnih brojeva,
to imamo dve mogu�nosti:

1) jedan od N(u), N(v) jednak je 1, a drugi 9;

2) N(u) = N(v) = 3.
1) Pretpostavimo, na primer, da je N(u) = 1. Ukoliko je u =

a+b
√
−5, dobijamo da je 1 = N(u) = uu = (a+b

√
−5)(a−b

√
−5) = a2 +5b2.
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S obzirom da a, b ∈ Z, ovo je mogu�e jedino ako je b = 0 i a ∈ {−1, 1}, tj.
u ∈ {−1, 1}, te sledi da je u invertibilan (bilo bi dobro da qitaoci
sami poka�u, za ve�bu, da je U(Z

[√
−5
]

= {−1, 1} koriste�i funkciju
N).

2) Postupamo na sliqan naqin. Ukoliko je u = a+ b
√
−5, dobijamo

da je 3 = N(u) = a2 + 5b2. S obzirom da a, b ∈ Z, mora biti b = 0 i
dobijamo da je 3 = a2, za neko a ∈ Z. Ovo naravno nije mogu�e, te
zakǉuqujemo da se slucaj 2) i ne pojavǉuje.

Dakle, iz qiǌenice da je 3 = uv, dobijamo da je jedan od faktora
invertibilan, a to zapravo znaqi da je 3 nerastavǉiv.

Ostaje da poka�emo da 3 nije prost. posmatrajmo faktorizaciju
broja 9 u Z

[√
−5
]
:

9 = (2 +
√
−5)(2−

√
−5).

Kako je 9 = 3 · 3, to
3 | (2 +

√
−5)(2−

√
−5).

Poka�imo da 3 ne deli nijedan od ovih faktora. Iz te qiǌenice �e
slediti da 3 nije prost.

Neka 3 | 2 +
√
−5 (analogno se razmatra i drugi sluqaj). Dakle, za

neki element u ∈ Z
[√
−5
]
:

3 · u = 2 +
√
−5.

Primenom funkcije N dobijamo

9 ·N(u) = 9.

Dobijamo da je N(u) = 1, te je u ∈ {−1, 1}, tj. 3 = 2 +
√
−5, ili

3 = −(2 +
√
−5). Ova kontradikcija nam pokazuje da 3 ne deli 2 +

√
−5,

tj. 3 zaista nije prost. ♣

Napomena 58 Primetimo da jednakost 3 · 3 = (2 +
√
−5)(2 −

√
−5) daje

dve razliqite faktorizacije broja 9 u proizvod nerastavǉivih. To
je nexto sa qime se nismo sreli u sluqaju celih brojeva. Vixe �emo
o ovome re�i u narednim predavaǌima.

Primer 59 U prstenu trigonometrijskih polinoma A = R[sinx, cosx] na�i
primer nejednoznaqne faktorizacije na nerastavǉive elemente.

Qitaoci bi trebalo da budu upoznati sa ovim prstenom iz kursa Anal-
ize 2 (Furijeovi redovi i sl.). Zapravo, nije texko pokazati da je
svaki element iz A oblika a0 +

∑n
k=1(ak cos kx+bk sin kx) (po definiciji

je A = {p(sinx, cosx) : p ∈ R[X,Y ]}). Poznati identitet sin2 x+cos2 x = 1
daje tra�ene faktorizacije:

cosx · cosx = (1− sinx)(1 + sinx).
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Ostavǉamo qitaocima za ve�bu da poka�u nerastavǉivost funkcija
koje se pojavǉuju u ovoj faktorizaciji (znaǌe Analize 2 mo�e biti
korisno za ovo, ali nije i neophodno – dovoǉno je znaǌe adicionih
formula i jednostavno raqunaǌe integrala funkcija oblika sin kx i
cos kx) .

Slede�i stav je pomalo i oqekivan.

Stav 60 Element je prost ako i samo ako je ideal generisan tim elementom
prost ideal.

Dokaz. Neka je p prost element u prstenu A i 〈p〉 ideal generisan tim
elementom. Ukoliko ab ∈ 〈p〉, onda je ab = pc za neki c ∈ A, tj. p | ab.
Kako je element p prost, to p | a, ili p | b, odnosno, a ∈ 〈p〉, ili b ∈ 〈p〉,
te zakǉuqujemo da je 〈p〉 prost ideal.

Obratno, pretpostavimo da je 〈p〉 prost ideal i neka p | ab. To
znaqi da ab ∈ 〈p〉, te sledi da a ∈ 〈p〉, ili b ∈ 〈p〉, odnosno p | a, ili
p | b. �

Za kraj ove priqe o prostim idealima, navedimo jednu intere-
santnu teoremu.

Teorema 61 (Teorema o izbegavaǌu prostih ideala) Neka su P1, . . . , Pn
prosti ideali prstena A i I / A. Ako je I ⊆ P1 ∪ . . . ∪ Pn, onda je I ⊆ Pi za
neko i ∈ {1, . . . , n}.

Dokaz. Izvodimo dokaz indukcijom po n. Sluqaj n = 1 je trivi-
jalan. Pretpostavimo da je n > 1 i da je tvr�eǌe taqno ukoliko je I
sadr�an u uniji maǌe od n prostih ideala. Neka je I ⊆ P1 ∪ . . . ∪ Pn,
pri qemu su svi ovi prosti. Ukoliko je I sadr�ano u nekoj od unija
∪j 6=iPj (za neko i), onda rezultat sledi na osnovu induktivne hipoteze.
Pretpostavimo, stoga, da I 6⊆ ∪j 6=iPj za sve i = 1, n. Dakle, postoje ele-
menti xi ∈ I \ ∪j 6=iPj. Posmatramo element x = x1 + x2 · · ·xn. Kako je
xi ∈ I \ ∪j 6=iPj, a I ⊆ P1 ∪ . . . ∪ Pn, to xi ∈ Pi. Postavǉa se pitaǌe gde
se nalazi element x. Ukoliko x ∈ P1, onda x2 · · ·xn ∈ P1 (jer x1 ∈ P1),
te iz qiǌenice da je P1 prost, sledi da xj ∈ P1 za neko j 6= i, xto nije
taqno. Dakle, x 6∈ P1. Sledi da x ∈ Pj za neko j 6= 1. Kako i xj ∈ Pj,
to i proizvod x2 · · ·xn pripada Pj, te sledi da i x1 = x− x2 · · ·xn ∈ Pj.
Ova kontradikcija zavrxava dokaz. �

Pre�imo sada na pojam maksimalnog ideala.

Definicija 62 Ideal M prstena A je maksimalan, ukoliko ne postoji
ideal I prstena A za koji va�i: M ⊂ I ⊂ A.

Dakle, maksimalan ideal je pravi ideal za koji ne postoji pravi
ideal, razliqit od ǌega, koji ga sadr�i kao svoj podskup.

Stav 63 Neka je M pravi ideal prstena A. Tada je M maksimalan ideal
ako i samo ako je A/M poǉe.
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Dokaz. Pretpostavimo da je M maksimalan ideal i a+M 6= M . Treba
pokazati da a + M ima inverz u prstenu A/M . Posmatramo ideal
〈a〉+M . Kako a 6∈M , to je M pravi podskup od 〈a〉+M . No, s obzirom
da je M maksimalan ideal, mora biti 〈a〉+M = A. To znaqi da postoje
b ∈ A i m ∈ M za koje je ab + m = 1. Dakle, ab − 1 = m ∈ M , pa je
ab+M = 1 +M , te je b+M tra�eni inverz elementa a+M ∈M .

Obratno, pretpostavimo da je A/M poǉe. Neka je M pravi podskup
ideala I. Dakle, postoji a ∈ I \M . Stoga je a+M 6= M u koliqniqkom
prstenu A/M . Kako je ovaj prsten po pretpostavci poǉe, to postoji
b ∈M tako da je (a+M)(b+M) = 1 +M , odnosno, ab− 1 ∈M . Dakle, za
neko m ∈ M va�i: ab − 1 = m, tj. 1 ∈ ab −m. Kako i a i m pripadaju
idealu I, to i 1 ∈ I, pa mora biti I = A. Zakǉuqujemo da je M zaista
maksimalan ideal u A. �

Napomena 64 Vidimo da iz ovog stava sledi da je svaki maksimalan ideal
ujedno i prost ideal, poxto u poǉu nema pravih deliteǉa nule.

Veza izme�u nerastavǉivih elemenata i maksimalnih ideala data
je slede�im stavom.

Stav 65 Element a ∈ A je nerastavǉiv ako i samo ako je ideal 〈a〉 maksi-
malan u skupu svih glavnih ideala prstena A.

Dokaz. Pretpostavimo da je a ∈ A nerastavǉiv i neka je 〈a〉 ⊆ 〈b〉.
Treba da poka�emo da je 〈a〉 = 〈b〉 ili 〈b〉 = A. Kako je 〈a〉 ⊆ 〈b〉, to
a ∈ 〈b〉, pa postoji c ∈ A tako da je a = bc. Kako je a nerastavǉiv,
to b ∈ U(A), ili c ∈ U(A). Ukoliko b ∈ U(A), onda je 〈b〉 = A, a ako
c ∈ U(A), onda je 〈a〉 = 〈b〉.

Obratno, pretpostavimo da je 〈a〉 maksimalan u skupu svih glavnih
ideala prstena A. Neka je a = bc i pretpostavimo da c 6∈ U(A). To
znaqi da je a ∈ 〈b〉, ali da b 6∈ 〈a〉 (zaxto?), tj. da je 〈a〉 pravi podskup
ideala 〈b〉. Kako je 〈a〉 maksimalan u skupu svih glavnih ideala, to
mora biti 〈b〉 = A, tj. postoji c ∈ A tako da je bc = 1, te zakǉuqujemo
da je b invertibilan. �

Maksimalan ideal u svakom komutativnom prstenu sa jedinicom
postoji. Zapravo, va�i slede�a teorema, koju ne�emo dokazivati.

Teorema 66 Neka je I pravi ideal u komutativnom prstenu sa jedinicom A.
Tada postoji maksimalan ideal M za koji je I ⊆M .

Posebno je zanimǉiv sluqaj prstena u kojima postoji taqno jedan mak-
simalni ideal.

Stav 67 U komutativnom prstenu sa jedinicom A postoji taqno jedan maksi-
malan ideal ako i samo ako je A \ U(A) ideal.

Dokaz. Pretpostavimo da je prstenu postoji taqno jedan maksimalan
ideal M . Dokaza�emo da je zapravo M = A \U(A). Pre svega, nijedan
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element u M ne mo�e biti invertibilan poxto je M pravi ideal
(ideal generisan invertibilnim elementom jednak je celom prstenu).
Dakle, M ⊆ A \ U(A). Obratno, neka je a ∈ A \ U(A). Kako a nije in-
vertibilan, to je ideal 〈a〉 pravi ideal, pa je po prethodnoj teoremi
sadr�an u nekom maksimalnom idealu. No, kako je M jedini maksi-
malan ideal, to a ∈M . Dobili smo da je A \U(A) = M , pa je A \U(A)
zaista ideal.

Obratno, neka u prstenu A svi neinvertibilni elementi qine ideal
M . Jasno je da taj ideal mora biti maksimalan. Naime, ako je M
pravi podskup ideala I u I postoji neki element koji nije u M . Taj
element je nu�no invertibilan (poxto su u M svi neinvertibilni),
te generixe ceo prsten i sledi da je i I = A. Dakle, M je maksimalan
ideal. Pretpostavimo da je M ′ neki drugi maksimalan ideal i neka
je M 6= M ′. Kako je M ′ maksimalan to M ′ 6⊆ M , pa postoji element
x ∈ M ′ \M . No, to znaqi da je x invertibilan, pa je M ′ = A i M ′

nije pravi ideal, a to protivreqi pretpostavci da je on maksimalan.
Zakǉuqujemo da je M jedini maksimalan ideal u A. �

Slede�i primer je samo specijalan sluqaj va�ne konstrukcije, koju
�emo podrobnije analizirati kada se budemo bavili poǉima.

Primer 68 Pokazati da je R[X]/〈X2 + 1〉 ∼= C.

Koristi�emo teoremu o izomorfizmima za prstene. Neka je f : R[X]→
C definisana sa: f(p) = p(i) (i je naravno imaginarna jedinica). Jasno
je da je f homomorfizam: f(pq) = (pq)(i) = p(i)q(i), f(p+ q) = (p+ q(i) =
p(i)+q(i). Osim, toga, f je ,,na”: f(a+bX) = a+bi za a, b ∈ R. Potrebno je
samo da odredimo jezgro homomorfizma f . Jasno je da je X2+1 ∈ Ker(f),
poxto je i2 + 1 = 0. Stoga je 〈X2 + 1〉 ⊆ Ker(f). Pretpostavimo da
p(X) ∈ Ker(f). To znaqi da je p(i) = 0. Podelimo p(X) polinomom
X2 + 1. Dobijamo da je, za neke a, b ∈ R

p(X) = q(X)(X2 + 1) + a+ bX.

Kako je p(i) = 0, dobijamo da je 0 = a+bi. Kako su a i b realni brojevi,
to je mogu�e jedino ako je a = b = 0, te zakǉuqujemo da (X2 + 1) | p(X).
Stoga je zaista Ker(f) = 〈X2+1〉. Teorema o izomorfizmima za prstene
daje nam tra�eni rezultat. ♣

Na potpuno analogni naqin dokazuje se da je

Q[X]/〈X2 − 2〉 ∼= Q[
√

2],

pri qemu je Q[
√

2] := {p(
√

2) : p ∈ Q[X]}. Kako je polinom X2 − 2 ∈ Q[X]
nerastavǉiv, dobijamo da je zapravo Q[

√
2] poǉe. O primerima ovog

tipa bi�e vixe reqi kada budemo izuqavali poǉa.
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Faktorizacija; lokalizacija

Podsetimo se da je oblast celih (domen) komutativan prsten sa je-
dinicom u kome nema pravih deliteǉa nule, tj. u kojima va�i: za sve
a, b ∈ A iz ab = 0 sledi a = 0, ili b = 0. Svi prsteni kojima �emo se
baviti u ovoj lekciji bi�e domeni.

Definicija 69 Dva elementa a, b ∈ A su pridru�ena ukoliko postoji u ∈
U(A) takav da je a = ub.

Jasno je da je pridru�enost elemenata jedna relacija ekvivalen-
cije. Primetimo da ako je p nerastavǉiv onda je to i svaki ǌemu
pridru�en element. Isto to va�i i za proste elemente u domenu.

Definicija 70 Domen A je domen za jednoznaqnom faktorizacijom ukoliko
za svaki element iz a ∈ A \ (U(A) ∪ {0}) postoje nerastavǉivi elementi
p1, . . . , pr takvi da je a = p1p2 · · · pr. Osim toga ako je za nerastavǉive ele-
menta pi, qj :

p1p2 · · · pr = q1q2 · · · qs,

onda je r = s i postoji permutacija σ ∈ Sr tako da je za sve i = 1, r element
pi pridru�en elementu qσ(i).

Drugim reqima u domenu sa jednoznaqnom faktorizacijom, svaki
element mo�e se na jedinstven naqin, do na pridru�enost i redosled
faktora, prikazati u obliku proizvoda nerastavǉivih elemenata.

Stav 71 Domen A je domen sa jednoznaqnom faktorizacijom akko se svaki
element a ∈ A \ (U(A) ∪ {0}) mo�e prikazati u obliku proizvoda prostih
elemenata. Posebno, to znaqi da je svaki nerastavǉiv element prost.

Dokaz. Pretpostavimo da se svaki neinvertibilan, nenula element
mo�e prikazati u obliku proizvoda prostih. Kako su prosti neras-
tavǉivi, potrebno je samo dokazati da je prikaz u obliku proizvoda
jedinstven (u gorenavedenom smislu). Doka�imo najpre da je, u ovom
sluqaju, svaki nerastavǉiv element prost.

Neka je q nerastavǉiv element. Po pretpostavci, on se mo�e napisati
u obliku proizvoda prostih elemenata: q = p1 · · · pr, gde su pi prosti.
No, kako je q nerastavǉiv, mora biti r = 1, tj. i sam q je prost.

Doka�imo sada jedinstvenost razlagaǌa u obliku proizvoda neras-
tavǉivih elemenata. Neka je

p1p2 · · · pr = q1q2 · · · qs,

Dokaz izvodimo indukcijom po r. Sluqaj r = 1 je trivijalan (zaxto?).
Pretpostavimo da je u gorǌoj jednakosti r > 1 i da su su pi, qj neras-
tavǉivi. Prema dokazanom, p1 je prost, pa postoji j1 ∈ {1, . . . , s} tako
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da p1 | qj1 . Kako je qj1 nerastavǉiv, dobijamo da su p1 i qj1 pridru�eni,
tj. da postoji u1 ∈ U(A) za koji je qj1 = u1p1. Gorǌu jednakost mo�emo
podeliti sa p1 i dobijamo

p2 · · · pr = q′2q3 · · · qs,

gde je q′2 = q2u1 i on je tako�e nerastavǉiv. Induktivna hipoteza
zavrxava dokaz.

Obratno, pretpostavimo da je A domen za jednoznaqnom faktori-
zacijom. Dovoǉno je pokazati da je svaki nerastavǉiv element prost.
Neka je p nerastavǉiv i neka p | ab. Treba pokazati da p | a, ili
p | b. Pretpostavimo da p ne deli ni a ni b. Neka je a = p1 · · · pr
faktorizacija a na nerastavǉive elemente i b = q1 · · · qs faktorizacija
b na nerastavǉive. Tada je

ab = p1 · · · prq1 · · · qs

faktorizacija ab na nerastavǉive. Kako p deli ab, to je ab = pc za neko
c. I c ima faktorizaciju na nerastavǉive elemente, pa je c = z1 · · · zl
za neke nerastavǉive z1, . . . , zl. Dobijamo da je

p1 · · · prq1 · · · qs = pz1 · · · zl,

gde su svi pi, qj , zk i p nerastavǉivi. Kako je, po pretpostavci, A domen
sa jednoznaqnom faktorizacijom, to je p pridru�en nekom od elemenata
iz skupa {p1, . . . , pr, q1, . . . , qs}. Ukoliko je p pridru�en elementu pi (za
neko i), dobijamo da p | a, a ako je p pridru�en nekom qj onda p | b.
Naime, lako se pokazuje da va�i slede�e: ako je p pridru�en elementu
q i ako q | c, onda i p | c (doka�ite to!). Ovim je dokaz zavrxen. �

Podsetimo se da je prsten glavnoidealski ukoliko je svaki ideal
u ǌemu glavni. Ranije smo zakǉuqili da su Z i K[X], za proizvoǉno
poǉe K, glavnoidealski domeni. Pokaza�emo da je svaki glavnoide-
alski domen ujedno i domen sa jednoznaqnom faktorizacijom.

Stav 72 Dokazati da u svakom glavnoidealskom domenu za svaka dva ele-
menta postoji ǌihov najve�i zajedniqki delilac.

Dokaz. Neka A jedan glavnoidealski domen i a, b ∈ A. Posmatra-
jmo ideal 〈a, b〉 generisan elementima a i b. Kako je u A svaki ideal
glavni, to je i 〈a, b〉 = 〈d〉, za neki d ∈ A. Doka�imo da je d jedan na-
jve�i zajedniqki delilac elemenata a i b (najve�i zajedniqki delilac
nije jednoznaqno odre�en, ali su svaka dva najve�a zajedniqka delioca
pridru�eni jedan drugom).

Najpre, a, b ∈ 〈d〉. To znaqi da postoje a1, b1 za koje je a = da1 i
b = db1, tj. d | a i d | b, te d jeste zajedniqki delilac od a i b.

Pretpostavimo da d1 | a i d1 | b, tj. da je d1 neki zajedniqki delilac
od a i b. Treba dokazati da d1 | d. Kako d1 | a i d1 | b, to postoje a1
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i b1 tako da je a = d1a1 i b = d1b1. S obzirom da d ∈ 〈a, b〉, postoje p, q
takvi da je d = ap+ bq. Dobijamo da je d = d1a1p+ d1b1q = d1(a1p+ b1q),
te sledi da d1 | d. �

Zapravo je u ovom stavu dokazano ne samo da svaka dva elementa
a i b imaju najve�i zajedniqki delilac d, no i da postoje p i q za
koje je d = ap + bq (Bezuova relacija). Iz ove relacije se, na stan-
dardan naqin, izvodi slede�e svojstvo: ako a | bc i ako je NZD(a, b)
pridru�en jedinici, onda a | c (naravno, umesto da pixemo da je
NZD(a, b) pridru�en jedinici, pisa�emo da je NZD(a, b) = 1, imaju�i
na umu xta to znaqi). Neka qitaoci ovo sami doka�u.

Teorema 73 Svaki glavnoidealski domen je i domen sa jednoznaqnom faktori-
zacijom.

Dokaz. Neka je A glavnoidealski domen. Doka�imo najpre da je svaki
nerastavǉiv element u A prost. Neka je q nerastavǉiv i neka q | ab.
Ukoliko q ne deli a, mora biti NZD(q, a) = 1. Naime, ako je d =
NZD(q, a), to znaqi da je q = dz za neko z. Kako je q nerastavǉiv,
mora biti d ∈ U(A), ili z ∈ U(A). No, ako je z ∈ U(A), onda iz qi-
ǌenice da d | a sledi da i q | a (zaxto?), xto protivreqi pretpostavci.
Zakǉuqujemo da d ∈ U(A), tj. NZD(q, a) = 1 (pogledajte raniju napomenu
u zagradi). No, tada iz gorenavedenog svojstva sledi da q | b, te
zakǉuqujemo da je q prost.

Da bismo dokazali da je A domen sa jednoznaqnom faktorizacijom,
ostaje samo da poka�emo da se svaki element iz A \ (U(A) ∪ {0}) mo�e
prikazati u obliku proizvoda nerastavǉivih elemenata (videti stav
71).

Doka�imo najpre da svaki neprazan skup ideala u A ima maksi-
malan element. Pretpostavimo da to nije tako i neka je I neki neprazan
skup ideala koji ne sadr�i maksimalan element. Neka je I1 ∈ I
proizvoǉan ideal iz I. Kako on nije maksimalan u I, to postoji I2 ∈ I
za koji je I1 ⊂ I2. Sliqno, postoji i I3 ∈ I takav da je I2 ⊂ I3. Zapravo
dobijamo striktno rastu�i lanac ideala

I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ · · ·

iz I. Unija J = ∪∞i=1Ii je ideal kao xto se lako mo�e proveriti
(proverite!). No, s obzirom da je A glavnoidealski, to je J = 〈x〉 za
neki x ∈ A. Kako je x ∈ ∪∞i=1Ii, to x ∈ Ii0 za neki i0. No, odavde sledi da
je J = Ii0 , pa je i Ii = Ii0 za sve i ≥ i0, te beskonaqan striktno rastu�i
lanac ideala i ne postoji. Zakǉuqujemo da u I postoji maksimalan
element.

Pretpostavimo da u A \ (U(A)∪{0}) ima elemenata koji nemaju fak-
torizaciju na nerastavǉive elemente. Uoqimo skup ideala J zadat
sa:

J = {〈a〉 : a ∈ A\(U(A)∪{0}) i a nema faktorizaciju na nerastavǉive}.
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Prema upravo dokazanom rezultatu, u J postoji maksimalan element
〈x〉. Kako x nema faktorizaciju na nerastavǉive, to on sam nije neras-
tavǉiv, pa postoje a, b takvi da je x = ab, pri qemu a, b ∈ A\(U(A)∪{0}).
Stoga je 〈x〉 ⊂ 〈a〉 i 〈x〉 ⊂ 〈b〉 (zaxto?), pa a i b imaju faktorizaciju na
nerastavǉive (〈x〉 je maksimalan element u J ). No, ako su to faktor-
izacije a = p1 · · · pr i b = q1 · · · qs, onda je x = ab = p1 · · · prq1 · · · qs jedna
faktorizacija x na nerastavǉive, xto protivreqi izboru elementa x.
Ova kontradikcija zavrxava dokaz. �

Mo�e se pokazati (ali mi to ne�emo) da iz qiǌenice da je A domen
sa jednoznaqnom faktorizacijom sledi da je i A[X] domen sa jednoz-
naqnom faktorizacijom. Dakle, Z[X] je jedan primer domena sa jed-
noznaqnom faktorizacijom, koji nije glavnoidealski domen.

Dakle, domen sa jednoznaqnom faktorizacijom se karakterixe time
da se u ǌemu prosti i nerastavǉivi elementi podudaraju i da se svaki
nenula, neinvertibilan element a mo�e predstaviti u obliku

a = upα1
1 · · · p

αk
k , (7)

gde je u invertibilan element i pi nerastavǉivi, pri qemu za i 6= j
elementi pi i pj nisu pridru�eni, dok je αi ∈ N. Osim toga, ako je

a = vqβ1
1 · · · q

βl
l ,

gde je v invertibilan, qj nerastavǉivi i qi, qj nisu pridru�eni za
i 6= j, onda je k = l i za neku permutaciju σ ∈ Sk αi = βσ(i) i pi je
pridru�en elementu qσ(i).

Napomena 74 Qitalac se mo�da pita zaxto se pojavǉuje invertibilan ele-
ment u u predstavǉaǌu elementa a u obliku proizvoda, kada se tako nexto ne
pojavǉuje u samoj definiciji domena sa jednoznaqnom faktorizacijom. Razlog
le�i u tome xto nerastavǉivi elementi pi nisu me�usobno pridru�eni i onda
je neophodno izdvojiti invertibilan element u. Na primer, element −36 ∈ Z
se mo�e zapisati u obliku −36 = (−1)2232, ili u obliku −36 = (−1)22(−3)2,
ali se (−1) mora pojaviti u ovim zapisima. Prezentacija −36 = 2(−2)32 ne
zadovoǉava uslov da za razliqite indekse prosti elementi nisu pridru�eni.

Na osnovu jednakosti (7), lako se pokazuje da svaka dva elementa
iz domena sa jednoznaqnom faktorizacijom imaju najve�i zajedniqki
delilac (kako se to pokazuje?), no Bezuova relacija ipak ne mora
va�iti. Dovoǉno je posmatrati primer prstena Z[X] i elemenata 2 i
X, koji jesu uzajamno prosti, ali za koje ne postoje polinomi p(X) i
q(X) tako da je 2p(X) +Xq(X) = 1 (zaxto?).

Pre�imo sada na va�an metod lokalizacije kojim se od datog dom-
ena prelazi na novi domen, a u kome su neki izabrani elementi iz
poqetnog domena invertibilni u novom domenu. Poqnimo slede�om
definicijom.
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Definicija 75 Neka je A domen i S ⊆ A \ {0}. Za S ka�emo da je multi-
plikativan ako 1 ∈ S i ako iz s, t ∈ S sledi da st ∈ S.

Primer 76 Slede�i podskupovi od A \ {0} su multiplikativni:

1. A \ {0};

2. {fn : n ∈ N}, za ma koji element f ∈ A \ {0};

3. A \ P za ma koji prost ideal P / A.

1. Ovo je jasno.

2. Podsetimo se da 0 ∈ N, pa 1 ∈ S. Osim toga, kako je fmfn = fm+n i
drugi uslov je ispuǌen.

3. Jasno je da 1 ∈ A \ P . Osim toga, ako a 6∈ P i b 6∈ P , onda i ab 6∈ P ,
poxto je P prost ideal (pojasnite sebi ovo!). ♣

Neka je A domen i S ma koji multiplikativan podskup od A. Na
skupu A× S definixemo relaciju ∼ sa:

(a, s) ∼ (b, t) def⇐⇒ ta = sb.

Doka�imo da je ∼ jedna relacija ekvivalencije.

Refleksivnost. Ovo je jasno poxto je sa = sa, pa je (a, s) ∼ (a, s).

Simetriqnost. I ovo je jasno, jer iz (a, s) ∼ (b, t), sledi da je ta = sb,
tj, sb = ta, a to upravo znaqi da je (b, t) ∼ (a, s).

Tranzitivnost. Neka je (a, s) ∼ (b, t) i (b, t) ∼ (c, r). To znaqi da je ta = sb
i rb = tc. Dobijamo da je

rta = rsb = stc.

Kako je A domen, to je ra = sc, pa je (a, s) ∼ (c, r).
Sa S−1A oznaqavamo skup svih klasa ekvivalencije, a sa a

s klasu
ekvivalencije elementa (a, s). Definixemo operacije + i · na S−1A
sa:

a

s
+
b

t
:=

ta+ sb

st
;

a

s
· b
t

:=
ab

st
.

Kako je skup S multiplikativan, to za s, t ∈ S i st ∈ S, pa ovi zapisi
imaju smisla. Treba jox da proverimo da su ove operacije dobro
definisane.

Neka je a
s = a′

s′ i b
t = b′

t′ . To zapravo znaqi da je (a, s) ∼ (a′, s′) i
(b, t) ∼ (b′, t′). Treba proveriti da je (ta + sb, st) ∼ (t′a′ + s′b′, s′t′) i
(ab, st) ∼ (a′b′, s′t′). Raqunamo:

s′t′(ta+ sb) = s′t′ta+ s′t′sb = t′tsa′ + s′stb′ = st(t′a′ + s′b′),

38



pa je zaista (ta+sb, st) ∼ (t′a′+s′b′, s′t′). Na sliqan naqin se proverava
i dobra definisanost operacije mno�eǌa.

Nije texko proveriti da je struktura (S−1A,+, ·) jedan komutati-
van prsten sa jedinicom (uradite to za ve�bu: 0S−1A = 0

1 , 1S−1A = 1
1).

Ovaj prsten naziva se lokalizacija domena A u odnosu na multiplikativan
skup S. Osnovno svojstvo lokalizacije dato je slede�im stavom.

Stav 77 Neka je A domen i S neki multiplikativan podskup od A.
a) Sa i(a) = a

1 zadat je jedan monomorfizam i:A→ S−1A,
b) Ako je B ma koji komutativan prsten i f :A → B homomorfizam takav

da za sve s ∈ S va�i: f(s) ∈ U(B), onda postoji taqno jedan homomorfizam
f̃ :S−1A→ B za koji je f̃ ◦ i = f .

Dokaz.
a) Kako je i(a+ b) = a+b

1 = a
1 + b

1 = i(a) + i(b) i i(ab) = ab
1 = a

1
b
1 , to je

i zaista homomorfizam. No, a ∈ Ker(i) ako i samo ako je a
1 = 0

1 , xto je
ekvivalentno sa a = 0, pa je i monomorfizam.

b) Tra�eni homorfizam f̃ definixemo sa: f̃(as ) = f(a)f(s)−1. Kako
je, za sve s ∈ S, f(s) invertibilan, ova definicija ima smisla. Os-
tavǉamo qitaocima da provere da je ovo zaista jedan dobro definisan
homomorfizam i da va�i: f̃ ◦ i = f . �

Ukoliko je S = A\P za neki prost ideal P , onda se umesto (A\P )−1A
kra�e pixe: AP . Va�i slede�a teorema.

Teorema 78 Za svaki prost ideal P / A, prsten AP je lokalni prsten.

Dokaz. Dokaza�emo da je skup svih neinvertibilnih elemenata ideal.
Odredimo najpre U(AP ):

a

s
∈ U(AP ) akko postoje b ∈ A i t ∈ A \ P tako da je

a

s
· b
t

=
1
1
.

Drugim reqima, a
s je invertibilan akko postoji b ∈ A i t 6∈ P za koje

je ab = st. Ukoliko a ∈ P , onda i st = ab ∈ P , pa kako je P prost ideal,
sledi da s ∈ P , ili t ∈ P , xto nije mogu�e na osnovu izbora s i t. A
ukoliko a 6∈ P , onda je s

a (∈ AP ) inverz elementa a
s . Dakle,

AP \ U(AP ) =
{a
s
∈ AP : a ∈ p

}
.

Uverimo se da je ovo zaista ideal u AP .
Neka su x, y neinvertibilni elementi iz AP . To znaqi da postoje

elementi a, b ∈ p i s, t 6∈ P za koje je x = a
s i y = b

t . Tada je x + y =
a
s + b

t = ta+sb
st , no, kako je P ideal, ta + sb ∈ P , pa je zaista i element

x + y neinvertibilan. Na sliqan naqin se pokazuje da ako x ∈ AP
nema inverz i ako je z ∈ AP proizvoǉan, ni element zx nema inverz.
Zakǉuqujemo da je AP \U(AP ) zaista ideal, pa je i prsten AP lokalni
prsten. �
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Za kraj napomenimo da, ukoliko je S = A \ {0}, u prstenu S−1A je
svaki element razliqit od nule invertibilan, te je, u ovom sluqaju,
S−1A jedno poǉe. Ovo poǉe se naziva poǉe razlomaka domena A i oz-
naqava sa Q(A). Na ovaj naqin smo pokazali da se svaki domen mo�e
utopiti u neko poǉe. Kao xto vidimo, ova je konstrukcija u pot-
punosti analogna konstrukciji racionalnih brojeva kao razlomaka
nad celim brojevima.
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Poǉa

Raxireǌa i korenska poǉa polinoma

U jednoj od prethodnih lekcija pokazano je da je

R[X]/〈X2 + 1〉 ∼= C(= R[i])

i
Q[X]/〈X2 − 2〉 ∼= Q[

√
2].

U ovoj lekciji pozabavi�emo se ozbiǉnije ovim konstrukcijama. Za-
poqnimo lekciju slede�om va�nom teoremom.

Teorema 79 Neka je F poǉe i a(X) ∈ F [X] \ {0} nerastavǉiv polinom.

a) E = F [X]/〈a(X)〉 je poǉe.

b) Poǉe E sadr�i potpoǉe izomorfno poǉu F .

v) Polinom a(X) ima bar jednu nulu u poǉu E.

g) Na osnovu a) mo�emo smatrati da je F ⊂ E. Tada se E mo�e videti i
kao vektorski prostor nad poǉem F i dimenzija tog prostora jednaka je
stepenu polinoma a(X).

Dokaz. a) Kako je a(X) nerastavǉiv, to je ideal I = 〈a(X)〉 maksi-
malan u skupu svih glavnih ideala. No, u prstenu F [X] je svaki ideal
glavni, te je I maksimalan ideal. Stoga je E poǉe.

b) Definiximo homomorfizam f :F → E sa f(α) = α+I za sve α ∈ F .
Kako su jedini ideali u ma kom poǉu {0} i celo poǉe, to zakǉuqujemo
da je Ker(f) = {0} (jezgro je uvek ideal, ali ne mo�e biti jednako
celom poǉu poxto se pri homomorfizmu jedinica slika u jedinicu, a
ne u nulu). Dakle, homomorfizam f uspostavǉa izomorfizam izme�u
F i slike od f , koja je potpoǉe od E. U daǉem identifikujemo F i
sliku f [F ], radi jednostavnijeg pisaǌa, tako da �emo, izme�u ostalog,
umesto a+ I, za a ∈ F pisati samo a.

v) Uoqimo element X + I u E. Oznaqimo ga sa X̃. Ukoliko je
a(X) = a0 + a1X + · · ·+ anX

n, dobijamo da je

a(X̃) = a0+a1X̃+a2X̃
2+· · ·+anX̃n = a0+a1(X+I)+a2(X+I)2+· · ·+an(X+I)n,

= (a0 + a1X + a2X
2 + · · ·+ anX

n) + I = a(X) + I = I,

te dobijamo da X̃ zaista anulira polinom a(X).
g) Kako E sadr�i potpoǉe F ′ izomorfno sa F , zaista sa algebarske

taqke mo�emo smatrati da je F ⊂ E. U ovom sluqaju ka�emo i da je
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poǉe E jedno raxireǌe poǉa F . Naravno da elemente poǉa E mo�emo
sabirati, ali, s obzirom da je F ⊂ E, mo�emo ih i mno�iti elemen-
tima iz F . Na osnovu svojstava operacija u poǉu E dobijamo da je
E zaista vektorski prostor nad F . Dimenziju tog prostora zovemo i
stepen raxireǌa poǉa E nad F i oznaqavamo sa [E : F ]. Nax zadatak je
da doka�emo da je [E : F ] = deg a(X). Dokaza�emo zapravo da je

[1 + I,X + I, . . . , Xn−1 + I]

jedna baza prostora E ukoliko je polinom a(X) stepena n.

{1 + I,X + I, . . . , Xn−1 + I} je generatrisa. Uoqimo ma koji element
p(X) + I ∈ E. Tada je

p(X) = q(X)a(X) + r(X),

gde je r(X) = 0, ili je deg r(X) < deg a(X) = n. Dakle,

r(X) = r0 + r1X + · · ·+ rn−1X
n−1,

gde naravno neki, pa i svi, koeficijenti ri ∈ F mogu biti jednaki 0.
No, tada je

p(X) + I = (q(X) + I)(a(X) + I) + (r(X) + I),

te je

p(X) + I = r0(1 + I) + r1(X + I) + · · ·+ rn−1(Xn−1 + I).

Zakǉuqujemo da 1 + I, . . . , Xn−1 + I zaista generixu E.

Linearna nezavisnost. Neka je

c0(1 + I) + c1(X + I) + · · ·+ cn−1(Xn−1 + I) = 0 + I,

za neke ci ∈ F . Tada je

(c0 + c1X + · · ·+ cn−1X
n−1) + I = I,

te
c0 + c1X + · · ·+ cn−1X

n−1 ∈ I = 〈a(X)〉.

No, polinom a(X) je stepena n i on mo�e da deli polinom c0+c1X+· · ·+
cn−1X

n−1 jedino ako je c0+c1X+· · ·+cn−1X
n−1 = 0. No, to upravo znaqi

da je c0 = c1 = · · · = cn−1 = 0, te zakǉuqujemo da su 1 + I, . . . , Xn−1 + I
zaista linearno nezavisni. �

Iskoristimo upravo dokazanu teoremu da konstruixemo poǉe od 4
elementa. Primetimo da Z4 jeste komutativan prsten, ali naravno da
da nije poǉe poxto u Z4 va�i: 2 · 2 = 0, a 2 6= 0.
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Primer 80 Konstruisati poǉe, koje ima taqno 4 elementa.

Kako ovo izvesti? Pre svega, mi znamo da je Z2 poǉe i da ima 2 ele-
menta. Prethodna teorema nam ka�e da ako na�emo nerastavǉiv poli-
nom a(X) ∈ Z2[X], koji je stepena n onda �e Z2[X]/〈a(X)〉 biti poǉe,
koje je istovremeno vektorski prostor nad Z2 dimenzije n. Dakle, to
poǉe je kao vektorski prostor nad Z2 izomorfno Zn2 , te ima 2n ele-
menata. Nama je potrebno poǉe sa 4 elementa, tj. potreban nam je
nerastavǉiv polinom iz Z2[X] stepena 2. Takav polinom naravno nije
texko na�i. To je polinom a(X) = 1 + X + X2. Kako je to polinom
drugog stepena, on je nerastavǉiv ako i samo ako nema nijednu nulu u
Z2, a kako je a(0) = 1 i a(1) = 1, to je zaista ispuǌeno. Dakle, naxe
poǉe F4 je dato sa

F4 = Z2[X]/〈X2 +X + 1〉.

Oznaqimo sa η element X + 〈X2 +X + 1〉 u ovom poǉu. Dobijamo da je

F4 = {0, 1, η, 1 + η}.

Kako u poǉu F4 va�i: η2 = 1 + η (zaxto?), mo�emo napisati i tablice
sabiraǌa i mno�eǌa u tom poǉu.

+ 0 1 η 1 + η
0 0 1 η 1 + η
1 1 0 1 + η η
η η 1 + η 0 1

1 + η 1 + η η 1 0

· 0 1 η 1 + η
0 0 0 0 0
1 0 1 η 1 + η
η 0 η 1 + η 1

1 + η 0 1 + η 1 η

♣

Vratimo se ponovo na teoremu. Pretpostavimo da nam je dat neki
polinom a(X) ∈ F [X] gde je F neko poǉe. Taj polinom naravno ne mora
imati linearnu faktorizaciju nad poǉem F . Postavǉa se pitaǌe: da
li postoji neko poǉe E koje sadr�i poǉe F i u kome se polinom a(X)
faktorixe na linearne faktore? To zaista jeste taqno i prethodna
teorema nam pokazuje i put dokaza.

Posledica 81 Neka je F poǉe i a(X) ∈ F [X]. Tada postoji raxireǌe E
poǉa F u kome se polinom a(X) faktorixe na linearne faktore.

Dokaz. Jasno je da mo�emo da pretpostavimo da je polinom a(X) neras-
tavǉiv, poxto bismo u suprotnom ǌegovu faktorizaciju dobili tako
xto bismo naxli raxireǌe u kome svi ǌegovi faktori imaju linearnu
faktorizaciju.

Na osnovu dokazane teoreme, postoji poǉe E′, koje je raxireǌe
poǉa F , a u kome polinom a(X) ima bar jednu nulu, nazovimo je α. To
znaqi da u E′[X] va�i faktorizacija

a(X) = (X − α)b(X),
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gde je b(X) ∈ E′[X] i deg b(X) = n− 1. Ukoliko sada b(X) rastavimo na
nerastavǉive faktore u E′[X], na ǌih mo�emo primeniti prethodno
zakǉuqivaǌe. Tako proces nastavǉamo sve dok ne do�emo do linearne
faktorizacije. Jasno je da se proces mora zavrxiti poxto u svakom
koraku dobijamo bar jednu novu nulu poqetnog polinoma, a on ni u
jednom poǉu ne mo�e imati vixe od n nula. �

Sva poǉa, koja �emo u daǉem razmatrati �e biti takozvana bro-
jevna poǉa, tj. potpoǉa od C. Primetimo da svako takvo poǉe obavezno
sadr�i kao svoje potpoǉe poǉe Q. Najmaǌe raxireǌe poǉa F u kome
se dati polinom iz F [X] faktorixe na linearne faktore naziva se
korensko poǉe tog polinoma.

U prethodnom je korix�ena oznaka Q[
√

2]. Ovde je Q naravno poǉe,
dok je

√
2 element koji nije u tom poǉu. ǋegovim ,,dodavaǌem” dobi-

jamo strukturu, koja je poǉe. Pozabavimo se malo opxtijim razma-
traǌem.

Neka je B komutativni prsten sa jedinicom, A ǌegov potprsten (sa
jedinicom naravno) i b ∈ B \ A. Kako odrediti najmaǌi potprsten od
B koji sadr�i i A (kao podskup) i b kao element? Oqigledno je da
takav prsten mora da sadr�i i sve stepene od b, kao i sve elemente
oblika a0 +a1b+a2b

2 + · · ·+anb
n gde ai ∈ A. Dakle, mora da sadr�i sve

elemente oblika p(b), gde p(X) ∈ A[X]. No, to je zapravo i dovoǉno,
tj. tra�eni najmaǌi potprsten je

A[b] := {p(b) : p(X) ∈ A[X]}.

Naime, A[b], ovako definisan, je zaista potprsten od B (oqigledno je
da je A ⊂ A[b] i b ∈ A[b]):

p(b), q(b) ∈ A[b] =⇒ p(b)− q(b) = (p− q)(b) ∈ A[b];
p(b), q(b) ∈ A[b] =⇒ p(b)q(b) = (pq)(b) ∈ A[b].

Ukoliko je F poǉe i α ∈ C \ F , onda sa F [α] oznaqavamo najmaǌi
potprsten koji sadr�i F i α, a sa F (α) najmaǌe potpoǉe koje sadr�i
(kao svoje potpoǉe) F i α (kao svoj element). Postavǉa se prirodno
pitaǌe: kada je F [α] = F (α)? Drugim reqima, interesuje nas u kom je
sluqaju prsten F [α] poǉe. Nije texko na�i jedan potreban uslov za
to. Naime, kako je

F [α] = {p(α) : p(X) ∈ F [X]},

a svaki element poǉa, koji je razliqit od nule ima inverz, to i ele-
ment α ∈ F [α] ima inverz u F [α], tj. postoji a(α) ∈ F [X] takav da je
α · a(α) = 1. Ako je a(X) = a0 + a1X + · · ·+ anX

n, to dobijamo da je

anα
n+1 + · · ·+ a1α

2 + a0α− 1 = 0,

tj. postoji polinom p(X) ∈ F [X] takav da je p(α) = 0.
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Definicija 82 Neka je F potpoǉe od C i α ∈ C. Tada je α algebarski nad
F ukoliko postoji polinom p(X) ∈ F [X] za koji je p(α) = 0.

Dakle, videli smo da je potreban uslov da prsten F [α] bude poǉe da
je α algebarski nad F . No, to je i dovoǉan uslov.

Stav 83 Neka je F potpoǉe od C i α ∈ C. Tada je F [α] poǉe ako i samo ako
je α algebarski nad F .

Dokaz. Jedan smer smo ve� dokazali. Ostalo je da se poka�e da iz
qiǌenice da je α algebarski nad F sledi da je F [α] poǉe. Kako je α
algebarski nad F , posmatrajmo ideal I / F [X] definisan sa:

I = {a(X) ∈ F [X] : a(α) = 0}.

Nije texko proveriti da je I zaista ideal. Kako je svaki ideal u F [X]
glavni, to postoji moniqan polinom µα(X) za koji je I = 〈µα〉.

Primetimo da je polinom µα(X) nerastavǉiv. U suprotnom, neka
je µα(X) = a(X)b(X) za neke nekonstantne polinome a(X), b(X) iz F [X].
No, tada je a(α)b(α) = µα(α) = 0, pa sledi da je a(α) = 0 ili b(α) =
0. Ukoliko je npr. a(α) = 0, dobili bismo da a(X) ∈ I, pa µα(X) |
a(X), xto nije mogu�e jer je a(X) polinom stepena maǌeg od stepena
polinoma µα(X). Sliqno se dobija i u sluqaju da je b(α) = 0.

Sada, kao i u ranijim primerima, posmatramo homomorfizam

f :F [X]→ F [α]

definisan sa f(p(X)) = p(α). Homomorfizam f je oqigledno ,,na”, a
Ker(f) = I. Stoga dobijamo da je

F [X]/I ∼= F [α].

No, kako je µα(X) nerastavǉiv polinom, F [X]/I je poǉe, pa je i F [α]
tako�e poǉe. �

Primetimo da smo u okviru dokaza ovog stava dobili i da je

[F (α) : F ] = degµα(X).

Polinom µα(X) iz ovog stava zove se i minimalni polinom elementa
α. Bazu za F (α) nad F qine elementi 1, α, . . . , αn−1 ukoliko je n =
degµα(X).

Primer 84 Neka je α =
√

2 +
√

3.

a) Pokazati da je α algebarski nad Q.

b) Na�i minimalni polinom za α nad Q.

v) Odrediti 1
α+3 u obliku p(α) za neki polinom p(X) ∈ Q[X].
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a) Na�imo polinom koji element α anulira. Kako je α −
√

2 =
√

3, to
je

(α−
√

2)2 = 3

α2 − 2α
√

2 + 2 = 3
α2 − 1 = 2α

√
2

(α2 − 1)2 = (2α
√

2)2

α4 − 2α2 + 1 = 8α2

α4 − 10α2 + 1 = 0.

b) Poka�imo da je minimalni polinom elementa α zaista polinom
X4 − 10X2 + 1. Oznaqimo ga sa µ(X). Jedino treba dokazati je ovaj
polinom nerastavǉiv nad Q. Kako se radi o polinomu qetvrtog ste-
pena, ukoliko je on rastavǉiv, on se rastavǉa ili na proizvod poli-
noma prvog stepena i polinoma tre�eg stepena, ili na proizvod dva
polinoma drugog stepena.

µ(X) je proizvod polinoma prvog stepena i polinoma tre�eg stepena
nad poǉem Q. To znaqi da µ(X) ima nulu u Q. No, ako polinom

anX
n + · · ·+ a1X + a0

ima racionalnu nulu r/s (gde je r/s neskrativ razlomak) onda r | a0 i
s | an. Kako je u naxem sluqaju an = a4 = 1, to je s = 1, a kako je a0 = 1,
to r mo�e biti samo 1 ili −1. No, ni 1 ni −1 nisu nule polinoma
µ(X).

µ(X) je proizvod dva polinoma drugog stepena. Dakle,

µ(X) = (X2 + aX + b)(X2 + cX + d)

(kako je µ(X) mo�emo pretpostaviti da su i ti polinomi moniqni).
Dobijamo (izjednaqavaǌem odgovaraju�ih koeficijenata)

a+ c = 0 (8)
b+ ac+ d = −10 (9)
ad+ bc = 0 (10)

bd = 1 (11)

Iz (8) dobijamo da je c = −a. Tada iz (10) sledi da je a(d − b) = 0.
Razmotrimo dva sluqaja.

a = 0. Tada je i c = 0 i dobijamo da se sistem svodi na dve jednaqine

b+ d = −10 (12)
bd = 1 (13)

46



Iz (13) sledi da je d = 1/b (sigurno ni b ni d nisu jednaki nuli).
Zamenom u (12) i sre�ivaǌem dobijamo kvadratnu jednaqinu

b2 + 10b+ 1 = 0.

Rexeǌa ove jednaqine su data sa:

b1,2 =
−10 +

√
96

2

Po pretpostavci b ∈ Q. Kako je
√

96 = 4
√

6, dobili bismo da je
√

6 ∈ Q.
Ostavǉamo qitaocima da poka�u da ovo nije mogu�e.

a 6= 0. U ovom sluqaju je b = d. Iz jednaqine (11) dobijamo da je
b ∈ {1,−1}. Zamenom u (10) (uzimaju�i u obzir da je c = −a) dobijamo
da je a2 = 12 ili a2 = 8. Po pretpostavci je a ∈ Q pa bi iz a2 = 12
sledilo da

√
3 ∈ Q, a iz a2 = 8 da je

√
2 ∈ Q. Kako ni jedno ni drugo

nije taqno zakǉuqujemo da je µ(X) nerastavǉiv.

v) Za nala�eǌe 1
α+3 mo�emo koristiti metod neodre�enih koeficije-

nata. Naime, znamo da postoje a, b, c, d takvi da je

1
α+ 3

= a+ bα+ cα2 + dα3. (14)

Potrebno je odrediti koeficijente a, b, c, d. Iz (14), mno�eǌem obe
strane sa α+ 3, dobijamo

1 = (α+ 3)(a+ bα+ cα2 + dα3). (15)

Uzimaju�i u obzir da je α4 = 10α2 − 1 i da su 1, α, α2, α3 linearno
nezavisni nad Q, dobijamo

3a −d = 1
a +3b = 0

b +3c +10d = 0
c +3d = 0

Prepuxtamo qitaocima da rexe ovaj sistem jednaqina. ♣

Algebarska raxireǌa; primitivni element

Videli smo da su od posebnog znaqaja za teoriju raxireǌa poǉa
oni elementi koji su algebarski nad datim poǉem.

Definicija 85 Za raxireǌe E poǉa F ka�emo da je algebarsko raxireǌe
ako je svaki element iz E algebarski nad F .

Za raxireǌe E poǉa F ka�emo da je konaqno raxireǌe ukoliko je
E konaqno dimenzionalni prostor nad F .
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Stav 86 Svako konaqno raxireǌe je algebarsko.

Dokaz. Neka je [E : F ] = n. To znaqi da je E n-dimenzionalni prostor
nad poǉem F . Uzmimo proizvoǉni element α ∈ E i poka�imo da je on
algebarski nad F . Kako je dimenzija prostora jednaka n, to je skup od
n+ 1 vektora {1, α, . . . , αn} sigurno linearno zavisan skup vektora, tj.
postoje a0, . . . , an ∈ E takvi da je

a01 + a1α+ · · ·+ anα
n = 0,

no, to upravo znaqi da je p(α) = 0, gde je p(X) = a0 + a1X + · · ·+ anX
n ∈

F [X]. Dakle, element α je algebarski nad F . �
Ukoliko je E1 konaqno raxireǌe poǉa F , a E2 konaqno raxireǌe

poǉa E1, onda je naravno E2 i jedno raxireǌe poǉa F .

Stav 87 Ako su F , E1 i E2 poǉa kao u prethodnoj reqenici, onda je E2

konaqno raxireǌe poǉa F i va�i

[E2 : F ] = [E2 : E1][E1 : F ].

Dokaz. Neka je [E1 : F ] = n i [E2 : E1] = m. Kako je dimenzija E1

kao vektorskog prostora nad poǉem F jednaka n, to postoji neka baza
[α1, . . . , αn]. Sliqno, neka je [β1, . . . , βm] baza vektorskog prostora E2

nad poǉem E1. Doka�imo da proizvodi αiβj, i = 1, n, j = 1,m qine
bazu prostora E2 nad poǉem F .
Linearna nezavisnost. Pretpostavimo da je

m∑
j=1

n∑
i=1

cijαiβj = 0,

za neke cij ∈ F . Neka je dj =
∑n
i=1 cijαi, j = 1,m. Elementi dj su iz

poǉa E1 i za ǌih va�i:
m∑
j=1

djβj = 0.

Kako je [β1, . . . , βm] baza za E2 nad E1, to mora biti dj = 0 za sve
j ∈ {1, . . . ,m}. No, kako je [α1, . . . , αn] baza za E1 nad poǉem F , to iz∑n
i=1 cijαi = 0, za j = 1,m sledi da je cij = 0 za i = 1, n, j = 1,m.
Generatrisa. Neka je γ ∈ E2. Kako je [β1, . . . , βm] baza za E2 nad E1,

to postoje rj ∈ E1 takvi da je

γ =
m∑
j=1

rjβj .

No, kako je [α1, . . . , αn] baza za E1 nad F to za svako j ∈ {1, . . . ,m}
postoje sij za koje je

rj =
n∑
i=1

sijαi.
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Konaqno dobijamo da je

γ =
m∑
j=1

n∑
i=1

sijαiβj .

�

U primerima iz prethodne lekcije dokazivali smo da su neki ele-
menti algebarski nad datim poǉem tako xto smo nalazili polinome,
koje oni ponixtavaju, tj. koristili smo direktno definiciju. To
ponekad nije lako. Potra�ite uostalom sami polinom, koji ponix-
tava element i

√
3 + 3
√

2. Zapravo, to se mo�e izbe�i. A evo i kako.
Ve� smo se upoznali sa raxireǌima oblika E(α). No, ako β 6∈ E(α),

mo�e se formirati i raxireǌe E(α)(β), koje se kra�e oznaqava sa
E(α, β). Ukoliko su α i β algebarski nad E, onda su stepeni raxireǌa
[E(α) : E] i E(β) : E] konaqni, a takav mora biti i E(α, β) : E(α)]
(zaxto?). Stoga je, na osnovu prethodnog stava, [E(α, β) : E] konaqan
broj, te je raxireǌe E(α, β) poǉa E algebarsko, te je svaki element
iz E(α, β), algebarski nad E. Posebno, to su i elementi α+ β, α · β i
sliqno.

Opxtije, imamo i raxireǌa E(α1, . . . , αn). No, veoma je zanimǉiv
slede�i rezultat koji nam ka�e da u sluqaju algebarskih raxireǌa
poǉa Q situacija nije toliko komplikovana koliko izgleda.

Teorema 88 (Teorema o primitivnom elementu za brojevna poǉa) Svako konaqno
raxireǌe E poǉa Q je oblika Q(α), za neko α ∈ E.

Element α je taj primitivni element raxireǌa E. Ovu teoremu
ne�emo dokazivati, uradi�emo neke primere. No, pre tih primera,
doka�imo odgovaraju�i rezultat za konaqna poǉa.

Teorema 89 (Teorema o primitivnom elementu za konaqna poǉa) Svako konaqno
raxireǌe E konaqnog poǉa F je oblika F (α), za neko α ∈ E.

Dokaz. Kako je poǉe F konaqno i E je konaqno raxireǌe poǉa F , to
je i poǉe E konaqno (zaxto?). No, mi znamo da je tada grupa (E \{0}, ·)
cikliqna (zaxto?), tj. postoji element α ∈ E takav da je E \{0} = {αk :
k ≥ 0}. No, jasno je da je tada i E = F (α). �

Primer 90 Na�i primitivni element korenskog poǉa polinoma X4−X2−
2 ∈ Q[X].

Drugim reqima, treba na�i korensko poǉe K datog polinoma i ele-
ment α ∈ K za koji je K = Q(α). Faktoriximo nax polinom nad Q
korix�eǌem metoda kompletiraǌa kvadrata:

X4 −X2 − 2 =
(
X2 − 1

2

)2

− 1
4
− 2 =

(
X2 − 1

2

)2

−
(

3
2

)2

=
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=
(
X2 − 1

2
− 3

2

)(
X2 − 1

2
+

3
2

)
=
(
X2 − 2

) (
X2 + 1

)
=

= (X −
√

2)(X +
√

2)(X − i)(X + i),

gde je i naravno imaginarna jedinica. Dakle, korensko poǉe K je
poǉe K = Q(

√
2, i). Mi treba da na�emo α za koje je Q(

√
2, i) = Q(α).

Pokuxajmo da doka�emo da se za α mo�e uzeti element α =
√

2 + i.
Jasno je da je Q(α) ⊆ Q(

√
2, i). Obratna inkluzija je netrivijalna.

Naravno, dovoǉno je da doka�emo da npr.
√

2 ∈ Q(α), poxto iz toga
neposredno sledi da i i ∈ Q(α), a time i tra�eno. Jednakost

α =
√

2 + i,

,,podignimo” na tre�i stepen. Dobijamo

α3 = 2
√

2 + 6i− 3
√

2− i = −
√

2 + 5i = 5(
√

2 + i)− 6
√

2.

Dakle,
α3 − 5α = 6

√
2,

pa je
√

2 =
1
6

(α3 − 5α) ∈ Q(α).

♣

Primer 91 Neka je K korensko poǉe polinoma X4 − 24X2 + 4 ∈ Q[X].
a) Pokazati da je K = Q(

√
5,
√

7).
b) Odrediti α ∈ C tako da je K = Q(α).

Postupimo kao u prethodnom primeru.

X4 − 24X2 + 4 = (X2 − 12)2 − 144 + 4
= (X2 − 12)2 − 140

= (X2 − 12)2 − (2
√

35)2

= (X2 − 12− 2
√

35)(X2 − 12 + 2
√

35)

= (X2 − (12 + 2
√

35)(X2 − (12− 2
√

35),

te dobijamo X4 − 24X2 + 4 = (X −
√

12 + 2
√

35)(X +
√

12 + 2
√

35)(X −√
12− 2

√
35)(X +

√
12− 2

√
35). Prema tome, dobijamo da je

K = Q
(√

12 + 2
√

35,
√

12− 2
√

35
)
.

Jedan savet: uvek kada dobijete ovakav rezultat, nije loxe pomno�iti
ova dva korena i videti xta se dobija. Primenimo taj savet u ovom
sluqaju. √

12 + 2
√

35 ·
√

12− 2
√

35 =
√

144− 140 =
√

4 = 2.
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Dakle, mo�emo da zakǉuqimo da, ako je α =
√

12 + 2
√

35, a β =
√

12− 2
√

35,
onda je α ·β = 2, pa je β = 2

α ∈ Q(α). Zakǉuqujemo da je K = Q(α). Tako
smo naxli primitivni element i uradili primer pod b)!

Drugi savet: kada imate koren poput ovoga:
√

12 + 2
√

35, proverite
da mo�da ne mo�ete da ga ,,prepoznate”. Xta to znaqi? U ovom
sluqaju, pojavǉuje se koren iz broja oblika p+ q

√
s gde su p, q, s celi

brojevi. Da li je mo�da taj koren zbir (ili razlika) dva korena iz
nekih celih brojeva? Kako je 35 = 5·7, name�e se da izraqunamo koliko
je (
√

5 +
√

7)2. Dobijamo

(
√

5 +
√

7)2 = 5 + 2
√

35 + 7 = 12 + 2
√

35,

tj. bax ono xto imamo. Dakle, α =
√

5 +
√

7 (primetimo da je β =√
7 −
√

5), te je K = Q
(√

5 +
√

7
)
. Mi treba da poka�emo da je K =

Q
(√

5,
√

7
)
. To nije texko, postupi�emo kao u prethodnom primeru.

α =
√

5 +
√

7
α3 = 5

√
5 + 15

√
7 + 21

√
5 + 7

√
7

α3 = 26
√

5 + 22
√

7
22α = 22

√
5 + 22

√
7

α3 − 22α = 4
√

5
√

5 =
α3 − 22α

4
∈ Q(α)

√
7 = α−

√
5

√
7 =

26α− α3

4
∈ Q(α).

Naravno, mogli smo to da uradimo i drugaqije. Poxto smo ve� pre-
poznali da je β =

√
7−
√

5, onda samo treba pokazati da je

Q
(√

5 +
√

7,
√

7−
√

5
)

= Q
(√

5,
√

7
)
,

a to je naravno vrlo jednostavno.
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