NAT A - Test 2, 26.12.2019.

1. Neka je A realna, kvadratna matrica reda n i neka su sa A = Q1 R; = Q2 Ry date dve razlicite
QR dekompozicije matrice A.

(a)(1 poen) Dokazati da je QT Q; ortogonalna matrica.

(b)(2 poena) Dokazati da je QYQ, = RyR;".

(c)(2 poena) Neka je B = Q¥Q, = RyR;"'. Kakvog oblika je matrica B (struktura matrice i
vrednosti)?

(d)(2 poena) Ako je A matrica reda n = 5, koliko razlicitih QR dekompozicija (Q, R € R5*%)
matrice A postoji ?

2. (4 poena) Neka su Aq, ..., \, sopstvene vrednosti matrice A i z1, ..., z, njima odgovarajuéi
n

sopstveni vektori. Neka vazi [A1] > |Aa] > ... > [A\,] 109 = azxs+ Y aux;, as, as, ..., ap, € R\{0}.
i=5

Ispitati konvergenciju metode proizvoljnog vektora pocevsi od vektora vy.

3. (4 poena) Koriste¢i Gersgorinovu teoremu dokazati da ako je matrica strogo dijagonalno-
dominantna onda je ona i invertibilna. Napomena: nije potrebno dokazivati Gersgorinovu teo-
remu.

2 0 -1

4. bonus pitanje (3 poena) Data je matrica A = -1 -1 0 . Odrediti matricu
0o 0 3

B = A103 _ 4 A102 | A101 4 g A100
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Resenje:

1.(a) (QTQ1)T = (QTQ1) = QT Q:QT Q1 = Q1'Q3'Q2Q1 =1

1.(b) A = Q1 R, = Q2R, pomnozimo sa leve strane sa Q;"' a sa desne sa R; .
Qy'Q1R\R; ' = Q' Q2 Ry Ry

tj. Q3'Q1 = RoRy*

a kako je Qo ortogonalna onda A2TQ1 = RgRl_l.

1.(c) B = QTQ, = RyR;" Posto je B = QT Q, i proizvod unitarnih matrica je unitarna matrica,
onda je i B unitarna matrica.

Posto je B = RyR;' i inverz gornjetrougaone je gornje trougaona, kao i proizvod gornje
trougaonih je gornje trougaona, onda je i B gornje trougaona.

Dakle, B je unitarna BT = B~! i gornje trougaona. Kako je BT donje trougaona, onda
jedina moguc¢nost je da su oba uslova ispunjena je da je B dijagonalna.
Dodatno, posto je A realna, ) i R su realne, pa je i B realna. Dijagonalna matrica koja
+1 0
zadovoljava gornje uslove je oblika B = _
0 +1
1.(d) Postoji beskona¢no mnogo razli¢itih QR dekompozicija matrice A oblika A = QS*SR gde
je S kompleksna matrica rotacije. Medjutim, kako je A realna, onda A = QR i samim tim i
+1 0
Q = QS* i R = SR realne, onda i S mora biti realna pa je oblika S = ,
0 +1
Posto je S reda 5, onda imamo ukupno 2° razli¢itih matrica S, pa samim tim i 2° razlicitih QR
dekompozicija.

2. Konvergira ka A3.

3. A je invertibilna ako je det(A) # 0, a det(A) = Ay - ... - A,. Dovoljno je pokazati da su sve
sopstvene vrednosti matrice razli¢ite od 0. Lokalizujmo ih Gersgorinovom teoremom. Posto je
matrica strogo dijagonalno domimantna onda |a;| > > |a;;|. To znaci da je poluprecnik svakog
1#]
GG krupa manji od udaljenosti njegovog centra od koordinatnog pocetka, pa 0 ¢ |J GG;.
i=1
4. B = A9 — 44102 1 A101 4 6A100 = — A100(_ A3 4 442 — A + 6]). Karakteristicni polinom

matrice A je p(A\) = =A% + 4A? — X\ — 6. Matrica anulira svoj karakteristi¢ni polinom, pa je
B=—A%x%p(A) = —A%0 = [0].



