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[E——— Vigestruki integral
grach Egzistencija i svojstva vi§estrukih integrala

Dvostruki integral nad pravougaonikom

Neka je dat pravougaonik
A=[ab] x[c,d]={(x,y)la<x<b,c<y<d}

Neka su [a, b] i [c, d] izdeljeni na sledeéi nacin:
a=X <X <..<Xpn=>b
C=Yo< W <..<yp,=d.

Pravougaonik A je izdeljen na m - n pravougaonika oblika:
Ajj = [Xi—1, i) X< [Yj—1, ] = {(x Y)Xic1 < x < X, yj—1 <y < it
i=1,...mj=1,..n.

Oznacimo podelu pravougaonika A sa:
Plab)xje,d] = 1Ajl1 <i<m,1 <j< n}.



[E——— Vigestruki integral
gract Egzistencija i svojstva vi§estrukih integrala

Neka je duzina i-tog intervala [x;_1, x;] 0znaena sa Ax;.
Neka je duzina j-tog intervala [y;_1, yj] oznacena sa Ay;.

PovrSina pravougaonika Aj; jednaka je: AA; = Ax; - Ay;.

Rimanova integralna suma funkcije f : A — R, A C R? za podelu P
je:

R(f,P) =]

li

S

e

1 f(x7, Y7 ) - Axi - Ay, (X7, y7) € Aj.

1j

Neka je ||P|| duZina dijagonale pravougaonika P;.
Kada ||P|| — 0 podela P je sve finija (viSe manjih pravougaonika sa
manjim dijagonalama).

Definicija
Dvostruki (dvojni) integral funkcije f : A — R, A C R? nad
pravougaonikom A je [ [ f(x,y)dxdy = HIli‘r‘n 0R(fﬂ?).

A —>

Ako ovaj limes postoji onda se kaze da je f integrabilna na A.



\é;fze\z:;l:wl:;i\jigtiesg\:;lstva visestrukih integrala
Trostruki integral nad kvadrom

Neka je dat kvadar
A=[ablx[c,d]x[efl={(x,y,2)la<x<bc<y<de<z<f}

Neka su [a, b], [c, d] i [e, f] izdeljeni na sledeCi nadin:
a=X <X <..<Xn=2>b
C=Yo<W<.<y,=d
e=z<z1<.<zg=f

Kvadar A je izdeljen na m - n - s kvadara oblika:

Ak = [Xi—1, Xi] X [Vj—1, Y] % [2Zk—1, 2k]
={(x, Y, 2)[Xic1 <X <X, Y1 <Y < Yj, Zk—1 < 2 < Z¥,
= 17"'am,j: 17.-.7n,k: 17...78.

Oznac¢imo podelu kvadra A sa:
P[ayb]x[adlx[e’f] = {A,‘jk"l <i<mi1<j<ni<k< S}.



[E——— Vigestruki integral
gract Egzistencija i svojstva vi§estrukih integrala

Neka je duzina i-tog intervala [x;_1, x;] 0znaena sa Ax;.
Neka je duzina j-tog intervala [y;_1, y;] oznacena sa Ay;
Neka je duzina k-tog intervala [zx_+, zx] 0znaena sa Azy.

Zapremina kvadra Aji jednaka je: AAj = AX; - Ay - Az.
Rimanova integralna suma funkcije f : A — R, A C R3 za podelu P
je:

n S
R(EP) = 2020 2 Oy ) - BXi - By - Bzie, (X7 Y} Z) € A

1j=1 k=1

Ms

i

Neka je ||P|| duzina dijagonale kvadra Pj.
Kada ||P|| — 0 podela P je sve finija (viSe manjih kvadara sa manjim
dijagonalama).

Definicija

Trostruki (trojni) integral funkcije f : A — R, A C R® nad kvadrom A
je J I [ f(x,y,2)dxdydz = lim R(f,P).
A —



Visestruki integral

Integraci Ao e & q
ntegracija Egzistencija i svojstva viSestrukih integrala

n-tostruki integral nad pravuglim n-paralelopipedom

Neka je dat pravougli n-paralelopiped
A= [61,b1] X .. X [a,,, bn] = {(x1,...,xn)\a,- <x < b,}

(Analognim postupkom)....

Definicija
n-tostruki integral funkcije f : A— R, A C R" nad n-paralelopipedom
/—/L

Aje/...

f(X1, ..., Xp)dXq...dx, = lim R(f, P).

P[]0

B



Visestruki integral

ntegracija Egzistencija i svojstva viSestrukih integrala

Egzistencija

Neka je AsegmentizR"if: A— R, ACR".

Teorema
Ako je f integrabilna na A onda je ona ograni¢ena na A.

Teorema
Ako je f neprekidna na A onda je ona integrabilna na A.

Teorema

Ako je f integrabilna na A i ako je B podsegment od A (B C A) onda
Je f integrabilna i na B.

Integracija



Visestruki integral

ntegracija Egzistencija i svojstva viSestrukih integrala

Svojstva

Teorema

p
Neka je A segment izR" | A = 'U A; jedna podela segmenta A. Ako

i=1
je f: A— R integrabilna na svakom podsegmentu A;, i =1, ...p, onda
n n

— . —
Jje ona integrabilna i na A i vaZi: / / f(x)dx= > / / f(x)dx.
i=1
A

A i



Visestruki integral

Integracija Egzistencija i svojstva viSestrukih integrala

Teorema

Neka je A segment iz R" i neka su f, g : A — R integrabilne na A.
Tada:

@ Funkcija X - f, X € R je integrabilna na A i vaZi:
[ AMf(x)dx =X [ f(x)dx.
A A

@ Funkcija f + g je integrabilna na A i vaZzi:
J(f(x) £ g(x))dx = [ f(x)dx+ [ g(x)dx.
A A A

@ Ako je f(x) > 0 na A onda je [ f(x)dx > 0.
A
@ Ako je f(x) < g(x) za svako x € A onda je [ f(x)dx < [ g(x)dx.
A A

@ Funkcija |f(x)| je integravilna na A i vazi: | [ f(x)dx| < [ |f(x)|dx.
A A



Visestruki integral
Egzistencija i svojstva viSestrukih integrala

Integracija

Teorema

Fubinijeva teorema (za funkciju dve promenlive)
Nekajef: A— R, A= [a, b] x [c, d] neprekidna funkcija. Onda je:

f{f(x,y)dxdy = af (f f(x,y)dy) dx = f (af f(x, y)dx) dy.

b (d b d
Napomena (zapis): [ (f f(x,y)dy) dx = [dx [f(x,y)dy
a (o a Cc

Teorema

Fubinijeva teorema (za funkciju tri promenlive)
Nekajef: A— R, A=|a,b] x [c,d] x [r, s] neprekidna funkcija.
Onda je:

J [ [ f(x,y,z)dxdydz = f (d <fs f(x,y,z)dz> dy) dx =
A a c r

b (s [d
Ik ( i ( | f(x, y,z)dy) dz) dx = ...(postoji 6 redosleda integracije).
a r c



