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1 Vektori, linearna nezavisnost, operacije sa vek-
torima

1.1 Definicija vektora

Pretpostavimo da je studentu poznata geometrija Euklidskog prostora koga
oznacavamo sa E. Kada zelimo da istaknemo dimenziju n tog prostora onda
ga oznacavamo sa E™, pri ¢emu su nam najinteresantniji slu¢ajevi ravni n = 2
i prostora n = 3.

Sada ¢emo da pridruzimo prostoru tacaka E™ prostor vektora V™. Vektore
uvodimo kao klase ekvivalencija usmerenih duzi.

Usmerenu duz ¢ije je pocetak tacka A, a kraj tacka B oznacavamo sa AB.
Kazemo da usmerene duzi AB i C'D imaju isti pravac ako su prave odredjene
tim duzima iste ili paralelne. Da bi izbegli preteran formalizam pojam smera
usmerene duzi shvata¢emo intuitivno. Naime, podrazumeva¢emo da skup par-
alelnih pravih (duzi) ima taéno dva smera.

Kazemo da dve usmerene duzi AB i C'D predstavljaju isti vektor ako imaju
isti pravac, smer i intenzitet, a duzi zovemo predstavnicima tog vektora. Vektor

Ciji je predstavnik usmerena duz AB oznacavamo sa AB . Ako nam predstavnik
nije bitan, vektore oznacavamo i malim slovima latinice: E, v Pravac, smer
i intenzitet (duzina) vektora su odredjeni ma kojim njegovim predstavnikom.
Intenzitet vektora @ oznatavamo sa | a |.

Medju vektorima se posebno istice nula vektor koji oznacavamo sa ( i koji
je predstavnik duzi AA, tj. 0=AA za ma koju tacku A. Nula vektor ima
intenzitet 0, a pravac i smer mu nisu definisani.

Primetimo da za svaku tacku A i svaki vektor v postoji jedinstvena tacka

B takva da je U:AB, tj. da svaki vektor ima jedinstvenog predstavnika sa
pocetkom u datoj tacki X. Izbor takve tacke A uvodi bijekciju f : B —v
izmedju skupa tacaka i skupa vektora.

Moze se pokazati da su usmerene duzi koje imaju isti pravac, smer i intenzitet
u relaciji, koja je relacija ekvivalencije, tj. refleksivna je, simetri¢na i tranzitivna.
Na taj nacin vektori su klase ekvivalencije usmerenih duzi.
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Slika 1: Ekvivalentne usmerene duzi

Vektore nazivamo kolinearnim ako imaju isti pravac, a koplanarnim ako
su njihovi predstavnici paralelni nekoj ravni.

1.2 Linearne operacije sa vektorima

Definig§imo sada linearne operacije nad vektorima: sabiranje vektora i mnozenje
vektora brojem (skalarom).

1.2.1 Sabiranje vektora

Vektore sabiramo tzv. "nadovezivanjem”. Neka su 5, ue V vektori predstavl-

jeni sa v=AB, u=BC. Zbir vektora v i u je vektor
v+ u=AC .

Treba dokazati da ovako deﬁmsana operacija ne zavisi od izbora predstavnika

vektora. Neka su v= A’B' U= B’C' drugi predstavnici ta dva vektora. Vazi

Z(AB,BC) = Z(A'B’, B’C") jer su to uglovi sa paralelnim kracima, a tokodje
vazi |[AB| = |A'B’|i|BC| = |B'C"|. Zato su trouglovi ABC' i A’B’'C" podudarni,
pa je |AC| = |A'C’|. Dakle, duzi AC i A’C’ imaju isti intenzitet. Kako su
ABB’A’ i BCC'B’ paralelogrami, vazi AA’ | BB', BB’ | CC’, pa je AA" ||
CC'. Kako je i |AC| = |A'C’| sledi da je ACC’A’ paralelogram, pa je AC ||
A'C’, tj. AC 1 A’C’ imaju isti pravac. Kako te dve duzi imaju i isti smer one
predstavljaju isti vektor, tj. AC=A'C", pa je definicija sabiranja vektora dobro

definisana.
Primetimo da za nula vektor vazi

— — —

U+ 0=AB + BB=AB=71 . (1)

1.2.2 Mnozenje vektora brojem (skalarom)

Neka je a € R realan broj i ve V vektor. Proizvod a v broja i vektora je
vektor u koji ima isti pravac kao vektor v, | u | = ||| v |, a smer vektora u
je isti, odnosno suprotan smeru vektora v ako je a > 0, odnosno a < 0.

Moze se pokazati da ova operacija ne zavisi od izbora vektora predstavnika.
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Slika 2: Linearne operacije sa vektorima

Razlika dva vektora
v —u=v +(-1) u

je zbir vektora v i vektora —lu= — u suprotnog vektoru u.

1.3 Prostor vektora kao vektorski prostor

Slede¢om teoremom se pokazuje da je skup vektora V sa upravo definisanim
operacijama sabiranja i mnozenja brojem, vektorski prostor nad poljem R koji
ste izucavali u kursu Linearna algebra.

Teorema 1.1 Ako su 37 57 we 'V vektori, a a, 8 € R realni brojevi tada je:
(1) v +(u +w) = (v + u)+ w, (M1) a(v+u)=av +au,
(S2) ©+0=v=0+7, (M2) a(B V)= (aB) v,

(53) v +(-v)=0, (M3) (a+B) v=a¥ 437,
(S4) v+ u=u+ v; (M4) 1v=v
Dokaz:

(S1) Neka su A, B,C, D € E tacke takve da vazi: v= AB, u= BC, w= CD.
Tada je:

v +(u +w) = AB+(BC+ CD)=AB + BD=AD=
— AC + CD=(AB + BO)+ CD= (v + u)+ w .
(S2) Jedan deo ovog tvrdjenja je dokazan u formuli (1). Drugi deo se
dokazuje sli¢no.
Ostatak tvrdjenja se ostavlja za vezbu ¢itaocu. a

Primetimo da na osnovu aksioma (S1)-(S4) sledi da je svaki vektorski prostor
Abelova grupa u odnosu na sabiranje vektora.

1.4 Vezbanja

1.1 Dokazati da su sledeéa tvrdjena ekvivalentna:
a) AB=CD;
b) duzi AD i BC se polove.

1.2 Dokazati preostala tvrdjenja Teoreme 1.1.



1.5 Linearna nezavisnost vektora

Podsetimo se pojma linearne nezavisnosti vektora iz kursa Linearna algebra.
. . — — . .
Ako su ay,...,a, € R brojevi, a vy, ...,v, vektori, tada se izraz

— —
oy v+ oy Uy
naziva linearna kombinacija vektora.

. .e . — . . . . ..
Definicija 1.1 Vektori vy, ...,v, sulinearno nezavisni ako iz relacije

—

— —
ayp v +...+Fa, v,=0

sledi ap = ... = a,, = 0. U suprotnom, kada je bar jedan od brojeva o razlicit
od nule vektori se nazivaju linearno zavisnim.

Vidimo da su vektori linearno zavisni ako se neki vektor moze izraziti preko
ostalih. Recimo, za a1 # 0

Ako je neki vektor nula vektor, recimo 17126 tada je

—

01 4005 4 ... +00.=0,

pa je ay =1 # 0 i vektori su linearno zavisni.
Sledeéa teorema sledi direktno iz definicije mnozenja vektora brojem.

End . e . . . . .
Teorema 1.2 Dva vektora v i u su linearno zavisni ako i samo ako su kolin-
earni.

Teorema 1.3 U wektorskom prostoru V2 postoje dva linearno nezavisna vek-
tora, a svaka tri vektora su linearno zavisna.

Dokaz: Ako su O, A, B € E? tri nekolinearne tacke tada su vektori OA i OB
linearni nezavisni, jer su nekolinearni.
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Slika 3: Zavisnost vektora u ravni

Neka su ?, ﬂ), we V2 tri nenula vektora od kojih nikoja dva nisu linearno

zavisna. Neka su O, A, B,C € E? tacke takve da v=0A, u=0B, w=0C .
Prave OA, OB i OC su razlicite, pa postoje tacke X € OA 1Y € OB takve da
je OXCY paralelogram. Tada vazi:

—

W=0C=0X + XC=a OA+80B=a v +8 4,

. —_ — . . .
pa su vektori v, u,w linearno zavisni. a



i diund 2 . . . .
Posledica 1.1 Vektori v, u,we V3 su linearno zavisni ako i samo ako su ko-
planarni.

Teorema 1.4 U vektorskom prostoru V> postoje tri linearno nezavisna vektora,
a svaka cetiri vektora su linearno zavisna.

Dokaz: Ako su O, A, B, C cetiri nekoplanarne tacke tada su vektori O—)A7 OéB ,

OC nekomplanarni, pa su i linearno nezavisni.

Slika 4: Zavisnost vektora u prostoru

Neka su ?:OA, z:OB7 E:OC, P=0D¢ V3 cetiri nenula vektora. Ako su
neka tri koplanarna onda su i linearno zavisna, pa zato pretpostavimo da su
svaka tri vektora nekomplanarni.

Neka je D’ tacka ravni OAB takva da je DD’ || OC i X,Y tacke, redom,
pravih OA i OB takve da je OXD'Y paralelogram. Tada je:

P=0D' + D'D=(a OA +30B) +~v0C=a v +5 4 ++ ©,

Sto je i trebalo dokazati. ad

1.6 Vezbanja

1.3 U odnosu na tacku O dati su vektori poloZaja O_>A, O_>B tacaka A i B (A #
B). Izraziti vektor poloZaja tacke C' takve da

a) AC=XCB,\ eR;
b) tacka C deli duz AB u odnosu p:q, p,q € N.

1.4 Neka je ABC trougao i tacka T takva da vazi OT= %(OA + OB + 0C).
a) Dokazati da tacka T ne zavisi od izbora tacke O.
b) Dokazati da je tacka O teZiste trougla, tj. presek tezisnih duzi i da ona
teteZisne duzi deli u odnosu 2 : 1.

1.5 Neka je ABCD tetraedar i tacka T takva da vazi OT= }(OA + OB

+ OC + OD). Tezisnom duzi tetraedra naziva se duz koja spaja teme tetraedra
sa tezistem maspramne pljosni. Dokazati da se teZisne duZi tetraedra seku u
tacki T © da ih ona deli uw odnosu 3 : 1. Tacka T se naziva teziSte tetraedra.

1.6 Dat je paralelogram ABCD. Ako je tacka F srediste stranice BC, tacka

G srediste stranice CD, a tacka E presek duzi AF i BG. Odrediti odnose % i
BE
EG*
1.7 U rawvni je dat trougao ABC. Neka tacka D pripada stranici AB, a tacka

E stranici BC, tako da je % = % i g—g = % Ako se duzi AE i CD seku u

tacki F odrediti u kom odnosu tacka F' deli duzi AE i CD.



1.7 Koordinate vektora

Podsetimo se iz Linearne algebre da je baza vektorskog prostora maksimalan
skup linearno nezavisnih vektora, a dimenzija prostora broj elemenata baze.

Na osnovu teorema 1.3 i ?? dimenzija prostora vektora ravni V2 je dva, a
dimenzija vektora prostora V3 je tri.

Na osnovu dokaza Teoreme 1.3 svaki vektor ve V2 moze da se napisSe u
obliku
V=111 €] +V3 €2, (2)

gde je e = (e1, €2) neka baza. Ako je v= v} e1 +v} e3 dobijamo
(01 = v1) e1 +(v2 — vh) €2=0,

. . — . o “ . . .

odakle zbog nezavisnosti vektora e i e vazi v1 = v} i vo = v5. Dakle, brojevi

— —

v1 1 vg su jedinstveni za dati vektor v. Njih nazivamo koordinate vektora v
u bazi e i koristimo oznaku

[V]e = (v1,v2).

Sliéno je sa vektorima prostora gde na osnovu Teoreme 1.4 za ma koji vektor
prostora v € V3 mnozemo pisati

— — — —
V=11 e1 +v2 e +v3 es, (3)

gde je e = (a, ez, e_;;,) neka baza vektorskog prostora V3. Brojevi v1,vs,v3 € R
su za dati vektor v jedinstvene koordinate vektora v u bazi e. Pisemo

[E}]e = (Ula V2, US)'

1.8 Vezbanja

1.8 Dat je pravilan Sestougao ABCDEF. Ako jee = (e_{, e_é), e1=AB, e3=AF
odrediti koordinate temena Sestougla u odnosu na reper Ae.

2 Vektorska algebra

2.1 Skalarni proizvod

Neka su 3, ue V vektori i U#B Projekcija vektora u na vektor v je broj
Pr—(u) =|u |cos¢,

gde je ¢ € [0, 7) ugao izmedju vektora v i u. Vidimo da je projekcija pozitivan,
nula odnosno negativan broj ako je ugao izmedju vektora oStar, prav ili tup.

el

yl




Slika 5: Projekcija vektora

Slede¢om lemom se dokazuju osobine projekcije koje ¢e nam trebati nesto
kasnije.

Lema 2.1 Neka su 5, ue E vektori i o € R broj. Tada vaZi
2) Pr—(a u) = aPr?(U)

Dokaz: 1) Neka predstavnik vektora v pripada pravoj p, neka je E:AB,
w=BC i neka su A’, B',C’ ortogonalne projekcije tacaka A, B,C na pravu p.
Tada je Prg(ﬂ) = +|A’'B’| u zavisnosti da li je ugao Z(v,u) ostar ili tup.

— —

Sliéno je i sa projekcijama vektora BC' i AC. Pretpostavimo da su svi uglovi
oStri (¢itaocu se ostavlja da proveri ostale slucajeve).

Pr—(d + @) = |A'C'| = |A'B| + |B'C'| = Pr-(u) + Pr-(w).

Slika 6: Osobine projekcije vektora

Pro(au) = |a U | cos Z(v, au) = |af| U |(£cos Z(v,u)) =

= qf U |(cos £L(v,u)) = aPr;(EL

gde se znak + uzima ako je a > 0, a znak — ako je @ < 0 (slucaj a = 0 je
trivijalno zadovoljen). O

Definicija 2.1 Skalarni proizvod vektora je operacija - : VXV — R koja dvama
vektorima ;, uev dodeljuje broj

v-u=|v| ul|cosd,
gde je ¢ € [0,7) ugao izmedju vektora v i u.

. . . . . - — K — —
Nekad se za skalarni proizvod koristi i oznaka (v, u) ili (v, u).
Da bismo dokazali narednu teoremu, primetimo da vazi

veou=|v | u|cosd=]|v|Pr-(u)=|u|Pr_(v).
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Teorema 2.1 (Osobine skalarnog proizvoda) Neka su v, u,we V i a €
R. Tada va

I)U-a:ﬁ-?

2) V(U +w)=v-u+ v -w,

3) v -(au)=a(v-u),
4)v-v=]v P20,

5) v - v=0 ako i samo ako je v=0.

Dokaz: Osobine 1, 4 i 5 slede direktno iz definicije.
Dokazimo tvrdjenje 2). Ako je v=0 tvrdjenje se neposredno proverava, pa

pretpostavimo ?756 Tada, na osnovu Leme 2.1 (1) vazi:

vVe(utw) = |v|Pro(u+w)=]|v|(Prs(u)+ Pro(w)) =
= |V |Pr<(u)+ |V [Pro(w)=v - u+ v - w,

Sto je i trebalo dokazati. Tvrdjenje 3) se dokazuje sli¢no na osnovu Leme 2.1
(2) i ostavlja se za vezbu Eitaocu. 0

Kombinovanje osobina 2) i 3) daje nam osobinu linearnosti (po drugom
argumentu) skalarnog proizvoda

—

+ﬂv-1?.

el

?-(QUJDBB):O[?-

Zbog osobine simetri¢nosti 1), skalarni proizvod je linearan i po prvom argu-
mentu, tj. vazi

—

(v +Bu)w=av- -w+3u-

gl

2.1.1 Skalarni proizvod u ortonormiranoj bazi

. . . e - ~.
Podsetimo se da je ortonormirana baza takva baza e = (ey,...,e,) da vazi

oo 0 akoje 1i#j,
T 1 akoje i=3.

Drugim re¢ima, bazni vektori su medjusobno ortogonalni i svaki vektor je je-
dini¢ne duzine.
Neka Je sada, prlmera radi e =
— = — . .
V= U1 61 +vg €3, U= Uy 61 +ug eg dva vektora. Tada, na osnovu linearnosti,
vazi:

e e . 2 .
(e1,€2) ortonormirana baza prostora V< i

— = — — — —
v-u = (v1e +vges) (ug e fugen) =
— — — — — — — —
= V1up €1 - €1 +V1U2 €1 - € +V2Uy €2 - €1 +V2Ug €3 - €2=

= ViUl + v2u2, (4)

pri ¢emu smo za poslednju jednakost koristili ortonormiranost baze.
.y ~ . . . . . — — —
Na slican se nacin pokazuje je skalarni proizvod vektora v= vy e; vy €2
— ., — — — — 3 . . . —
4v3 e3 i u= uy e; +ug ex +uz es prostora V°, u ortonormiranoj bazi e = (61
— — .
,€2,e3), dat izrazom

— —
UV - U= ViUl + VU2 + V3U3 (5)

u ortonormiranoj bazi. Taj se izraz lako upostava i na proizvoljnu dimenziju.

2.1 Dati su vektori v= (%, g, ?) i u= (fg, %, ?) iz V3 svojim koor-

dinatama u ortonormiranoj bazi. Odrediti: a) | v |; b) Z(v,u).



2.2 Dokazati da simetrala ugla u trouglu deli naspramnu stranu u odnosu sused-
nih strana.

2.3 Neka je A’ podnoZje visine iz temena A trougla ABC. Odrediti vektor AA’
preko vektora ivica AB i AC' .

2.2 Orjentacija

Orjentacija je slozen i interesantan matematicki pojam. U ovom momentu
uveséemo je intuitivno, ali ¢éemo kasnije, u poglavlju o poliedarskim povrsima
dati stroziju definiciju orjentacije. Tada ¢emo pokazati da nije na svakom pros-
toru moguce uvesti orjentaciju. Ipak, na vektorskim prostorima jeste.

Prvo uvodimo orjentaciju u vektorskom prostoru V2 vektora ravni. Kazemo
da je baza e = (;1, ez) pozitivne orjenacije ako je pravac rotacije od vektora
e1 ka vektoru €2, kra¢im putem, suprotan od kretanja kazaljke na ¢asovniku. U
suprotnom je baza e negativne orjentacije.

Sada uvodimo orjentaciju medju vektorima prostora. Neka je baza e =
(e?,eé,e?,) prostora V2 predstavljena usmerenim duzima sa istim poéetkom.
Kazemo da je e baza pozitivne orJentac1Je ako je, posmatrano sa kraja
vektora 63, kretanje kra¢im putem od vektora el prema vektoru es suprotno
od pravca kretanja kazaljki na ¢asovniku. Drugacije receno, ako gledajuéi sa
kraja vektora es bazu (6—{,6_2)) vidimo kao pozitivnu, onda je i baza (5763,%)
pozitivne orjentacije.

Ista orjentacija se moze intuitivno uvesti i na druge nacine, recimo pravilom
desne ruke ili pravilom zavrtnja.

Orjentacija je stvar dogovora, tj. ne postoji narocit razlog zbog kog jednu
orjentaciju zovemo pozitivnom, a drugu negativnom.

2.3 Vektorski proizvod i mesoviti proizvod

Definicija 2.2 Vektorski proizvod je operacija x : V3 x V3 — V3 koja dvama
vektorima v i u dodeljuje vektor v x u kome su intenzitet, pravac i smer
odredjeni sa:

(D) |v xu|=|v]|lul|sing, gdejed € [0,7) ugao izmedju v i u.

(P) vektor v x u je normalan na svaki od vektora v i u.

—

(S) smer vektora v oX u je takav da je baza (U,E,U X w) pozitivne or-
jentacije.

Primetimo da je na osnovu (I) intenzitet vektorskog proizvoda jednak povrsini
paralelograma razapetog vektorima koje mnozimo. Kako nezavisni vektori i
samo oni razapinju paralelogram dobijamo da

« T 3 . . . . - - -
vektori v, u€ V° su linearno nezavisni ako i samo ako v x u#( .

—_ — —

Na osnovu toga, vidimo da uslov (S) ima smisla, tj. da je (v, u,v X U)
samo ako je v x 1_[75 0.

Definicija 2.3 (MeSoviti proizvod) Mesoviti proizvod je operacija [| : V x
V xV — R koji trima vektorima U, E, w dodeljuje broj

[v,u,w]:= (v x u) w

)



Teorema 2.2 Apsolutna vrednost mesovitog proizvoda jednaka je povrsina par-

alelepipeda odredjenog vektorima v, uw,w .

Slika 7: Geometrijski smisao mesovitog proizvoda

Dokaz: Neka je osnova paralelepipeda paralelogram odredjen vektorima Vi
u, ¢ija je povrSina B = | U X |. Visina h paralelepipeda jednaka je projekeiji
vektora w na vektor v x koji je normalan na osnovu. Ozna¢imo sa ¢ ugao

izmedju vektora w i vektora v x u . Tada je zapremina V paralelepipeda
V = Bh=|v xullPr

= |(v x u)

— — — —
(@ =lvxulfw]|lcos¢| =

<]

X
— —_ = —
cw | =|[v, u,w]|.

O

Posledica 2.1 Kako se paralelepiped moze razloZiti na 6 tetraedara jednake za-
premine dobijamo da se zapremina tetraedra ABCD jednaka:

Kako nezavisni vektori i samo oni razapinju paralelogram dobijamo da
.= = = . . . . — — —
vektori v, u,w su linearno nezavisni ako i samo ako [v, u,w] # 0.

Sada dajemo tvrdjenje koje se ¢esto koristi. Mi ¢em oga koristiti za dokazi-
vanje linearnosti vektorskog proizvoda, nesto kasnije.

Lema 2.2 Ako za vektore ?,ﬂe V vazi v - ?:ﬂ . ? za svako ?E V, tada je
v=u.

Dokaz: Iz pretpostavke dobijamo

Vet—u-t=(v—u)t.

0

Uzmemo lisada £t =v — dobijamo da je | v —u | =0, tj. v — ﬂza, odakle
sledi tvrdjenje. O

Algebarske osobine vektorskog i meSovitog proizvoda date su slede¢om teo-
remom.

— — — — 3 . ..
Teorema 2.3 Za vektore v, u,w,ve VY i a, € R vazi:
— — — — .. e
1) v Xx u=—u X v (antisimetricnost),

10



2) (v +8u)x w=a(v x w)+ B(u x w) (linearnost),
3) [v,u,w] = —[u, v,w,

4) [;7 E)a E] N [Ea Ev ?] = [Ev ?a EL

5) o U468 u,w, m =afv,w, U] + ﬁ[ﬂ, w, m (linearnost).

Dokaz: Tvrdjenje 1) sledi iz definicije vektorskog proizvoda, a tvrdjenje 3) iz
tvrdjenja 1) i definicije meSovitog proizvoda.

4) Ako su vektori ?, 1_[, w zavisni tada im je mesoviti proizvod jednak nuli pa
tvrdjenje vazi. Ako su nezavisni, baze (;73, E), (5,13, ;) i (E, v, ﬂ) su uvek
iste orjentacije. Takodje, [U,E,B} = (U X E) w> 0 ako i samo ako vektori
U ox uiw grade oStar ugao, tj. pripadaju istom poluprostoru odredjenom
vektorima v i u. Dakle [v, u,w] > 0 ako i samo ako je (v, u, w) baza pozitivne
orjentacije. Zato su ta tri meSovita proizvoda istoga znaka. Posto te trojke
vektora odredjuju isti paralelopiped, apsolutne vrednosti mesovitih proizvoda
su im jedake (jednake su zapremini paralelopipeda po Teoremi 2.2), pa tvrdjenje
vazi.

5) Na osnovu dokazanog pod 4) i liearnosti skalarnog proizvoda, vazi

v 48 u,w,v] = [w,t,av +Bu]=(wWx L) (av+8u)=
= a(Wx {) v +BW x ) u=
= afw, t,v]+Blw, £,u] =alv,w, ]+ plu,w, £]
2) Ovo tvrdjenje sada direktno sledi iz tvrdjenja 5) i Leme 2.2. O

2.4 Vektorski i mesoviti proizvod u koordinatama

Vektorski i meSoviti proizvod se najlakSe ra¢unaju u ortonormiranoj bazi. Pret-
. . — — — . o, . . .
posavimo zato da je e = (e, ea, e3) ortonormirana baza pozitivne orjentacije.
Zbog linearnosti vektorskog proizvoda, dovoljno je izracunati vektorski proizvod

na baznim vektorima, koji je dat tablicom:

— — —
X ‘ (&1 €9 3
— — e —
e 0 ed —eo
— — - —
€y | — €3 €
— — — -
(43 €9 — €1

Neka su v= U1 ;1 +vg ez +vs3 t;g, U= Uy 6?1 +ug ez +usg ;3 dva vektora
prostora E3

Zbog linearnosti njihov vektorski proizvod je odredjen proizvodima baznih
vektora, pa dobijamo

— = —

— —
vV X u= (U2U3 — 1)311,2) €1 +(U3’U,1 — ’Ul’LL3) €9 +(1)1U2 — Ug’ul) €3 .

Ta jednakost se Cesto zapisuje simbolickom determinantom:

- — —
. el ey e3
v X U= V1 Vo U3

up U2 U3

. — e e — . .
Neka je w= wy €1 +wy es +ws ez tred¢i vektor. Lako se proverava da je
mesoviti proizvod tri vektora dat sa

—_ = —
[11 u w} = VU3W] — V3U2W1 + V3UIWe — V1U3W2 + V] UW3 — VU W3,

) b
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§to je zapravo determinanta matrice ¢ije su vrste (ili kolone) koordinate vektora
koje mnozimo:
v U2 U3
—_ — —
[v,u,w]=| u1 uz us
wyp w2 w3

2.4 Odrediti povrsinu trougla odredjenog ABC, ako je A(1,2), B(2,3), C(-=3,4).

2.5 a) Odrediti mesoviti proizvod [7, u, 17;], ako su njihove koordinate u ortonormi-

ranoj bazi a= (1,2,—7), b= (—1,3,3), ¢= (—1,8,—1).
b) Da li su vektori linearno nezavisni.

2.6 Dokazati da je za trougao ABC' ispunjen uslov ¢ = a? + b% — 2abcos~y
(kosinusna teorema,).

2.7 Dokazati da se visine trougla seku u jednoj tacki (ortocentar).

2.8 Data je kocka ABCDA1B1C1 Dy wvice 1. a) Odrediti ugao izmedju dijag-
onala strana kocke BCy i D1By. b) Odrediti zapreminu tetraedra BC1 B D.

3 Koordinate tacaka i njihove transformacije

3.1 Koordinate tacaka

Sada ¢emo da uvedemo koordinate tacaka u prostoru E. Neka je e baza odgo-
varajuceg vektorskog prostora V i O € E fiksirana tatka. Tada se Oe naziva
koordinatnim sistemom ili reperom prostora E.

Definicija 3.1 Koordinate tacke M € E u reperu Oe definisemo kao ko-

ordinate vektora OM wu bazi e, tj.

Mlo. “ oM.

Primer 3.1 Neka je OABC paralelogram, i neka je e = (e1,e3) = (OA,OB)
baza. Odrediti koordinate temena paralelograma u vektoru Oe.
Resenje: Koordinate tacke A su, po definciji, koodinate vektora OA u bazi e.

Posto je O_)A:;l: 1er 40 ;2, vazi
[A]loe = [OA4]. = (1,0).
Preostavljamo ¢itaocu da se ubede da su koordinate preostalih tacaka
[Bloe = (1,1),  [Cloe = (0,1), [Oloe = (0,0).

Primetimo da su koordinatni poc¢etak uvek ima koordinate (0, 0).

3.2 Transformacije koordinata tacaka

Sada nas interesuje kako su povezane koordinate jedne iste tacke M u dva
razli¢ita koordinatna sistema Oe i O'f. Formule transformacije ¢emo izvesti
za ravanski slucaj, a ¢itaocu prepustamo analogno izvede formule za prostor.

Neka su Oe i O'f dva repera, tzv. "stari” i "novi”. Koordinate tacke M u
reperu Oe ozna¢imo sa (x1,x2), a koordinate iste tacke u reperu O’ f sa (x), x%).
Bazu f mozemo da izrazimo preko baze e formulama

—

- — — — —
fi=ci1e1 +ea1 ez, fa=cizer teaey.

12



Neka novi koordinatni pocetak ima koordinate (b1, b2) u starom reperu, tj. neka
je [0')oe = (b1, b2). Po definiciji koordinata tacaka i vektora, vazi:

(z1,22) = [M]oe = [07\4]6, odnosno 07\4: T1 €1 +To €3,

(@}, 25) = [M]of =[0'M]s, odnosno O'M=z! fi +a5 fa.

Zato imamo

T1e; 4965 = OM=00"+ O'M=by e +by ey +2) fi +ah fo=
= by e +by en +ah(c11 €1 +ea1 €2) + ah(cra €1 +can €2) =

= (6111‘/1 + 0121‘/2 + bl) a +(621£C,1 + 622.’13/2 + bg) ez
Kako su koordinate vektora u bazi jedinstvene vazi:

1 = enay +ciary + by,
Tro = 0211’/1 + 0221'/2 + b2. (6)
Te formule predstavljaju transformaciju koordinata tac¢aka ravni, tj. vezu

koordinata (x1, x2) 1 (x], z5) jedne iste tacke u dva razli¢ita koordinatna sistema.
Mozemo ih zapisati u matri¢cnom obliku

T _ C11 C12 xll + b1
T2 C21  C22 50/2 ba ’

z=Cx +b. (7)

Matrica C' = (c¢;;) je tzv. matrica prelaska iz baze e u bazu f i oznacava se

sa Ce—.r. Njene kolone su koordinate novih baznih vektora u staroj bazi.
Matriéne formule (7) vaze u proizvoljnoj dimenziji. U slu¢aju prostora E3

matrica prelaska je formata 3 x 3, a vektori koordinata x,z’ i b duzine 3.

odnosno,

Slika 8: Transformacije koordinata tacaka

—  —

Primer 3.2 Neka je OABC paralelogram i e = (O_>A, O_>C), f=(0B,CA) dve
baze. Odrediti vezu koordinata tacke u reperima Oe i Bf.

ResSenje: Potrebno je da odredimo koordinate vektora nove baze u staroj.
Posto je fleB:a +oesi fQ:C’A:a — e dobijamo da je

[fl]e = (17 1)7 [fQ]e = (17 _1)'
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Matricu prelaska sa baze e na bazu f dobijamo tako $to koordinate tih vektora,
slozimo kao kolone matrice, redom. Dakle matrica prelaska je

_ C11 C12 _ 1 1
= ( Co1 (€22 ) - ( 1 -1 ) '
Koordinate novog koordinatnog pocetka, tacke B u reperu Oe su [B]p. = [OB

le = (1,1) = (b1, b2), jer je OﬁB:eﬂl + e5. Dakle, formule transformacije koordi-
nata su

T = I/1+SC/2+1,
zy = i+ —ah+1

3.3 Vezbanja

3.1 Teziste trougla OAB je tacka O'. U ravni trougla izabrana su dva koor-
dinatna sistema sistem Ozy sa pocetkom u tacki O i koordinatnim vektorima
e1=0A i eg= OB 7 szstem O'z'y’ sa pocetkom u tacki O’ i koordinatnim vek-
torima f1=0"A i fg—O'B. Odrediti formule transformacija i koordinate sredista
stranica trougla OAB u oba sistema.

3.2 Dat je tetraedar OABC. Koordmatm szstem Oxyz ima pocetak u temenu

O, a koordinatni vektori su el—OA eo= OB i e3= OC. Koordinatni sistem
Aa:’ &4 zma pocetak u temenu A tetraedra, a mjegovi koordinatni vektori su

fl:AD7 fngE i fs=AF, gde su D, E i F sredista ivica BC,OA i AB. Odred-
iti formule transformacija i koordinate temena tetraedra u odnosu na sistem
A:E/ / /

3.4 Transformacije koordinata ortonormiranih repera

Neka su Oe i @Qf dva ortonormirana repera u ravni i neka je, odredjenosti radi,
prvi reper pozitivne orjentacije. Odredimo formule transformacija koordinata
iz jednog repera u drugi.

Koordinate tacke @ u reperu Oe su, recimo, [Qlo. = (¢1,92). Vektor f;
gradi sa vektorom e1 neki 1 ugao ¢ € [0,27) (mereno u pozitivnom smeru od

vektora e; prema vektoru fl) pa kako je on Jedlmcm njegove koordinate u bam

e su [fi]le = (cos @, sin ). Ako Je baza (fl,fg) pozitivne orjentacije vektor f2
gradi ugao ¢ + 7 sa vektorom el, pa su njegove koordinate

[Jg]e = (cos(¢ + g),SiH(qﬁ + g)) = (—sin @, cos ¢).

Ovo nam omogucuje da odredimo formule transformacija.
Ako je reper QQf negativne orjentacije, vektor f; ima iste koordinate kao u
prethodnom slucaju, a vektor fs je suprotan onom iz prethodnog slucaja, pa je

—

[f2]e = (sin ¢, — cos ¢).
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Slika 9: Izometrijske transformacije koordinata

Ovo razmatranje mozemo sumirati slede¢om teoremom

Teorema 3.1 Formule transformacija koordinata ravni iz ortonormiranog repera
Oe u ortonormiran reper Qf iste orjentacije su:

x [ cos¢p —sing T q
<x2>_<sin¢ cos¢>(x’;>+<q;)' (8)

Ukoliko su reperi razli¢itih orjentacija formule su:

T [ cos¢p sing ] q
(x;>_<sin¢ cosqﬁ)(xé)—i_(q;)' (9)
O

Formula (8) predstavlja kompoziciju translacije koordinatnog sistema za vek-
tor (¢1,q2) 1 rotacije za ugao ¢. Matrica u toj formuli naziva se matrica
rotacije za ugao ¢. Formula (9) predstavlja kompoziciju translacije koor-
dinatnog sistema za vektor (qi,¢g2) i refleksije u odnosu na pravu koja sadrzi
tacku @ i gradi ugao od % u odnosu na vektor e;.

Primetimo da je determinanta prve transformacije jednaka jedan, a druge
transformacije —1, §to odgovara ¢injenici da su baze e i f iste, odnosno razlicite
orjentacije.

Naime, orjentaciju na vektorskom prostoru je algebarski moguée uvesti na
sledeé¢i nacin. Ako su e i f baze vektorskog prostora V" kazemo da su one
iste orjentacije ako je det(C._s) > 0, gde je C._ s matrica prelaska. Ova
algebarska definicija se poklapa sa intuitivnim definicijama iz poglavlja 2.2.

3.3 Da li formule

n\_ (%3 ) (L), (10)
xT9 1 _@ J,‘IQ -1
2 2
prestavljaju transformaciju koordinata izmedju dva ortonormirana repera. Pre-
cizno nacrtati uzajamni poloZaj tih repera.
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