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ITPEATOBOP

JIBa oI HEKOJIMKO HajsHa4YajHUjUX gorahaja y UCTOPUjU TeOMETPHje TOTOAUIa Cy Ce
KaCHUX TpHJeceTHUX roguHa 17. BeKa y ®paHIlyCcKoj. JefaH je oTKpuhe M cHCTeMaTCKa
yII0Tpeda KOOpAWHATA 3a KOjy Cy 3aCJIy>KHH, HE3aBUCHO jefJaH Of APYTOT, Z[eKapT [24]
u dbepMaE [30]. KoopguHaTe cy omoryhuie MHTEH3UBHY YIIOTpedy ajaredpe U aHaIK3e
y OCHOBaMa U pasBojy reoMeTpHje, Te je TAKO HacTala aHaJIMTUYKa reoMerpuyja. Jpyru
norahaj je mpBO M3y4yaBame GUrypa Koje Cy IIepClieKTUBHO MHBapHjaHTHe 3a IIITa je 3a-
cay>xaH /lesapr® [22], a 11ITO je fasbe YCIOBUIIO HaCTaHaK IIPOjeKTUBHEe reoMeTpHje.

OBa KipUra HacTaJjla je Ha OCHOBY BUIIIETOUIIIEeT UCKYCTBAa KOoje je ayTop CTeKao Jp-
’Kehu mpeflaBama U Bexk6e Ha MaTeMaTHUUYKOM ¢akyireTy v beorpazny. Ilpegmer usyya-
Balba OBe KIbUTe Cy aHAJIMTHUYKA, IIPOjeKTUBHA U apUHa reoMeTpHja.

[IpojeKTUBHA reoMeTpHja dasupaHa je Ha yII6eHUKY IIpojeKiuusHa leometupuja pagHu
[3]. TeomeTpHjy IIPOjeKTUBHE paBHU 3aCHUBAMO CHHTETUUYKHU TaKO IIITO IIOCTEIIEHO YBO-
OWMO aKCHOMe U CTporo ¢popmMmasiHO AoKasyjeMo oAarosapajyhe Tteopeme. IlapasiesHo ce
CIy?KUMO aHAJIUTUUYKKUM MeToZaMa Jja SMCMO IIocMaTpaHa CBOjCTBA JeMOHCTPUpPAIN Y
HajBa)KHUjeM CIIeI[Hja/THOM CJIy4ajy peasiHe IIpOjeKTUBHE PaBHU.

CekI1iMje Koje Cy 03HaYeHe CUMOO0JIOM * caZjprKe MaTepHjajl KOjU je YCKO CIIeliyjaIns3o-
BaH WIH [I0CTa HAIIpeJjaH, Te Ce MOyKe IIPECKOYUTHU IIPU/IMKOM IIPBOT (MJIN IPYror) YuTa-
’a.

Kmura cafprKu BeJIMKH 6POj CJIMKa Koje ¢y KperpaHe romohy rporpama GCLC.

y beorpazny 2026.
B. Auzipejuh
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2pierre de Fermat (1601-1665), ppaHIlyCKH MaTeMaTH4ap U IIPaBHUK
3Girard Desargues (1591-1661), paHITyCK1 MaTeMaTH4ap U HHKEEbep
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ItaBa 1

AHAJIMTUYKA TEOMETPHJA

EjleMeHTapHa reomMeTpHja (Koja ce y4ud y IIIKOJIH) SaBU Ce OCHOBHUM IeOMeTPHjCKUM
KOHIIeIITHMa Kao IIITO Cy TauyKe, IIpaBe U paBHH, O/IaKJIe Ce [JaJbe U3B0/ie KOMIITMKOBAHU-
j¥ KOHIIEIITH Kao IITO Cy pacTojame, yrao, KpuBa U IoBpIIL. OHa ce 3aCHHUBA Ha BU3YeJl-
HOM YTHUCKY, & 0COOMHe TeOMeTPHjCKUX 0djeKaTa GOpMyJIHIIe KPO3 aKCHOMe, HeCYMIbHU-
Be UCTHUHe (KOje He 3aXTeBajy [0Kas3) 40 KOjUX CTHIKEMO UHTYUIUjOM. 13 TUX aKCHOoMa,
JIOTUYKO JIeAYKTUBHUM apryMeHTHMa Ce M3BO/le pasHe TeopeMe Koje yIJIaBHOM TaKohe
HMMajy YIIOPHIIITe Y BU3yeJTHOM YTUCKY. CHCTeMaTH3alija reoMeTpHje KyJIMUHUpa Y Ey-
KJIUJ0BUMH EflemeHiliuma KOju Cy BeKOBMMa CMaTpaHU 3a MOJ[eJI CaBpllleHe MaTeMaTH4-
Ke Teopyje.

Ca pyre cTpaHe, aHaJIUTUYKa reoOMeTpHja Ce CYLLITHHCKU 6aBU TUM UCTHUM reOMeTpHj-
CKHUM 06jeKTHUMa, IIPU YeMy je pasjuKa Y MeTOAH U3ydaBama. AHaJIUTHYKA reOMeTpHja
ce dasypa Ha aJredapCKUM MeTo/laMa, OJJHOCHO Ha HYMEPUYKOM OIIUCY TeOMeTPHjCKUX
odjekaTa U BLUXOBUX 0C06MHA. [Ipesrasak ca reOMeTPHjCKOT OIIKca HA HYMepPUUYKHU 0CTBa-
pyje ce yBoljereM KOOpAMHATHOT cicTeMa. OCHOBHA H/leja je /1a ce TauKe IIPOCTOpA IIpef-
CTaBJbajy KOOPAMHATAaMa, 0K Ce OCTaJI TEOMETPHjCKU 06jeKTH (IIpaBe, paBHH, KPHUBE,
II0BPILIM) OIIMCYjYy jefHaYrHaMma. /lakie, TeOMEeTPHjCKU 08jeKTH U3pa’keHU Cy HyMepUuyY-
KUM MHQOpMaIjaMa, a UCIIUTUBAK€ lbUXO0BUX Mel)yCOSHUX 0fHOCA YIJIABHOM Ce CBOIU
Ha pelllaBambe CUCTeMa jefHauYrHa.

CMaTpa ce ja je OCHOBe MOJiepHe aHaJIUTUUYKe TeOMeTpHje II0cTaBuo PeHe /lekapT Ka-
Iaje 1637. romyHe 06jaBUO ecej 10/, HASUBOM [ eoMmeilipuja, Kao jeflaH Off TPU eceja BberoBe
Pactipase o meitiogu [24]. MeljyTuMm, Bpeii HaTloMeHyTH Jia je U Iljep ne PepMa Takolje pa-
3BUja0 aHAJIUTUUYKY T'eOMeTPH]y, HaKoO je leT0B paJ TeK IIOCTXYMHO 06jaBsbeH [30].

1.1 BekxTOpu y reomMeTpMju

YV 0BOj KIb13H, 0CHOBA 3a yBol)elbe aHAJIUTUYKe TeOMeTpHje je eyK/IN/ICKa paBaH UIN
eYKJIUJCKU IIpocTop E, IIITO je IIPOCTOpP ca KOjUM Ce cycpeheMo y CBaKOJHEBHOM >KUBOTY.
Jlakiie, cM60J1 E, OCHM IIITO O3Ha4YaBa CKyII Tavaka (IBOJAUMEH3NOHOT UJIHU TPOAUMEH3U-
OHOT) eyKJIUCKOT IIPOCTOPa, UMILIMITUTHO I10/ipasyMeBa U CBe OHEe UUHeHUIlE eJleMeH-
TapHe TeOMeTpHje Ha Koje CMO HaBUKJIH, a Koje heM0O KOPHUCTUTH 6e3 foKasa (IIpH ueMy
ce J0Ka3u CBaKaKO MOTY MU3BeCTH U3 aKCHOMa).

V IIIK0JICKOj reOMeTpHjH, BEKTOP Ce YBOAU Ha BH3yeJlaH HauMlH, a 4eCTOo ra 3aMUIIL/ba-
MO Kao JIy’K ca CTPeJIUIIOM, OJHOCHO Kao ycMepeHy Ay>K. MeljyTuM, KaKo »KeJIMMO [ja I10-
jaM BeKTOopa yBeZleMO PUTOPO3HO, HEOIIXOHO je Zia II0CerHeMO 3a allCTPaKTHUjUM U Ca-
MUM TUM KOMIUIMKOBAaHUJUM e GUHUIIMjaMa.

YoduuajeHo, 11os1a3suMo o7 cKy1ia E x E ypeljeHUX I1apoBa TauakKa eyKJIHUACKOT IIPOCTO-
pa E, mpu yeMy 08MYHO IIoCMaTpaMo IIPOCTOpe AUMeHsHje Ba (paBaH) WU TPH (IIpo-

'Eykiun us Anekcauzpuje, EDKAE(SNG (3. U 4. BeK ILH.e), TPUKM MaTeMaTHdap
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ctop). EnemMeHnTH cKkymna E x E cy geoitauke, a 3a BUX YBOMMO peJIaliyjy eKBUIIOJIeHITje
Ha ciefehu HaunH. Kakemo f1a je 1BoTauka (A, B) € E x E y peJlaliiju ekeuiio1eHuuje ca
nBoTaukoM (C, D) € E x E ykoIuko ny>ku AD v BC uMajy 3ajefJHUYKO CPeJUIIITe, IIITO 03Ha-
yaBaMo ca (A, B) ~ (C,D). Mako ce gy>X cTaHIapLHO AebUHUIIIE 3a [Be pas/IMYUTe TauKe, y
CMUCJIY Hallle febUHUIYje KOHBEHIIWjoM heMo T03BOJIUTH I10jaB/bUBabe UCTUX TadaKa
U cMaTpaTy fa oy>K AA Ma cpeulire A.

3 eyKIHUzCKe reoOMeTpHje je II03HATO /ia je UeTBOPOyrao IapaJsejorpaM ako U caMo
aKo My ce AujaroHasie ImoJyioBe. To Hac HaBOAY Jja IIOMHUCJINMO Ja (A, B) ~ (C,D) cyIUTHH-
CKU 3HauH J1a je ABDC mnapasesorpaM. Kako redrHuIMja mapasiejaorpama mogpasyMmeBa
Ila Cy BeroBa TeMeHa pas/IMyuTe Tauke, Kao U Jia ce IIpase ofpeheHe Ber0OBUM CTpPaHU-
I1aMa He IIpeKJIalnajy, To je Ba)KHO IIPUMETUTH Jia Hallla pesalitja eKBUIIOJIEHIIH]je JIeTI0
IIOKpHUBA U TaKBe JleTeHepHCcaHe cy4dajeBe, 0ZHOCHO J03B0/baBa [ja CBe UeTHPU TauKe A,
B, Cu D dyny KOJIMHeapHe.

B D D

A C A

WHTYyUTUBHO MOXeMO pehu fa cy gBoTauke (A,B) u (C,D) y peJjlalilju aKo II0CTOjA
TpaHcJalMja mpocropa E Koja Tayky A IIpecjydKaBa y TaukKy C, a TauKy B IIpecjrKaBa y
TaukKy D. MeljyTrM, I10jaM TpaHCJIaIlHje je BUIlle MeXaHUYKU Hero FTeOMeTpPHjCKH, a CTpora
nebuHMUIM]a je 3allpaBO 3aCHOBaHA Ha KOHIIEINITY BeKTopa. To je ¥ pasJior 3aIllTo Hallla
3BaHUWYHa JePUHUIH]ja NU3deraBa MeXaHUUKe KOHIIEIITe.

Ped1eKCMBHOCT ¥ CHMETPUYHOCT peJialiyje eKBUIIOJIeHITHje je OUUIJIeJHA U3 CaMe Jle-
buHUIM]e, Te je Ba)KHO UCIIUTATU HeHY TPAaH3UTHUBHOCT. Y eYK/IUJCKOj TeOMeTPHUjHU je
I103HaTa Bapub0HOBaH TeopeMa Koja Karke Jja CpeJUIlITa CTPaHUI[a IIPOU3BOJbHOT YETBO-
poyIiia (He Hy>KHO paBaHCKOT) UMHe I1apaJsiesiorpam. /lokas oBe TeopeMe je jefHOCTaBaH U
dasupa ce Ha youaBamwy I1apoBa CpefhUX JIMHUja TPOYIJIOBA KOjU UMajy UCTY OCHOBHUILY,
OJlaKJIe CIeiy I1apaJIeIHOCT y IIapOBHUMa.

[ITaBuUllle, TUCKYCUjOM JleTeHEPUCAaHUX CIydyajeBa, 0Ba TeopeMa ce MOJKe YOIIIIITUTH
3a YeTHpPHU IIPOU3BOJbHE TaukKe, aJIk Ce Taja U Il0jaM IapajiejiorpaMa Tpeda CXBaTUTHU
yoITeHo. Tako 1os1asvMo /10 YOIIIlITeHe BapukbOHOBe TeopeMe Koja Kajke J1a 3a IIpou-
3BoJbHe Tauke A, B, C,D € E Ba)kH Jja ce Iy’ UMja Cy TeMeHa cpefuiiTa 1y>Xu AB u CD u
oy>K 4dja Cy TeMeHa cpeguinTa 1y>ku AC 1 BD MeljycodHO I10JI0Be.

[IpeTrniocTaBUMO f1a Baxku (A,B) ~ (C,D) u (C,D) ~ (E,F), Te HeKa je M 3ajeHUYKO
cpepuilTe n1y>Ku AD v BC, N 3ajeJHUUKO cpeaullTe ny>kvi CF u DE, P cpepuiiTe 1y>xu BE, Q
cpexuiiTe ny>xu AF u R cpepulnTe ay>Ku AB. [IpriMeHa yoriiTeHe Bapub0HOBe TeopeMe
Ha A, B,D, E noHOCH ia ce ay>ku RN 1 MP 110J10Be, OK IIprMeHa Ha A, B, F, C TOHOCH J1a ce
oy>ku RN 1 QM nosioBe. OfaBe Jiako ciuequ P = Q, Te ce ny>xu AF 1 BE 110J10Be, IIITO Jiaje
(A,B) ~ (E,F) 1 foKasyje HapeHy JIEMY.

Jema 1.1. Pesnayuja exkgutiioieHyUje je peaayuja ekeusaieHyuje.

Peslanyija eKBUIIOJIEHITH]e je fedrHMCaHa Ha CKyIly E x E 1 pacTaB/ba I'a Ha JUCjyHKT-
He IIOZICKYIIOBe KOje HasuBaMO KjlacaMa eKBHBaJIeHIlHje. CBaKa Kjlaca eKBUBaJIeHIIH]e
CacTojH ce O ABOTAaYaKa Koje cy cBe MeljycoSHO y peJiaiiyjy, IITO HaM oMoryhasa Jia yBe-
ZleMO I10jaM BeKTOopa Kao IIITO je TO ypaguo BesasmrTrch 1835. roavHe [7]. Bekimop je Kiaca
eKBUBaJIeHIIje T00HjeHa ceuemheM CKyIla CBUX ABoTadaka E x [E I10 pesaliiju eKBUIIO-
JIeHIIHje.

Zpierre Varignon (1654-1722), ppaHIlyCKH MaTeMaTHdap
3Giusto Bellavitis (1803-1880), uTaIMjaHCKA MaTeMaTHJap U CEHATOP



1.1. BekTtopuy reometpujun

BekTOp, 0AHOCHO KJIaca eKBUBaJIeHITHje, KOjeM IIpuIlajia ABOTauka (A, B) jefHOCTaBHO
odeJsie’xaBaMo ca

AB=[AB)={(X,Y)eExE: (X,Y) ~ (A,B)}

U KaXeMo [1a je (A,B) jenaH geKiiop iipegcinaeHuK BeKkTopa AB. IlocedHO ce ucTHYe
BEKTOP YHjH je BeKTOp IIPe/ICTABHUK JABOTAYKa (A, A), 30BEMO ra Hy.1a 8eKimop U odeJe-
JKaBaMo ca

—

0 = AA — BB.

Heka cy (A, B) u (C,D) BeKTOPH IIpeJCTaBHUI[A HEKOT BeKTopa V € V. Taga my>ku AD
U BC nMajy 3ajeJHUYKO CpefulliTe. Y oniureM ciaydajy ABDC je mmapaJsesiorpam, Te Cy Ay-
KU AB u CD niopyrapHe. lllTaBuiile, Jlako ce BUAY /1a Ta IIOAYAAPHOCT AY>KU BaKU U Y
IleTeHepHUCaHUM CilydyajeBUMa KaJ cy Tauke A, B, C, D kosinHeapHe. To Hac MOTHUBHILIE A
neUHHUIIIEMO HOpMY (gYHCUHY, UHITleH3UTllelll) BEKTOPa V Kao HeHeraTHBaH pPeaHu
&poj || V]| € R Koju je jeHAK Ay>KUHH Iy>KH KOjy oipeljyjy Tauke HEKOT BEKTOpa IIPe/ICTaB-
HHKa Off V, IIITO je Sp0j KOjU He 3aBHCH O] H350pa BEKTOpa IIpeICTaBHUKA.

HyJia BEKTOpP OYUIJIEHO KMa HOPMY jefHaKy HYJIH, || 6“ = 0, ¥ OH je jeJUHU BEKTOP Ca
TaKBOM 0COSMHOM. CBU 0CTaJId BeKTOPH Cy HEeHY./1a BeKTOPU U OHU II0peJl HOpMe UMajy
U CMep KOjU UX KapaKTepHuIlle.

Heka je (A, B) BEeKTOp IIpeJICTABHHUK HEKOT HeHyJIa BekTopa Vv € V. Tagaje A # Bu
IBoOTaukKa (A, B) ogpeljyje rmosiynipaBy [A, B) UHjU je II0YeTaK TaykKa A ¥ KOja Cap KU TaUKy
B. 3a Ipyry BeKTOp IpeACTaBHUK (C, D) 0 V ©MaMo YOIIIITeHH IapajeaorpamMm ABDC, Te
OCHUM IIOAYAAPHOCTH AY>KU AB 1 CD MO’KeMO 3aK/BYYHUTH U ITapaIeIHOCT IOJIYIIPaBUX
[A,B)u [C,D).

Ta 1mapaJsie;THOCT IIOJIYIIPAaBUX 3HAYH J1a CYy Cy IIpaBe AB u CD napaJiejiHe, IIpU YeMy Cy
Bu D caucre cTpaHe mpaBe AC ako je C ¢ AB, OHOCHO yHHja TUX IIOJIYIIPaBUX je TaKkohe
oJiypana ako je C € AB. IlapaJiesTHOCT IIOJIyIIPpaBHUX je 3allpaBO OCHOBHA I1apaJjleJIHOCT
KOja Cce YBOJU jOIII y aIICOJIyTHOj TeOMETPUjU (IIpe yBol)ema aKkCHoMe I1apajeJHOCTH). VKO-
JIUKO TaukKe A, B, C,D HUCY KOJIMHeapHe, OH/Ia I1apaJIeJIHOCT IIoyIIpaBux [A,B) u [C,D)
3alpaBo Kake Jia je ueTBopoyrao ABDC (KOHBeKCaH) Tpalles.

Cmep HeHyJla BeKTOpa UUjU je BeKTOp IIpeCTaBHUK (A, B) ogpeljyyje rmosympasa [A, B),
O/{HOCHO I>€Ha IT1apaJIeIHOCT U Kao LIITO CMO Ce YBEPHJ/IM OH He 3aBHCH Off U350pa BEKTO-
pa npexacraBHUKA. KakeMo fa cy HeHyJIa BeKTOpU AB U CD uciiol cmepa yKOJIUKO CY
nosiynpase [A,B) u [C,D) ntapasesHe. Helito 61a)ku yCJIOB 3aXTeBa CaMO I1apaJieJIHOCT
npaBux AB U CD, Te Tajia Ka>keMo [la CY BeKTOpU AB u CD ucimiol ipasua. 3a BEKTOpe
HICTOT IIPABIja Ka)KEMO U []a Cy KOAUHEeapHU, TIPU YeMy JI0ZATHO 110 KOHBEHIHjU CMa-
TpaMo Jja je HyJla BeKTOP KOJIMHeapaH ca CBaKUM BEKTOPOM. AKO Cy BeKTOPH AB u CD
HCTOT IIpaBIia, ajJIl He ¥ UCTOT cCMepa, KakKeMo J1a Cy OHU CyUupoiiuHol cmepa.

VKOJIMKO IBa HeHyJIa BeKTopa AB u CD MMajy jefiHaKe HOPMe U UCTH CMep, OHZA je
ABDC yomiITeHH I1apajejaorpam, Te 1odujamo AB = CD, a caMUM TUM U HapeaHY TeopeMy
0 KapakTepHu3allhju BeKTopa Koja je y CKJIaZy Ca HAlllOM TeOMeTPHjCKOM UHTYUITHU)OM.

Teopema 1.2. Henyaa 8eKiOp je jegHO3HAUHO 0gpeheH HOPMOM U CMEPOM.

TpaH3sUTHUBHOCT pesialiyje eKBUIIOJIEHIIHje CMO J0KasaJu Kopucrehu BapumOHOBY
TeopeMy U KapaKTepH3aliujy rapaJsesnorpaMa ABDC Koja Kayke J1a je IIpaBa AB I1apaJjiesiHa
ca rmpaBoM CD u 11paBa AC 11apaJjiejiHa ca IIrpaBoM BD. VKOJIMKO MCKOPHCTUMO HOBOYCTa-
HOBJbEHY KapaKTepHu3aliyjy 110 K0joj je Ky>K AB 1iogynapHa ay>ku CD U 11osynpasa A, B)
IapaJsiesiHa I10JyIpasoj [C,D), TpaH3SUTUBHOCT €KBUIIOJIEHIIHje je TUPeKTHa II0CIe/IuIla
TPaH3UTHUBHOCTHU IIOAYIaPHOCTH AY>KH U TPAH3UTUBHOCTH I1apaJIeIHOCTH II0JIyIIPaBUX.
Haxo je oBa ipyra KapakTepusalja 60/ba y CMHCIIY [ja 3aXTeBaMo caMo0 A # B, UIlaK HU-
je jacHO KaKo SMCMO IUPEKTHO U3BYKJ/IU TPaH3UTHUBHOCT I1apaJjle/THOCTH II0JIyIIpaBUX &e3
HeKe BapujaHTe BapHUb0OHOBe TeopeMe.



masa 1. AHannTnyka reomeTtpuja

BekTop je Ky1aca eKBUBaJIeHIH]je peslaliije eKBUIIOJIeHITHje, a CKYII CBUX BeKTopa Ha
eyKJIUCKOM IIpocTopy E 03HauaBaMo ca

V=(ExE)/.={XY:(X,Y) €cExE}.

Ha cKyI1y V MOXeMO YBEeCTH OIlepaliyjy cadupama 1 ollepaliijy MHOYKeHa CKaJIapoM, alu
HajIIpe HaM je II0TpedaH Iap IOMOhHUX TBphema.

Jema 1.3. 3a ceaxy mauky A € E u ceaku eexiop V € V tociioju jequHciligeHa TMa1ka
B ¢ E axea ga je V = AB.

Jlokas. Akoje V = CD 3a Heke C,D € E, Taja je TaykKa B jeqMHCTBEHa TaykKa Koja je (1jeH-
TPaIHO) CUMeTpHUYHa TayKU C y OTHOCY Ha CpefuInTe IyXKu AD. O

Jlema 1.4. AB = CD axo u camo axo je AC = BD.

Jokas. OuuryieaHa Iocjaenlla CUMeTpHje v 1eUHUIIHUU peJsialiyje eKBUIIoJleHIhje. [

ITo Jlemu @ CBaKU BEKTOP MOKeMO HU3pPasuTHU IIPeKO BeKTopa IIpe/JcTaBHUKA KOjH
II0YHIbe IIPOM3BOJFHOM TAYKOM, Te clefeha nedpuHUIM]a /jaje 36Mp U 3a CBaKa JBa IIpo-
HM3BOJbHA BeKTOpa. 36up eexkimopa AB u BC je BeKTOp

AC = AB + BC.

OBa ,uec])HHHqua je ,aoSpa jep 32 A AB = AB uBC = ]_%7 o JlemMu umamo AA’ = BB
u BB = CC’ C', ojaxie je AAT = CC/ IITO OIIeT 1o JleMu @ naje AC = ﬁ, U KOHAYHO
AB +BC = A'B + BC.

YMHOHCAK 8eKillopa V € V CKaJIapoM a € R je BEKTOp a - V € V uMja HopMa U3HOCH

la- V| = la] - [IV]].

MoK 3a V # 0 Baxu fa Cy BEKTOPH V U @ - V HCTOT CMepa y cIy4dajy a > 0, OHOCHO
CYIIPOTHOT CMepa y ciay4ajy a < 0.
HpeTxo;LHa feduHMIIMja HAjIpe oxpehyje HOpMy 3a Q - V, Te YKOJIHKO j je OHA HyIIa (3a
—0wmV = 0), jeIHO3HAYHO UMaMo a - V = 0. Unaue (a A0V # 0) jea-v
HeHyJIa BEKTOp KOMeE OIIHUCYjeMO CMep, Te je jeJHO3HAYHO ofpeljeH Ha 0CHOBY Teopeme
1.2. V cBaKOM CJIy4ajy BeKTOp a - V, OTHOCHO Kpahe aV, je/THO3HAYHO je ofpeljeH ImITo Ham
Ilaje olepaliyjy MHOKeHha BeKTOpa CKaJapoM.

y CI'IeHI/I]aJIHOM CJIy4ajy MHOXKeIba ca @ = —1, yBOJJIMO 03HaKy — V = (-1)-V, u kaxke-
MO /1a je BEKTOp —V cylipoiian BeKTopy V. Ha IIpuMep, BEKTOP XY je CYIIpOTaH BEKTOPY
YX. 36up ABa BeKTOpa Beh MMaMOo Ha paclioJiaramy, JOK ce pasjivKa Ba BeKTopa Moe
neduHUCATH YBOh)er-eM KpaTKe 03HaKe, U — V = U + (— V).

TIo e UHHUIH{H, BEKTOPH U U V = aU Cy UCTOT IIpaBIa (3a U # 0 U a # 0), aJIi BasKH
¥ 05part. 3a BeKTOpe KCTOT IIpaBIia U U V ITOCTOjU a € R Tako 1aje V = aul. Hamme, Kako cy
IaTH HeHyJla BeKTOPU UCTOT IIpaBlia, y C/Iy4ajy Zja Cy UCTOI CMepa MOKeMO ITI0CTaBUTHU

= ||V]|/][4]|, omHocHO a@ = —|V||/||U]|| y ciydajy pasaHMuuTOr CMepa, IpH Yemy he ce
Teopema IIOSPUHYTH 3a 0CTasIo. Tako 3a KoJIMHeapHe BEKTOpe Ba)kKH [ia je jefaH Off
B UX jeJHaK CKaJIJapHOM YMHOIIIKY PYIOT.

OBako redprHUCaHe ollepaliyje cadrpara BeKTopa U MHOXKeHha BeKTOpa CKaJapoM Cy
OCHOBHe oIlepaliyje Ha CKyIy )V, a UCIIOCTaBJ/ba Ce J1a CKYII V ca TUM oOllepaliljaMa nuMa
CTPYKTYPY BEKTOPCKOT IIPOCTOPA.



1.1. BekTtopuy reometpujun

Teopema 1.5. Ckyil V je eekiliopcku Gpociiiop, 0gHOCHO 3a 8eKitiope U, V, W € V U cKaaape
a, B € R saxcu:

U+ (V4w =U+V)+w; (1.1)
U+V=V+U; (1.2)
U+0 =71 (1.3)
U+ (—1u)=0; (1.4)
(a+B)U = al + Bu; (1.5)
a(U+V)=au +aVv,; (1.6)
a(Bu) = (ap)u; 1.7)
1-u=1u (1.8)

Jlokas. Heka je U = AB (cBaKu BEKTOp UMa CBO] BEKTOP IIPeACTaBHUK). Ilo JleMu @ (3a
TauKy B ¥ BEKTOP V) IOCTOju C TaKo /ia je V = BC a 3aTUM U D TaKo Jia je w = CD.
AcCOIT1jaTUBHOCT (@) I0SHjaMO JUPEKTHUM PauyyHOM:

U+ (V+w)=AB+ (BC+CD) = AB + BD = AD
—AC+CD=(AB+BC)+CD= (W +V)+W.

3a KOMYTaTHUBHOCT (.) 1o Jlemu @yBoaHMo Tauky E Tako /ia je AE BC Te 110 JleMu
[%mmmszcmmmu+v_Aﬂum M?ABHI BC+AB=V +1.

HEYTpaJIHI/I eJIeMeHT (@) u -+ 0 = AB + BB=AB =1lu HUHBEP3HU eJIeMeHT (@)
U+ (—U)=AB+BA = AA = 0 ce j1aKo Buze.

3a /II/ICTpI/ISy'TI/IBHOC O[THOCY Ha caSI/Ipa}be BeKTOopa (@) YBOTMMO TauKy M Tako fa
je MB = au (1o Jlemu dTaKO Iaje BM = —ai) u TauKy N Tako [fa je BN = aV (moHo-
BO Jlema @) AKO U ¥ V HHCY KoJuHeapHH 110 O8paTHoj TasmecoBojd Teopemu (BUmeTH
CJIKY) UMaMoO TapaJieJIHOCT IIPaBUX ACu MN, xKao u o,z;rOBapa]th/I O/IHOC /:;yxcHHa AyKH
HOTpeSHHX 3a MN = dAC, OJ[HOCHO BKH a(U+V) = MN = MB+BN = alii + aV. AKo cy U
U V KOJIMHea I/I Tajia je V = AU 3a HEKO A € R, Te ce [I0Ka3 CBOJM Ha IIpeocTajie CTaBKe
{3, (.7 u (

Z[I/ICTpI/ISyTI/IBHOCT Yy OJTHOCY Ha cadupame cKajapa (@) 0iMax Ba’kH y CJIy4yajeBHUMa
U=0,a+ p=0,a=0up =0.YcyopoTHOM [I0Ka3 Ce U3BOAU U3 AeUHUITHje cadupama
OUCKYCHjOM II0 3HAaKOBHMA CKajlapa a, U a + B

KoMImaTu6HITHOCT (@) OYMIJIEMHO BaXKK 32 U = 0,a=0u B = 0.V cyripoTHOM, 360T
la(B)| = |a| - |BT|| = |al- |B| - | @Il = |ap] - ||@|| = ||(aB) U], BexTopH a(BT) u (af) U TMajy
HCTy HOPMY, I M HCTH cMep (jep sgn(af) = sgn(a)sgn(p)), Te cy 1o Teopemu [1.2 oHK
jeqHaKu.

JemuHUUYHYU ejleMeHT (@) je 8poj 1 € Ry ckiany ca eUHUIIMjOM MHOXKeHA CKaJjla-
poMm u TeopeMoM . O

“Tasec us Musteta, OaAfig (6. ¥ 7. BeK ILH.e.), TPUKH GpHI030) U MaTeMaTHUAap



masa 1. AHannTnyka reomeTtpuja

Ho,z;ceTI/IMO ce HeKMX CTBapU U3 JIMHeapHe asredpe. 3a CKYIl HeHysa BeKTopa
{V{,V3,...,Vn} C V KakeMo J1a je AUHEeapPHO He3A8UCAH YKOJIUKO (1V1 +UsVs ...+ UnVy = 0
3a aq,qy,...,an € RIOBJIaYU a1 = @y = ... = ap = 0. Y CyIIPOTHOM Ka’keMo /ia je OH AuU-
HeapHo 3a8UCAH U TaJla Ce HEKH Off BeKTOpa MO>Ke U3pasUuTH Kao JIMHeapHa KOMOUHa-
I¥ja oCcTaJrX. MakcuMaJlaH dpoj JIMHeapHO He3aBUCHUX BEKTOpa BEKTOPCKOT IIPOCTOpa
je gumeH3uja BeKTOPCKOT IIPOCTOPA, a 3a Te BEKTOpe Ce Kajke Jla YNHe 6a3y BEKTOPCKOT
IIpoCTOopa.

Teopema 1.6. JumeH3uja eeKilopckol Upocitiopa V jegHaka je gumeH3uju eyKaAugckol upo-
ctiopa E.

Jokas. Heka je E paBaH (dim E = 2). Kako y paBHH I10CTOje TPU HEKOJIMHeapHe Tauke K, L
U M, TO Cy BEKTOpH KL u KM HEeKOJIMHeapHH, Te Cy OHU U JIMHeapHOo He3aBUCHU. Heka cy
u,vuw TIPOU3BOJEHY HEHYJId BEKTOPH U3 PABHH. IToctaBuMoO Tauke A, B, P, Q € E Tako
a jeu = —AB,V =APuw = BQ AKo cy mpaBe AP u BQ mapaJjieJTHe TO CY BEKTOPH V U
W KOJIMHEeapHU U CAMUM THM JIMHeapHO 3aBHCHU. Y CyIDOTHOM IIpaBe AP 1 BQ ce cexy
U II0CTOjU IIpeceyHa Tauka C. BekTopu APuAC C cy KoJIMHeapHH Kao ¥ BEKTOPH BQ u BC,
Te II0CTOje CKaJapy a B € R TakBU 4 112 BOKH AC = aAP u BC BBQ OpaBpe modujamMo
0 =AB+BC+CA = U + BW — aV, Te cy BEeKTOpH U, V ¥ W JIMHEAPHO 3aBHCHH, IIITO
Imokasyje fa je dimy = 2.

Heka je E rpocTop (dim E = 3). Kako y IIpoCcTOpyY II0CTOje YeTUPU HeKOILJIaHapHe TauKe
K,L,MuN, Tocy BeKTopI/Iﬁ KMuKN HeKOIlJIaHapHH, a KaKo je IUMeH3Uja paBHHU jeiHa-
Ka {Ba TO Cy OHH JIMHEAPHO He3aBUCHHU. HpeTHOCTaBHMo Jla TIOCTOjU YeTHUPH JIMHeapHO
He3aBHCHHUX BEKTOpa U = OA V= OB W=0CuX = 0D. U3 JIMHeapHe He3aBUCHOCTH,
OAB yuHHU paBaH 77, a OCD yMHU paBaH 7. AKO Cy paBHU 7T U T I1apaJiejiHe TO CY jeJHaKe
(O € N 7), BEKTOPH Cy KOIUIAHAPHU ¥ CAMHUM THM JIMHEAPHO 3aBUCHU. V CYIIPOTHOM Ce
TT 1 T CEKy IO HpaBO] p>Owumnocrojutauka O # E€ p = mNT. BeKTop OE]e Y PaBHH 71, Te
OE = at U + BV, aii ¥ y paBHHU T, OflaKJIe OE = yw+6x Jlodujamo al + BV —yw — 85X = 0,
I7le CBU KOeQUITHjeHTH HUCY HyJla (MHaye je OF = 0,amuuE # O) Te Cy BeKTOPH JINHe-
apHO 3aBHCHHY, IIITO J0Ka3yje fa je dimV = 3. O

1.2 BekxTopcka aaredpa

Yiao usMel)y Ba HeHyJ1a BeKTOpa OA u OB je MamU 0f yIJIOBa U3Mel)y II0JIyIIpaBUuX
[OA) u [OB), 0BHOCHO

£(OA,OB) = £AOB € [0, 7],

npu uemy Jlema [1.3 omoryhaBa fia ce TI0jaM yIJIa IPOIIMPH 3a POH3BOJBHA /IBa BEKTOPA.
CkaaapHu ipouseog BeKTopa U U V je 5poj

U-v=

H—> — - —

ujl-|vl]-cos£(u,v)eR.

Hako je yrao n3mel)y nBa BeKTOpa fAeHHUCAH CaMO Ka/f Cy OHU HeHyJIa, CKaJlapHU IIpo-
U3BO/J je uUnak AebHHUCAH 3a IIPOU3BOJbHA IBa BEKTOPA, jep aKo je HeKU of ’buxX 0 oHJa
caMo II0jaB/bHUBamb€ Herose HopMe y Gopmysau us febuHUIHje faje pesyaraT 0, KaKoros
YCIIOCTaBUIU KOHBEHLH/ij 3a yrao usmel)y HeKor BEKTOPa 1 HyJIa BEKTOPa.

VKOJII/IKO je U -V = 0 KakeMo Ja Cy BEKTOpU uuv (MehyCOSHo) OpiioioHaANHU U
IIAIIEMO U L V, IIITO Ce JellaBa Kaf je U = 0 wIu v = 0 win £(U,V) = /2. OCHOBHe
0COSUMHE CKaJIapHOT IIPOU3BO/Ia BUAMMO Yy HapeIHOj TeOPeMU.
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—

Teopema 1.7. 3a eexitiope U, V,W € V u ckaaap a € R eaxcu

u-v=v-u,; (1.9)

T - (V+W)—0-V+U-w (1.10)

(@) -V =a(u-V); (1.11)

U-0>0, U-Uu=0s1u=0. (1.12)

Joka3. JUpeKTHO U3 fedUHUIMje el KOMYTaTUBHOCT (@), Kao U I03UTHBHA JledU-
HUTHOCT ( ) KommatusmHoct ((1.11) ce sako pauyHa:

(au) -V =|lau]| - || V] - cos £L(aU, V)
= |a| - [|d]| - [V - sgn(a) - cos £(U, V) = a - (U - V).
IIpeocraje /loKasaTH [UCTPUSGYTUBHOCT (-) KOja OUHIJIEHO Ba)KH 38 U = = 0, _Te

IIPEeTIIOCTaB/baMO | u # 0. IlocTaBUMO BEKTOpe IIpe/iIcCTaBHUKE TaKO /1a BaKH V = AB
Ww=BCuu = AD. VBenuMo paBHU 77T U T TakBe la Baxku B ¢ m L ADuC € t© L AD,
oK B’ u C' peduHMUIIIEMO Ka0 HOpMaJIHe IIpojeKIiyje Tadaka B u C Ha mpaBy AD, OJHOCHO
{B'}=nmnADwu {C’} = TﬂAD

BekTopu AB uu # 0 Cy KOJIMHEeapHH, Te HOCTO]I/I A€ R TakBo 1ia je AB' = AU. U3
IIPaBOYIJIOT TPOYI/IA AB'B ns,qBa]aMo HAB’H = HABH |cos A{(AB' AB)| = ||V - |cos £(U, V)|
jep Cy yIJIoOBH AZ(AB’ V)u £(U, V) jefHaAKH WX CyIUIEMEHTHH. OflaB/e CJIeIH

Al = IVl - [cos £(u, V)| _ |u - V]|
— — — — )
full [uf®

70K je sgn A = sgn(u - AB') = sgn(u - AB), Te gosujamo

AB = 20
s

D
U

2C

LW
W /

Hexka je E Tauka fjaTa ca BE = B_Cz, ofakJie jlako ciaenu E € 7. CaCBUM CJIMYHO IIPETX0/I-
HOM H3BOljery U3 IpaBOYIJIUX TpoyrioBa B'C'E u AC'C nodujamo

OdjenubaBabeM IPETXOQHUX pes3yJITarTa, y3 IpUMeHy (@) HUMaMOo

H'E—) — — Iy ﬁ'ﬁ—» ﬁ)‘.§6—> ﬁ'14_B> H'Eg‘—)
=5 U=AC =AB' +B'C' = —=> U+ —=> U = _J,FZ u,
[ [ul [ul [ul
Te U3jeHaYaBaIbe KoeQHUIIHjeHaTa y3 U # 0 JOHOCH U - (V +W) =W -V + U - W. O
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BeKTOPCKH IIPOM3BOJ YBOJHUMO Ka0o SHHAPHY OIlepaliyjy Koja BEKTOpUMa U U V IIpH-
Opy>Kyje BeKTop. [IpUposHYU 3aXTeB je fa pe3yyaTyjyhu BeKTop dyze OpToroHaaH Ha oda
mlaTa BeKTOpa. VKOJIMKO Cy U U V JIHHeapHO He3aBHCHH, OHHU Pas3alliiby paBaH, a pesyJITy-
jyhu BeKTOp MMa IIpaBal] HopMaJle Ha Ty paBaH. Kako je mpaBali HopmaJle jeJHOSHa4YHO
oxpeheH camM0 y TPOJUMEH3HOHOM BEKTOPCKOM IIPOCTOPY, TO BEKTOPCKU IIPOU3BOJ, YBO-
IUMO UCK/BYUYUBO Y caydajy dimy = 3.

I10CTOjH §eCKOHAYHO MHOT0 BEKTOpa OPTOTOHAJHMX Ha U U V, a UKCHpame HopMe he
UX IIPUJIMYHO PeCTPUKOBATH. [IpUPO/IHO je 3aXTeBaTH Jla HOpMa dy/ie jeZfHaKa II0BPIINMHU
P(U, V) mapaJesorpamMa Kojer pasalliiby BeKTOPH U U V. BHCHHA TOT IapaJejorpama
KOja OfIroBapa OCHOBHIIH Kojy ofpelyje U usHocu h = || V| - sin £(U, V), Te je

u,v)

P(U, V) = |[u]|-h = [[@] - |[V]| - sin £ (W, V

U

HaxoH oBOr 3axTeBa 3a pesy/iTyjyh# BeKTOp 0CTajy ABe MOI'YhHOCTH jep y OKBUPY
TPaBIa IMaMo /1Ba PASIMIUTa CMepa, IITO MOKEMO PellUTH yBOl)eleM I10jMa OpHjeH-
Taume Heka je (X,y,Z) TIPOM3BOJBHA ypeheHa dasa of V. ITocmaTtpajMo ¢ Bpxa BeKTopa
Z 08WJIasaK oJf BEKTOPa X Ka BEKTOPY y KpahuM IyTeM. YKOJIMKO je Taj OSHIa3aK y Ma-
TeMaTUUYKHU II03UTUBHOM CMepy (CyIIpoTaH cMepy Kasa/bKe Ha caTy) KaKeMo Jja je 6asa
gecHo opujeHiuucaHa. Y CyIIpOTHOM 08UJIa3aK je y MaTeMaTUYKU HETaTUBHOM CMepy
M Ka’KeMo [1a je 6a3a .1e60 opujeHimucana. Ha oBaj HauuH cBe ypeheHe 6ase of V fesie
CY Y /iBe KJIace eKBHUBaJIeHIIMje Ha IeCHO OpHjeHTHCaHe U JIeBO OpHjeHTHUCaHe.

H360poM IIpuBUJIeTOBaHe dase ofpelhyje ce opHujeHTaIja v OHa je 110 AeUHUITUJU
lo3uinitueHa. Hajuenthe ce 3a MpUBHUJIETOBAaHY a3y y3UMa HeKa JleCHO OpHjeHTHCcaHa da-
3a, [IpK YeMy Cy OHJIa [IeCHO OpHjeHTHCaHe II03UTHUBHE, a JIEBO OpHjeHTHCaHe HeraTUBHe.
Kopucrehu opujeHTaIyjy 101a3UMO [0 jeJHO3SHAYHO OjIpeljeHOr pe3ysaTyjyher BeKTopa.

BekiiopcKu iipou3eog BeKTOpa U W V je BEKTOp U x V ca ciegehuM ocoSuHaMa.
Hopma BeKTopa U x V U3HOCH || U x V| = | U]|-|| V]| -sin £(U, V), 1rTo je (kao y e puUHUTIHjHI
CKaJIapHOT IIPOM3B0/a) A06PO JePUHMCAHO U jeJHAKO HYJIU KaJl je HeKHU 07 BeKTopa HyJla
BEKTOP. AKO je ||t x V|| # 0, BeKTOp U x V je OpTOrOHAJIaH Ha BEKTOpe U U V, aJI TaKaB
maje dasa (U, V, U x V) IOSUTHUBHO oijeHTHcaHa.

Hopmy cMmo 5HpaJIH TaKo /ia ]e |U x V| = P(U, V). Kako je ||u]| - \|v|| sin A{(u V)=0
CaMOYCJIyqa]eBI/IMa U=0,V=0, LU, V)=0u4(U,V)=m,Toje U x V = 0 aKo ¥ caMo
KO Cy BEKTOPU U ¥ V KOJIMHeapHH, a TaJa ¥ HeMaMo TapaJie/lorpaM pasalHyT ca uwu
V, OJTHOCHO HheroBa ITOBPIIIHMHA je HYJIa. V CYIIPOTHOM U ¥ V Cy JIMHEapHO He3aBUCHH,
OPTOTOHAIHOCT ofipeljyje mpaBarr 3a U x V, [OK OpHjeHTaIiuja J0gaTHo oapelhyje cmep.

Kako pujaroHasa ey mapasiejiorpaM Ha /iBa IIOAyAapHa TPOyIjla UMaMoO MOTHB /ia
IIPaKTUYHO U3padyyHaMo IOBPIIUHY TPOYyIJIa ca

P(AABC) = %P(E,A_c’) = %HE’ x AC||.

Teopema 1.8. 3a eexiliope U, V,W € V u ckaaap a € R axcu

UxV=—Vxu) (1.13)
(@) x V=a(u x V); (1.14)
(U+V)xW=UxW+V xW. (1.15)
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JAoka3. AHTUKOMYTaTUBHOCT () cTaHgapAHO nodujaMo 1o TeopeMu , jep HopMa U
IIpaBall BeKTopa Cy OYUIJVIEJHO jeJHAKHU, IOK je CMep II0CTaBJ/beH KaKo Tpeda. 3a ()
CMep je OUMIJIeTHO jeAHAK (MJIU Cy HyJIa BEKTOPH), Te 0CTaje caMo HOpMa:

l(aW) x V| = lat||| V]| sin £(a¥, V) = |a||| ||| V]| sin £(&, V)
= laff[u x V] = lla(u x v)].
Jlokas ¢popmyie () ocTaBMheMO 3a KaCHHje jep je TaKo jeHOCTaBHHU]je. O

—

Mewoeuiliu iipouseog BeKTopa U, V 1 W je 5poj

— —

(U, V, W] = (U x V) -w.

TeoMeTpHjcKa HHTepIIpeTalyja MeIIOBUTOT IIPOM3BO/ia MOYKe Ce BHIETH II0CMaTParheM
IapaJsieJIelIuIie/[a Kojer pasaliy BeKTOPH U, V U W.

—

Kako je H = |W| - [cos £(U x V,W)| BUCHHA IIapaJieJielliuiie/ia Koja OAroBapa CTpaHH
KOjy 05pasyjy BEKTOPH U U V, TO KMaMO

— —

[, V., w]| = [(U x

—

V)Wl = [[u x V|[[|w]|cos £ (U x

— —

vV, w)| =P(U, V) H,

IIITO je fa/be jeHAaKOo 3allpeMUHHU TOT IlapasieselliIle/ia U oTya ciaefeha TeopeMa.
Teopema 1.9. 3aiipemuHa tapaseseiuiiega Kojel pasaiiury eeKiiopu U, V U w jegHaxa je
V(U,V,w) = |[U,V,w].

[IpakTHUYaH IIpodJIeM MOKe SUTH pauyHamse 3allpeMuHe TeTpaezapa. Kako ce mapaiie-
JIEIIHIIe], 1eJIN Ha [iBe IIoAyAapHe IIpHU3Me, a IIpKr3Ma UMa TPH IIyTa Behy 3allpeMUHY Of,

IMpaMuzie, TO y IapaJiesielIiile]; MO>KeMO CMeCTHUTH IlIeCT TeTpaejapa U 3aTo je 3alpe-
MUHa TeTpaenpa ABCD jegHaka

1—>—>—>

V(ABCD) = Z||AB,AC.AD)|.

MeII0BUTH IIPOU3BO/I Ce TaKolje JIeTIO IIOHAIlla Y O/THOCY Ha yBe/[eHe oIlepallyje.

Teopema 1.10. 3a eexitiope U, V, W, X € V u ckaaap a € R gaxcu

(U, V,w] = —[V,u,w; (1.16)
(U, V,w] =[V,w, ul; (1.17)
lad, V,w| = a[u, V,w); (1.18)
U+ V,w,X]=[u,w,Xx|+[V,w,X]. (1.19)

Jlokas. Axo popmyae (1.13) u () CKaJIapHO ITOMHOKHIMO €a W T0SHjaMo () )54 ().
I[MKIHYHO ToMepamse (1.17) je moceauma TeopeMe @ 10 K0jOj Cy JIeBa U [leCHa CTpaHa
jeqHaKe II0 allCOJIYTHO] BPeQHOCTH, IOK je 3HAK jeHaK 350r jeJHaKe OopHjeHTallHje Ha
ITUKJIMYHO TTIOMepeHoj 5asu. JucTpusyTunHocT (1.19) je mocieauna (1.15), alH cMo Taj
I0Ka3 IIPeCcKOYMIn. MehyTHM, BaskH 1 05paT, jep Kako je (W x X)- (U + V) = [W, X, U + V]
10 popmysu (1.10) jemHaxo (W x X) - U + (W x X) - V = [, X, U] + [W, X, V], T0 je (L.19)
TI0C/Ie/IUIIa TIPETXO/HO okasaHor ((1.17). O
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masa 1. AHannTnyka reomeTtpuja

13 okasane ocosure (1.19) 3a cBaxo X Baku [U + V, W, X] — [0, W, X] — [V, W, X] = 0,
IIITO I10 e GUHHUITHjH MEIIIOBUTOT IIPOM3BO/IA U TeopeMH JIOHOCH

(T + V) x W) — (U x W) — (VxW)) X =0.

- —>

3a KOHKPETHO X = ((U + V) x W) — (U x W) — (V x W) rosujamo X - X = ||X||> = 0 m oTyRa
caemu (U + V) x W) — (U x W) — (V x W) = 0, IITo KOHa4IHo foKasyje (1.15) umju cMo okas
paHUje IIpecKOYNIH.

Jeociipyku eeKiilopcKu pou3eog 3aIpaBo je BeKTOPCKO MHOKEHhe IIPUMEHheHO
IBa IIyTa 3apefioM, OAHOCHO OSJIMK (U x V) x w. OCHOBHA HJeja je ga /IOSI/IjeMO eKCILIU-
LU THY GOPMYJLY 3a padyHarbe OBOT M3pasa. Y CIIy4ajy Aia Cy BeKTOPH uuv V KOJIMHEeapHH
Toje U x V = 0 M CAMHM THM (Ux V) xw= 0, Te MPETITOCTABILAMO /i CY U ¥ V IrHeap-
HO He3aBHCHH. Tafa je U x V # 0, Te BEKTOPH (U, V, U x V) UKHe jeHY 5a3y BEKTOPCKOT
mmpocTopa V. IlocmaTpajmMo uspas (U x V) x U KOjH PacIKcyjeMo y HaBe[eHo] dasu

(UxV)x U =au+BV+yU xV).
CKaJIapHUM MHOYKEE-EM Ca BEKTOPOM (U x V) KOjH je HOpMaslaH Ha (U x V) x U, Ha U U

Ha V, ofMax fodujaMo y|| U x V||?> = 0, omHOCHO y = 0, Te ©IMaMo
(UxV)xU=au+BV. (1.20)

BeKTOPCKUM MHOKemeM ca U, u3 (1.20) je (U x V) x W) x U) = a(¥ x U) + B(V x ),
OJTHOCHO

(UxV)xU)xU=—-B(U x V).
[Ta’K/bUBUM IT0OCMaTpPat-€M BEKTOpa Ha JIeBOj CTPAHHU IIPETXOHOT U3pasa KojH je jefHaK
IBOCTPYKOM BEKTOPCKOM IIPOM3BOY MeljyCcOSHO OPTOrOHAJIHHUX BekTopa (U x V) L U,
Te (U x V) x U L U) MOKEMO 3aK/bYUHTH /Ia je UCTOT CMepa Kao U BEKTOp —(U x V), IIITO
HaM fiaje B > 0. Ca gpyre cTpaHe, yriopehjyjyhu HopMe JieBe U [leCHe CTpaHe UMaMo

1T < V- 1812 = [|((F x V) x @) x U = |-B(d x V)| = |Bl - |t x VI,

omakJe je |B| = || U||?> u camum THM, 380r B > 0 moSujamo B = || u]|>.
CKaJIapHHM MHOKeHeM ca U, u3 ([1.20) modujamo 0 = a(u - ) + B(V - U), omaxJie ciaequ

maje al|u|* = —||u||*(¥ - V) u koHauHO a@ = — (U - V). 3ameHoM a u By (1.20) umMamo

(Ux V) xU=—U-VU+ U UV, (1.21)
IIOK HaM CUMeTpHja 1o U U V gaje (V x U) x V= —(V - U)V + (V- V) U, OZHOCHO

(Ux V) x V==V -VUu+ U -V)V. (1.22)

I[IpeocTaje fja y pauyH YK/bYIHMO 1 BEKTOP W KOjHU Ce TaKolje MO>Ke pacIiucaTH y HAIIIo]
dasmcaw = uu +vV +&(U x V). IppMeHOM 0COSMHA BEKTOPCKOT IIPOU3BOJIA U3 TeopeMe

1.8, xopucrehu popmyse (1.21) u (1.22), ka0 u unmenwuIy Aa je (¥ x V) x (@ x V) = 0,
modujamMo

(Ux V) xW=u((UxV)x W)+ v(U xV)x V)+&E(U x V) x (U x V))
— (@) T+ (@ DY - V)T + (@ - V)T
= (WU -V)+v(V-V)NU+ (U -U)+v(u- V)V
MelyTuM, ckaJlapHHUM MHOKEHeM je/tLHaqHHe W= yﬂ’+V\7+E(ﬂ’ x V)ca U UV 1osujamo

W-U =u(u-u)+v(V-U), OGHOCHO W - V = u(l_[ V) + v(V - V), Te ©IMaMO JBOCTPYKH

BEKTOPCKH ITPOU3BOJ, (U X V) x W = —(W - v)u + (W- U)V y BULY eKCIUTHITUTHE (l)OpMYJIe
HpeOCTa]e npoBepa fodujeHe GopMyIie y Cayyajy JIMHEapHO 3aBUCHHX BEKTOPA Uwu

E AKo ]e U=0mwmV =0 CTBap je ounryenHa. Y CyIpoOTHOM UMaMoO V = KU, T€ BaXKH

0=—-W-(ku))U + (W- U)KU, IITO KOMILJIETHPA HapeIHY TEOPEMY.

Teopema 1.11. 3a gekitiope U, V, W € V gaxcu

(1.23)

=l

(T x V) x W = (T - W)V — (V- W)

10



1.3. KoopawHaTe BeKTOpa M Tayaka

1.3 KoopauHaTe BEeKTOpa U Ta4Yaka

AKO je e = (eq, ..., e,) IPOU3BOJ/FHA 5a3a BEKTOPCKOT IIPOCTOPA V Tajia 3a CBaKO X € V
II0CTOj€ jeJHO3HAYHO o/jpeljeHu CKaIapH Xy, . . ., X, € R 32 Koje BaXKH X = X1€] + - - - + Xnén.
Tu KoeQUIIHjeHTH [X]e = (X1,...,Xn) € R" Cy KOOpguHailie eexitopa X y 1aToj 5asw e,
IIITO YCIIOCTaBJba OUjeKIHjy U3Mel)y BeKTOPCKUX IIpocTopa V U R™.

UYeCTo ce CTBapH jeJHOCTAaBHUje 3aIIUCY]y Y MAaTPUYHOM OSJIMKY, I7ie 6a3y e T0KUBJba-
BaMO Kao BpCTa MaTPHUILy, a KOOpPAHHAaTe BeKTopa Kao KOJIOHa MaTpHUILy, Te ce JTUpeKTHa
Be3a MOJKe 3alIMCaTH Ca

X1
X=xie1+ +Xxnen=(e1 ... &) | : | =e-[X].
Xn

OcHOBHa 0CcO6MHa 6a3e je [ja Cy Ba BEKTOpa jefHaKa aKo U caMO y UCTO] a3y UMajy
jemHake KoopauHare. 13 ocoduHa Teopeme ﬁ ce BH/IU [Ia je KOOpP/IMHATa CyMe BeKTopa
jelHaKa cyMHu oAroBapajyhux KoopguHaTa, Kao U Jla je KoopJuHaTa YMHOIIIKa BeKTopa
CKaJIapoM jeZHaKa IIpOM3BOAY CKajapa U ofroBapajyhe koopguHare. /I[pyrTuM pedrMa, 3a
CBaKo X,y € VH a € R BaXXu

X+ ¥le=[Xle + Ve, [aX]e=a-[X]e.

PasMOTpHUMO KaKo ce y HallleM TPOAUMEH3HMOHOM BEKTOPCKOM IIPOCTOPY V IIOHAaIla
BEKTOpPCKa ajredpa y koopauHaraMma. KaskeMo fia je 5asa (eq, e;, e3) 3a V opilioHoOpmupa-
Ha aKo Cy CBU 6a3HU BEKTOPH je[JUHUYHU U MeljyCOSHO OPTOTOHAIHH, OHOCHO YKOJIUKO
3a CKaJIapHU IPOU3BOJ BAXKHU

— — 17 3ai:',
ei-ej:c‘iij: . ]
0, sai#]j.

r7ie je &;; KpoHekepoB CUMS0JI ¥ U3HOCH 1 3a i = j, omHOCHO 0 3a [ # j. OpTOHOPMHUpaHe

dase Cy JIeIlllle jep 3Ha4YajHO I10jeJHOCTABJbYjy padyHe, a U3 JIMHeapHe aJjiredpe je ro3HatT

I'paM-IIIMHUTOB OCTyIIaK OPTOrOHAIHU3AIIH]je KOjU O] IPOHU3BOJbHE da3e BEKTOPCKOT IIPOo-

CTOpa KOjH je CHad/eBeH CKaJlapHUM IIPOM3BO/IOM reHepHIlle OpTOHOPMUpPaHy dasy.
Heka je (e1, e,, €3) QUKCHpaHa OPTOHOPMHUpPaHa §as3a BEKTOPCKOT IIpocTopa V. 3a mpo-

@BOJBHG BEKTOPE X = X181 + X283 + X363 U Y = Y181 +Y,€; +Yy3e3 U3V, Ha ocHoBY TeopeMe
UMaMo

XY= x| | Dy | =D xvjei g) =D xpdij=) xyi
i j ij ij i

JlodujaMo 1a y OpTOHOPMHUPAHOj 6a3U BaKU

—

XY =X1y1 + XoY2 + X3Y3,

0K caMy KOOPAMHATY X; BEKTOPa X MOKeMO JOSUTH CKaJapHUM MHOKEH-eM Ca 0/[r0Ba-
pajyhuM SasHHM BEKTOPOM, X - €; = X;.

3a BeKTOPCKU IIPOU3BOJ] HEOIIXO/THA je OpHjeHTallHja, Te CTaHIap/fHO IIPeTII0CTaB/ba-
MO JIa je OpTOHOPMHpaHa 5asa (er, €,, €3) IOSUTUBHO OpHjeHTHCaHa. BeKTop e; x e, UMa
HOpMY |e; x e;|| = |le1]|llez]| = 1, amu u mpaBal] OpTOroHAJIaH U Ha €, U Ha e, IITO je
IIpaBall BeKTopa es. Kako je ||e3]| = 1, a da3a (eq, €3, e3) IIOSUTHUBHO OPHjeHTHCaHa, TO je
jacHO [1a BayKH €1 x e; = e3. CaCBMM CJIMYHO J0SHjaMO IUK/INYHE jefHaUHHE €, X e3 = e
U e; x e; = €. AKO IIPOMEHKMO PefociIe] MHOXKeba, To 1o (1.13) umaMo e; x e; = —és,
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masa 1. AHannTnyka reomeTtpuja

—_—  — —

3 x e, = —e] M €] x e3 = —ey, JIOK MHOKeHe JMHeapHO 3aBUCHUX BeKTopa fiaje HyIy,
e xef=e xe =e;xe3=0.

Tako cM0 M3padyyHaIk BEKTOPCKe IIPOM3BO/ie a3HUX BEKTOpa, Te KoprcTehu ocoduHe
u3 TeopeMe [1.§ J1aKo je M3BECTH OIIIITH PauyH

Xxy={> xe| x| ye | = xyeixe)
i j ij
= (X2Y3 — X3y2)e1 + (Xay1 — X1Y3)€z + (X1y2 — XoY1)e3
X X3| —> X X3| —> X X
o SR R S R M
IIITO OiTOBapa ¢opMaJsHoj leTepMUHAHTHU
er e e

XXy =|X1 X2 X3
1 Y2 Y3

—

es,

KOjy je JIaKO 3alTaMTHUTH.
MeIIOBUTH IIPOU3BOJ [X, Y, Z| pauyHaMo I10 febUHUIH)H [X, Y, Z] = (X x V) - Z, Te

— — —

aKo JIOIaTHO TIOCTABUMO Z = Z1€1 + Z€; + Z3€3, 110 IIPETXO/IHO YCTAaHOBJ/LEHOM je

[X>yaz]: 2 321_ 1 3 Zy + 1 2 VA
2 Y3 1 Y3 1 Y2

IIITO Ce Taxohe JIaKO ITaMTH Kao JeTePpMHHAaHTa,

3

X1 X2 X3

(X.¥.Z]=1|y1 Y2 Y3l
Z1 Zy Z3

i e1.05.0n / o of o

Heka je e = (eq, e, e3) MpOM3BOJbHA 6a3a 3a V. AKO yBeleMO HOBY a3y e’ = (€], ), e3)

3a V, IIpUPOJHO Ce HaMehe IUTame Bese U3Mel)y cTapuxX U HOBUX KOOpAUHATA IIPUIIU-

KOM IIpoMeHe 6a3e. HoBU 6a3HU BEKTOPH Cy BEKTOPH IIPOCTOPA V U CAMHUM THM MOTY Ce
M3pasuTHU y CTapoj dasu e, Te HeKa je

7 — — —
€1 =VY11€1 +Y21€2 +V31€3,

=
/ — — —
€y = V12€1 + V22€2 + V32€3,

€5 = V1381 + V23€2 + V33€3.
OxproBapajyhe xKoeduitHjeHTe YIIMCYjeMO y KOJIOHe MaTpHIle

Y11 Y12 Vi3
I'=Teser =1 Va1 Va2 Vo3
Y31 V32 V33

KOja ce 30Be maipuya ipeaacka ca 5ase e Ha 6asy €/, IIITO ce MaTPUYIHO MO>Ke 3aIThCaTU
cae=e-T.

HakoH IITO IIPOM3BO/baH BEKTOP X M3PAasHMO y 086e dase, y MAaTPHUYHOM OSJIUKY JI0-
dujamo e - [X]e = X = € - [X]e = e-T - [X]e, Te KaKo je e 6a3a ciaenn [X]e = I - [X]e. To
3aIlpaBO 3HAYH Jla aKO HOBe a3He BEKTOpe M3pa’kaBaMo IIpeKo cTapux Kopucrehu He-
Ky MaTpPHILy IIpeJiacka, OH/la ce cTape KOOPAMHATE [X|e = (X1, X2, X3) U3pakaBajy IIPeKo
HOBUX [X]e = (X}, X}, X}) KOPHCTehH Ty UCTY MaTPHILY,

/
X1 Y11 Y12 Vi3 Xy
/
X2 | =1 Va1 Va2 Vo3 Xlz
X3 Va1 V32 V33 X3
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1.4. lNpaBa 1 paBaH

/ 5
VKOJIUKO Cy daseeue OPTOHOPMHPAHE MOKEMO padyyYHaTH CKaJIaPHHU ITPOMU3BO/] el. . ej
Ha ABa HAYHKHAa

- () 5~ -
k

IZie Cy y}; e/IeMEHTH HMHBep3He MaTpHIle o7 I, IITO je MATPHIfA IIpeJIacka ca Sase €' Ha e.
OpaBjie 3aK/by4yjeMo Ja BasKH Vj; = Yy, OAHOCHO /1a je MaTPHIA IpeJIacka OPTOTOHAIIHA,
IIITO 3HAYH JIa je IbeH UHBepP3 jefHaK leHOM TPaHCIIOHATY. 3a IeTepMUHAHTy MaTpUIle
IpeJjiacka UMaMo

1=detl =det(I' - T 1)=det(I'-I") = det(T) - det(I'") = (det(I'))?,

IITO HaM oHocH det ' = +1.

Ca mpyre cTpaHe, KOOpAHWHATe TayaKa OIIHCYjeMO Y KOOpguHaiuHom cuciuemy (O, e),
KOjH Ce CacToju off HeKe ofladpaHe Tauke O € E K0jy 30BeM0 KOOPGUHATUHU Tio4elllaK 1
HeKe 5ase e = (eq, e, e3) ImpocTopa V. CBakoj Tauku M € E jeJHO3HAUHO IIPHUIPY>KYjeMO
BEKTOp OM ¢ V, IIITO je BeH 8eKinop uoaodcaja. Koopgunaiue imauke M cy K 00pAH-
HaTe HBeHOT BeKTopa I10J105Kaja Y OJHOCY Ha 3a7aTy a3y, O{HOCHO BaXKU [M|p, = [OM]e.

AKO cy BeKTOpHU dase jeIMHUYHU Ka)KeMo Jia je KOOpAUHAaTHU cucTeM /Jdekapinoe, a
aKo cy MeljycodHO yIIpaBHU Ka>keMo /ia je OH iipaeoyiau. Hajuenrthe pauyHe U3BOJAHUMO Y
IIpaBoOyI/IOM /[eKapTOBOM KOOPAMHATHOM CHUCTEMY, IIITO 3HAYH [ia je ofadpaHa 6asa op-
TOHOPMUpPAaHa.

Axo YBE/IeMO HOBH KOOP/JMHATHY CHCTEM (0, ¢é), TaJa U3 Bese OM = 00 + OM zlo-
sujamo [Mloe = [OM]e = [00|e + [0'M]e = [0'|e + Te-,e/[0'M]e, OfiaKIIE CIIEHU fid CY CTape
KOOp/JMHaTe HeKe TauyKe jefHaKe 30Upy CTapUX KOOpAHUHATa Tauke O’ 1 HOBUX KOOPIHU-
HaTa Te UCTe TauKe YMHO)KEeHUX MaTPUIIOM IIpeJiacKa ca cTape dase Ha HOBY,

[IW]Oe = [O/]Oe + 1-‘eﬁe’ : [ Oe -

1.4 IIpaBa u paBaH

Hexka je (O, e) Heku QUKCHUPAH KOOPAUHATHU CUCTEM Yy KOjeM heMOo CIIpOBOIUTH Hallle
pauyHe. Heka cy A(ay, ay,as) ¥ B(by, by, b3) pasiuuuTe Tauke Koje Cy JaTe CBOjUM KOOp-
oUuHaTaMa. AKCMOMe eyKJIMJICKe reOMeTpHje KaxKy /1a je IIpaBa jeJHO3Ha4YHO ofpeheHa ca
/iBe pasJIMIUTe Ta4YKe, Te HEKa je p = AB mpaBa ofipeljeHa ca A ¥ B. Tauka X npumaza
IIpaBoj p (Tauke A, B U X cy KOJIMHeapHe) ako cy BeKTopu AX U AB KOJMHeapHH, OJHO-
CHO YKOJIMKO IIOCTOjH CKajap K € R TakaB Jja je AX = KAB. [IpeTX0Ha je/JHa4YMHa I7IacH
OX—0OA = k(OB —0A), ogakJie U3jeqHauaBalkeM KOOPAMHATA J06HUjaMo X; — a; = K(b; — a;)
3ai=1,2,3. .

BekTop ABca KOOpAuHaTaMa up = (v1,V2,Vv3) = [ABJe = (b1—ay,by—ay, bs—as) ogpehyje
IIpasarll IIpase p, Te 061jaMo llapameinapckKe jegHa4uHe iipaege

X1 =a1 +KVvq, Xg =0ay+ KVy, X3=da3+ KVsg,
OJlaKJIe Ce BUJU /ia je IIpaBa jeHO3HAYHO ofipeljeHa HEKOM CBOjOM TaYKOM A € p U TUM
npaBIeM. [IpEMeTHMO Jia je BEKTOP IIpaBIia IPaBe p SKUJI0 KOjU Off YMHO)KaKa BEKTOpa Uy

HeHyJla CKaJlapOM M CaMUM THUM HUje jefHO3Ha4yHO ofpeheH. Kasa mapamerap K Iipohje
CKYII pea/IJHUX SpojeBa IIpeTX0oHe jefHadrHe OIIMCYjy CBe TaukKe X(X1, Xy, X3) ca IIpaBe p.
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masa 1. AHannTnyka reomeTtpuja

13 mapaMeTapcKUX jeJHauYMHa eJIMMHHAIIFjOM IIapaMeTpa K, 3aIIpaBo HeTOBHUM U3-
pakaBameM, I05HjaM0 KAHOHCKe jegHAYUHe lipaee

X1—a;  Xp—QAQy X3—04s
vi vz vy ]

Ba’kHO je pasyMeTH [ja KaHOHCKe jeJHAYNHe 3allpaBo IIpe/CTaB/bajy CKpaheHU 3aIIuc I1a-
paMeTapCKUX jefHAuYMHa, IIITO 3HAYH /ia Ce /[[03B0/baBa [Ia HEKH Of SpojeBa v; 6y/e HyJIa,
IIOK je 3adpammeHo jeIUHO V| = vV, = v3 = 0 jep 0 HUje BeKTOp IIpaBlia HeKe IIpaBe.

PaBaH je akcmOMaMa eyKJIHJICKe reoMeTpHje ofgpehjeHa ca TpU HeKOJIHMHeapHe TauKe
A, B u C. Ilo y30py Ha IPeTXOAHY JUCKYCHjY y PaBaH 7 MOXKeMQ O/Ipe{UTH HEKOM TauKOM
A ¥ ca [IBa JIMHEapHO He3aBHCHA BeKTOpa U = — ABu V = AC. Tauka X MIpHUIIaia paBHHU
aKO Ce FheH BeKTOp II0JI0Kaja y OTHOCY Ha A MO)Ke BHJIETH Kao JIMHeapHa KOM(SI/IHB.HI/I-
ja BekTOpa U M V, OZHOCHO aKo IIOCTOje CKaJapH K,A € R TakBH fa je AX = KU + AV.
PacIIMCHUBamk-eM OBe jelHaUMHe Y KOOPAMHATAMa, 3a [U]e = (Ug, Uy, U3) U [V]e = (V1,Va,V3)
nodujaMo itapameinapcke jegHa1uHe pagHuU,

X1 =ay +Kuy +Avy, Xg =da+ KUy + Avy, X3 = ds + KUz + Avs.

MehyTiM, paBaH T Ce JIAKIIle MOYKE 3aIIMCAaTH YKOJIHUKO YMECTO BEKTOpa U U V HCKO-
PHCTHMO BEKTOP HOpMaJie N; = N = U x V. [[pEMeTHMO Jia je BEKTOp HOpMaJie PaBHH T
SWJIO KOjH Of, YMHO’KaKa BEKTOpa Nn; HeHyJIa CKaJlapoM M CAMHM TUM HUje je ]e,ILHOBHaqHO
ompehen. Pesranyija KU + AV | 1 moHOCH eekuwpﬁy ]eguaquuy paeHuAX n=0.

BekTopcCKa jefHauYrHa paBHU Cce pacnucyije ca (OX — OA) 1 = 0, Te aKO Cy KOOPAHUHATE
Tayaka U BeKTopa jaTe ca [A]pe = (a1, Az, a3), [Xloe = (X1,X2,X3) U [N]e = (N1, Ny, N3), IOSH-
jaMo jemHAUWHY PaBHU Ny (X3 — A1) + Ny(Xy — az) + n3(x3 — az) = 0. /lodujeHa TuHeapHa
jeqHavyMHa

Nnixq + NyXy + N3xz +ng = 0,

IIPU YeMy je ng = —N1a; — Npay — N3ds, 30Be Ce OUMWINA jegHAYUHA PA8HU.

YV IBOOMMEH3HOHOM BeKTOPCKOM IIPOCTOPY CTBapH Cy jegHocTaBHUje. [1o y3opy Ha
IIPOCTOP, Y PaBHU MO’KeMO HAIIMCaTH I1apaMeTapcKe jefHauWHe IIpaBe ca jeJHOM Mame
OUMEH3H)jOM, X1 = A1 + KV1, X2 = Ay + KVy. MHOKeHeM IIpBe jeJHauYuHe Ca Vy, Apyre ca Vp
U BbUXOBUM Oly3UMam€eM JI0d1jaMO X1V, — XaV1 = A1V, — dyV,. YBO)eEkeM HOBUX 03HAKa
niy = vy, Ny = —Vy K N3 = —(a1Vy — azv1), [OSHjaMO ouwLilly jegHA41uUHy uipaee’y pasHuU,

NniXxq + NyXxy + ng = 0. (1.24)

Jlo oBe jemHauYMHe MOJKe ce OhU U Ha APYyrd HauuH. Ha IpuMep, IpaBa y paBHHU je
oxpeheHa taukoM A(dy,a;) U BEKTOPOM H _pMaJIe 1(nq,ny), Te 1O y30py Ha BEKTOPCKY
jemHaYMHy paBHH Y IIPOCTOPY modujaMo AX - 1 = 0. YropehuBameM TakKo T0SHjeHHX
jeqHauyMHa ciefy 1a ako je (vq,Vy) BEKTOp IIpaBlia IIpaBe OH/A je ElbeH BeKTOp HopMaJle
1 (ny,ny) cpasMepaH BEKTOPY (Vz, —V1).

Omnrura jefHayWHa IIpaBe je Ba)KHA jep ce CBakKa IIpaBa y paBHU MOyKe M3pasuTU Ha
TaKaB HauyuH. Ca ipyre CTpaHe, y CJIy4dajy zia je ny # 0, 04HOCHO v, # 0, YUTaBY jefHAaUUHY
MOKeMO IIOZIeJIUTH Ca Ny U JOOUTHU eKCUAUUUTHHY jegHAYUHYy Uipaee

X9 = kX1 +n,
e je k = —ny/ny U n = —ng/ny. bpoj k U3 eKCIUIMIIUTHE jefHa4YKHe IIpaBe 30Be ce KO-
epuuujenin tipaeua VI Haiud IpaBe U je[HAK je TAHIeHCY yIJIa KOjU IIpaBa Ipaju
ca II03UTUBHUM [1eJIOM X1 oce. MeljyTuM, He Tpeda UCIIYCTUTH U3 BUJA /1a BepTUKaJIHe

IIpaBe MMajy KOHCTaHTHO X; U 3aTO HEMajy eKCIIUIIUTAaH OSJIHK.
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1.5. Pactojarba n yrnosu

1.5 Pacrojama u yIJIOBH

Heka je E TpogUMeH3HOHH IIPOCTOP Y KOjeM CMO GUKCHUpaId HeKU IIpaBOyI/IH Jlekap-
TOB KOOpPAWHATHU cUCTeM. Heka je paBaH 7 jaTa jeJHAUUHOM N1X1 + NyXz + N3X3 + Ny = 0,
a Tauka P(pq,p2, p3) CBOjUM KOoOpAMHaTaMa. PasMOTpPUMO ITUTak-€ pacTojarba O Tauke P
II0 PaBHU T, .

d(P,7) = infd(P,X) = inf||PX]|.
Xet Xert

Hexa je n mpaBa Koja IIpoJia3u Kpo3 Tauky P Koja je HOpMaJIHa Ha paBaH 7, a B II0/{HOX-
je Te HOpMaJle, OXHOCHO Tayka TakBa fia je {B} = n N . Kaxo je P; PX = PB B + BX ca PB 1 BX,
TO CKaslapHU ITpou3Bo/ ([IuTaroprHa TeopeMa) raje ||PX||2 ||PB||2 + HBX||2 > ||PBH2 ILIITO
3HA4H Jja ce ”THQUMYM JOCTHKe Y TaUKU B U BaXKU d(P, 7) = HPBH HBPH

oP

Heka je 1(nq, ny, n3) BEKTOP TIPaBIIA IPaBe n (M=upu BEKTOP HOpMaJle PaBHH T (n =
no). Kako B,P € nTo cy BEKTOPH BPurmn KOJIMHEeapHH, Te je CoS K(BP n e {=1 1} olaKJie
cienu |BP n = ||BP\| |77||. Ako je A(ay, ay, as) HeKa Tauka PaBHH T, Ta,u;a]eAB n = 0, rro
IOHOCH

BP - m=AP.-T—AB- N =AP- 7
—=0OP-N—-0A-n= p1ny + paNy + p3nz — ajng — aAzNy — AsNns.
Kako je ny = —ajny; — azny; — asns, To 360rA ¢ T uMamo AP - 1T = p1ny + pang + pang + ng.

OS]G,Z[I/II—BaBaI-BeM pe3yJITaTa modujamMo ||BP|| ||| = |p1ny + p2ng + P33 + Ny, @ KAKO BaXKH
|7||? = n? + n3 + n3, To fodujaMo cirefiehy TeopeMy.

Teopema 1.12. Paciniojare ttiauke P(pq,p2,P3) 09 PABHU T: N1X1 + NaXy + N3X3 + Ng = 0
usHocu
P17 + P2z + P3N + Na|

/N3 +ni+nd

[IpeTiocTaBUMO /1 je IIpaBa g o,u;peheHa TaYKOM Q M IIPaBIIeM V = Ug. AKO IIOCTaBHMO
TTapasie/lorpaM KOjH pa3aluiy BeKTopu QP 1 V Tajia ce pacTojame Taduke P off IIpaBe q
MO>Ke BIJ[eTH Kao FeroBa BUCHHA. [I0BPITMHY TOT ITapasielorpaMa MOKeMO H3pasHTH Ha
IBa HAYMHA, TeOMETPHjCKHU P(QP V) = ||V] - d(P,q) u anredapcku P(QP V) = HQP x V.
HsjegHadaBameM IIOBPIIKHA J06HjaMO0 HapeHy TeopeMy.

d(P,7) =

p

Q Vv q

Teopema 1.13. Pacitiojare tiaquke P 0g tipase q Koja uma tpasay v u cagpicu ma4xky Q
usHocu
|IQP » V|

4P.4) ="
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masa 1. AHannTnyka reomeTtpuja

HapaBHO, aK0O IMaMO0 KOHKPeTHe KoopauHate P(p1, pa,P3), Q(q1,qz2,q3) ¥ V(v1, V2, V3),
IIPEeTXOHY TeOpeMy, MOKeMO eKCIIMIIUTHO pacIKcaTH ca
V3

P2—4q2 P3s—q3
d(P.q) \%] V3
q) =
\/ V3 + V3 + V2

PacTojame Tauke OJf IIpaBe y paBHU MOJKe Ce II0CMaTpaTy Kao dj1a’ka BapujaHTa IIpeT-
X0oHUX TeopeMa. HauMe, pacTojame Tauke P(p1,p;2) Of 1IpaBe l: n1X; + NaXy + N3 = 0y
paBHY, IoKUCTOBehyjeMo ca pacTojarkbeM TaukKe (p1, P2, 0) O paBHU NyX; + NyXo + N3 =0
IIPOCTOPY, jep ce 0da pacTojama peajnsyjy AyK ucte HopMmaJie. [IppuMmeHoM TeopeMe @
modujamo oaronapajyhe TBpheme.

P1—4q1 P3—qs3
v

P1—q1 P2—Q2
v 1%

Teopema 1.14. Pacitiojare tuauke P(p1,p2) 0g ipase l: nyx1 +nyxy +n3 = 0y pagHu usHocu

[p1ny + pany + n3!
\/ N3+ n3

Mumouna3sHe tipaege Cy IIpaBe y IIPOCTOPY Koje He IIPUIIaZiajy je{HOj paBHU, OHOCHO
HUTHU Ce CeKy HUTH Cy mapasiesiHe. IIo3HaTO je 1a 3a JBe MUMOMJIa3He IIpaBe II0CTOjU Tay-
HO jefiHa IIpaBa Koja UX ceuye U HOpMaJlHa je Ha BbUX. Ta IpaBa HasuBa ce 3ajegHUYKA
HOpMa.a MUMOUJIa3HUX IIPaBUX.

KoHcTpyKIHja 3ajefHHYKe HOpMaJle 3a MUMOMJIasHe IIpaBe p U ¢ MOKe Ce U3BPIIUTH
Ha ciefiehy HauuH. Kako 3ajejHUYKa HOpMaJia Mopa SUTH HOpMaJlHa U Ha IIpaBall IIpaBe
p 4 Ha IIpaBall IIpaBe ¢ TO Mopa SUTH HOpMaJIHa Ha paBaH 77 Koja Cap KH p, a IlapaJjieHa
je ca q ¥ Ha paBaH 7 KoOja CaJp>KHu (¢, a IlapaJjiejHa je ca p. CBe IOTeHIIMjaJIHe HOpMaJIle
HaJslasuhe ce y paBHHU KoOja Cafp>kKu p ¥ HOpMaJIHa je Ha paBaH 77, Ka0 U Y PaBHU Koja
caJp KU ¢ U HOpMaJIHa je Ha paBaH 7, Te je caMUM TUM 3ajeJHUUKa HOpMaJla IIpeceK TUX
IIBejy paBHHU.

PacTrojame U3Mel)y MUMOMJIa3HUX IIPaBUX peasidsyje ce AYXK 3ajeHUYKe HOpMaJe.
Hanwme, ako ]e MN 3a]e;;HI/1qKa IKa HOpMaJla 3aIIpaBe p > Mu g > N, To3aX € puY € q BAXKHU
XY = XM + NY + MN, Te u3 XM NY L MN ciepu |IXY||2 = | XM + NY|% + |[MN|? > |MN|? u
KOHA4HO d(p, q) = infxcp quHXYH HMNH

Heka je 1pasa p ogpehieHa TaukoM P U IpaBIeM U, a IIpaBa ¢ oApeljeHa TaukoM Q
U IIpaBlieM uq Sa]e;gHHqKa HOpMaJIa MN 1mpencraB/ba BUCHUHY napaﬂeﬂennne,z;a Kojer

pasalimy BeKTOpH PQ, ity U il, Y OHOCY Ha 5a3y KOjy pasalliEby BeKTOPH il U ilq. 3aIIpe-
MHHa I1apaJleJIelIuIIe/ia FeOMeTPHjCKU U3HOCH V(PQ, Uy, Ug) = ||Up X Uq| - d(p, q), [OK je TO
anredapcku V(PQ, Uy, Uq) = |[PQ, Up, Ug]|- OmaB/e [OSHjaMO eKCILTHIIUTHY GOpMyJIy

I[PQ, Uy, Ug]|
[up x uqll

d(P.1) =

d(p,q) =

Vrao je jefaH o/ OCHOBHUX II0jMOBa y reOMeTpUjU. Yrao usMel)y mmosypaBux je Beh
pasmaTpaH y AepUHUIU)U yIvIa U3Mel)y 1Ba BEKTOpa, IOK IIpeocTaje a jefHauYMHaMa UH-
TepIpeTHpaMo yrao usmel)y fBe 1paBe, yrao ©3Mel)y mpaBe ¥ paBHHU, Kao U yrao usMmely
IIBe paBHU.

Vrao usMmel)y Be IipaBe p U ¢ je MaB-U 07 yIJI0BA KOje o/ipel)yjy ’bUX0Be mosyIipase. Ta-
Ko je £(p,q) € [0, 7/2], Ipu YeMy Cy YIVIOBH £ (P, q) ¥ £ (Up, Ug) j€/{HAKU WIK CYIIJIEMeHTHH,
offaKJIe CJIefH |cos £ (Up, Ug)| = €0S £(p, q), IUTO fiaje

|y - Uq| = ||| - |ugl| - cos £(p, q).

Vrao usMmeljy IipaBe p ¥ paBHHU 7 je yrao usMeljy ripaBe p U lbeHe OPTOTOHAJIHE IIPOjeK-
IIFje Ha paBaH 7. Taj yrao, WJIk lbeMy CyIUIeMeHTaH, BUAMMO y IIPaBOYIJIOM TPOYIJIY KOjU
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1.6. NonapHe koopAanHaTe

YMHe XUIIOTeHy3a U, U HacllpaMHa KaTeTa N;. 3aTo je |cos £ (Up, N7)| = cos(1/2 — £L(p, 7)),
o/laKJIe 10dujaMo
[Up - | = [[upl| - [[ne| - sin £(p, 7).

Yrao rsMel)y iBe paBHU 7 U 0 jeJHaK je yIJIy U3Mel)y BbUXOBUX HOpMaJa, Te je 3aTO

Nz - ng| = el - [Ing| - cos £(z, o).

1.6 IlosapHe KooOpaAHMHAaTE

Heka je Har onepaTuBHU IIpocTop E I1BOAMMeH3HNOHU. HajjefHOCTaBHUjU 08jeKaT y
paBHH, II0CJIE IIpaBe, jecTe KpyT. Kpyl je CKyIl CBUX TayaKa PaBHU I10/ljeJHAKO ya/beHUX
01 HeKe Tauke. Kpyr unje cy TauKe Ha pacTojawky r of TaukKe S 0desrekaBaMo ca k(S,r) u
Ka)KeMO J1a je S ueHillap Kpyra K, a r 1eT0B i0AYUpeUHUK.

JacHo je ma ce Kpyr Kk(S, r) MO>Ke OIIMCaTH jefHAYUHOM ||SX|| = r. YV duKCcHpaHOM IIpaBo-
yIJIOM /leKapTOBOM KOOPAWHATHOM CUCTEMY, aKO je IIPOM3BOJbHA TayKa KpyTra X(X1,Xz), @
HeroB IieHTap S(S1, S2), OIA3UMO [0 jefHaYHHe

(X1 —81)* + (Xg — 89)* = 1%,

Ha npumep, jeAMHUYHY [JeHTpUpPaHU (LjleHTap My je KOOpAUHATHU IouyeTak O) KpyT
k(0,1) nma jegHauYUHY x% + x% = 1. KpyT ce MO>Ke 3aIiycaTH ¥ y ITapaMeTapCKOM 08JIUKY,
a jefHOCTaBHA IlapaMeTpusanyja Kpyra k(0O, 1) racu x; = cos 6, x, = sin 6, 3a 0 € [0, 2m).
[IpaBoyIyiu /leKapTOB KOOPAWHATHU CHUCTEM je HajjeJHOCTaBHUjU, a U HAJjIIOTOAHUjU 3a
HU3pakaBakbe JIMHeapHUX ejleMeHara (IIpaBa, paBaH). MehjyTuM, 3a HeKe KBa/ipaTHe eJie-
MEeHTe, II0IYT KpyTa, IIOTO/IHU]€ je YBeCTH APyradrju KOOPAUHATHU CUCTEM.

ITonapHu KoopguHaiiHu cuciiem je KOOpAUHATHU cucTeM y paBHU (dim E = 2) Koju
KapakTepuille Tauka O € E Kojy 30BeMO #loa U IoJjyipasa [Ox;) ca IIo4eTKoM O Kojy
30BeMO oca. Tauka X € E pasinuuyuTta of, O jefHO3SHAUYHO je oxpeheHa pacTojatbeM r > 0
ox 1toisa (r = d(0, X)) 1 opyjeHTHCAaHUM yIJIoM 6 Koju ItosylipaBa [OX) 3akJialia ca 0CoM
[Ox1). ITorapHe KoopguHaiue YrHU ypehjeH nap (r, 0), mpu yeMy yrao 6 oarosapa U0
KOM o yriioBa 0 + 2nst 3a 1jeo 6poj n. Tauky O JOBOJBHO oItucyje r = 0 U 'y TOM C/Iy4dajy
yrao 6 He II0CTOjH.

Beoma BakHa je Be3a I10JIapHOT Ca IIPaBOYIJIUM /leKapTOBUM KOOPAHUHATHUM CHUCTe-
MOM. AKO Ta IIOCTaBUMO TaKo Zia ce 110J1 O IOKJIONHU ca KOOPAUHATHUM II0YEeTKOM, a II0-
JIApHY OCY IIOKJIOIIMO Ca X; 0COM UMaMO JUPEKTHY Be3y

X1 =rcosf, Xx,=rsinb.

Ob6paTHe Bese je TaKkolhe JJaKo UCIIHUCATH. YBEK je

r=4/x3+x3,

IIOK Yy 3aBUCHOCTH Off, TOTa [1a JIX je X1 # 0 WIH Xp # 0 MOKeMO ITHUCaTUu
X X

tgh =22, ctgh="_1.

X1 X2

Ha mipumMep, 3a x; # 0 MO>KeMO 3ammcaTd GopMyiry
0= arctgﬁ + E(l —sgn(xq)).
X1 2
[IpuMeTHMO Ja jeAUHUYHU [[eHTpUpaHU KpyT k(O, 1), Koju y IIpaBoyIyioM JlekapTo-
BOM CHCTEMY UMa jeJHAUHHY X2 + X3 = 1, y T0;IapHOM KOOPAUHATHOM CHCTEMY HMa Beo-

Ma jeJHOCTaBHY jeqHAUUHY I = 1.

17



masa 1. AHannTnyka reomeTtpuja

I'eomeiupujcke mpaHcopmauuje pagHu Cy IpecaruKaBamka paBHU E Ha caMy ce-
6e. OHe reoMeTpHjCKe TpaHCPopMallHje Koje He IIoMepajy TauKy O MOI'Y ce jeJHOCTaBHO
HU3pasUTH y II0JIapHOM KOOPAMHATHOM CHUCTeMy ca I1010M O. IlorieiajMo 11Ta Cy CJIUKe
HeKe Tauke (r, 0) Ipyx HEKUM II03HaTUM TpaHchopMaliyjama.

CyiMka Impu poTalyjyu OKo Tauke O 3a yrao a je Tauka (r,0 + a). lleHTpasiHa CUMeTpHja
ca 1eHTpoM O faje CIuKy (r,0 + ). OcHa cUMeTpHja y OAHOCY Ha X1 Jjaje CIUKy (r, —0).
OcHa cuMeTpHja y 0OJHOCY Ha IIpaBy Kpo3 O Koja je 10, yIJIOM a Y OHOCY Ha X; [jaje CIIUKY
(r,2a — 0). XomoreTHja ca ieHTpoM O U KoedpuriyjeHToM k > 0 naje cauky (kr, 0).

[ToslapHE KOOpAMHATe MOT'Y HaM OJIaKIIIaTH IIyT Ka jeJHaYnHaMa HeKUX TpaHcopMa-
IIdja y IpaBOyIJIUM /[eKapTOBUM KoOpAuHaTtama. Ha mpuMep, IIoMeHyTa poTalifja 0Ko
Tauke O 3a yrao a IIpejcraB/ba IIpeciuKaBame (r,0) — (r,0 + a) y IIoJJapHUM KOOpAYHa-
TaMa. AKO je TO IIpec/IMKaBame y IIPaBOyIJINM /leKapTOBUM KOOpJUHAaTaMa 3allkCcaHo ca
(X1,X2) — (X},X5), JIaKO JOSHjaMO jefHaUYMHE

xy =1 cos@ =rcos(6+a)=r(cosfcosa—sinfsina) = x; cosa — x, sina
Xy =1r'sin@ =rsin(6 + a) = r(cosfsina + sinf cosa) = x; sina + x, cosq,

Te Cy jefHaYrHe poTalyje

X] =X1c0sa —Xpsina, X, = Xx;sina + xzcosa. (1.25)

1.7 KoHuke

Heka cy [ 1 s TIpaBe y IpOCTOPY KOje ce CeKy IO/ OIITPUM YyIJIoM y Tauku V. IIpaeu
KpPYJiCHU KOHYC [I0d1ja ce POTAIlHjoM IIpaBe [ 0KO S, O[THOCHO Y IIMTAY je YHHUja IPaBUX
Kpo3 V Koje ca s 3akjIaIajy daIl OHOJIMKH (oIITap) yrao KoJIMKH [ 3aksara ca s. IIpasa s
HasuBa Ce oca, Tauka V je @px, OK Cy IIpaBa [ Kao U leHe CJIUKe Y POTalllju U380gHUUeE
IIpaBoOT KPY>KHOT KOHYcA.

KoHycHu Tipecex je IIpeceK IIpaBoT KPY>KHOT KOHYyca U HeKe paBHU. Ciryyaj KaJ, paBaH
cajip>ku BpX V je lereHepricaH U y IIUTawky MOKe SUTU caMO Taudka V, jeHa U3BOJHULIA
WIY iBe U3BOAHUIle. HajuHTepecaHTHUJU ciIy4daj goraha ce y ciy4dajy fa paBaH He IIpo-
JIa3d KpPO3 BPX HUTH je HOpMaJIHa Ha 0cy (aKo jecTe y IIpeceKy 05HjaM0 KpyT), a TAKBHU
IIpeceriy Ha3sUBAajy ce KOHUKe.

Heka je K mpaBu KpPYy>KHH KOHYC €a 0COM S, BpXOM V 1 U3BOJHUIIOM [, @ T IPOKU3BOJbHA
paBaH Koja He cajip>Ku V U HUje HOpMaJsiHa Ha S. Hyje Telllko ImoKasaTH Ja I10CToju cdepa
0 Koja je ynucaHa y K ¥ Koja foaupyje paBaH 7. lllTaBuille, y OIIITeM CIy4ajy (€JIHUIICa,
XuriepdoJia) II0CToje ABe TaKBe cdepe, ajlk ako je paBaH 7 I1apajie/lHa HEKOj U3BOJHUITA
(ciiyuaj 11apadoJie) IOCTOjU caMo jenHa TakBa cdepa. OBe coepe ce 30By JaHgeauHoege
cpepe? 1 oMoryhaBajy HaM /1a yKaKeMO Ha HeKe JIelle 0COSHMHe KOHUKA.

Cdepa o mopupyje KOHyC K II0 HEKOM KpPyIr'y U HeKa je w paBaH y K0joj ce Taj KpyT
Hasiasu. PaBaH w je OUHIVIeHO HOpMaJIHa Ha S, 3a pas3JIUKYy OJf paBHHU 7, Te Ce OHe CeKY I10
npaBoj d = wNt. llJocMaTpajMo KOHUKY [ = K N T U HEKy IPOU3BOJbHY TAaUKYy ca e G € T
Heka je A mogHO>Kje HOpMaJie U3 G Ha d, a B IOAHOKje HopMaJie U3 G Ha w. [Ipogop ripaBse
VG Kpo3 w 03Ha4UMO ca M, a Ba)KHO je IIPUMETHUTH Jla ce M Hajla3u Ha KPyTy U3 PaBHU W.

*Germinal Pierre Dandelin (1794-1847), paHIlycK: MaTeMaTH4ap
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1.7. KoHuke

Kaxko je yrao usmehy paBHU w U paBHU 7 jefHaK £GAB, U3 IIpaBoOyIJIOT Tpoyria ABG
padyyHaMo pacTojarme Tauyke G of IIpase d ca

|IGB]

A(G,d) = |GAl| = 70

Ca zipyre cTpaHe, Kako je GB HOpMaJIHO Ha w TO je U IlapaJsiesiHO ca S, OJlaKje Caefu 1a
je yrao {BGM = £(s, VM) jegHax yIiy usMmel)y s ¥ SUJI0 KOje U3BOJHUILE, OTHOCHO 4 (S, [).
TanrenTHU ofceuriy Ha chepy cy MeljyCodHO IIOAyJapHU, Te UMaMO IIOAyAapHe 1y>Ku GF
U GM, r7e je F roqupHa Tauka cdepe o ¥ paBHU 7, {F} = 7 N 0. 13 IIpaBOyIJIOT TPOYIJa
MBG cienu .

IGB|
cos £(s, 1)’

OdjepumaBameM IIPEeTXOAHUX jeJHAYUHA 106HjaMOo oAroBapajyhu ogHoc

d(G,F) = |GM|| =

d(G.F) _ |GM| _sin4(w.7) _
d(G,d)  ||GA|  cos4(s,]) ’

KOjU He 3aBUCH O] U360pa Tauke G ca KOHUKe T, jep dukcupameM KoHyca K U paBHU T
bUKCUpaHU Cy U VIJIOBU £ (W, T) U £(S, l), IIITO JOKa3yje HapeJIHY TeOpeMY.

Teopema 1.15. 3a ceaky koHuKy I' y pagHu tioctuoju tiaquka F u tipasa d twaxkea ga je ogHoc
pacituojara Upouseo/eHe auke ca KOHUKe 0g tlauke F, 0gHOCHO og tipase d, KOHCTUAHIUAH.

Tauka F 30Be ce drcudica (1tu hokyc), mpaBa d 30Be ce eogusba (WU gupeKimpuca), a
opoj e je eKcueHlipuyuitieit KOHVKe. EKCIIeHTPUIIUTET KOHUKE je I10 e GUHULU]U CTPO-
ro II03UTHUBAH, a UCII0OCTaBJ/ba Ce Jla BPeJHOCT 1 pasjiy4yyje TpU TUIla KOHUKA Ha ciefehu
HauuH. KoHuKa je 3a 0 < e < 1 eaudica, 3a e = 1 iapadoaa, 3a e > 1 xuiiepdoaa.

Haxo cM0 KOHHKe TeUHUCAIN Ka0 06jeKTe Y TPOAUMEH3HOHOM IIPOCTOPY, OHE Ce CY-
IITUHCKU Haslase y paBHU. Teopema [l.15 oMoryhaBa f1a 6e3 Kopuiithewa Tpehe 1uMeHsUje
HU3BeJIeEMO jeJHaUNHe KOHUKA Y PaBHU.
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masa 1. AHannTnyka reomeTtpuja

Hcmocrassba ce fja je 10 jefHauYrHa JIaKIlle 0hH y IT0JIapHOM KOOPAUHATHOM CUCTEMY.
[TocTaBMMO KOOPZUHATHU CUCTEeM TaKo /1a je )KuyKa F 1101, 10K je IT0JIapHa oca IIoJIyIipaBa
ca moyeTkoM F Koja je HOpMaJiHa Ha JUpeKTpucy d u cede je. Ca L 03HAYUMO jeTHY O[]
IIpeceyHUX TauaKa KOHUKe I' ¥ IpaBe Kpos3 F IapaJiesiHe JUPeKTPUCU U HeKa je | = d(F, L).
[TocMaTpajMo IIPOKM3BOJbHY TaUKY Ca KOHUKe G € I' Koja je ca UCTe cTpaHe IIpaBe d Kao U
Tauka F. Heka je A 1ogHO>Kje HopMaJle U3 G, a B IIOZHOKje HopMaJle U3 L Ha IIpaBy d.

— .

A

/ d
Axo cy (r, 0) Tos1TapHe KoopAHUHaTe Tauke G, Tafia BaXKu
r=d(F,G)=e-d(G,A)=e(d(L,B) —r-cosf) =1—ercos9,
OZlaKJIe 1061jaMo II0JIapHY jeJHAYNHY KOHUKE
r=1-ercoso, (1.26)

IIITO Ce MOJKe 3aIlkCaTH 1 Ca ]

"~ 11 ecoso
YKOJIMKO II0CTaBUMO O/iroBapajyhu rpaBoyriu /[ekapToB KOOPAUHATHU CUCTEM (KOjH
HMMa II0YeTakK y II0JIY, a [T0JIapHa oca ce IIpeKJsalia ca 0CoM X1), je[fHOCTaBHO [0JIa3UMO [0
jeqHauyMHa KOHUKe. KBanpupameM jefHaunHe () y3 CTaHapAHe Bese x; = rcosf u
Xy = rsin 0, rodujamo
X3+ x5 = (1—exq)?,

IIITO Ceé MOJKe pacCIIrcaTH Ca
(1—e*)x3 + 2elx; + x5 = 2. (1.27)

[IpMMETHMO /Ia je HEeOIIXO[HO U3BPIIIUTH AUCKYCH)y IT0 TOME Ja JiH je 1 —e? = 0.V ciyuajy
Iaje e # 1 Baxxu

el X3 &
X%Jrlel—e2 * 1—2e2 T 12
OJlaKJIe je
(X1 + el>2 + 3 _ b + er b
1-—e? 1-e2 1-e2 (1-e%)2 (1-e2)%

[IpeTxo/iHa jefHaYMHA HaC MOTUBHIIIE []a yBeLeMO 0CTa 3TOAHUjU KOOPAUHATHU CU-
CTeM KOjHu 0oSHjaMo TpaHCIaIujoM 3a BekTop (—el/(1 — e2),0), jep Taga x; + el/(1 — e?)
II0CTaje HOBO X1, [IOK Ce X, He MeHa. Y TOM HOBOM KOOPAWHATHOM CHUCTEMY IIPeTXO[Ha
jeHaunHa Ij1acu

X3 + 6 __ "
1712 (1-e2)
O/IHOCHO
2 2
X1 X3 1
B g
ToF T
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1.7. KoHuke

AKO yBeJIeMO O3HaKe
l l

a=———, b= —no—,
11— e?| V1= e

7I0JTa3MMO 0 OfiroBapajyhe KaHOHCKe jejHauMHe
2 2
X X
—aé +sgn(1 - ez)—bg =1

PasmarpaH ciay4daj (e # 1) pelraBa mpodsieM esulice (e < 1) U xumepdoie (e > 1), e
KaHOHCKe je[lTHa4YMHe pPefioM Iylace

2 2 2 2
IR P RN S
a? b2 7 a? b2
(0,D)
o (a,0) 0 (a,0)

IIpeocraje ciy4daj mapadoJsie, KOju KapaKTepHIlle yCI0B € = 1 y II04YeTHO] AUCKYCHjH.
JemHaunHa () Tajia mIacu 21x; + x5 = 2, ITo ce MO>Ke 3aIIMCATH ca

x%:Zl(é—xl)

JlomaTHa M30MeTpHjcKa TpaHchopMalivja Koja Ipe/icTaB/ba OCHY CUMeTPUjy paBHU Y O[I-
HOCY Ha IIpaBy x; = [/4 Mewa [/2 — X; HOBUM X1, [JOK Ce X, He Merma. KoHayHo, y HOBOM
KOOPAWHATHOM CUCTEMY jelHAUMHAa I1apadoJie 10dUja CBOj KAHOHCKHU 08JIUK

X% = ZlX1

Ejurice v XxuriepdoJie UMajy [iBe >KIDKe U [iBe TUpeKTprce. JKipKe esvIice Hajase ce
nsMelly AMpeKTpHcCa, 0K Cy y CIy4dajy XUIepsdoJie fupeKTprce usmely >xioka. I1o Teope-
MU 3a CBaKy O/ JKIKa Ba>KH []a je 0[THOC pacTojarba TauKe Off )KVDKe U O] JUpPeKTPHCe
jeIHaK eKCIleHTPUIIUTETY.
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masa 1. AHannTnyka reomeTtpuja

D,

M Dy

D,

d,

F,

F;

i

|
0

F;

Heka je M nmpor3BOJ/bHA TayKa Ca eJIMIICe MM Xuliepdosie I' U HeKa cy Fy U Fy XXuKe
uyje cy ofrosapajyhe gupexrtpuce d; U d,. Heka cy Tauke D, € dy u Dy € d; IIOJHOX]ja
HopMaJsa u3 M Ha dy u d,. I3 ocobuHe KOHUKa Baxku d(M, F;) = e-d(M,d;) = e-d(M, D;) 3a
i =1,2.V ciayyajy esuIice oBa pacTojamka cadupamo U 106ujaMo

d(M,Fy) +d(M, F;) = e(d(M,D1) + d(M,D;)) = e-d(Dy,Dz) = e-d(dy,dz),
JIOK X Y CJIy4ajy XUIIepS0JIe 0/[y3MMaMo
[d(M, F1) — d(M, Fy)| = e|d(M,D1) — d(M,D;)| = e-d(Dy,D;) = e-d(dy,dy).

JlecHa cTpaHa IIPeTXOJHUX je[HAUMHA je KOHCTaHTa jep He 3aBHUCH of usdopa M € T, Te
nodujaMo HapeaHy TeOpeMy.

Teopema 1.16. 36up paciuiojarsa ceake WauKe e/aulice go HEHUX HCUNXCA je KOHCIUaHIua.
AliconyiiHa 8pegHOCIL pasnuKe pacilojarba ceake wauke xuepdoie go eHUX HUXCA je
KOHCTnaHA.

[IpeTxo/Ha TeopeMa oMoryhasa Jja K3pauyyHaMoO eKCIIeHTPUITUTET e IIPeKO OCHOBHUX
IapaMeTapa KOHHUKe (KOjU ce BUZle Y KAHOHCKO] jefHa4YWHU). PacTojame (6UJI0 Koje) KU-
’Ke 07 IeHTpa KOHUKe 30Be€ Ce iuHeapHU eKCyeHupuyuieinn 1 061MYHO 0dejierkaBa ca C.
[IpunnkoM u3Boherha KAaHOHCKUX jeJHaYMHa KOHHMKA UMaJIu CMO TpaHCIallHjy 3a BEKTOP
(—el/(1 — €?),0), Koja IIoMepa >KI>KY M3 KOOAMHATHOT II0YeTKa, Te J0SHjaMo Be3y usMely
JIMHEAPHOT U OSUYHOT eKCI[EHTPUITUTET], ¢ = |el/(1 —e?)| = el/|1 —e?| = ea. Kako 3a
eKCIIeHTPUITUTET BaKU € = C/a, HajIIpe padyyHaMo Be3y usMeljy dpojeBa a 1 b U3 KaHOH-
CKe jeqHaurHe (TaK03BaHU BeJIMKU U MaJId II0JIYIIPEYHUK) U 6poja ¢, ajId je HEeOIIXOIHO
II0CeSHO TUCKYTOBATH eJIUIICY U XUIIePSOITY.

b|B

dz dl

AKO je KOHMKa eJIHIICa Koja IMa KaHOHCKY jefHaYHHY X /a®+x5/b* = 1, amocTaB/beHa
TaKo J1a BakKu a > b, Taza cy meHe xwmxe F(c,0) u Fy(—c,0). Teopemy IpUMeRYjeMOo
Ha TeMeHa eJIMIICe, OJHOCHO Ha Tauke A(a, 0) 1 B(0, b) ca KOHHUKe Koje ce Hajla3e Ha ocaMa.
Ca jemHe cTpaHe je d(A,F1) + d(A,Fy) = (a— ¢) + (a+ ¢) = 2a, [OK ca gpyre CTpaHe BaXkKu
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1.8. Kpuse gpyror peaa

d(B,Fy)+d(B,F5) = 2+/b% + ¢Z, omakJe qosujaMo ¢ = a? —b?. Tako [0JIa3UMO [0 TPAKEHHX
Besa,

2
c=+va%—b?, e = 1—b—.

a2

Ba’kHO je HalIOMeHYTH Jija Cce y CIy4ajy a < b KiKe Hajlase Ha X»-0CH (a He Ha Xi-
0CH), OJTHOCHO UMajy 08K (0, +C), I0K je ¢ = Vb2 — a2. VKOJIUKO 05jeTMHUMO CITyUajeBe
MO>KeMO pehu f1a Baxku ¢ = +/|a% — b2| V3 cTaHAapaHO e = ¢/a

\

I\ C av2
dz dl

CIMYHO pelraBaMo ciIydaj Xumepsose x4 /a? — x4 /b? = 1, tie y3uMamo Tauke A(a,0) 1
B(av'2,b).Tapaje |d(A,F;)—d(A,F;)| = |(c—a)—(c+a)| = 2a, aI¥ 1 10CTa KOMILTHKOBAaHHUje

\d(B,Fy) — d(B,F;)| = ’\/(aﬁ — )2 +b2—\/(aVZ +c)? + b2

ITpumeHoM Teopeme Ha Tauke A U B, Te KBaJ[pupameM 061jaMOo

4@’ = (V2 — ¢ + b* + (aV2Z + 0)? + b* — 2/ (av2 — )2 + b2/ (aV2 + ¢)2 + b2,

OJIaKJIe CJIeTH

4% = 4% + 2¢% 1 2b% — 21/ (2a? + ¢ + b2)2 — (2acV/2)?,

IIITO ITIOBJIAYH

¢ + b = \/(2a + ¢ + b2)? — 8a2c2.
KBazpupameM IpeTXogHe jefHauYruHe 1061jaMOo
c* +2¢%b? 4+ b* = 4a* + c* + b* + 4a*c? + 4a’b? + 2¢*b? — 8a?c?,
ITOo Aaje 4a* — 4a®c? + 4a*b? = 0, ogakiie fesbemeM ca 4a? # 0 uMamo ¢ = a® + b, Tako

I0JIa3UMO JI0 Ba)KHHUX Be3a Y CJIydajy XuiepsoJe,

2
c=+va*+b? e= 1+Zz.

1.8 Kpuse gpyror pega

Kpuea gpyioi pega je cKyIl Tauaka paBHH (X1, X;) € R? Koje 3a10B0/baBajy jeJHAUNHY
fixa,x2) =0, (1.28)

I7ie je f TIOJIMHOM APYTOT CTeIleHa I10 X; U X, Ca peaJIHUM KoepuiiujeHTUMA. [[pyruM pe-
YUMa, BaXKU

f(Xl,Xz) = allx% + 2a19X1X7 + Clsz% + 2a13X1 + 2ay3xy + dssz, (1.29)
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masa 1. AHannTnyka reomeTtpuja

T7Ie CY ai1, A1z, A2, A13, d23, A33 € R, TIpU YeMy je a?, + a3, + a3, > 0 (mocToju SapeM jegaH
KBaJ[paTHU 4iaH). [[1ub KojeM TeKMMO je KiIacupUuKalirja KpUBUX APYIor peza, OLHOCHO
>KeJIMMO J1a TeEOMETPHjCKHU OIIHIIIeMO CBe MOryhe CKyII0Be TauaKa KOjH 3aJ0B0JbaBajy jei-
HauyuHY ( ).

VKOJIUKO II0CTOjU WiIaH dyy # 0, TO TeOMEeTPHUjCKHU 3HAYHU Jia je KpHUBa HEKAKO0 UCKOIIle-
Ha y nocrojeheM KOOpJUHATHOM cHUcTeMy. Hieja je 1a MOTpaKMMO HOBU KOOPAUHATHU
CUCTeM y KojeM he OHa 6UTH HCIIpaBJ/beHA, OTHOCHO HeMa 4JIaH diz. TO MOYKEMO II0CTH-
hu poTanyjoM KOOPAWHATHOT CHCTeMa OKO KOOPAMHATHOT II0YeTKa 3a HeKH yrao 0 € R
(0O[THOCHO POTAITHjOM TayaKa OKO KOOPAMHATHOT ITI04YeTKa 3a yrao —0), IIpu ueMy HaM jeI-
HauyMuHe poTalyje () oMmoryhasajy Be3y

X1 =Xj¢0860 —x,sin60, Xy = x;sin6 + x5 cos H. (1.30)

Ha oBaj HauuH, jefHaUYMHa KpUBe () (y makerty ca ()) ce poTalyjoM TpaHCchop-
MHUIIIE Y HOBY jefTHAaUUHY

@y X% + 20, XX + @hXh® + 205X + 2alysX) + dbg = 0, (1.31)
I7e je 2a), = —2ay; cos 0sin O + 2a;,(cos? 6 — sin? 0) + 2ay; cos Osin 6. OaBze je
ay, = alz(cos2 6 — sin? 0) + (azz — ai1) cosOsin0,

IIITO 350T TPUTOHOMETPH]jCKUX popMysIa cos?6 — sin6 = cos20 u 2cosHsin = sin 20
rocraje

1 .
aj, = a1 €08 20 + (az; — all)i sin 26.

IToTpedHO HaM je TakBO O Koje he aHy/JIMpaTH KOeQHUITHjEHT a),, aJIH U3 IPETX0JHE
jefHaUYMHe je OUUIJIELHO J1a Ce TO JelllaBa 3a

a1 — dzp

2 =
ctg 20 241,

[IpruMeTHMO J1a OBJle HEMaMO IIpO&JIeM Jle/beha HYJIOM, jep je y ciIy4dajy a,, = 0 KpuBa Beh
HCIIpaBJ/beHa, Te je HEIIOTPeSHO pOTUpAaTH. /lakiie, ako KOOPAUHATHU CUCTeM 3apOTHPaMO
3a yrao

ap —az

1
0= 5 arcctg “oa, (1.32)

OKO KOOPAVMHATHOI II0YeTKa, jefHauYruHa () IIpeJiasy y jefHAUUHY () 3a KOjy ©UMaMo
ay, = 0. Ha oBaj HauMH YKJIOHWIH CMO jeraH KoeQUIIHjeHT jefHaUYUHe KpUBe, Te Jajbe
ImocMaTpaMo KpUBY UHja jefHaUNHA UMa OIIITH 08JIUK

anx% + a22X% + 2a13X1 + 2ay3xy + azz = 0. (1.33)

Kaxko Bullle HeMa MUKC 4JIaHa, IIPOMEHJbUBE X U X, Cy pa3gBojeHe, Te 3a i = 1, 2 yKO-
JIUKO je a;; # 0, MOKeMO IIocMaTpaTH u3pas aiixiz + 2a;3x;. Taga ce cTaHIapAHO U3BJIAYU
a;; UCIIpe[; 3arpazZie, y K0joj ce Kperpa IIOTIIYH KBajpaT Ha ciefehu HauuH

2 2 2 2

a; a; a: a; a;
aiixiz + Zaigxi = aj Xl-2 + ZXifl3 + <713) s - R ai; (Xi + 7l3> — 713.
it i i ii Qi

OBora ITyTa TPaHCJUPAMO X; KOOPAUHATY Ca X; = X; + Q;3/Q;j, IITO CYIITHHCKU YKJIakba
Koe(UIIHjeHT Y3 X;, OJHOCHO aHy/IUpa a;3. HapaBHO, YKOJIMKO HeMa KBajipaTa 360rT a;; = 0
Taja Beh uMaMo jefaH KoepUIUjeHT Mabe.

BeoMa je Ba)KHO [1a cy TpaHchopMaliyje Koje IpUMenyjeM0 U30MeTpUjCcKe TpaHCchop-
Mallyje, OJHOCHO Jia OHe UyBajy Ay KHUHY AY>KH, LI eKBUBaJIEHTHO CKaJIapHU IIPOU3BO/IL.
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1.8. Kpuse gpyror peaa

360r Tora je duy0 SUTHO U3BYhU a; UCIIpe, 3arpaZie y IPeTX0QHOM KOopakKy. Y CBaKOM
cIy4ajy poTaliyja 4 TpaHcIalyja jecy H3oMeTpHjcKe TpaHchopMalije U TO Cy IIpBa /iBa
KOpakKa y TpeTMaHy KOjUM KPUBY JOBOAKUMO 10 KAHOHCKOT 0OJIUKA.

Ha paHuje omnricaH HauWH, U3 OIIIITe jeJHaUYNHe () YKJIaKaMOo jOIII ABa KOepUITU-
jeHTa, aJIH je HeOIIXOJHO AVUCKYTOBAaTHU CcIydajeBe. YKOJIMKO 06a KBaJpaTHa KoepHUIljeH-
Ta HUCY HYJIa, d110yy # 0, Taja TpaHCAaja X1 = X; — A13/A11, Xo = Xy — Ag3/dzy €JTUMHU-
HUIIIe JINHeapHe KoeQUIlMjeHTe U3 jeJHaurHe () KOja HaKOH Tora /108Uja 08JIMK

allx% + Clsz% +asz = 0. (1.34)

YV IIpBOj BapHjaHTU KBaZijpaTHU KoeQUITHjeHTH Cy UCTOT 3HaKa, aj1dy; > 0, Te TUCKY-
TyjeMO 3HaK Of ds3. AKO Ce 3HaKOBHU PasyUKyjy, di1ds3 < 0, yBOOUMO a = /—ds3/ayj1 A

b = \/—as3/ay;, 0jaKie 1o6UjaMo

2 2
X1 X5 _

a? bz_1

)

IIITO je KAHOHCKA jeTHAaUYMHAa eJHIIce. Y 0BOM C/Iy4ajy J0/IaTHO MO>KeMO 3aXTeBaTH YCJIOB
a > b > 0 (mocedHO 3a a = b UMaMO KPYT Kao CIIellHjaJHU CIy4daj eJIuIICce), jep Y CYyIIPoT-
: . T R .

HOM H30MeTpHjcKa TpaHCcPopMaIlHja X1 = X,, Xz = X} je ocHa pe@nex.cn]a y OZHOCY Ha
IpaBy X; = X, KOja oKpehe KoopAWHATE X; U X2, Teé CAMHUM THUM U dp0jeBH a U b Mema-
jy MecTa. AKO Ccy CBU KoepUIIMjeHTH UCTOT 3HAKa, djjass > 0, Tazga 3a a = (/ass/a;1 U

b = \/ass3/az; nodHUjaMo jefHAUUHY

2 2
XX

@t =

a KaKo 36Up KBajipaTa HUKAJl HUje HeraTUBaH, HeMa Tadaka Koje he je 3agoBosbuTH. OBa
KpHBa je mpasaH CKYII, a/Id CyIITUHCKH y IUTawky je UMAaluHapHa eAulica, ITo ce BUAU
aKo IIpodJieM IrocMaTpaMo y KOMIUIEKCHO]j paBHHU. [IpeocTaje ciydaj as3 = 0 kojusaa =1

ub = ./a;1/a; naje jeqHAUNHY

2 .2
Xy | X3

a? bZ_O’

KOjy UCITyEHaBa caMO KOOPAUHATHHU II0YETAaK, Te je y IUTaky Tadka. [IpodaeM ce MoyKe
IocMaTpaTHU U y KOMIUIEKCHO] paBHU I7ie je pelllene Uap UMAlUuHAPHUX Upasux Koje ce cexy
dalll y TOj peaiHOj TAYKH.

Y Apyroj BapHjaHTH KBaJpaTHU KOeQUIIHjeHTH Cy Pas/IMYUTOr 3HAKa, d11dyy < 0, Te
IOUCKYTYjeMO 3HaK Off dss. AKO je ass # 0, He yMamyjyhH OIIIITOCT MOKeMO IIPeTIIOCTaBU-
TH Jla B&XKU d11a33 < 0, jep HHaue IpuMeHa Beh BuljeHe ocHe pedieKcHje X1 = X5, Xz = X]
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masa 1. AHannTnyka reomeTtpuja

pasMemnyje KOOpAMHATHe 0Ce, CaMUM TUM U KBaZpaTHe KoepuiirjeHTe. 3ad = /—ds3/dqq
U b = \/ass/a; [odujaMo jefHAUUHY

2 2
s
a2 bz 7

IIITO je KAHOHCKA jeJHauYNHa Xumepdose. Y ciayvajyass = 03aa=1ub = /—aq1/ax
I0SHUjaMo jeTHaUUHY

2 2
b %
az bz 7

KOja IIpe/iCTaB/ba JBe IpaBe Koje ce CeKy. [efHaurHe THUX IIPaBUX Cy X1/a + Xz /b = 0.

OBHUM CMO HUCIpIIeJH MOTYhHOCTH U3 jeTHaUYNHEe () KOja je IIpouCTeKJIa U3 yCI0Ba
aij1ay; # 0. Kako UCIuTyjeMo KpUBY IPYror pejia, OHa Mopa MMaTu dapeM jefaH KBa-
IpaTHU 4IaH, Te IIPeoCcTaje cIy4aj KaJ je Ta4yHO jeflaH o[ KBaJpaTHUX KoedHUIlMjeHaTa
pasuguT of HyJe. He ymamwyjyhu OIIIIITOCT, MOYKEMO IIPETIIOCTaBUTH J1a je aj; # 0 u
ay; = 0, UHa4ye, Kao U paHHUje, KOPUCTUMO OCHY pedJieKCHjy fa pasMEHUMO X1 U X, OCY.
Taza TpaHCIaMja X1 = X; — d13/d11, X2 = X, € IAMHUHHUIIE KOeQHUIIUjeHT a3 U jefHaYMHa
(1.33) mocTaje

(111X% + 2ay3Xy + asz = 0. (1.35)

YV IpBOj BapHjaHTH UMaMo ay3 # 0. /lofaTHa TpaHCIalMja X1 = X, X2 = X, —a33/(20az3)
yKJIaka CJI060/1aH YJIaH dss, Te jefHaurHa () oduja 08JIUK a11x% + 2ay3x, = 0. JenHo-
CTaBHa CMeHa p = —dy3/d11 JOHOCHU

X2 = 2px;,,

IIITO je jeqHaYMHa mapadosie. VKOJIMKO je p < 0 ToZaTHO MOKEMO OKPEHYTH CMEP X, OCH
TaKO IITO IPHUMEHHUMO U30METPHjCKY TPaHCPOPMALIHjy X1 = X;, Xz = —Xj,, Koja he 0des-
deIUTH KaHOHCKO OTpaHuuewe p > 0.
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1.9. VHBapwujaHTe KpUBMX gpyror pega

V IoC/Ie/iEh0j BapHjaHTH je dy3 = 0. JeaHaunHa (1.35) je Taja osrHka a1 x4 + ass = 0,
OJTHOCHO

2
X1:C,

IIITO JUCKYTYjeMO II0 C = —d33/d11. YKOJIMKO je ¢ > 0 y IHUTawky Cy mapaJjiejiHe IpaBe
X1 = £/, 1ok ¢ = 0 maje jemHy mpaBy x; = 0.V cay4ajy ¢ < 0 jeqHauMHa HeMa pellerha,
O/THOCHO y IUTaKY je mMpa3aH CKYII, IIITO y KOMILJIEKCHO] paBHU IIpe/ICTaB/ba gee uapa-
Jle/IHe umaluHapHe upase.

1.9 HHBapujaHTe KPpMBHUX JAPYyror pega

ITo e UHUIIM}H, KPHBa APYTOT pPejia 3al0B0/baBa jeIHaUMHY
Q11X5 + 2a12X1 X2 + Ag2X5 + 2a13X1 + 2dz3X2 + Azz = 0,

KOja ce MO>Ke 3aIlCaTH Y MaTPUYHOM OGJIHKY ca

aj;; az) (X1 X1 _
(x1 x2) ( ) <x2> +2(a13  az3) (Xz) +as3 =0,

aip Ay
OJJHOCHO ca
a;; A2 ai3 X1
(x1 x2 1) a1z axp a3 Xz | =0.
a3 dz3 as3 1

Pajiui stakiner 3arca, yBoAuMOo Kpahe 03HaKe 3a MaTpHIle U3 IPETXOAHUX jeJHAYNHA Ha
cjenehy HaAYMH,

X1 a1 az ag3

X= (?) A= (Zn le> ’ X=(x | A=(a3p a» as;|. (1.36)
: S 1 aiz dz3 dass
Taza jeqHauyrHaA KpUBe IJIacU -
X"AX =0,

0K 3a KBapaTHy GOPMY BarKH
allx% + 2a132X1Xy + azzxg = XTAX.

[TpuIMKOM CBOlerha KpHBe Ha KAHOHCKU 0OJIMK HajIIpe CMO UMaJIv POTAIHjy 3a yrao
() jep CMO yCTaHOBMJIM Jla OHA eJIMMUHMUIIIE A1, U TAKO UCIIpaB/ba KpUBY. OBaj reoMe-
TPHjCKH IIOCTYIIaK MO>KeMO II0CMaTpaTH ajiredapCKU Tako IITO POTAILHjy CXBAaTUMO Kao
IYjaroHaausalyjy CUMeTpu4YHe MaTpurie A. Y Ty CBpXy IIOTPESHO je ja UCIIUTaMO COII-
CTBEHY CTPYKTYpPYy IIPOU3BOJ/bHE CUMeTPHUUHEe KBaJ[paTHe MaTpUIle A, IIPU UYeMY CMO OBY
TeOpHjy U3 JIMHeapHe ajredpe L04aTHO paspaauan y Cekuuju A. 1.
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masa 1. AHannTnyka reomeTtpuja

Ilo Jlemu A.2, cBaKa COTICTBeHA BPeJHOCT A CHMeTpHUHe KBaj[paTHe MaTpHIe A je pe-
asHa (A € R), akako Baxxu det(A—A1) = 0, To XoMoreHa jefHaduHa (A—A 1)V = 0 uma dec-
KOHa4YHO MHOTO0 pellleka. 360T TOra, YBeK II0CTOjU COIICTBEHU BeKTOP (V £ 0) Koju ofiroBa-
pa COIICTBeHOj BpeAHOCTU A. Mel)yTHM, OH HHUKaJ, HHUje jeTHO3HAYHO ofpeljeH, jep cBako
0 # a € R reHepulIlle COIICTBeHU BeKTOp aV. UeCcTo pafuMOo ca jeIUHUYHUM COIICTBEHUM
BEKTOpPHMa, a 06HjaMo UX CKaJupameM jefHUM Oof ABa Moryha uséopa (a = 1/(|V|| uiu
a=—1/||V|]) 3a aV, rae je V Heku nIpoHaljeHU COIICTBEHU BEKTOP.

ITocMaTpajMo CUMETPUYHY KBaZ[paTHy MaTpULly A pefa iBa us GpopmyJie (). AKo
Cy A1 U Ay HyJle lbeHOT KapaKTepUCTUYHOT II0JINHOMa, Tafa je

X4(A) = det(A — A1) = a%; A az‘zllf 4| =~ A+ detA = (A — ) (A - Ay).

AKo MaTpuIia A ©Ma caMo je[lHy COIICTBEHY BPeJJHOCT, A; = Ay, Tajia BaKU A1 + Agp = 241
U ay10yy — a2, = A%, ojaksie 06ujaMo (a1 — azy)? + 4a2, = 0. U3 TIpeTXo/iHe jefHauMHe
crenu a;; = 0, Te je MaTpuIla AUjaroHasHa, IITO TeOMETPHjCKU 3HAUH [J1a je KpuBa Beh
HUCIIpaBJ/beHa U HeMa I10Tpede 3a POTaliljoM.

3ak/pydyjeMo Zja ako uMa IoTpede 3a poTtanujoM (a, # 0), BaXKH A1 # Ay, Te IOCTOje
jeIVUHUYHU COIICTBEHU BEKTOPU KOjU UM OATr0Bapajy, a OHU Cy 110 JleMu MelycoS6HO
oproroHayJHu. Heka je V = (vq1,Vy) jeJMHUYHU COIICTBEHU BEKTOP MaTpHIle A KOjHU Of-
roBapa COIICTBEHOj BPEJHOCTH A;, OHOCHO HeKa Baku AV = A,V y3 v2 + vi = 1. Taga
je BeKTop W = (—V,, V) jeJMHUYHU U OPTOTOHAJIaH Ha V, Te caMUM TUM OH MOpa SUTHU
COIICTBEHM BEKTOP KOjH OJ[roBapa COIICTBEHOj BPeJHOCTH Ay, OJHOCHO BaKu AW = A, W.

OcHOBHa H/ieja je mpoHahy opTOHOPMUpaHy a3y Koja ce caCTOju caMO U3 COIICTBEHUX
BeKTOpa U II0CTaBUTHU Te BEKTOpe y KOJIOHe MaTpHIle IIpesiacka. KOHKpeTHO, I10CTaB/baMo

MaTpHUILy
Vi —V
M= (V|W) = ( ! 2)

V2o Vg
KOja ¥Ma yJIOTy MaTpHlie poTaryje U3 (), IIITO JOHOCHU TpaHchopmarujy X = MX'. KBa-
IpaTHa popMa HAKOH TpaHcpopMarmje mocraje X'AX = (MX)TAMX') = X" (MTAM)X/,
OJTHOCHO 3aBUCH O]f HOBe cuMeTpuuHe MaTpulie A’ = MTAM. Kako cy Vu W jeTUHUYHU
U MeljyCoSHO OPTOrOHAJIHY, TO je HOBAa MaTpHUIia AUjaroHaIHa

A" = (VIW)TAVIW) = (VIW)" (AVIAW) = (VW) (A1 ViAW) = (] Aoz) '

Ha oBaj HauWH CMO IIPUJIMYHO P30 AUjaroHaIN30BaId CUMETPUYHY MaTPUILy U TaKO
WICIIPaBHJIH KPHBY, jep KBaJpaTHA $opMa a1 X3 +2a;12X1 X7 +dzzX5 HAKOH TpaHChopMaLiyje
rocraje A1x’12 + Azx’zz. [IprMeHOM OBOT IIOCTYIIKA TAYHO Ce 3Ha KaKo U3Iyie/la KBaJpaTHU
Ile0 jeqHaUYMHe I10CJIe poTalikje U He MOpaMo ra I10cedHO pauyHaTu. KoepuiiyjeHTH Koju
ce I10jaBJbY]y Y3 KBaZ[paTHe WIAHOBE UCIIpaB/beHe KPUBE HYKHO MOpajy SUTH HyJIe Ka-
PaKTepUCTUYHOT II0JIMHOMA, & ’bUXOB Pefociel; AMPeKTHO 3aBUCH Of] pefociesia KOjuM
CMO COIICTBEeHE BEKTOpe CTaBJ/ba/Id Y MaTpHUILy IIpesiacka M.

VriosHasu cMo TpaHchopManujy X = MX, rie je M MaTpuIia Koja ce cacToju U3 BeK-
TOpa HeKe OPTOHOPMUpaHe da3e. TakBa MaTpHIIA je OPTOTOHAIHA, 3a BbY BaXKU MM = 1,
Te 1 (det M)? = 1. Ta TpaHchopMaryja kBagpatHy Gopmy X'AX = a11X3 + 2d12X1X2 + AaX5
mpeBogu y X'TA’X', rie je A’ = MTAM cuMeTpUYHA MaTPHIIA HOBe KBagpaTHe GpopMme. Je-
HOCTaBaH pPavyyH 3a KapaKTepUCTUYHU I10JIMHOM HOBe MaTpHUILe,

Xa(A) =det(A’ — A1) = det(M'AM — M"(A1)M) = det(M" (A — A1)M)
— det M" det(A — A1) det M = (det M)?> det(A — A1) = y,(A),
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1.9. VHBapwujaHTe KpUBMX gpyror pega

II0Kasyje [1a ce KapaKTepUCTUYHU IIOJIMHOM He MeHa IIPUINKOM OBe TpaHchopMaliyje,
OJIHOCHO /12 je lbeHa UHBapHjaHTa. MeljyTuM, Kako cy tr A u det A KoeQUITUjeHTH Kapak-
TEePUCTUYHOT II0JIMHOMA

Xar(A) = xa(A) = 2> = (trA)A + det A,

TO CYy ¥ Tpar U leTepMUHaHTa MaTpHULle KBaZpaTHe popMe TaKole MHBapHjaHTe.
CacBUM CJIMYHO MOKeMO ITI0CMaTpaTy CHMeTPHUYHY MaTpHUIly A pefa TpPH KOjy CMO

nedunmcatu popmysoM (1.36) u Tparchopmanujy X = MX, T7e je

0
- M | o
00 1

TaKohje opToroHasIHa MaTpuIlia. MicTu apryMeHTH Kao paHUje ode3denuhe MHBapUjaHT-
HOCT KapaKTepUCTUYHOT ITI0JIMHOMA,

Xz A) = xz(A) = -2 + (rA)A* - %((trﬁ)z — tr(A%))A + detA,
CaMUM THM U HeTOBUX KoepHUIlHjeHaTa. lako CMO 3aMHTepeCOBaHU 3a JleTeEPMUHAHTY
MaTpulle KpUBe APYror peja, HUje HeOIXOAHO Ja JOKa’KeMo IIPeTX0AHY $opMmyily, jep
ce MHBapHjaHTHOCT AMPeKTHO BuaK u3 detA’ = det(M'AM) = (detM)>detA = detA. Y
CBaKOM CJIy4ajy IMaMo JoSpe pasJiore Ja AeduHuiiemMo BesuunHe A, D u T Ha ciefehu
Ha4UH,

|11 A1z a3
A =detA = A2 QAyy A3

a3 dz3 dAss

a1 ag

, D=detA=
aip Qpo

, T=1rA=ag + as,

jep cy oHe MHBapHjaHTe TpaHcPopMaIyje Koja je ogpeljeHa OpTOroHaIHOM MAaTPUIIOM.
Hajuemnrhe ce oBa TpaHcdopMaliyja KOHKpeTH3yje Kao poTalyja

(xl)_(cose —sin@) <x’1>
Xy/ \sinf@ cos@ / \x,/’

Kojy cMo Beh Bujiesn y popmyiiu (). Ta poranyja ce BUAYU y MaTPUYHUM jeJHaUMHaMa
X=MX uX=MX,tne cy Mu M opToroHaJlHe MaTpPHIIe /IaTe ca

cosf —sind cosf® —sinf O
M= (sin@ cos@)’ M= | sinf cosf® O |.
0 0 1
[IpoMeHa MaTpPHIle A IIPHJIMKOM Te POTaIlHje MOJKe Ce IaK/bHBO M3PauyHaTH y CKIaLy
ca jegHaumHOM KpuBe (1.31),
@}y, = ay1 cos O + Az, Sin® O + 2a;, cos Osin 6,
a), = aj(cos? 0 — sin? 0) + (azz — ai1) cosOsin0,
a,, = an sin? @ + @z C0S% O — 2a45 cos Osin O,
a}3 = 13 €0S 0 + ay3 sin O,
)3 = a3 €0S 0 — ay3sin O,
azs = dss,
OJlaKJIe ce A0JaTHO MOXKEMO YBepPHUTH Jia cy A, D u T MHBapHUjaHTe KpPUBe IPYTOT pefa y

OJTHOCY Ha POTaIH;jy.
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masa 1. AHannTnyka reomeTtpuja

CBoheme KpuBe APYror pefia Ha KAHOHCKU 0OJIMK HaKOH poTalidje IIoApasyMeBao je
TpaHcaanujy. MehjyTiM, Kako ce TpaHCJIalllja He MOyKe IIpUKa3aTH MaTPULIOM, IIPeoCTaje
HaM /1a popMyJie TpaHCIaIHje

X1:X/1+C1, X2:X/2+C2,
3aMeHUMO Y je[HAUMHY KpHUBe, OJJaKJ/Ie y CKJIa/y ca jeJHaYnHOM () nodujaMo

/ / /

a;g = 11, Qyp = A1z, 0Ayy = Az,
/

Q13 = €1411 + C2aq2 + A3,
/

Qy3 = C1A12 + C2Ay2 + Q23

a3 = C3agy + 2¢1C2A17 + C5Azp 4 201013 + 2CoAz3 + A3s.

(1.37)

N3 ripeTx0fHUX popMyJsia BUIUMO /la Ce KOMIUIETHA MaTpulla KBajpaTHe popme ca-
yyBaJia, OHOCHO Jla BaKu A’ = A, IIITO 0/iMax II0BJIadyul UHBapHujaHTHOCT Tpara (T = T) u
MaJie feTepMuHaHTe (D' = D) 3a IpOU3BOJbHY TPaHCIAIH]jy. [IpeocTaje MHBaPHjaHTHOCT
3a A mrTo heMo ucniuTaTH KOpUIltherkeM 0COSHHA JleTEPMUHAHTH Jia Ce UyBajy IPUINKOM
eJleMeHTapHUX ollepaliyja (JofaBame BpCTe YMHOKeHe HEKHMM CKaJlapoM Ha BPCTY WU
Io/laBame KOJIOHe YMHOKeHe HEKUM CKaJIapOM Ha KOJIOHY). AKO Y OpUTHHAJIHO]j BEJIUKO]
oeTepMUHAHTU A Ha Tpehy KOJIOHY [0oZaMo IIPBY KOJIOHY MHOKeHY Ca € U JIpyry KOJIOo-
HY MHO>KeHY Ca Cy, a 3aTUM Ha Tpehy BpCTy 0jaM0 IIPBY BPCTYy MHOXKEHY ca €1 U JPYTy
BPCTY MHO>KEHY Ca Cp J00HjaMo

a1 Az g3 a1 A1z C1Q11 + C2Qq2 + A13 ay @, ag
A=laz Q2 Q3| =|A12 Q2 C1G12 + Colgy + Ag3| = (@), Ay, oy = A,
a3 Qy3 dss Qi3 Q23 C1Q13 + C2023 + A33 a3 A3 dsg

jep BaXKu

/ 2 2
Q33 = €011 + 2€1C2Q12 + €502 + 2€1013 + 2C2A23 + A33
= €1(C1a11 + C2a12 + A13) + C2(C1A12 + C222 + A23) + C1A13 + C2A23 + A33.

Ha oBaj HauMH II0Ka3aJJy CMO Jia Ccy BesuduHe A, D u T 3aucTa HHBapujaHTe KaKo y
OJIHOCY Ha poTaliyjy, TaKO U y OAHOCY Ha TpaHcJIanyjy. HapaBHO, OHJa je TO ¥ KapaKTe-
PHUCTUYHU II0JIMHOM MaTpHIle KBaZipaTHe GopMe, y,(A) = A —TA+D.

HMHBapHjaHTe KOje CMO YCIIOCTaBUJIU MOTY SUTH Off BEJIMKe KOPUCTU IIPUIUKOM CBO-
hema KprBe Ha KAaHOHCKHU 06JIMK. MehjyTuM, OHe HaM oMoryhaBajy ¥ fja y3 MaJjIo padyyHa
O/IpeJIMO reOMeTPUjCKU TUII KPUBe APYror pefa. PasMoTpUMO KaKo Jiesyje IIpoliec Kiia-
crupUKallyje KpUBUX IPYIOT pejia Y OAHOCY Ha MHBapHjaHTe.

Kiracudukanyja sarourbe poTarijoM Koja UCIIpaBjba KPUBY, OZHOCHO eJIMMUHUIIIE
4jIaH d1,. HaKoH poTaliyje, YKOJIUKO je aii1dy, # 0 BPIIM ce TpaHCJIalivja Koja KPpUBY J10-
BOJIH Ha O8JIHK (| ), a11x% + a22x§ +ass = 0. UuBapujaHTe A, D 1 T ce He Memajy poTaliy-
jOM U TpaHCJIAIjoM, TaKO 1a BbUX0Be BpeJHOCTU U3pauyHaTe 3a II04eTHY KPUBY MOpPajy
OUTH jeqHaKe HOBUM BpPeJHOCTUMA, A = aj1dyas3, D = aj1a2, T = ajq + ayy. Kapakre-
PUCTUYHHU II0JIMHOM je TaKolje MHBapHjaHTa, a 0Jf paHUje 3HaMO Jia lbeHe HyJle A1 U Ay,
Kao COIICTBEeHE BpeJHOCTH MaTpHlle KBajipaTHe popMe KpUBe, 0AroBapajy BpeJHOCTUMA
ai1 U ayy. Kako oBe pasmarpaMmo cayvaj D # 0, To je Ay # 0 # Ay, IOK CJ1060[aH WiaH
MO>KeMO U3pasUuTH ca ds3 = A/D, IIITO HAC JOBOJH JI0 jefHAUMHe,

A
Alx% + AzX% + 5 =0.

V 11pBOj BapujaHTH je D = A3A; > 0, oakie modujaMo sgniA; = sgniA, = sgnT u
sgn(A/D) = sgn A. Taga ciayyaj AT < 0 maje esuricy, caydaj AT > 0 aje rmpasaH CKyII (MMa-
TMHapHa eJINIICca), oK cay4daj A = 0 faje Tauky. Y Ipyroj BapujanTu uMamo D = A14; < 0,
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1.9. VHBapwujaHTe KpUBMX gpyror pega

Ipu uyeMy je sgn(A/D) = —sgn A. Taga ciay4daj A # 0 gaje xurepdouy, foK cay4daj A = 0 fgaje
IBe IIpaBe Koje Ce CEKY.

IIpeocTaje HaM J1a MCIIMTAMO IIITa Ce JelllaBa KaJ, HAKOH II0YeTHe poTallije UMaMo
ai;1a; = 0, roe HeyMawyjyhu OIIITOCT IIPETIIOCTaB/baMo dy; # 0 U ay; = 0. V 11pBoj
BapHjaHTU UMaMo dy3 # 0, Toe cy uHBapujaute T = a;; # 0, D = 0u A = —a11a%3 £ 0,
0/jaKJIe je KpUBa IIapasoJia ca jefHaduHoOM Tx3 + 2,/—A/Tx; = 0.

V IIocIe/[10j BapHjaHTH KMaMo dp3 = 0, I7ie je jefHaYMHa KPUBE dq1X3 +ds3 = 0 32 KOjy
Baxu D = 0 u A = 0, a/Ii ce BpeJHOCT d33 He MOyKe JUPEKTHO U3pasUuTHU IIPEKO IIpeocTaie
vHBapujaHTe T. 3560T TOra je KOPKUCHO yBeCTH cJiefiehe BelM4uHe,

ap; a3
aiz ass

azy dzs
azz ass

aj; ags
aiz ass

azy; dzs
azz ass

P1: , P:P1—|—P2:

) Y

Iae Ba>Ku

((trA)? - tr(4%) =D+ P, + Py,

N =

OJTHOCHO Yz (A) = — 23+ (a11 + Az + as3)A* — (D + P)A + A, ofaKJIe ce BUH 1A je P OIyHH-
BapujaHTa y CMHCJIY [la je MHBapHjaHTa caMo 3a POTallHjy, aJik He U 3a TPaHCIaIHjy.

ITonyuHBapujaHTa P oMoryhasa fia y ciydajy D = A = 0 paciuieTeMo Koja MOTYhHOCT
je y IuTamy: IIap lapajejHUX IpaBUX, jeHa IIpaBa MU IIpasaH CKyIl. [IppMmeTumo fa
oItuja az; = 03d0r 0 = D = —a%z naje a;p = 0,10k 0 = A = —a11a§3 naje aps = 0, mrTo je
moryhe camo 3a P; = 0. CacBUM CJIMYHO, OIIIHja a1 = 0 je moryha camo 3a P, = 0.

T'eoMmeTpHjcKa UHTYHIIMja HAM T'OBOPH /ia KPUBY IIpecedyeMo IIPOU3BOHFHOM IIpaBOM
U IJIeflaMOo 5p0j MpeCcevyHUX Tayaka. YKOJIUKO je Taj 6poj Ba, OHZa UMaMOo /IBe I1apaJiel-
He IIpaBe, a YKOJIUKO je Taj 6poj jellaH, OHJA je y IUTawy IipaBa. Ciiydaj de3 IIpeceuHux
TayakKa je KOMILJIMKOBaHUjH, jep OCUM IIpasHOr CKyIla, Moryhe je fa CMO IIOTOLUJIH Salll
IIpaBalj IIpaBe Koja IIpUIlaZia KPHUBOj, Te 3aT0O HUCMO HAIIUIH IIpecek. 3a dpz # 0, IIpecek
KpuBe U IpaBe x; = 0 fjaje KBaJpaTHY jefHAaUUHY azzx% + 2ay3x2 + azz3 = 0 Koja UMa IucC-
KPUMHUHAaHTY 4a%3 — 4ayyas3 = —4Pq, 10K 3a a;; # 0, IIpecek KpuBe U IIpase X, = 0 maje
jemHauMHY a11X3 + 2a13X; + az3 = 0 Koja ©Ma AUCKPHUMUHAHTY 443, — 4ay1a33 = —4P;.
HammoMeHHMO J1a ce aHOMaJIHja Koja HacTaje Kaj, IIOroOAMMO IIpaBall IIpaBe Koja IIpuIiaza
KPHUBOj He JlelllaBa y CJIy4ajy KBajipaTHE jeJHauYlHE.

YKoJIHKO je P < 0 miu P, < 0, jefHauYMHa IIpeceKa je KBaipaTHa ca IIOSUTUBHOM JIYC-
KPUMUHAHTOM, Te KPUBY IIpe/CTaB/bajy [iBe I1apaJjieiHe IIpaBe. YKOJIUKO je Py > 0 wiu
P, > 0, jemHayMHa IIpeceKa je KBaJpaTHa ca HeTaTUBHOM JUCKPUMHHAHTOM, Te J0dHjaMo
IiBe I1apaJjieJIHe UMarvuHapHe IipaBse. [[pyMeTHMO /1a U3 IIPETXOAHUX 3aK/bydaka P1Py < 0
HUje OIIIYja, Te je P = 0 aKo U caMo ako je P; = P, = 0, a Taja je dapeM jegHa jefHauYNHa
IIpeceKa KBajJpaTHa ca HyJla JUCKPUMUHAHTOM, Te je KpUBa 3allpaBo IIpaBa. CyMupajyhu
pesysITaTe ©UMaMo /iBe I1apaJsiesiHe Ipase 3a P < 0, jefHy 1paBy 3a P = 0 ¥ IIpasaH CKyII 3a
P>0.

OBako CM0 KOMILJIETUPAJIX pesyJTare KJIacuUKaliije KPUBUX APYror pefa IIoMohy
WHBapHjaHTH, a J0SPO je UMaTHU Ha yMy HapeHY TadeJly.

D:A A#0 A=0
HeJlereHepHCcaHe KpUBe JleTeHepHUcaHe KpUBe
D>0 |emumncasaAT <0 Tayka
IpasaH ckyI 3a AT > 0
D <0 | xunepdoJia IiBe IIpaBe Koje ce CeKy
D=0 | napadoia [Be ITapaJiesiHe paBe 3a P < 0
npaBasaP =0
mpasaH ckymms3a P >0
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masa 1. AHannTnyka reomeTtpuja

1.10 IleHTap, TAaHreHTa, AUjaMeTap

ITeninap HeKe KPUBE je BbeH I[IeHTap cuMeTpHje. AKo KpuBa I' iMma 1ieHTap C TO 3Ha4YHU
Zia 3a cBako X € I' Baxku Y € [, r/ie je Y IeHTpaIHO CUMETPUYHA TaYKa TauKH X, OJHOCHO
CX = —CY. IIpupoHO IUTaK-€e KOje Ce II0CTaBJ/ba je KOje KpUBe APYTOor pejia uMajy IieHTap
U KaKoO Ia OJIipeIUTH YKOJIHUKO OH II0CTOjH.

[IpuMeTHUMO 1a CUMeTPUYHA TauKa TadyKU X(X1,X2) Y OMHOCY Ha IIOTeHIUja/IHU 11eH-
Tap C(cq,Cy) jecTe Y(2¢1 — X1, 2Cy — X2). YKOJIUKO &U IIeHTap KpUBe SM0 KOOPAUHATHU II0-
yeTak, TaukKa Y 61 MMaJjia MHOTO 3TOJHUjHU 3aIIUC, (—X1, —X2). 3aTO YBOAUMO TPaHCIaljy
KOOPJMHATHOI CUCTEMA, X1 = X; + C1, X = X, + C2, IJie IIeHTap KpHUBe I1ocTaje Tauka (0,0).
Tako KprBa Koja y OpUTMHAIHOM KOOPAMHATHOM CHUCTEMY UMa jeJHaUUHY

fX1,X2) = Q11X] + 2A12X1X3 + Ap2X5 + 2A13X1 + 203X, + a33 = 0,
Yy HOBOM TPAHCIHPAHOM KOOPAHUHATHOM CHCTEMY 08Hja jeJHAUNHY
g0x1,Xz) = 11X + 2a5X0Xz + AyyX5 + 2013X1 + 23X, + A3 = 0,
IIPH YeMy Bajke Bese
aj3 = C1a11 + C2A12 + A13,  (y3 = C1A12 + C2Az2 + A33, (1.38)

KOje CMO paHUje UspadyyHaau y ().

Y HOBOM KOOpPJUHATHOM CHUCTeMY, II0 JeGUHUIUJU LIeHTpa, g(X1,X2) = 0 moBIauyu
g(—x1,—xy) = 0. 3dor Tora, 3a CBaKy Tauky (Xi,Xy) KpHBe Koja je aTa jeJHauMHOM
g(x1,x2) = 0 u uma 1eHTap (0,0), Baxku 0 = g(X1,X2) — &(—X1, —X2) = 4a)3X1 + 4d)4X7,
O/THOCHO

ay3X1 + aysxz = 0. (1.39)

VKOJIVKO je () jemHavrHa IIpaBe, OHJAa Hallla KpUBa MOpPa SUTH IIOJICKYII Te IIpaBe.
HemMma MHOr0 KpUBHX JIPYIOr peja Koje Cy IIO/CKYII IIpaBe, TO CYy IIpaBa, TadykKa U IIpasaH
CKYII, Te IbUX I10CeSHO0 UCIIUTYjeMOo. Huje TelllKo IIpUMeTUTH Jia IIpaBa UMa 6€CKOHAYHO
IleHTapa (CBaka Tayka ca ibe), TauKa MMa jeJlaH IleHTap (caMa Ta Tauka), 0K IIpasaH CKYII
3a IleHTap UMa CBaKy TauKy paBHU.

V CyIIpoTHOM, KpHBa JAPYToT pejia Huje MoAICKyII IIpaBe Te jeHaunHa (1.39) Huje jeqHa-
UMHAa [PaBe, I1IT0 je Moryhe caMo y ciIy4ajy /ia BaXKH a); = a,; = 0. Bese U3 (1.38), moHoCe
jegnHauuHe yeHIpa y OpPUTHHATHOM KOOPJUHATHOM CUCTEMY,

a11€1 + ag2€z + a3 =0,
A12C1 + A€y + az3 = 0.

Ca zmpyre cTpaHe, JIaKoO je IIPOBEPUTH [a aKO OBe jeJHaUMHe Bake, KpUBa g(Xq,X2) =0
uMma 1eHrap y (0,0), ogHOCHO Ja KpuBa f(Xx1,X2) = 0 UMa 1ieHTap y (€1,C). JegHaunHe
IIeHTpa MOTy Ce JIAKO 3allaMTUTH y 08JIMKY KOjU YK/byUyje IapliyjasHe U3BOJIe,

f;(l(Cl?CZ) =0, ]‘;(2(61762) =0,

jep BpeaHOCT QyHKIHje [y IIeHTPYy Mopa JI0CTUhU eKCTPEMHY BPEIHOCT, Te Cy U3BOIU
Iy>K SWJIO KOT IIpaBIia jefHAaKU HyJIU. Y CBaKOM CJIy4ajy, jefHaunHe IIeHTpa II0Kas3yjy Ja
je IIpoHaJIa’kemwe I[eHTpa KpUBe IPYror pe/ia eKBUBAJIeHTHO pelllaBamky JIMHeapHe Ma-
TPUYHE jefHauUnHe AX = B, KOja y pacIiiCaHOM 08JIMKY TJIacH,

<a11 a12> (C1> _ (—a13>
A2 Azz/ \C —Qz3
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1.10. UeHTap, TaHreHTa, Anjametap

VKoyvko je D = detA # 0, MmaTpHuIla A je UHBepTUOUIIHA U jefHaurHa AX = B UMa
jemrHCTBeHO pemrerhe X = A~1B. Kpuse apyror pefia ca D # 0 Koje HHCY IIOZCKYII IIpa-
Be Cy eJIMIICa, XUIIepdoJIa U [iBe IIpaBe Koje ce CeKy, Te OHe UMajy Ta4yHO jeflaH IleHTap.
KoHKpeTHe KOOpAHMHAaTe TOT jeJUHCTBEHOT IIeHTPa /iaje je/HOCTaBaH padyyH,

-1
(C1> _ (011 a12) (*6113> _ 1 < az) *012) (*al3> _1 <a12f123 - azza13>
C2 iz Az —az3 detA \—-aj;2 an —az3 D \aj2a13 — 11033/’
oflaKJIe 1061jaMo

(c1,¢5) = <f1126123 — Q13 12013 — a11a23) B (Dl Dz)
’ a110zz — 12012 ° A11dg2 — A12012

r7ie je D1 = ay2a3 — A2013 ¥ Dy = ay2a13 — aq1az3.

HapasHo, D, ¥ D, cy leTepMUHaHTe KOje Ce I10jaBJbyjy IIPUIUKOM pelllaBakha MaTpUU-
He jeqHaurHe KpamepoBoME MeTooM. [IITaBUIIle, YKOJIMKO IfeHTap II0CTOjH ¥ UMa KOOp-
ouHaTe (C1,Cz), OHLa UMaMO

—a a ai1C1 + appCy; a a a a a

Dy = ‘ 13 Q12| _ |411€C1 12€2 Q12| _ c1 11 a1z tey 12 Q12| _ ¢.D,
—Az3 Ay Qa12C1 + Az2Cy QAo aijp Az Az Qza
a —a a ai1¢1 + aq2C a a a a

D, = 11 13| _ |11 dn€ 12€2 _— 11 a1 Yy 11 a2 — ¢,D
ayp —azs a1y a12€C1 + A2Cy aip dgo ayp dp2

Te Be3e Dy = ¢1D u D, = ¢, D Bayke y OIIIIITEM CJIY4ajy.

ITocedHO Hac 3aHKMMa IIpeocTany caydaj D = detA = 0 rfe je II03HATO [JIa jefHAYUHA
AX = B HeMa jeJUHCTBEHO pelllele, a TaJ, eTUCTeHIMja [feHTpa JoHocu Dy = Dy, = 0.
O6paTHO, aKko je D; = D, = D = 0, oHza cy A1 = (aq1,0a12), Az(A12,a22) U B = (—a;3, —Az3)
Mel)yCO6HO KOJIMHeapHU BeKTOPH, Te II0CTOjU HeHyJla BeKTop V u ckajapu U,v,&é € R
Tako fa je Ay = uV, A, = vV u B = ¢V. MaTpuuHa jefHaunHa I1ocTaje ciuV + c,vV = &V,
IIITO je eKBUBAJIEHTHO Ca UC1 + VCy = §. Kako pasMaTpaMo KpHUBe Ipyror pega, To je A # 0,
oflakJie cjaefu fa Huje i = v = 0, Te je ux; + vxp = ¢ jefHauYMHa IIpaBe 1 CBaKa Tayka Te
IIpaBe jecTe I[eHTap Hallle KpuBe. Tako cMO IT0KasaIu fa y caydajy D = 0 jeHTap I10CTOjH,
a CaMHM THUM deCKOHAaYHO MHOI'0 FbUX, aK0 U CaMo ako je D, = D, = 0.

AKO eTepMHHAHTY A pasBujeMo 110 Tpehoj KoJIOHU 106ujaMo

a;; agp a3
A=laiy az ax;|=as
a3 dz3 dss

a;; apg
ajp Qapa

ap; dg
aiz azs

ayp A2
— ay3 ass = a13D1 + ax3D; + assD.
aiz ass

V cayuajy D = aq1app — a%z = 0 umamo A = ay3Dq + ay3D,, omakiie ciemqu

2 2 2 2
D7 = (a12a33 — A13A322)" = A2(A11053 — 2A12013023 + Ag2073) = —A22(A13D1 + A23D7) = —azoA,

2 2 2 2
D3 = (a12a13 — a3011)° = a11(Az2a73 — 2A12A13023 + A11A33) = —A11(A13D1 + azsD2) = —ai14,

Te je A = 0 aKo ¥ camo aKo je D; = D, = 0.

Jlakiie, KpuBe IPYror peja 3a Koje je D = 0 uMajy IjeHTap, a CaMUM TUM UMajy 5eCKo-
Ha4yHO MHOTO IIeHTapa, ako ¥ caMo aKo je A = 0. 3aTo ABe napaJiesiHe 1pase (D = A = 0)
HMMajy 6€CKOHAYHO MHOTO IeHTapa, oK mmapasdosa (D = 0,A # 0) HeMa 1jeHTap.

PasMOTpHMO TaHTeHTe Ha KPpUBY APYror pega I' Koja je 3ajaTa CBOjoM CUMETPUYHOM
MaTpHUIIOM pejia TPU. AKO 3a IOTpeSHe KOJIOHEe ¥ MaTpUIly KpUBe yBefieMo ciiefiehe 03Ha-
Ke,

X1 P1 V1 a;; app ass
X=|Xx2|,P=(p2 |, V=|Vv2 |, A=| a2 azxp az|,
1 1 0 ai3 dazz dss

SGabriel Cramer (1704-1752), BajIlapCKy MaTeMaTH4ap
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masa 1. AHannTnyka reomeTtpuja

Tajla MoKeMo pehu /1a Tauka (Xq,X;) Ipumaja I' ykoauko Baxku X'AX = 0. JKemumo na
IIpoHaljeMo TaHreHTe Ha [ Koje IIpoJsiase Kpo3 Tauky (p1,p2). AKO Tpa’keHa TaHTeHTa UMa
Ipasari (vq,Vy), TO OHA CaZp KU TauKe 0dJIMKA (pg + tvy, Py + tvy) 3a t € R. OBUM TauKama
0/iTOBapajy KosioHe P + tV, Te TauKe Koje IIpUIlaZiajy ¥ KPUBOj U TAHTEHTH 3aj0BOJbaBajy
jemHaumHy (P + tV)TA(P + tV) = 0. Kako je VTAP = (VTAP)" = PTAV, To 1o/1a3UMO [0
jeqHaunHe

(VTAV)t? + 2(PTAV)t + PTAP = 0.

Axo je VTAV # 0 y IUTamy je KBaipaTHa jeTHAYMHA, a YCJIOB I0AUPa TaHTeHTe U KPUBe
Ilaje IBOCTPYKO pelllerhe, OFHOCHO HyJIa JUCKPUMUHAHTY, OJaKje Caef U

(PTAV)? = (VTAV)(PTAP).

VKOJIMKO I0AaTHO IIPETIIOCTaBHUMO [Ia TauKa (p1, p,) Ipumaja I, Tajga je PTAP = 0 1 ycJI0B
nonupa moctaje PTAV = 0, IITO y pacIcaHOM 08JIUKY IJTacH

(@11p1 + aq2p2 + A13)v1 + (A12P1 + APz + A23)V2 = 0.

360r TOra, aKo je f(xq,xz) = 0 jexHaunHA KpuBe Apyror pexa I' 1 (vq,v,) IIpaBal] TAHTEHTe
Ha I'y Tauku (p1,p2) € T, Tama Baxu (fy, (p1, p2))v1 + (fy, (P1,P2))v2 = 0. JIaKo je IpUMETUTH
ma mpasa (fi (p1,p2))X1 + (fx, (P1,P2))x2 = 0 ©Ma daI Taj mpasail, Te HaM IIPeocTaje fia je
rapaJsieTHO IIOMEPHUMO TaKo Jia IIpolje Kpo3 TauKy (py, P2 ), LITO HAC TOBOJH 10 jefHAULHE
TAHTEHTE,

(fx,(P1,D2)) (X1 — P1) + (fx, (P1,P2)) (X2 — p2) = 0. (1.40)

V orrreM ciy4dajy TaHIeHTa Ha KPUBY (He HY)KHO APYTOr pefia) MOXKe Ce Tpa>KUTH Me-
ToJaMa MaTeMaTHU4yKe aHaause. KoeQuiiyjeHT IIpaBlia TaHIeHTe Ha KPUBY Koja je faTa ca
X2 = f(x1) y Ta4uku (p1,p2) Kpuse (p; = f(p1)) jeAHAK je IIPBOM HU3BOAY QYHKIIMje KPUBE Y
P1, OGHOCHO f(p1). AKO X, CXBaTUMO Kao QYHKIH}Y 110 X1 U jefHAYUHY f(Xq,X2) = 0 gu-
depeHIIMpPaMo II0 X1 JOSHjaMO 2d11X1 + 2a12(X2 + X1X5) + 2A22X9X5 + 2a13 + 2a3X5, = 0,
O/THOCHO

(2a11X1 + 2a12X2 + 2a13) + (2a12X1 + 2a22X2 + 2a23)X; = 0,

IITO Ce JIAKIIle MO>Ke 3aMKCcaTH ca fy (x1,X2) + (fy,(X1,X2))x; = 0. BpemHOCT U3BO/A X, ¥
TauKH p1 jeJHaKa je KoeQUITHjeHTY IIpaBlia TAHTeHTe Ha KPUBY Y TA4YKU (pq, P2) Ca KPUBE,
Te j€ 3aTO IIpaBa JiaTa jefHauuHOM (f, (P1,P2))X1 + (fy, (P1,P2))X2 = 0 daIll TOT IIpaBIia, IITO
IoTBpPh)yje Halll pe3ysraT U3 jegHaduHe ([1.40).

V ciy4dajy ma je VAV = allv% + 2d19v1Vy + a22v§ = 0 HeMa KBaJlpaTHe jefHa4yUHe, Te
3a PTAV +# 0 mokeMo pehu [a je fpyra IpecedyHa Tayka IIpaBe U KpHUBe (IIpBa HacTyIla
3at = 0) y beCKOHAUYHOCTH (HaIuIeMo t = 1/s ¥ IIyCTUMO [Jia S TeXKU Ka HyH). Tazga 3a
mpasarf (vq,Vy) BaXKHu

vi A+ \/ @3, — a11ay; _ —app+vV-D Ao

1) an an —ay2 FvV-D'

To ce HUKa/a He [el1aBa y ciay4ajy esaurice (D > 0). YV ciydajy nmapasdosie (D = 0), pelreme
ce CBOJIM Ha jeZlaH IIpaBal] KOjH je 3alIpaBo IIpaBall oce I1apadoJie, IIITO 3HA4YH /ia IIpaBe
rapaJsieTHe OCH MMajy caMo je[JHY 3ajeTHUUYKY TauKy ca TOM I1apadoJioM, a y TUTaky HU-
Cy TaHTeHTe. Y ciayvajy xurepdosie (D < 0) IOCToje ABa TaKBa IIpaBIlia, a TO Cy IIpaBIA
rapaJjieJTHU aCUMIITOTaMa XUIepsoJre.

KoHKpeTHO, YKOJIMKO ITI0OCMaTpaMoO KaHOHCKE jeTHaUNHe eJIUIICe, XUIIepSoJie U mapa-
doJle,
2 2 2 2
Mi2oq BT g =2,
a? b a? b
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1.10. UeHTap, TaHreHTa, Anjametap

TaHTeHTe y TaUKH (P, P2) Ca Te KpUBe IJace,

X X X X

ACHUMIITOTE XUTIEPS0JIe Cy ITPaBe Koje IoIUPYjy KPHUBY Y S€CKOHAYHOCTH, OHOCHO OHE
ce y §eCKOHAYHOCTH IOHAIIAjy Kao KpUBa. AKO 1ol)eMo 0/ KaHOHCKE jeTHauUHHe XUIIeP-
50J1e IbeHe aCHUMIITOTE MOYKEMO BHIETH KPO3 jeTHAUHHY

X2 x2 X1 Xo\ /X1 X
0:71_72:(71_72> (71+72>.
a? b2 a b a b

CaMUM THUM aCHMIITOTe Ha XUIIepSoJIy Cy IIpaBe 05/IMKa
b
Xy = £—X3.
2 2

[lon gujameiipom enuIice WIU XUIIEPS0JIe TI0pasyMeBaMo CBaKy IIpaBy Koja IIpo-

Jla3l Kpo3 I[eHTap Te KpHBe. AKO MCKOPUCTHMO jeflHAYHHE IeHTPA fi (€1,¢;) = 0 |
fx, (€1, €2) = 0, MO’KEMO TIOCMAaTPATH jeTHAYHHY
usfy, (X1, X2) + Uafy, (X1, X2) = 0, (1.41)

3a IIPOM3BOJbHE PeasHe U; U U KOjH HUCY HCTOBPEMEHO jeJHAKH HYJIH, u? + u3 > 0. Kako
Cy TapIujaIHu U3BOIH f, (X1, X2) U fy, (X1, X2) IMHEAPHHU 110 X1 U X2 TO je je[HaYnHa ()
HajBHUIIle TMHeapHa. [IperiusHHuje, y paclucaHOM 08IUKY jeqHaurHa ([1.41) Tiacw,

(W1a11 + Up@12)X1 + (U1G12 + UpA22)X2 + (U1A13 + UgAp3) = 0,

T€e OHa HI/Ije JIMHEAapHa aK0 ¥ CaMO aKO Ba’KHu

(e 8-
a1z A2/ \Up 0/

MehyTuMm, Kako IrocMaTpaMo caMo eJIMIICe U XullepdoJie, To umaMo detA = D # 0, Te Ma-
TpHUYHa jefHaunHa AX = 0 UMa je[UHCTBEHO pelllelkhe X = 0, 0MHOCHO Uy = Uy = 0. /lakiie,
jefHaunHa () jecTe JIMHeapHa U 3aTO je y IUTaky jeJHAYMHa HeKe IIpaBe. Ca gpyre
CTpaHe, IleHTap KPpUBe (€1, Cz) OUUIVIEHO UCIIYHaBa Ty jelHAYHHY, Te je y IIUTakby IIpaBa
Koja ITpoJIasy Kpo3 IleHTap. 3aKk/bydyjeMo fa jenHaunHa (1.41) omucyje AujaMeTpe Halre
KpHBe, a 106MjaMO UX TaKoO IIITO 3a U U Uy IIIeTaMO peaiHe SpojeBe KOjU HUCY UCTOBpe-
MeHO HYyJIa.

[TocedHy yJIOTY 3a eJIMICY U XUIIEPS0JIy UMajy KOHjyloeaHu gujameiupu. AKO n3a-
depeMo HeKH [rjaMeTap, ’bbeMy KOHjyroBaH duhe 0Haj KOjU ce T06Hja TaKo IIITO IIOKYIIU-
MO CpeJHUIliTa CBUX TeTHBA I1apasie/IHUX I[I0YeTHOM AujaMeTpy. KoHjyroBaH nujaMeTrap
eJIMIICe MOJKe Ce BUJIeTH U Kao OHaj KOjU MMa IIpaBal] TaHTeHTe y TayKaMa y KojuMa I10-
4eTHU AUjaMeTap cedye KpuBY. OCHOBHA HJieja je [a je esIUIIca YIIMCaHa Y IlapaJiejorpaM
KOjU YMHe /1Ba IIpaBlia MeljycodHO KOHjyTOBaHUX AUjaMeTapa.

T eMa 1.17. Jujametiap KoHjylosaH gujameiupy ca upasuem (U, Uy) je gaiti jegHa4uHOM
)

Jokas. Heka je P(p,,p,) Tauka ca KpHBe U yjeJHO TaukKa ca IIpaBe Koja MMa IIpaBalj
(uq,uy), a mpoJsiasy Kpos neHrtap C(cp, ¢;). KoHjyroBaH nujamerap 3a aujamerap CP uma
IpaBall TAHTeHTe Ha KPHUBY y TaukH P. TAaHIeHTy cMo UspauyHaH v (1.40), Te axo je ma-

paJIeTHO moMepuMo ia mpohe kpo3s C umamo (fy, (P1,P2)) (X1 — 1) + (fi, (P1. p2)) (X2 — €2) = 0,
IIITO je jefHAaUYMHa KOHjyroBaHOTr AujaMeTpa. Y pacIucaHOM 08JIUKY jefHauYMHa IJIach

(@11p1 + A12p2 + A13) (X1 — €1) + (A12p1 + Az2P2 + A23) (X2 — C2) = 0,
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masa 1. AHannTnyka reomeTtpuja

IIITO HAaKOH IpyIIHcama 110 p; U p, faje

(a11X1 + A12X2 — A11C1 — A12C2)P1 + (A12X1 + A2X2 — A12C1 — A22C2)D2
+ (a13X1 — A13C1 + Az3X2 — Az3Cy) = 0.

W3 jeqrHauMHA LIEHTPA, A3 = —A11C1 — A12Cy Y A3 = —A12C1 — (2Cy, HAKOH OATOBapajyhux
3aMeHa [10d61jaMo jeHaYMHY KOHjyTrOBaHOT AyjaMeTpa

(a11X1 + Q12X2 + A13)P1 + (A12X1 + Az2X2 + A23)P2
— (@11€1 + A12€2)X1 — A13€1 — (A12€1 — A22C2)X2 — A3C2 = 0,
IIITO II0CJIe cpeljuBama I10CTaje
(@11X1 + A12X2 + A13)(P1 — €1) + (A12X1 + A22X2 + A23) (P2 — C2) = 0.

[ToueTHu gujameTrap CP rMa IipaBarlf (p; — €1, Pz — C2) = (U1, Up), T IIPETXOAHA jefHAUHA
TJIacH Usfy (X1, X2) + Usfy, (X1, X2) = 0, IIITO /T0Ka3yje TBphebe. O

Hexka cy caza k; u ky xoepuiigjeHTH IIpaBana Meljyco6HO KOHjyrOBaHUX JHUjaMeTapa.
AujaMeTap KOHjyroBaH OHOM KOjh UMa KoeQUIIMjeHT IIpaBlia K, je I10 IIPeTXO0LHOj Teo-
pemu 1 'f;l + kq 'ﬂ(z = 0, OTHOCHO ay1X1 + A12X2 + 13 + K1a12X1 + Kiagoxe + Kyagzs = 0.
KoeduiujeHT mipaBIja OBe IIpase je

_ann +kiagp
app + kiaz,’

Te UMaMo Ky (aiz + k1ayy) + a1 + k1a2 = 0, 0OJHOCHO
ayy + agp(ky + Kg) + azkiky = 0,

IITO je popMyJia 3a KOHjyroBaHe IIpasBlie.

1.11 IloBpIiuu apyror peaa

3a cazja cMO HCIIUTAIN KPHBE APYTOT pefia Koje >KHUBe Yy TBOAUMEH3NMOHOM IIPOCTO-
py, a caga moBehaBaMmo AuMeH3Hjy 3a jefaH. Iloepwu gpyiol pega je CKyIl CBUX TadyaKa
(X1, X2, X3) TPOAUMEH3HNOHOT IIPOCTOPA KOje 3a/J0B0JbaBajy jeJHAUUHY f(X1, X2, X3) = 0, TIe
je f IoJTMHOM JIpyTOT CTelleHa I10 IIPOMEeH/bUBUM X1, X2 U X3, OHOCHO BayKHU

2 2 2
f(Xl,Xz,Xg) = anXxy + a2 X5 + a33X3 + 2(112X1X2 + 2a13x1x3 + 2(123X2X3
+ 2(114X1 + 2a24x2 + 2a34x3 + Qyq,

; ; 2 a2 4@ 4P+ a2+ a2
I7ie II0CTOjH SapeM jeflaH KBaJpaTHH WIaH, aj; + a5, + d5s + aj, + af5 + a3 > 0. JeqHaunHa
IIOBPIIIH IPYTOT pejja MOJKe Ce 3aIlMCcaTH II0MOhy MaTpHIa

X1 a;; a2 ag3 aqq
X=| X2 |, A= a2 axp a3 |, B=| axy |,
X3 ai3 Qaz3 dAss aszq

Tae y MaTpHUYHOM 3allCy UMaMoO
fix1,X2,X3) = XTAX + 2B"X 4 @44 = 0.

ITo y30py Ha TeOpHjy KPUBUX APYTOT pe/ia, KeJIMMO /1a pOTallijoM HCIIpaBUMO IIOBPII],
IIPH YeMy TO PaJKMO IPOCTOPHOM POTaIUjoM. AJIreSapCcKH, TO 3HAYH IHjarOHAIHU3aIljy
CUMeTpPUYHe MaTpHUIle A, Te HaM je II0TpedHa ClieKTpasiHa TeopeMa (Teopema @).
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1.11. MNoBpwwn gpyror pena

Hexka je P MaTpuIia IIpeJjiacKa ca cTape dase e Ha HOBY 6a3y € U3 CIIeKTpaJsIHe Teope-
Me, KOja Ce CacTOjH Off jeIMHUYHUX COIICTBEHUX BeKTopa MaTpulle A. [[poMmeHa dase faje
e’ = e-P, IOK ce KOOpIHATe Memajy ca X = PX'. U3pa3 X" AX+2B"X + ay, TI0CTIE OBE TPaHC-
dopmaruje mioctaje (PX')TA(PX')+2B"PX’ +ay4, omHOCHO X' (PTAP)X' 4+ 2(B"P)X' + a44. HoBe
yJIoTe IpeysuMajy Matpurie A’ = PTAPu B'" = B'P, ipu ueMmy je

A' = PTAP = PTA(E,|E,|E3) = PT(AE1|AE,|AE3)

AL 0 0
= (E1|E2|E3)" (ME1|A2E2|A3E3) = 0 Az O
0 0 A

IvjaroHa/IHa MaTpUILa, I7je Ha AxjaroHaIk UMaMo yIIpaBo COIICTBEHE BPeJHOCTH MaTpH-
e A. Ha oBaj HauMH poTHpaId CMO KOOPJUHATHU CHUCTEM IIITO HaM je oMoryhwuio fa
UCIIPpaBUMO IIOBPIIL, Te je f0dUjeHa jefHAUYNHA 00JIMKA

AX3 + AoX5 4+ A3 + 2ux1 + 2UyXg + 2UUsX3 + Ggq = 0.

AHaJIOTHO CBOljely KpHBe IPYror pejia Ha KaHOHCKHU 06JIMK, Ha pacliojiaralkby UMaMo U
TpaHcJIanujy Koja 3a i = 1,2, 3, yKOJIUKO je A; # 0, ykiIama KoepHUIiujeHT y;. Haume, 3d0r

2 2
}KiXiz + 2[.1in' = )\i (Xi + l)t) — ‘;‘li’

YBOAMIMO TPAHC/IALH)Y X; = X; + U;/A; KOja eJITMMUHHUIIIE [i; U3 SyAyhuX jeHaYHHA.

Kiracudukaryjy IOBpIIM APYTor pefa pagjvMoO AUCKYCHjOM II0 paHIy MaTpulie A.
[IpeTriocTaBEMO HajIpe fa je rang(A) = 3, IIITO 3HAYU Jja Cy CBe COIICTBEHE BPeIHOCTHU
pasiuuuTe off HyJe, OGHOCHO A1A;A3 # 0. HakoH oaroBapajyhe TpaHcianyje 108ujaMo
jemHaunHy 08JIMKa

/’\1X% + AzX% + AgX% +p=0.

YV IIpBOj BapHjaHTH, KBaJpaTHU KoeQUIlHjeHTH (OZHOCHO COIICTBEHE BPeSHOCTH II0-
YeTHe MaTpPHIIe) Cy UCTOT 3HaKa, SgNn A, = sgn A, = sgn A3, Te AUCKYTYyjeMO 3HaK O, p. AKO

ce OH pasJivKyje, pA; < 0, yBOAUMO CMeHe a = /—p/A, b = \/—p/A; uc = \/—p/A3, Te

I0d1jaMo jefHaYHY

2 2 2
R

a2 b2 ¢ ’
KOja ITpe/ICTaB/ba eAulicoug. AKo Cy CBH KoeQHUITHjeHTH UCTOT 3HaKa, pA; > 0, Taja 3a

a=+/p/A,b=+/p/A; uc=./p/As3 {odUjamMo jeqHAUNHY

IIITO je umaluHapHu eauticoug (1ipasaH cKymn). IIpeocraje ciydaj p = 0 Koju Iocjie yBe-
IEeHUX CMeHA a = /A3, b = \/A1A3 1 ¢ = /A1, aje jemHAYUHY
2

2
X5 _
a’ bz

KOjy 3a/10B0/baBa CaMO KOOPJUHATHU II0YeTaK, Te je y IUTaky iauKa.

0,
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masa 1. AHannTnyka reomeTtpuja

V Ipyroj BapujaHTH, KBaipaTHU KOeQUIIMjeHTH HUCY CBU UCTOT 3HAKa, a 6e3 CMambeha
OIIIIITOCTHA MO>KEMO IIOCTaBUTH SgNA; = Sgn Ay = —Sgn A3 jep MHaUe U30METPUjOM pas-
MemYyjeMOo o[iroBapajyhe KoopguHaTHe oce. AKo je pA; < 0,3aa = +/—p/A,b=+/—p/A, u
¢ = \/p/A3 [odujaMo jefHAUNHY

2 2
X5 X X8

az b2 2

2
X3 _

=1,

IIITO je jegHOgeaHuU xuiiepdoaoug. YKOJIUKO je pA; > 0,3a a = /p/A, b = /p/A, 1

¢ = +/—p/A3 ©MaMo

2 2 2
S R

az b2 2

[Ipeoctaje p = 0, rme cMeHe a = \/—AyA3, b = \/—A1A3

9

ILIITO je geogeaHu xuiepdonoug.
U C = /A1, IOBOJE 10 jeHAYTHE

S
1)
= "y///

[IpesiasuMo Ha HapeJHU BeJIUKHU CIy4aj, rang(A) = 2. He yMamwyjyhu OIIIIITOCT IIpeT-
II0CTaBHUMO Jia je A1 # 0, Ay # 0 1 A3 = 0. IIpeTX0AHO HaBe/leHe TpaHCcIallje eJIMMUHICa-
he uy u .

YV 1IpBOj BapHjaHTH je U; # 0, Iae JofaTHa TpaHCAalUja X; = X3 + Aaq/2U5 YKIAEKA
CJ1060/jaH WIaH U JOBOAU HAC JI0 jefHauYNHe

/11X% + AzX% + 2[13X3 =0,

IIPX YeMY I0/JaTHO MO>KeMO 05€35eJUTH YCJIOB [isA; < 0, jep y CYIIPOTHOM IIpUMeYjeMo

M30METPH)Y X] = X1,X; = X2,X3 = —X3 KOja oOKpehe cMep X3-oce. YKOIHKO je A1A; > 0,
CMeHe a = \/—U3 /Ay U b = \/—l3/A, [OBOZE HAC 10 jefHAUNHE
2 2
X; X
1 2 _
@ TP

ILIITO je eAuRiuU4KU iapadoaoug. [[pyru caydaj mpejcrasiba A1 A, < 0, Tie HAKOH CMeHa

a=./—ls3/A1 ub = /l5/A; {OSHjaMO jefHAUUHY

2
X1

IIITO je Xuilepdoauuku iapadooug WiuTu cegao.
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1.11.

[MospLuun gpyror peaa

YV Ipyroj BapHjaHTH UMaMo [ = 0, OTHOCHO jelHaAYNHY

A1x2 + A,x3 +p =0,

y3 A14; # 0. BayKHO je IPUMETHUTH Jia OBa jelTHAYNHA He CaJIp>KU X3, T€ CMO je cTora Beh
aHa/IM3WpaIy y KIacu$uKaliju KpUBUX Apyror pefa. CBe IITO je SHJIO pelllere Hallle
jenHaurHe y Be TUMeH3Hje, cajia Cce IIIUPU Ha Tpehy JUMeH3Hjy 3a IIPOU3BOJbHY Tpehy

KOOpPJHHATY, OJHOCHO 08yXBaTa IIpaBe Koje Cy HopMaJIHe Ha Ox;X
e je MUINHAPUYHA II0BPIII (JeTa/be MoyKeTe BHUleTH Yy CeKIuju
Beh BuhjeHa KpuBa Apyror pefa. JeqHaunuHa

2 2
X1 X3 _

az bz_l’

paBaH. /lakJe, perre-
) Uuja je fUpeKTpUca

IIpeZICTaBJba eJIUIICY Y PABHH, a IIUJIUH/IAP HaJZ eJIUIICOM je eAURlUYKU YUAUHgap. Jef-

Ha4MHa

2 2
XX

@t =t

IIpeficTaB/ba UMarkMHapHY eJIUIICY Y PaBHY, a IWIMH/AP Hafl TUM je UMaiuHapHu eauii-

u4KU yuauHgap (IIpasaH cKym). JeqHauYMHa

2 .2
Xy | X3

a? bZ_O’

pejicTaB/ba TaUKy Y PaBHY, a [TUINHAP HaJ TAUKOM je upaea. JeqHauruHa

2 2
X
a2 bz

IIpe/ICTaB/ba /IBe IIpaBe Y paBHU Koje ce CceKy, a IIIINHAAP HaJl TUM Cy gee pasHuU Koje ce

CeKy. JerfHauYMHa

2 2
X1 _ X2 _ 4
a’? b2 ’

IIpe/ICTaB/ba XUIIePSOJIy Y PaBHH, a IMJIMH/AP HA/l TUM je XUllepsoaudku yuauHgap.
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VK

(AN
(RN

[N

IIpeocTaje ma ce UCIIKTA IIOCTAENHU BeJIUKU ciy4daj, rang(A) = 1 (ciy4aj rang(A) = 0
HeMa KBaJ[paTHe YWIaHOBE, Te jeHaYMHa HUje APYTOor cTereHa). OBie ©UMaMO Ta4yHO jeJHYy
COIICTBEHY BPEHOCT PasIMYUTYy OJf HyJIe, a He yMakyjyhi OIIIITOCT MOYKeMO IIPeTIIOCTa-
BUTH J1a je TO A;. HaKoH TpaHc1aIiyje Iy>K X1-0Ce T061jaMo jefTHAaUYUHY 06JIUKa

A1xE + 2415Xp + 2U15X3 + p = 0.
IIpeocTaje HaM Jjla UCKOPUCTUMO TpaHchopmaliyje y paBHU OX,X3, a OCHOBHA HJeja je a

YHUTaB U3pas 2[i,Xy + 2[i3X3 IIOCTaHe HEKO HOBO X; MHOKEHO OroBapajyhuM cKaJapoM.
VKOJIHKO je p3 + uZ # 0 y IHTamsy je poTanuja y paBHU OX;X3 3a/iaTa jeHaUNHOM

XIZZ 2”2 2X2+ 2“3 2X37
Uy + U3 Uy + U3
OJTHOCHO H»€HHM IapHhakKoM
X = —H3 Uy

X9 + X3.
ui+uid s+

OuwuriefHa poTaliyja eJJUMHUHUIIE jeJHY OJf IPOMEH/bUBHUX, a 0JJaTHa TpaHCIalHja IyxK
IIpeocTa’sie IPOMeH/bHUBE eJIMMUHHIIE U CI050/aH WIaH OfaKIIe je A1x? + 2u,x, = 0. Jlo-
OUJIM CMO jeTHAUYMHY 00JIMKA

2
X] = 2pXy,

KOja IIpe/icTaBJ/ba I1apadoJly y paBHHY, a [UINH/AP HaJl TUM je HapadoaudkKu yuauHgap.
[Tocsenwmy ciy4daj HacTyIIa Kaf je y% + y% = 0, OIHOCHO Kaf je x% = p, Te UMaMO JIUCKYCHjy
II0 3HAKYy Of p. JerHauMHa

Yy paBHHU IIpeficTaB/ba [ABe IapasiejHe IIpaBe, a IHJIMHAAD HaJl TUM Cy gée uapaenHe
PaseHuU. JefHAYMHA

X} = —a?,

y PaBHHU IIpeJiCTaB/ba iBe UMarvHapHe IapaJjiesiHe IIpaBe, a IUJINHAAP HaJ TUM Cy gee
umaluHapHe uapaaeaHe paeHu (IIpasaH CKyIl). JeqHaurHa

x2 =0,

y PaBHHU IIpeZicTaBJ/ba IIPaBy, a ITUJIMH/AP HaJl IIpaBOM je paeaH.
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I TTIT]1]]]

I

1.12 IIpaBO/IMHH]jCKe IOBPIIH

ITocTojH ITyHO pasIMUUTUX HAUMHA [la Ce HallpaBU IIOBPII Y TPOAUMEH3UOHOM IIPO-
cropy. IIpagoauHujcke wogpuiu Cy II0OBPIIU KOje MOKeMO BUJIeTHU Kao YHH]y IIpaBUX,
O/THOCHO 3a BbUX BaXKU /la KpO3 CBaKy TauKy IIOBPIIH IIPOJasy HeKa IIpaBa Koja JIeXKHU
Ha TOj IIOBPIIIU. YoSHUajeHOo II0CTOjU HeKa IIPOCTOPHA KpPHBa KOjy 30BeMO gupeKiupuca,
10 K0joj ce Kpehy 1ipaBe Koje 30BEMO U380gHUUe WIU leHepaiupuce, a IIpaBOJIMHU]jCKA
IIOBPIII MO>Ke Ce OIIMCAaTH Kao CKYII CBUX TauyaKa Koje IIPUIlafiajy TUM HU3BOIHUIIaAMA.

VKOJIMKO U3BOHUIIA, Kpehyh ce 110 AUpeKTPUCH CBe BpeMe 0CTaje I1apaJjiejiHa CaMoj
cedH, OHJIa OHA OIIUCYje YUAUHGPUHHY TL08PWL WIN UUAUHGAap. lakile, TUIUHIAP 0dpa-
3yje KpeTame HeKe IIpaBe Koja 3a/ijprKaBa GUKCHUpPaH IIpaBall v IIpU TOM ceye TUPEeKTPHUCY.

[MwirHAap je 3aTO YHUja IIapajleTHUX IIpaBUX, a Hajuellrhe ce 3a JUPEKTPUCY Y3UMa KpU-
Ba KOja JIe>KH Y paBHHU Koja HUje I1apajie/iHa U3BOAHUIIAMA.

[TpuMeTHMO Jla CBaKa KpUBa y paBHU JlaTa jefJHaA4UWHOM (X1, Xy ) = 0 ©Ma ogrosapajyhy
[MWIVHAPUYHY II0BPII KOja je aTa TOM UCTOM jeJHAYMHOM y IpoCTOpPY. Takas IUIMHAAD
3a IUPEKTPUCY UMa Ty II0YeTHY KPUBY, OK Cy U3BOJHUIIE I1apaJiejlHe X3-0CU. YKOJIHUKO
3a JUPEKTPUCY IIOCTAaBUMO eJIUIICY, IIapad oIy UIU XUIIEPS 0Ty, 38 IIMJIMHAPUYHE [IOBPIIIN
pesoM 106HUjaMo eJIMIITUYKY [TUINHAD, I1apadoIUuyYKU IIUIMHAAP WU XUIIePSOIUYKHU

IMJIMHJAP, IIITO CMO BUJIeIN Y KjIacuGUKAIlHjHU [IOBPIIIH IPYror pefa.
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[TocedaH ciyyaj UINHPA je ipaeu KpyHCHU YUAUHGap KOjU 1061jaM0 POTAIIUjOoM
IIpaBe OKO K0j ITapaJiesiHe IIpaBe. KapakTepHiile ra TO Zja y IIpeceKy ca paBHHU Koja je HOp-
MaJIHa Ha U3BOJHMUIIE 0SHjaMO KPYT. 3a pas/IMKYy OJf OIIITeT [IWJIMHPA, IIpaBU KPY>KHU
nuIrHaap (Kao poTarjroHa II0BPIIl) MMa 0CY, Te Ce Y lera MoyKe yIimcaTu cdepa. Y nmura-
Y je CKYII CBUX TayaKa Koje Cy IIofijjefHaKO yZa/beHe Ofl ’beroBe 0oce, Te HaM 0ff IIoMohu

MoKe dutu TeopeMa . Ha nipumep, mpaBu KpYy>KHU IWIMHAAP KOjU KUMa 0cCy S (Koja
cap KU TaYKy S ¥ MMa IIpaBall Ug) U CaJp>KH TauKy M, MOYKe Ce OITMCATH Kao CKYII CBHUX

Tadaka X 3a Koje BaKH . .
ISX % us|| = ||SM x us|.
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masa 1. AHannTnyka reomeTtpuja

VKOJIMKO U3BOAHUIIA, KpehyhH ce 110 AUPEKTPUCU CBe BpeMe IIPoJIasy Kpo3 HeKY yYHa-
pef, UKCHUpaHy TauyKy, OHZa OHa OIIHCYje KOHYCHY lloeput WiH KOoHyc. Ta 3ajeTHUYKA
TayKa CBHUX M3BOJHUIIA 30BE Ce 8pPX WU illeme KOHyca, a MoXKeMo pehu Jja je muiuHgap
CIIeIffjaJIHU CIy4yaj KOHyca KOju UMa BPX Y 6€CKOHAYHOCTH.
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[TocedaH ciy4daj KOHyCa je IIpaBU KPY>KHU KOHYC KOjU J061jaM0 pPOoTallljoM jefHe IIpa-
Be OKO JIpyre, IIpK YeMy Ce Te IIpaBe CeKy II0f OIITPUM YIJIOM, & C BLUM CMO ce Beh y1io-
3Hau y Cekuyju [1.7. 3a pasjMKy Of OIIITEr KOHYCa, IIpaBU KPY>KHU KOHYC UMa 0CY, a y
IIpeceKy ca paBHHU Koja je HOpMaJsIHa Ha 0Cy J0dMjaMO KPYVI, Te Ce Y lbera Mo)Ke YIIMCcaTHh
cdepa.

IIpaBU KPY>KHH KOHYC je YHH]ja IIpaBUX KOje y BPXy CeKy 0CY I10Jf KOHCTaHTHUM YIJIOM.
MelhyTum, 1a 1CMO U3BeJIU jefHAUNHEe, HAj3TOHU]je je IIocMaTpaTy HEKY TauKy S ca oce,
KOja je pasjnyuTa oJ Bpxa V, Te IIpaBU KPY>KHHU KOHYC OIIMCaTH Kao YHU]Y IIpaBUX Koje
IpoJiase Kpo3 V, a Koje Cy Ha KOHCTaHTHOM pacTojary 0ff Tauke S. AKO Taj KOHYC cafp-
KU TadyKy M, Tajia ce CKyIl CBUX lbeHUX Tadaka X, 3axBasbyjyhu Teopemu @, OJfHOCHO
IIOBPIIUHU Tpoyryia VSX, MoyKe U3pasUTH jefHAUUHOM

VS = VX|| _ ||VS x VM]|
|VX| VM|

BpaTuMO ce Ha OIIITH KOHYC, I7ie KaJ, 3a JUPEKTPUCY Y3MEMO eJIUIICY J0SHjaMo eJIUII-
TUYKU KOHYC U3 KjIacuUKaliyje IIOBPIIU APyror pega. MehytumMm, y KiacupuKauju HU-
CMO BHJ[eJIM ITapad0JIMYKU KOHYC HUTH XUIIEPSOJIUYKU KOHYC, aJI TO He 3Ha4H Jia ce He-
KU 0f] BbUX He KpHje TaMO I107, IPYTUM UMEeHOM. AKO 3a TUPEKTPUCY Y3MeMO HeKY KPHUBY
IOPYTOT pefia, a BPX He IIpUIIaJila paBHU Y K0jOj Ce Ta KpHUBa HaJlas3y, IIPUPOJHO Ce II0CTa-
BJba IIUTak-€ Jja i1 he oroBapajyhu KOHyC SUTH IIOBPIL APYTOT pefa.

PasMOTpUMO KaKo U3pavyyHaTH jefJHaYNHY KOHyca. MHOre padyyHCKe IJIaBOS0Jbe MO-
’KeMo0 M36ehu Tako IITO BpX TpaHC/JIMPaMO Yy KOOpPAUHATHU IloyeTtak, V(0,0,0). Takole,
paBaH 7 y K0joj ce HaJlasu AUpeKTpHUCca MOKeMO 3apOTUpPaTH TaKo Jia Sy/le HopMaJlHa Ha
X3-0Cy, Te UMaMo jeJHaUWHe QTUpPeKTpHUce f(x1,X2) = 0, x3 = ¢, e je ¢ = d(V,7) > 0. 3a
IIPOM3BOJBHY TauKy X (X1, X2, X3) KOHyCa II0CTOjU U3BOJAHUIIA KPO3 KY, KOja IIPOJIash KPos3
BpX V U ceue TUPEKTPHUCY Y HEKOj TauKH U(uy, Uy, C), I1e je flug, up) = 0. KorHeapHOCT
Tadaka V, X, U moBjiIauu cpasMepHOCT BeKTopa VX u VU, oiakiie II0CTOjU cKasiap A € R Ta-
KaB Jla UMaMo (X1, X2, X3) = A(Uq, Uy, €). OmaBe je A = Xx3/c, Te 3a X3 # 0 BaXKH Uy = CX1/X3 A
Uy = CXy/X3, LIITO aje jeqHaYMHy KOHYyca f(CX1/X3,CX5/X3) = 0. AKO je fUpeKTprca KpuBa
IPYTOT pefa, fje IIoJIMHOM APYTOT CTelleHa, M KOHYC je oapeheH jeqtHaUMHOM

a11C2X% + 2012C2X1X2 + azzCZX% + 2a13CX1X3 + 2a3CXyX3 + a33x§
X3

=0.

HakoH MHOXKeIba Ca X5 3aHCTa J0SHjaMOo II0JIMHOM APYTOT CTeIleHa, OfHOCHO jefHAuYHHY
TIOBPIITK ApyTor pexa. Mehjyytum, Mmoryhe je ma ycjioB x3 = 0 UCK/BYYH HeEKe O] IPABUX,
TaKo J]a je 0BaKaB KOHYC caMO IIOZCKYII HeKe TIOBPIITH APYTOT peja.
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1.12. TMpaBONNHMjCKe NOBPLUN

Ha nipumMep, ako je [upekTprca napadoJsia Win xumnepdoJia, oaropapajyha jefHaunHa
KOHyCa HaKOH MHO>KeHba ca X3 Suhe jeffHauYMHA eJHIITHYKOT KOHyca. Jla 81 SHJI0 jacHU-
je Tomie[ajMo reOMeTpPH)jCKY UHTepPIIpeTalijy 0Bor GeHOMeHa. AKO eJTMIITUYKU KOHYC
3aceueMo Ca paBHHU TaKo [1a Y IIpeceKy A081jeMo I1apadosly UIn XUIlepdoJry, a OHAA Taj
IIpeceK y3MeMo 3a JUPEKTPHUCY KOHYCa, IIPU YeMy BPX 3a/Ip>KHUMO, I06H1jaM0 HOBU KOHYC
KOjH je OYUIJIeTHO IO CKYII IIOYETHOT eJTMIITUYKOT KOHYca. Pa3jrka je y ToMe IIITO IIpaBe
KOje ce HaJjla3e y paBHH Koja Caip KU BpX U I1apaJiejiHa je MpecevyHoj paBHU, HUKAKO He
MOTy IIpecehy JUPeKTPHUCY, TAKO Jla OHe HUCY YK/by4deHe Y HOBU KOHYC. V ciIy4ajy mapaso-
Jle y IUTAaWY je jefHa IIpaBa, oK Y cIydajy XulepdoJie II0CToje ABe TaKBe IIpase. /lakiie,
I1apadoJIMYKU KOHYC je eJIMIITUUYKY KOHYC 6e3 je[iHe IIpaBe, JOK XUIIepSdOJINUYKOM KOHYCY
daste 1Be mpaBe JJa 6U IOCTA0 €IUIITUUYKU KOHYC.

Jour jemaH ox HauuHa Jja ce HaIlpaBU IIPaBOJIMHUjCKA IIOBPII je Zja OCUM TUPEKTPHU-
ce QUKCHpaMo IIpaBy KOjy 30BEMO O0ca U paBaH KOjy 30BEMO gupeKiiopHa pagaH. CBe
TayKe Ca IIpaBUX KOje CeKy U 0Cy U TUPEKTPHUCY, Ik TaKO Ja Cy I1apaJiejiHe TUPEeKTOP-
HOj paBHU $OpPMHPAjy IIOBPII KOjy 30BEMO KOHOUGHA 08puL NN KOHOUg. 3a KOHOU],
Ka)KeMo [Ia je ipaeu KOHOUg YKOJIUKO MY je 0ca HOpMaJsIHa Ha JUPEKTOPHY paBaH.

Ha npumMep, ako 3a JUPEKTPUCY Y3MeMO XeJINKC, Kao 3aBOjHUILY KOja je TapaMeTapCKHu
OIlMCaHa TauykaMa (acost,asint,vt) 3at € R, rie cy v ¥ a QUKCUpaHU HeHyJla CKaJapy, a
3a 0Cy X3-0Cy, OHJia je oAroBapajyhu nmpaBu KOHOUJ, IIOBPIIL KOjy 30BEMO Xeaukoug. Il1a-
paMeTapcKe jefHaUYUHE TOT XeJUKO/la Cy X; = I'COSt, Xo = rsint, xg3 =vt3at,r € R.

JlpyTH IIpHUMep A0SHjaMOo aKo ITIOCTAaBUMO I1apadoJIy X3 = —X3, X = 1 3a AUPEKTPHLCY,
IIOK 3a 0Cy y3MeMO X,-0Cy. I[lapaMeTapcka perpeseHTaliyja jaje

Xu,v) = (1,u, —u?) + v(-1,0,u?) = (1 —v,u, —(1 — v)u?)

3a U,V € R, IIITO Ce MOYKe OITHCATH jefHAUNHOM X3 = —X1X5 U IIPE/[CTaB/ba apasoauuKu
KOHOuUg.

XeJIMKOW[ U Iapad0oJIMUKU KOHOUJ, OUUIJIeJHO HUCY IIOBPIIU APYTOT pefa, alu Kao
KOHOMJU CBaKaKo jeCcy IIpaBOJIMHUjCKe. I[pUPOAHO ce IIOCTaB/bha IIUTaEk€E Koje Off II0OBP-
M JPYTOT pefia jecy IIpaBOJIMHUjCKe. EJTUIITUYKY KOHYC, Ka0 U CBU MOTyhy IIMJIMHIPU
CBaKakKo jecy IIpaBOJIMHUjCKe IIOBpIIU. Ca pyTe CTpaHe, 3a eJIUIICOU], eJTUIITUYKH I1apa-
S0JIoH], U IBOJIe/THU XUIIepSOJION], II0CTOjU paBaH Koja UX He ceye, TaKo [1a OHe OUUIJIe]l-
HO HUCY IIPaBOJIMHU]jCKe II0BPIIIH.

[IpeocTajy jeHOMETHU XUIIEPSOJIOU U XUIIePSOJIUYKHU I1apadosIon, Kao Haj3aHU-
MJbUBUjU CIy4yajeBU. McIiocTaBsba Ce 1a OHM He caMo Ja jecy IIpaBOJIMHU]jCKe Beh Ccy 1BO-
CTPYKO IIPaBOJIMHUjCKE, OHOCHO KPO3 CBAaKy TAUKY IIOBPIIIU IIOCTO]€e IBe IIpaBe Koje JIeXKe
Ha II0BPIIIH.

[ToryieamMo KaKo TO pauyHCKHU U3miefa. [lohuMo oy KaHOHCKe jeJHauYnHe jeTHOIeTHOT
XUIIePS0JION/Ia, KOja ce JIaKO MOKe TpaHCHOopMUcaTU Y 0SJIUK

(-0 -0 03
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masa 1. AHannTnyka reomeTtpuja

OpmaB[e 3a cBako t € R ©MaMo [iBe JIMHeapHe jefHa4yHUHe,

1 () BT G P )
a ¢ b a ¢ b

KOje HUCIIyE’aBajy IIPeTX0AHY KAHOHCKY jefJHauMHYy. [eOMeTpHjCKU TO 3HAYH /ia [IpecevHa
IIpaBa paBHU Koje opel)yjy Hallle IMHeapHe jefHaYMHe JIe>KU Ha jeTHOeTHOM XUIIep&0-
JIOUAY. 3a IIPOU3BOJBHY TauKy U(ug, Uy, Us), IIOCTOjU jeJUHCTBEHO t 3a KOje IIpaBa 13 Hallle
dbamuyje caap>xku U, a ogpeheHo je ca

:(ﬂ—ﬁ>:(1—%> HIIH t:(1+%>:(%+%),

ocuM y cayvajy 1 — uy/b = 0 = uy/a + uz/c xag U nipuriazia mpaBoj ca XUIIepS0I0Uaa
1-x3/b =0 = x1/a+x3/c. lakiie, 3a CBaKy TauKy ca IIOBPIIIH II0CTOjU oAroBapajyha rpasa
ca IIOBPIIIHU Koja je HaBeJjleHOT THUla. CaCBUM CJIMYHO MOKEMO HAIlpaBUTH GaMUIIU]jy

X X X X X X
J_j:t<1+72)’ t<—1+—3): _72,
a c b a c b

IJle TaKOle II0CTOJH je JUHCTBEHA IIpaBa Koja cagp>Xu Uninn je To 1+x2/b = 0 = Xy /a+Xx3/c,
IIITO JI0Ka3yje [1a je jefHOAEeIHU XUIIePS0IOU], IBOCTPYKO IIPaBOJIMHMjCKa II0BPIIL

Ciyyaj XUIIepSOJIMYKOT I1apadoJIonza ce CIMYHO pellleBa, jep ce HheroBa KaHOHCKa
jeqHauyrHa Mo)Ke TpaHCPOpPMUCATH Y

X1 X2\ (X1 | X2\
(@ 7) (G +3)=2s
OnaBpe ce MOTY HalIpaBUTH /iBe paMUIIHje IIpaBUX, IIpBa

X2 oy t<ﬁ+ﬁ):xg

a b a b
I/I,Epr'I‘a

X1 Xz _ X1, X2\ _

E‘i—%’4a+bfiv

a Kao U paHuje, 3a IPOU3BOJ/bHY TAUKY Ca IIOBPIIH y CBaKoOj of daMUIrja KMaMo jeIluH-
CTBeHY IIpaBy Koja je cagp Ky (MIU je TO Y LPYyroM ciay4dajy npasa x3 = 0 = xj/a + xz/b),
Te je ¥ XUIIePSOIMYKU I1apad0I0U ] IBOCTPYKO IIPaBOJIMHM)jCKA IIOBPIIL.

1.13 CdepHa reomerpuja

CdepHa reoMeTpuja je reoMeTpHja Ha JBOJAUMEH3HNOHO]j IIOBPIIHU chepe, a IPaKTUUHY
IpUMeHY UMa Y HaBUTaIlUjU U acTpoHOMUjU. ChepHa reoMeTpHja UIyCTPYyje MaTeMaTH-
Ky KOjy &U IioceoBajia duha Koja >kuBe Ha coepu. Ha ripumep, pacTojame usMmehy nBe
Tauke Ha chepHr Hehe SUTHU IIPOCTO eYKIHUCKO pacTojame, Beh ny>K1Ha Hajkpahe KpuBe
Ha cdepH Koja II0Be3yje Te [Be TauKe.

YKOJIMKO II0CMaTpaMo paBaH U cdepy, II0CTOjU HEKOJIHUKO MOTYhHOCTH 3a FbUXOB Me-
hycodHU mos107Kaj. V Kpajlbe HEMHTEePeCAaHTHOM CJIy4ajy paBaH he mpomainuTu cdepy.
YV cynpoTHOM, paBaH U cpepa UMajy 3ajeJHUUYKUX TayakKa, I7ie je IIpBa MOTyhHOCT fia ce
paju 0 caMo jeJHOj 3ajeJHUYKOj TAYKU U Ta/la je y IIUTaly TaHTeHTHA paBaH Ha cepy.
[IpeocTaje MOTyhHOCT KaZja ce paBaH U cdepa CeKy II0 Kpyry. JIaKo je IPUMETUTH Jia je
IIpeceuyHU KpyT HajBehu Kazja paBaH IIpoJiasy Kpos IieHTap cpepe. Takas Kpyr ca chepe,
YMjHU Ce [JeHTap II0KJIalla ca [IeHTPoM chepe, 30BeMO geauku Kpyi. 'eorpadCcKu IpuMepHu
Cy MepHU/HjaHU KOjU CY II0JIOBMHE BeJIMKOT Kpyra, IOK Cy CBe IlapaJjiejie MaJl KpPYroBH,
O0CHUM eKBaTopa KOjH jecTe BeJIUKU KPYT.
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1.13. CdepHa reomeTtpuja

Besirkuy KpyroBH /106HMjajy Ha 3Ha4uajy KajJja CXBaTUMO Jla ce Hajkpahe pacTojame us3-
Melhy 1Be Tauke Ha chepu peasusyje Salll 110 JIYKY BeJIUKOT Kpyra Koju ux craja. Kpuse
Ha II0BPIIIH KOje MUHUMHU3Yjy pacTojamka y reoOMeTPHjU Ce Ha3sUBajy ieoge3ujcke, Te TaKo
MO>KeMo pehH Jja cy IIpaBe reofiesyjcKe y paBHH, a BeJIMKH KPYTOBU Treofiesujcke Ha cde-
pu. OCHOBHHU KOHIIENITH Y paBaHCKOj reOMeTPUjU Cy TauKe U IipaBe. Kako Ha cdepu He-
MaMo IIpaBe Kao TaKBe, BeJINKH KPYTOBU Kao reofie3rjCKe Cy afleKBaTHa 3aMeHa 3a BhHUX.

ITocMaTpaMoO HajjefHOCTaBHUjY chepy y TPOAUMEHIUOHOM IIPOCTOPY, chepy I10Iy-
IIpeYHUKA je[jaH, ca IIeHTPOM y KOOPJAMHATHOM II0YeTKY,

SZ = {(Xl,Xz,Xg) ZX% +X% +X% = 1}

CBaky Tauky ca cdepe X € S? MOYKEMO IIOMCTOBETHUTH Ca E-eHHUM BEKTOPOM II0JI0Kaja Y
OZAHOCY Ha IleHTap chepe U yje[HO KOOPANHATHHU I104YeTakK O, IITO je je[UHUYHU BEKTOP
0X. Cpepnu wupoyiao ABC nipencTaBbajy Tauke A, B, C € S?, Ipu ueMy 3aXTeBaMo Jia Cy
HBUX0BU BEeKTOPHU I10J105Kaja, OA, OB u OC JIMHeapHO He3aBUCHU.

Pa3Jror 3560r Kojer yBOJHIMO 0Baj /JO/{aTHH YCJIOB JIMHeapHe He3aBUCHOCTH je /ja U35er-
HeMO JBOCMUCIeHOCTH. HauMe, YKOJIHUKO cy BeKTopu OA, OB u OC JIMHeapHO 3aBUCHHY,
TO cy Tauke O, A, B, C KoIJIaHapHe, ofakie ciaenu fga A, B, C mpunaiajy HeKoOM BeJIMKOM
Kpyry. AHaJIOTHja ca paBaHCKOM I'eOMeTPHjOM je Ta /ia He MOKeMO TOBOPUTH O TPOYIJIY
ABC yKOJIUKO Cy TauKe KOJIMHeapHe.

3aTauke A, Bu C Ka)keMo Jia cy itemeHa chepHor Tpoyria ABC. Ba>KHO je IpUMeTUTH
7ia Mel)y TeMeHHMa HeMa aHTHIIOJaTHUX (JIjaMeTpaHO CYIIPOTHUX) TavakKa, jep aKo cy
A ¥ B a”HTUIIONAIHE, TO BaKU OA = —OB, U3 4era cjefy JUHeapHa 3aBUCHOCT HAIIIKUX
BeKTOpa I10JI0Kaja, IIITO ce KOCHU ca fJepuHUIMjoM. To HaM oMoryhasa /a jeJHO3Ha4YHO
nebUHUIIIEMO cilipaHuue chepHOor TpoyIya Kao Kpahe JyKoBe BeJIMKHUX KPyroBa KOjU
CIlajajy TeMeHa. /ly>KUHe CTpaHHUIla MOKeMO 08esIesKUTH ca a = BC,b =ACwuc = AB,a
CBaKaKo BaXku a, b, ¢ € (0, ).

Viao usmelhy cTpaHuIia coepHOr TpoyIrjia HPUPOSHO je yrao usmely oarosapajyhux
TaHTeHTH Y TeMeHHMa. [IoKyIIajMo /ia 0Jpe/fJIM0 TaHT€HTY Y TaYKK A Ha CTPaHHITY AB,
OZHOCHO Jja U3pasuMo BeKTOop T4p KOjU je HOpMaJsiaH Ha OA U Hajlasy Ce Y paBHU BeJlU-
Kor Kpyra OAB. JefHO3Ha4YHY 0/jpel)eHOCT My MO)KeMO JIaTH YCJIOBOM /ia je je[UHUYaH U
»yCMepeH Ka B“, 0fHOCHO /1a je yrao Koju 3akJara ca OB o1rap.

[TpBu kopak 'paM-IIIMUTOBOT IIpoIleca OPTOroOHaJIK3aIvje TUPEKTHO oxpehyje Tpa-
>KEHU BEKTOP
—— OB —(OA-0OB)OA

AB = == ———. (1.42)

|OB — (OA - OB)OA||

Kako cy BeKTOpH I10J107Kaja OA u OB jeIUHUYHU UMaMOo
OA - OB = |OA|| - |OB| - cos LAOB = cos AB, (1.43)

Te IIpoBepaBaMo /ia Ik Tap HUCIIyHhaBa HAMeTHYTe ycaoBe. OUUIJIeHO je OB — (5@ 5§)5ﬁ
HopMaJiaH Ha OA (cKaslapHU IIPOU3BO/ HyJIa) U ITprIlaza paBHU OAB (Kao JiHeapHa KOM-
dunaruja OA u OB). Kako je OB - (OB — (OA-OB)OA) =1 — (OA-OB)? =1 — cos? AB > 0, TO
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OB — (OA - OB)OA ca OB 3akJiala oIlITap yrao, a ieJbelbeM ca ’beTOBOM HOPMOM JT0SHjaMOo
jeAMHUYHU BeKTOp T4p KOjU CMO TpaKuiiv. Ha oBaj HAUMH [10JIa3UMO 10 YIJIOBa CPepHOT
Tpoyriia ABC Koje nebuHHUIIIEMO ca

a = 4BAC = 4(Tap, Tac), PB = £ABC = £(Tga,Tgc), y = LACB = 4(Tca, Tcp).

IIpU yeMy Takolje Baxxu a, B,y € (0, 7).

Bese usmelyy cTpaHHIla U YII0BA CHEPHOT TPOYIJIA MOXKEMO /[OSHUTHU aKO Ia’K/bHUBO
PasMOTPUMO TaHTEHTHH BEKTOP TAB us popmysie (-) U3 ¢popmyure ({l (-) CMO UMaJIA
OA - OB = cosAB, OJlaKJIe 10&ujaMo

|OB — (OA - OB)OA|)* = |OB — cos AB - OA|>
— ||OB|*> — 2 cos AB(OB - OA) + cos* AB - | OA||?
=1—2cos?AB + cos?AB = 1 — cos? AB = sin’ AB.
Kaxko je AB ¢ 0, 77), ”MaMo SiNAB > 0 u oTyAa ||5§ - ((_)_ﬁ : f)ﬁ)f)ﬁ“ = sinAB. OpaBpe
jemHaumHa ((1.42) mocTaje
— OB — (cosAB)OA
Tpp = —
SInAB

OJlaKJIe 10dujaMo . o o

OB = (c0SAB)OA + (SInNAB)Tap.
CacBUM CJIMYHO (periuMo IrepMyTaliijoM TeMeHa) BaXKu U

OC = (cos@)O—A - (sin@)ﬁc.
CxkaslapHUM MHOXeHeM 0BUX jeJHauYMHa 1081jaMo

cosBC = OB - OC = ((COSZB)O_A + (sin,@)m) . ((COSR‘)O_A + (sinﬁ)m),
Te KaKo je OA OPTOrOHAJIHO U Ha Tap M Ha Tac modujaMo
cos BC = (cos@)(cos@)f)z .OA + (sin@)(sin?ﬁ‘)]ﬂ - Tac.

Kaxo je Tap - Tac = || Tas|| - || Tac|| - €08 £(Tap, Tac) = c0s £BAC KOHAYHO L0SHjaMO OCHOGHY
inieopemy cgepHe teomeiipuje y Buny Gopmysie

cos BC = cosAB cosAC + sinABsin AC cos <BAC.

OcHOBHa TeopeMa chepHe reoMeTpHje je IIaHAaH KOCUHYCHOj TeOpeMHU eyKIUICKe Teo-
MeTpHje, Te U By MOXKeEMO 3BaTH KOCUHYCHA illeopema. AKO UICKOPHUCTUMO paHUje yBe-
IeHe O3HaKe 3a CTpaHMUIle U yIJIOBe cGepHOT TPOyIyia, KOCHHYCHY TeOpeMy MOKeMO 3a-
IIMCcaTH Ha ciiefiehy HauKH.
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Teopema 1.18. 3a chepHu ttipoylao eaxcu cosa = cosb cosc + sinbsin ccosa.

CHUMIIaTUYHO je YOUUTH IaHzaH [IuTaroprHe TeopeMe KOjU HACTyIIa y CIydajy Ja je
yrao a IIpaB U TaJia je cosa = cos b cosc.

Jla 6rCcMO IIpOHAIIM ITIaHaH KOjU OATOBapa CUHYCHOj TeOpeMH, U3 KOCUHYCHE Teo-
peMe MO>KeMO U3pasuTHU yTao,

cosa —coshcosc

cosa = - -
sinbsinc

]

a 3aTHM M3payyHaTH

(1 — cos?b)(1 — cos?¢) — (cosa — cos b cos ¢)?
sin?bsin? ¢

1 —cos?a — cos?b — cos?c + 2cosacoshcosc

sina=1—-cos’a =

. . )
sin?bsin? ¢
oJlaKJIe je
sina sinasinbsinc

sina /1 —cos?a— cos?b — cos?c+ 2cosacoshcosc
Kaxko je mecHa cTpaHa u3pasa CUMeTpUYHa 110 a, b U ¢, TO [061jaM0 CUHYCHY Tieopemy
3a chepHHU TPOyTAO.
sina  sinb  sinc
sina  sinp  siny’

Teopema 1.19. 3a cghepHu ilipoylao eaxcu

AJITepHAaTUBHHU /I0Ka3 CHHYCHE TeOpeMe MO>KEMO /IOSHUTH TaKO IIITO Ha TeOMETPHjCKU
Ha4KH M3PasHMO yTao a = A(TAB, TAC) ITocMaTpajmo yrao A(OA x OB, OA x OC) BexTopu
TAB, TAC: OA x OB u OA x OC CYy OUHIJIeJHO HOpMAaJHU Ha OA u 3aro IpUmn Aa]y jemHoj
PaBHHY, Ha IIPYMeP TaHTeHTHO] paBHU Y Ta4KK A Ha cdepy. Ca fipyre cTpaHe Typ IpHIIaza
paBHU OAB 1 caMUM THM HOPMaJIaH je Ha OA x OB a CaCBUM CJIMIHO TAC Ac ITPUTIa/ia paBHU
OAC 1 HOpMaJIaH je Ha OA x OC. 3akspyuyjeMo fa cy K(TAB, TAC) U £(OA x OB,0A x OC)
YIJIOBU Ca HOpMaJIHUM KpallyMa y jeZJHOj paBHHU, Te CYy OHU jelHaKU WUJIU CYIlJIeMeHTHHY,
U 3aTO UMajy jefHaKe CUHYCe

sin £(Tap, Tac) = sin £(OA x OB, 0A x OC).

[TocMaTpajMo caja BEKTO OA x (fi‘) x (OA x O_C"). AXO IBOCTPYKHU BEKTOPCKHU IIPOU3BO/I
pauyHamo 110 popmyau ([1.23) Teopeme IodHujaMo

(OA x OB) x (OA x OC) = (OA - (OA x OC))OB — (OB - (OA x OC))0OA
—[0A,0C,0B]OA = [OA, OB, OC|OA.
OBaKo M0’KeMO M3pauyyHaTH KeroBy HOPMY, || (O—A> X @) X ((Téf X O_C")|| = |[(74, OB, 5("]\ =V,

I7ie je V 3allpeMHHa IlapaJieJielliIie/ia KojH je reHeprcaH BekTopuMa OA, OB u OC. Ca
Ipyre cTpaHe, HOPMY BEKTOPCKOT IIPOM3BO/Ia MO’KEMO padyyHaTH ca

|(OA x OB) x (OA x OC)| = ||OA x OB|| - |(OA x OC)|| - sin £(OA x OB, 0A x OC).

Kakoje |[OA x OB|| = |OA|-|OB||-sinAB = sin AB 1 ||0A x OC|| = sin AC, To 05jeiibaBatbeM
ca MPeTXOJHUM 081jaMOo

V = ||(OA x OB) x (OA x OC)|| = sin ABsin ACsin £(Tag, Tac).
Axo npehjemo Ha ckpaheHe 03HaKe 3a CTpaHHUIIE U YIJIOBE CepHOT TPOYyIJIa UMaMO

Y =sincsinbsina,
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masa 1. AHannTnyka reomeTtpuja

a Kako ce V He Melha IIepMyTOBalkheM TeEMEHA, TO 0J]MaX MO>KeMO JTOTIHCATH jOIII IBe je[I-
HauMHe

VY =sinasincsin g,
VY =sinbsinasiny,

Te HU3jeHAUYaBaIbeM TOSUTU Beh U3Be/leHy CHHYCHY TeopeMy 3a cpepHHU TPOyTao.
Pa3MoTpHUMO IIOHOBO OCHOBHY TeopeMy chepHe TeOMeTpHje, OJHOCHO KOCUHYCHY Te-

opemy (Teopema [1.18),

cosa = cosbcosc+sinbsinccosa.

Huje Tenko IpUMEeTHUTH Jia Ce Y H0j KPU]jy aluI[THOHEe TPUTOHOMETPH]jCKe popMyJie, KaKO
3a KOCHHYC 361pa, TaKO U 3a KOCUHYC pasjHKe, IIITO HAC MOTHUBUIIIE Jja 3aIIUIIIeMO

cosa = cos(b +c) +sinbsinc(cosa + 1),
cosa = cos(b —¢) +sinbsinc(cosa — 1).

Kaxko je sinb > 0,sinc > 0, (cosa+1) > 0wu (cosa — 1) < 0, To U3 IPeTXOAHUX jeJHAYKHA
Bake HejeTHaKOCTH
cos(b +c¢) < cosa < cos(b —c).

dyHKIMja cos je onanajyha Ha uHTepBasny (0,77), Tako fa y caydajy b + ¢ < 7 godujaMo
b + ¢ > a. HapaBHO, Heje[HaKOCT b + ¢ > a Ba>KH U Yy IIPe0CTaIoM Cay4dajy b + ¢ > 7 jep je
CBakKako a < 7. Ca ipyre cTpaHe je |b — c| € (0, 7), Te KaKo je yHKIIH]ja CcOS Ty oIlazajyha,
cinepu |b — c| < a. lodujeHe HejeTHAKOCTU MOKEMO 08jeIUHUTH ca

Ib—cl<a<b+ec,

IIITO IIpe/ICTaB/ba HejegHAaKOoCl iupoyiaa y U3BOPHOM OOJIUKY.

CacBuM CIMYHO, U3 COoS(b + ¢) < cosa = cOoS(27 — a) MOKeMO 3aK/bYUUTH Jia BakKu
b + ¢ < 2 — a jep KocHUHYyC pacTe Ha (7, 27T), IOK 3a b + ¢ < 77 HejeJHAKOCT caMa II0 CeSH
Ba)ku. Ha oBaj HAUWH TOSMJIM CMO HejeTHaKOCT 3a 30Up CTpaHUIla Y ChepHOM TPOYIILY,

a+b+c<2m.

Ha cdepu MmorkeM0 pauyyHaTH HOBPIIIMHE HEKUX jeTHOCTaBHUX purypa. CdiepHu geo-
yiao je ¢purypa Ha coepH Koja je orpaHHUYEHA Ca [IBa BeJIMKa IIOJIYKPyTa KOjU Cy IIOJ,
yriioM 0. YuTaBa cdepa je [BOyrao 3a yrao 0 = 2, a 3HaMO /ia FheHa IIOBPIIINHA U3HOCH
P(21) = 47. Kako je moBpIIrHa chepHOr ABoyIJia P(0) AUpeKTHO cCpasMepHa yIiy 6, 1ako
MO>KeMO 3aKJ/bYUYUTH [1a je KoeQUITUjeHT CpasMepHOCTHU jeHaK 2, OGHOCHO P(0) = 20.

ITocmaTpajMo chepHuU Tpoyrao ABC U TpU BeJIMKa Kpyra Koju ofpel)yjy merose crpa-
HUIle. AKO Yy UTPY YK/BYUYUMO ofiroBapajyhe aHTunogamHe tauke A’, B', C' BUAUMO J1a Be-
JIMKU KPYTOBH Jiejie YUTaBy chepy Ha 8 06J1aCTH, OLHOCHO 8 chepHUX TpoyriaoBa: AABC,
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NA'BC, NAB'C, AABC', NA'B'C, NA'BC', AAB'C', AA’B'C’. AKO UCKOPUCTUMO Bes3e ca JIBOY-
IJIOBUMA,

P(AABC) + P(AA'BC) = P(a)
P(AABC) + P(AAB'C) = P(B)
P(AABC) + P(AABC) = P(y)

P(AAB'C)) + P(AA'B'C),
P(AA'BC) + P(AA'B'C),
P(AA'B'C) + P(AA'B'C),

HAKOH CyMHpamba J05HujaMo
2P(a) + 2P(B) + 2P(y) = P(2m) + 2P(AABC) + 2P(AA'B'C).

[IpumeHoM ¢popmyJie P(0) = 20 U 3aXBasbyjyhu TOMe IIITO CY aHTUIIOJAIHU TPOYIJIOBU
ANABCu ANA'B'C’ mogyiapHY, Te UCTUX IIOBPIIWHA, UMaMo 4a +4f +4y = 4n+4P(AABC),
OJ{HOCHO

P(AABC)=a+B+y—m.

HamomeHuMoO [1a je oBy dopmyay jour 1603. roguHe oTKpuo Tomac XepHOTﬁ. Kako je 1mo-
BpPIIIKHA TPOYIJIa YBeK II03SUTHUBHA, JUPEKTHA II0CIeHUIle je 1a 36Up yIVIoBa Y chepHOM
TPOYIJIy YBEeK Mopa SUTH BehH of 7,

a+p+y>m

Axo 1oh)emM0 of, IIPOU3BOJBHOT CchepHOr Tpoyria ABC, M0KeMO KOHCTPyHCaTH HOBU
cbepHU TPOyTao KOjH je SJIUCKO II0BE3aH ca BbUM Ha cieflehr HauuH. 3HaMO Jja BeJIUKU
KpyT Koju cIiaja TeMeHa B u C fesnu chepy Ha [iBe xeMuchepe, 0Jf KOjUX jeHa Cafp KU
TeMe A, a I10JI Te XeMuchepe 03HaUUMO ca A’. /lakiie, YKOJIUKO je BeJIMKU Kpyr Kpo3 Bu C
eKBaTop, a TeMe A Ha CeBepHOj XxeMHCchepH, OHJia je A’ CeBepHH II0JI, @ CJIMYHO MOXKEMO
neduHMcaTH Tauke B’ 1 C'. 3a HOBU Tpoyrao A’B'C’ kaxkeMo [1a je iiloarapaH Tpoyriay ABC,
a HaBeJleHe peJsialivje MOYKeMO 3allrcaTy Ha cjiefiehr HauuH,

@<7‘[/2, @:n/z, 2172‘:7'[/2,
BA=m/2, BB<mn/2, BC=n/2,
67;1:71/2, 6‘71\3:71/2, E‘%<n/2,

KOje ra jemTHO3HauHO ojipelyjy. 3 cuMeTpHje IIPeTXOAHUX jefHaUNHA JIaKO MOKeMO 3a-
KJBYUUTH J1a Ba>KU U 06paT, OAHOCHO Jia je Tpoyrao ABC 1iosiapaH Tpoyriay A'B'C'.

HcrocTapsba ce /ia Cy CTPaHHMITE TI0JIapPHOT TPOYIIa y SJIMCKOj Be3H ca yIJIoBUMa OpH-
TUHAJIHOT TPOYIJIa. ITocmaTpajmo 1pecek B B'C’ ca BeJIMKHM KpyroBuMa ozpel €HUM JIYKO-
BuMa AB 1 AC U Heka Cy TO TauKe D u E. IIpyMeTHMO [1a BaXXKU Q = DE, xao U DC = /2,
EB = /2. Cazmaje d = = B'C' = EB' + DC' — DE = 7 — a. To MOYKeMO U3BECTH 3a CBE CTpa-
HHIIe I10JIapHOT TPOYIJIa, Ka0 ¥ 06PaTHO jep je IoJIapaH TPoyTao I1I0JIapHOM TPOYIJIY OHAj
OpPUTHHAJIAH, IIITO HaM fiaje ciefehe Bese:

a+ad=B+b=y+cd=ad+a=B+b=y +c=n

H3BeqieHe jefHauMHe 3a I10JIapHU TPOyrao oMoryhasajy fa U3 Beh mosHaTux jefHaKo-
CTHU U HejeTHAKOCTHU 106MjaMO HOBe. Ha IipuMep, U3BefieHe HejefHaKOCTU d + b + ¢ < 271
Ua+ f+y > mcy ekBUBaJeHTHe. Takolje MOKeMO IIOIVIelaTH CYILZIEMEeHT KOCUHYCHe
TeopeMe Koja cajia Iyiacu

Cosy = —cosacos B + sinasin B cosc.

"Thomas Harriot (1560-1621), eHIJIeCKH aCTPOHOM M MaTeMaTHJap
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I'taBa 2

ITPOJEKTUBHA PABAH

[IpojeKTHBHA reoMeTpHja IIPOUCTEKJIA je M3 IIPaKTHUYHOT IIpodjeMa reoMeTpHjCKe
(JimHeapHe) IIepCIIeKTUBe Y YMEeTHOCTH, a Koja IIo/ipasyMeBa LipTamkbe HUiIysHje IIPoCcTop-
He IyduHe, OHAKO KaKo TO peaJlHO BUAMMO. 'eoMeTpHjcKa IlepCclleKTUBa 3aCHUBA Ce Ha
IIPUPOJHOM 3aKOHY Jia Ce ya/baBamkeM 0] IIocMaTpayda JIMKOBU CMamyjy CpasMepHO yja-
JbeHOCTU. 1 MaTeMaTH4Yapy U YMETHUIY Cy SUJIU 3aUHTepeCOBAaHU 3a IIPUHIIUIIE OBe
TeXHUKe, Te Cy 3alI04YeJ/IH ca U3ydaBamheM 0CHOBA Koje CTOje U3a IbHUX. YMEeTHHUKE Cy 3aHU-
MavJle I1apaJjiesiHe IIpaBe Koje KOHBepIrupajy 1 CeKy ce y HeloIIey, 0K Cy MaTeMaTU4apyu
JKeJIeJIU a TIOCTaBe TeOPH)jy Koja he 06yXBaTUTH Te IIPUHITUIIE.

[IpojekTHUBHA reoMeTpHja Byde KOpeHe 13 paHe peHecaHce y MTanujy, Kaja je OTKpU-
BeHa reOMeTpPHjCKa IIePCIIeKTUBA, IIITO je 0CTaBUJIO JlajIeKOCeXKHe II0C/Ieulle Ha PasBoj
C/IMKapCTBa peHecaHce. 3a U3yMUTe/ba TeOMeTPH]jCKe Heé)CHeKTI/IBe cMartpa ce BpyHeiie-
CKHU", aJIk 3acjIyre HOCH U HeroB CaBpeMeHUK AJISePTHE KOjU je aHaJIU3Upao IIPUPOLY
C/IMKama U UCTPa’KUBao eJieMeHTe IIepCIIeKTUBe U KOMIIO3UIIHje.

Jlesapra M0>KeMO CMaTpaTH OCHHUBa4deM IIPOjeKTUBHe reoMeTpHje. OH je yBeo II0jaM
SeCKOHAauHO JlajieKe TauKe, MaKo Ce Taj I10jaM He3aBUCHO I10jaBHO paHuje Kox Keruiepa
y [45, cTp. 93]. Zlesapr je HaIMCao KHBULY O IIePCIIEKTUBY, Ka0 U KIbUI'Y 0 KOHYCHUM IIpe-
cermMa [22], a 3acyIy’kaH je U 3a CJIaBHY TeopeMy Koja HOCH HeroBO UMe. IberoB paj Ha
KOHMKaMa yTHUIIao je Ha Ilackasa® a Kao I1eCHaeCTOTOAUIIbaK [I0CTaBY BeOMa 3Havaj-
Hy TeopeMy. [IpuyiryaH JOIIPUHOC IIPOjeKTUBHOj FeoOMeTpUjU 17. BeKa /1ao je u Jla Hpke.

Jlesaprosa Ki¥-Ura 0 KOHyCHUM IIpecelirMa [22] cMaTpa ce 3a lbeT0BY HajBa)KHUJY KEbU-
I'y, Kao ¥ 3a IIPBY KIbUTY U3 IIPOjeKTUBHE reoMeTpHje yorre. OHa HUje d1jla HaMeHheHa
IIpoJiajy, IITaMIIaHa je y camo 50 ImprMepaka Koju Cy SWJIH II0fieJbeHU HerOBUM IIpuja-
TeJbMa, ajIk Cy ydp30 HITUesIu U3 yrorpede. buiio je moTpedHO Aa pohe nBa BeKa Ja
jenHa on Komuja (Kojy je Harrpasuo Jla Hp) Syxe 11oHOBO IpoHaljeHa. /logaTHo, Jesapro-
BOM pafly je HeflocTajasia jacHoha M3parkaBakba, TaKO JJa MHOTH HHUCY MOIJIH Y IIOTITYHO-
CTH J1a pasyMejy mberoBe ujeje. bosbeM pasyMeBamwy CBaKaKo HUje JOIIPUHEIO TO IITO je
YMeCTO MHOTMX MaTeMaTUYKHUX TepMHUHA KOPHUCTHUO S0TaHUUKe H3pase (l1ajma, cTadJio,
IpPBO, I1ak... [18]). CBe To je yTUItaso fa Je3apros paj He dyjie IIpeBUILle [JeleH BaH KpyTa
HeTrOBUX IIpUjaTesba U Kostera. Kaz Ty moaMo ycrelaH pa3Boj aHaJIUTUUKe reOMeTpHje
U 3a0KYIUBEHOCT MaTeMaTH4dapa 0BOM JAUCIIUILUIMHOM, He Yy U IIPpeBHUIIIe IIITO je IIPOojeK-
THBHA reoMeTpHja ocTajla HeTaKHyTa BUIIE O] BeKa.

3a 1a/bu pasBoj IIpOjeKTUBHE TeOMeTpHje 3aCIy>KaH je MoKt KOjH je KpajeM 18. BeKa
HU3/IBOjUO HALIPTHY TeOMeTPH]jy Kao II0CeSHY MaTeMaTUUKy AUCITUILIMHY U MOJXKe ce pe-

Filippo Brunelleschi (1377-1446), uTaJInjaHCKH apXATEKTA, Bajap U HEXKEELEP
’Leon Battista Alberti (1404-1472), UTaJHjaHCKH apXUTEKTA, CIMKAP U GHUI030d
%Johannes Kepler (1571-1630), HeMauKH acTPOHOM M MaTeMaTH4ap

“Blaise Pascal (1623-1662), paHIyck1 MaTeMaTHuap, pusudap U Guaosodh
SPhilippe de La Hire (1640-1718), dpaHIlyCKX MaTeMaTH4ap X aCTPOHOM
SGaspard Monge (1746-1818), dpaHI[yCKH MaTeMaTH4ap
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hu a je 610 nipBU IpaBU reoMeTpuyap. I[louerak 19. Beka I0HeO je dyhjere U yCIIOH IIPo-
jeKTUBHe reoMeTpHje. Kako Halll BU3yeJIHU CBET UMa reOMeTPHU]jy SJIMIKY IIPOjeKTUBHOM
HeroJIH eyKJIHUICKOM IIPOCTOpY, MaTeMaTU4YapHy Cy II04eJIu CBe BUIIIe /1a BepPYjy Y 6eCKo-
Ha4YHO JjajleKe TaukKe, T0>KUBJ/baBajyhy OCHOBHE KOHIIEIITe TeOMeTpHje Kao IIPOjeKTHUBHE.
JlerioTa U eJjieraHiiyja IIpojeKTUBHE TeOMETPH]e II0CTEIIEeHO je IIPUBYKJIA TeOMeTpU4Yape,
KOjU Cy IOXPJIMJIM y Ty 3JIaTHY PU3HUILY U 6P30 U3BYKJ/IM HAjIIPUCTYIIAuYHUje Aparolie-
HoCTH. HeouekuBaHe U 3ad0paB/beHe TreOMeTPHjCKe H/leje Koje cy raTupasie U3 17. Beka,
aJIi ¥ OHe M3 aHTHUUKOT J1oda 1oyt [lanmocoBe! Teopeme, IOHOBO Cy OTKPHUBEHE U LyOJbe
UCTpa’kKUBaHe.

OcHUBa4 MOJiepHe IIPOjeKTUBHE reoOMeTpHje SHO je Toncesnel, KOjH je IIpeyseo uzeje
CBOT yuuTesba MOH)Ka ¥ pa3paZyio UX Ha BUILIEM allCTPaKTHOM HUBOY. OH je 1822. roxu-
He y CBOM uyBeHOM Tpaxiuainty [64] n3yyaBao 0COSHHE KOje 0CTajy MHBapUjaHTHE II0[,
IIpojeKIifjaMa, a ’beroB Paji CaJip>KU CBE OCHOBHE HJleje KapaKTEePUCTHUYHE 3a IIPOjeKTUB-
HY reOMeTPH]y, Kao IIITO Cy XapMOHHU]jCKa YeTBOPKA, [IePCIIEKTUBUTETH, IIPOjeKTUBUTETH,
UHBOJIYIIY]ja, a TaKol)e je yBeo SeCKOHAYHO JajieKy IIpaBy Ay>K Koje ce ceKy Mel)yCcoSHO I1a-
paJiesiHe IIpase.

IIpojeKTHBHA reoMeTpHja II0CTajJa je CMHOHUM 3a MOJepHY reomerpujy 19. Beka, a
y IIOYeTHUM [lelleHHjaMa IJIaBHe YyJIore Urpaid Cy reoMeTpruyapu U3 dpaniycke u He-
Mauke, [Topen IToHceslea, GpaHITyCKY IIIKOJIY IIPOjeKTUBHUX reoMeTpruUapa 3acTyIlalu Cy
KapHoE Cepsoa™, JKepron=, bpujanios®= u [llanx*, rok cy Hemauky mipejcraspanu Me-
SH]yc IHTa]Hep@ ITImrkep= u HITayT

3HauajHa cTBap y IPOjeKTUBHOj TeOMETPHjH 361JIa Ce KaCHUX JBaJleCeTUX rofgrHa 19.
BeKa Kajia Cy yBeJleHe XOMOreHe KOOpJHUHAaTe, 3a 11ITa Cy CACBUM He3aBHCHO 3aCIy>KHU
Mebdujyc, ®ojepdaxtd, bodujujet2 u Ilnrkep. XoMoreHe KOOpAUHaTe U lbUX0BA IIPEHOCT
Ila JIeIIo IIpefcTaB/bajy 6€CKOHAYHO JlajleKe TaukKe, OMOI'YhMJIO je IJIOAHY IIPUMEHY aHa-
JIUTUYKe MeTO/ie V IIP0jeKTUBHOj TeoMeTpHju. [Ip0jeKTUBHOj TeOMeTPHjU TaKO Ce MOIJIO
IIPUCTYIIUTU Ha /IBa HAaUWHA, aHAJIUTUYKU U CUHTEeTUYKH.

AHaJIUTUYapHU Cy pafio yIIoTped/baBal aHAaJIUTHUKe U ajiredapcke TeXHUKe U3 APy-
rUX 06JIaCTU MaTeMaTHKe, [IOK Cy TeOMETPHjCKe peJialilje u3pakaBaJIy IIpeKo KOOpArHa-
Ta ¥ jeHa4YHHAa. YBOHE pa,ZLOBe Yy aHaJIUTUYKY IIPOjeKTUBHY reOMeTpHjy faau cy Medu-
jyc u Iliukep, a IIopef BUX, y IPYyILy reOMeTquapa Koju cy $paBOpU30BaIU aHAJTUTUYKU
OpuCTyII criagajy Ilas, Ke]JII/I u CasmonZ!

CuHTeTHYapH Cy SUJIN UHCIIUPUCAHU Anononn]eM@ U 3aCTyIlaJIu YUCTO TeOMeTpHj-
CKe MeToje. Boguyu UM je Sua MHTYUIH]ja, & JIOTUKA MHCTPYMEHT 3a CTPOro ¢opMasHo
peaoHOBaH,e, IIOK Cy M36eraBajid ajaredpy U Mepema. Bogehu reomeTpruyapu Koju cy ¢a-

%I/IZ%OB&UII/I CHUHTeTHUUKU IpUcTyl duu cy [IoHcese, KapHo, IlITajHep, IlITayT 1 Kpemo-
[IITajHep je IIPOYYUBIIIH CBY Tafa I1ocTojehy stuTepaTypy y EBpomy, cuicTeMaTcKy U

"Tlamoc u3 Anexcauzpuje, IIAmnog (3. BeK H.e.), TPUKH MaTeMaTHIap
8Jean-Victor Poncelet (1788-1867), ppaHIyCKH HHYKeH-€P M MaTeMaTHIap
9Lazare Nicolas Marguerite Carnot (1753-1823), ppaHIyCKH IIOJUTAYAD, HHIKEH-ep ¥ MaTeMaThJap
19Francois-Joseph Servois (1767-1847), ppaHIlyCKH CBEIITEHUK U MaTeMaTHUap
"Joseph Diaz Gergonne (1771-1859), paHIlycKy MaTeMaTHdap
12Charles Julien Brianchon (1783-1864), ppaHIlycKX MaTeMaTHUap ¥ XeMHUJap
13Michel Chasles (1793-1880), ppaHIlyCcKH MaTeMaTH4dap
4 August Ferdinand Mobius (1790-1868), HeMauku MaTeMaTH4Yap
5Takob Steiner (1796-1863), IBajIiapcKy MaTeMaTHYap
%Julius Pliicker (1801-1868), HeMauKu MaTeMaTHUap U GuUsuUap
17Karl Georg Christian von Staudt (1798-1867), HeMauky MaTeMaTHdap
18Karl Wilhelm Feuerbach (1800-1834), HeMauKHu MareMaTudap
Etienne Bobillier (1798-1840), paHIlycKK MaTeMaTHJap
2 Arthur Cayley (1821-1895), SpUTaHCKHA MaTeMaTHUap
?1George Salmon (1819-1904), MpCKK MaTeMaTH4ap U TEOJIOT
22 AnrosoHuje us [leprama, AToAA®VLOG (3. BEK ILH.e.), [PUKU MaTeMaTH4ap U aCTPOHOM
2Luigi Cremona (1830-1903), UTaIujaHCKH MaTeMaTH4dap
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CHUHTETUUYKHU U3TPAJH0 IIPOjeKTUBHY reOMEeTPHjy U IIOCTABUO jOj TeMesbe Kao CaMOoCTaJl-
HOj Hay1u. HakoH Tora, IllTayT [71] je y TOTIYHOCTH IPUXBATHO CTPOTH IIPUCTYII U IIOKY-
11140 /1a TeOPHjy 3aCHyje caMO Ha aKCOMaMa UHITHUIeHITH]e, 0K CY HbeTOBU IIPeTXOTHUITA
TOBOPMJIH O METPUIIH, VIJIOBUMA U APYTUM 06jeKTHMa KOjh HeMajy YJIOTrYy y IIP0jeKTHUBHO]
reoMeTpHUju.

[ITaJ1, KOju ce HHUje JIMGHO JJa KOPUCTU aHAJIUTHUYKHU IIPUCTYII U CYIITUHCKHA SM0 aHa-
JIUTHAYAp, SPaHUO je CHHTeTUYKHU IIPUCTYIL. 3a Bbera ce Mo)ke pehu ja je MUC/IMO aHAIH-
THUYKH, aJIU je CBOje JoKase ru3jarao reOMeTPHjCKH, IIITO je S0 KOMOHMHOBaHU IIPUCTYII
KOjU Cy KaCHHUje yIoTped/baBalv U Ipyru MareMaTudapu [46, ctp. 850]. V kom6uHOBa-
HU MeTOJi MOKEMO YK/bYUYUTH U OPUTHUHAIHOCT KOjy je HCII0/bHO0 JINE3, KOjU je MUCIIHO
CUHTETHUYKHU JIOK je pe3ysTaTe KeJleo /ia IIpe3eHTyje aHaJIUTUUKH [73, cTp. 54].

EykinnoBu EslemeHiiu SUIU Cy IIpBa akCroMaTH3alja MaTeMaTuke. MefjyTum, Tex
mpez Kpaj 19. Beka, OHU Cy JOKHBeJIH CTpOre IIpellpaBKe Koje Cy IIOIIyHUJIE MHOTe py-
e y gepuHUIIUjaMa U ToKasuMma. Ha éBehI/I YTHUILIa] Ha MaTeMaTHUYKy jaBHOCT Y 08JIaCTH
aKcuoMaTHKe OCTBApUoO je XuiudepTs, HanucaBIIu OcHoge leomeitipuje [A1]. Kpajem 19.
BeKa pasBoj IpOjeKTUBHe TeOMeTpHje SHO je TOTOBO IIOTIIYHO 3a0KPY’KeH 3aXBasbyjyhu
pazoBuMa Koje cy gaau ®aHo= U Iljepusd, a y KojuMa Cy aKCMHOMAaTCKH 3aCHOBAJIU IIPO-
JeEKTUBHY reOMeTpH]y 110 y30py Ha IllTayra.

3a 1ajbe ynTame U IpoayS/bUBak-e 3Hatha U UCTOPH]je IIPOjeKTUBHE reOMeTpHje IIpe-
nopyqy]eMo cinepehe ayrope: Kokcere b4 [20], ij3@ U Hajnep@ [42], XapTcxopHE2 [38],
Be6JIeH U Jaur=? [76], Puxrtep-T'edept==2 [67], Kitajue2 [46], XejTunr= [40], CTpayM@ [[73].

IIITo ce THUe pa3sBoja MPOjeKTUBHE reoMeTpHje Ha MOAPYYjy SUBIIIe JyrocjiaBHje, Ha-
IIOMEHUMO J1a Cy IpBU ayTopu duir Huueld [59] u IIpsanoBuhe? [66]. Jolll HEKU ayTopHU
Ha HallIUM IpocTopuMa cy: MutpoBuh™= [55], bokan® 1 BykmupoBuhts [11]. MehyTum,
KOHIIEeIITYa/IHO ¥ CYLUTHHCKH, MOYKeMO IIPeIIoOpPYUYUTH IIpojeKiuusHy tleomeiupujy Kojy je
Hanucao ITaamaned [60].

[ITo ce TUYe IpaKTUYHe IIPUMeHe IIpOjeKTUBHe reoMeTpHje y 3aZjaljriMa, Ha HallluM
IIPOCTOPHMA IIOCTOjU HEKOJIMKO 30MPKHU 3aZjaTaka. 3a CUHTeTHUYKU IIPUCTYII MOXKe ce
KOHCYJITOBaTH AJIHMHI/Ih@, BokaH u H_IHaj,uep@ [2], a 3a aHasuTHUKU BykmupoBuh u
CTaHHh@ [[75].

24Marius Sophus Lie (1842-1899), HOpBEIIKK MaTeMaTHYap
%David Hilbert (1862-1943), HeMauKHl MaTeMaTH4ap

26Gino Fano (1871-1952), UTaJIUjaHCKU MaTeMaThyap

2TMario Pieri (1860-1913), UTa/IMjaHCKX MaTeMaTHYap

28Harold Scott MacDonald Coxeter (1907-2003), SpHTaHCKO-KaHa[CKH MaTeMaTHIap
ZDaniel R Hughes (1927-2012), aMepHYKO-SpUTAaHCKH MaTeMaTHIap
39Fred C Piper, SpuTaHCKH MaTeMaTH4ap

$1Robin Hartshorne (1938), aMepHYKy MaTeMaTH4Iap

320swald Veblen (1880-1960), aMepHUUKH MaTeMaTHUap

3John Wesley Young (1879-1932), aMepHUKH MaTeMaTHIap
%Tiirgen Richter-Gebert (1963), HeMauKu MaTeMaTHYap

$Morris Kline (1908-1992), aMepHUYKH TeOMeTpHYap

%Arend Heyting (1898-1980), X0/IaHCKH MaTeMaTH4ap U JIOTHYAp
7Eldar Jens Straume (1946), HOPBEIIKH reoMeTprUYap

8Vilko Ni¢e (1902-1987), XpBaTCKU reoMeTpHYap

$Muiresa [IpBanosuh (1929-2016), cpricka reoMeTprUYapKa
“0Muian MUTpOBHR, CPIICKA MaTeMaTHJap

“IHepma BokaH (1947), cpIicKa reoMeTpHYapKa

42Cphau Bykmuposuh (1971), CpIICKK TeoMeTpryap

“Dominik Palman (1924-2006), XpBaTCKH reOMeTPHYAp

“ppanka Anummuh (1935), cpIicka MaTeMaTHYapKa

“53aropka IlTHajgep (1926-2003), cpIicka MaTeMaTHYapKa

%630pan Cranuh (1975), CPIICKK MaTeMaTHUap
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2.1. AKCMOMATCKN MeTo[,

2.1 AKCHOMATCKH METO]

Pa3Boj MaTeMaTHKe HEH30e)KHO je IIpaTHjia YOBEKOBa JKejba Jla CUcTeMaTH3yje COIl-
CTBeHa 3Hama. OBa TeH/IeHIHja II0CEeSHO je yIeyaT/bUBa KOJ aHTUYKUX ['pKa, I7ie KyJIMU-
HUpa cucTeMaTusanujoM reometrpyje y EykinugoBuM Esnemeniiuma. [puKu MmaTeMaTH-
JapH Cy reOMeTpHjy IIOCTeIleHO IIpeTBapaIl y akCHOMAaTCKy TeopHjy, Koja Kox Eykima
IOCTHYKe CBOj KOHAYHU 08JIMK. MHOI0 BeKOBa BeT0BU EslemeHiliu cMaTpaHU Cy 3a MOJieJl
caBpllleHe MaTeMaTU4Ke TeOpHje, a TeK IIpef Kpaj 19. BeKa, JOKUBEJH Cy CTpoOre IIpe-
IIpaBKe Koje Cy IIOIIyHHUJIe MHOTe pyIle y feGUHUIIMjaMa U JOKasuMa.

V TeopHju HOBe II0jMOBe YBOJUMO gefuHuyujama, YuMe Ux OIMCyjeMO IIpeKo He-
KUX Beh IosHaTux mojMoBa. Ha camoM moueTky EsiemeHailia, EyKiny IoKyIiiasa ja feu-
HUIIIe CBe TeOMeTPHjCKe II0jMOBe KojuMa he ce daBUTU. MeljyTuM, y MIHUTawky HUCY CTPO-
re repuHUIMje Beh caMO KpaTKa 0djalllikheha eJleMeHTapHUX FeOMEeTPHjCKUX I10jMOBa,
HM3JI0’KeHa ca HaMepoM [ia Y CBeCTH YMTaolla CTBOpe MHTYUTHUBHeE IIpefcTaBe [53, cTp.
41]. /la ducMo CIipeuyryId 3adyapaH Kpyr (rebuHUCamke jeJHOT II0jMa IIPEKO APYTOr, a TOT
IPYTOT IIPEKO IIPBOT, Te TAKO Y KPyT) HeKe II0jMOBe MOPaMO IIPUXBAaTUTH Ka0 OCHOBHE U
BUX He TepuHUIIeMOo. OCHOBHE II0jMOBeE JIeJIMMO V [IBe KJlace, Ha OCHOBHE 08jeKTe (Kao
IIITO CYy TauKe, [IpaBe, paBHU) U OCHOBHE peJialiyje U3Mel)y TUX odjeKkaTa (Kao IITO Cy UH-
UAeHITHja, K3Mel)y, II0IyAapHOCT).

Tephere y akcCOMaTCKOj TEOPHUjHU je HCKa3 y KOjeM Ce jaBjbajy CaM0 OCHOBHHU I10jMO-
BU TeopHje Kao U JIOTUYKHU I10jMOBU. AKCUOMATCKU MeTOJ, Ce KOPUCTH Jia IIPY>KU I10y3/a-
He U 00jeKTHBHE pasJsIiore 3alllTO je HeKa XUIIoTe3a 0 MaTeMaTUYKUM 08jeKTUMa HMCTHU-
HUuTa. OH Cce 3aCHUBA Ha JIOTUYKO Je[yKTUBHOj apr'yMeHTalllju Koja yTBphyje gokase
3a HeKa TBphema y TeopHju Kojy rrocmarpamo. /[okasu TBphema cy apryMeHTH dasupa-
HU Ha UCTUHUTOCTH IIPETXO0HO JOKa3aHUX TBphema, ajli KaKo Ta IIpeTX0Ha TBphema
Takolje 3axTeBajy IIPeTXOJHO J0Ka3aHa TBphemwa, MopaMo U3dehu SeCKOHAUHU perpec
(beckoHayHa XUjepapXyja HOBUX U HOBUX TBphjerha HEOIIXOJHUX 3a JOKasUBambe OHUX
IIPeTXOHUX). 360T TOra TEOPHjy 3aCHUBAMO Ha OCHOBHUM TBphel1Ma Koja He 3axXTeBa-
jy JOKa3 1 30BeMO UX aKcuome Teopuje. /lakie, TBpljerse BaKH aKo je y IUTalkby aKCUOMa
WJIU YKOJIMKO je IeAYKTUBHO U3BeJeHO 13 aKCHOoMa, Te Tajla KaKeMo Jia je OHO illeopema
(UM 1ema YKOJIUKO jOj je IIpUMapHa yJjIora /la yCTaHOBUY 3HauajaH KopakK y J0Ka3y HekKe
dynyhe Teopeme).

OCHOBHH I10jJMOBHU Y aKCHOMAaTCKO] TEOPHjU 0CTajy HeIlpeIu3upaHu, 0K aKCUOMe MO-
JKeMO CMaTpaTH BUXOBUM HMIUIMITUTHUM JeHUHUIIHjaMa. CBAKO OKpYKeme Y KojeM
OCHOBHHU II0jJMOBU HMajy UHTepIIpeTaliyjy y Kojoj CBe aKCHOMe TeopHje Bake 30BEMO
mogea Te TeopHje. ICTOPUjCKH, dapeM HEKHU MOJe/Id aKCHUOMAaTCKe TeopHje IIpeTxXofe
Teopuju. Ha nmpumep, Eykiuy je >kesieo a U3derHe IIpOU3BOJ/BHOCT Y UHTepIIpeTalltju
OCHOBHUX II0jMOBA jep HHUje MOTao Jia [03BOJI /ia TaukKe, IIpaBe U paBHU Oyy HHTepIIpe-
THUpaHe SHUJIO KaKo Jpyravyvje 40 OHaKO KaKo je TO YMikeHO y [i1aToHoBOj= AKazeMuju
[53, cTp. 43].

MelhyTuM, y MOJlepHOj aKCMOMAaTHUIIX Koja II0TH4Ye off XUadepTa, akcCuoMa Cce BHIIle
He I10CMaTpa Kao HeCyMBUBa UCTHHA 10 KOje CTM)KeMO MHTYHUIIHjoM. [ToeHTa je 1a MU
He nU3y4yaBaMo 08jeKTe, Beh pesariyje usMel)y odjekara y KOjuMa ce BUIU caMa CYILITHHA
MaTeMaTHU4YKOrI KOHIIellTa. IIpeMa ToMe, reoMeTpHjCcKa aKCHOMaTH3alHja I1ogpasyMeBa
yKJIakhame SUJI0 KaKBe 3aBUCHOCTH Off 06jeKaTa peasIHOT CBeTa ca KOjMa je IIPBOSUTHO
MOIJIa SUTH I0Be3aHa. XHUIoepT je, aKo je BepoBaTH HerOBOM YUEeHUKY BJIymeHTaJIy@,
II0J1 yTUIlajeM allCTPaKTHOT II0IJIe/la Ha TeOMETPH]jCKe II0jMOBE U3jaBHUO JIa MaTeMaTHu4dap
MOpa yBeK SUTH Y CTay /ia YMeCTO Wauke, iipage u pagHu, TOBOPHU Cillo/108U, CIUOUUe U
Kpulne 3a uueo [9, cTp. 402-403].

Y TnatoH, IIAATwY (4. U 5. BEK ILH.e), TPUKK GUII030( U SeceHHK
48Ludwig Otto Blumenthal (1876-1944), HeMauyKu MaTeMaTH4ap
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HapaBHO, 0BaKaB alICTPaKTHU IIPUCTYII HUje YKIOHUO CJIMKe 13 TeOMeTPHjCKUX Kb U-
ra. AKo je KipbUra 106p0 HallrcaHa CJIMKe MOTy SUTHU HU30CTaBJ/beHe de3 T'yOUTKa JOCeI-
HOCTHU. OHe HUCY OJf CYLUTHHCKe Ba>KHOCTH, a ’bUXO0B IJIaBHU IIWJb je 1a HaM OJIaKIlajy
namheme, Ipaheme U pasyMeBame CI0KeHHUX [JoKasa. Ca [pyre cTpaHe, CJIMKe YBeK IIpe-
Te Jla HaC HaBeJy Ha IIOTpellaH IIyT HEKOPeKTHOM YIIOTPedOM IIPOCTOPHE UHTYHUIIH]e.
MopaMo S6UTH jaKO 06a3pUBHU 350T 0Be OIIaCHOCTH Koja je IIPpoy3poKoBajia MHOTE Ipellike
4aK U Y OJINYHUM pPafiloBUMa U3 akcruoMaTuke [40, cTp. 4].

YKOJIMKO U3BeJIeMO HeKy TeOpeMy Y HeKOj aKCMOMAaTCKOj TeEOPHjH, MU CMO TaKolje f10-
KasaJIi TeopeMe oJiroBapajyhe I104eTHO] y CBUM MO/ie/IMa Teopyje. Ha oBaj HAUMH aKCH-
OMAaTCKU MeTO/{ HaM /103B0JbaBa OIPOMHY YIIITely Ha floKasuMa. CBaka TeopeMa y TeOpH-
j¥ je TayHa y CBaKOM MOJieJly TeOpHje, ajlk TBpleme MoKe SUTU Ta4HO Y HEKOM MOJIEJLY,
a Jla Hyje y IUTawy TeopeMa. [locedHy ITaXKwy y KEbU3U 0dpaTuheMo Ha Mojiesie TeOpHje
IIITO OIIPaBZaBajy ciefehe ocodmHe aKkCHOMa Ha Koje ce 4ecTo GOKyCHpaMo.

3a aKkCMOMAaTCKy TEOPH]y Ka’KeMo /1a je HellpoiiuepeHHa YKOJIUKO Ce U3 e He MOXKe
HU3BECTH JIOTUYKA KOHTPAAUKIHja, OJHOCHO YKOJIHMKO He II0CTOjU HeKO TBpljeme 3a Koje
Cy ¥ OHO U KeT0OBa Heraliyja TeopeMe y Toj TeopHju. Hajyiakiiy HauMH [1a JOKaKeMo He-
IIPOTUBPEYHOCT TeOpHje je 1a 06e36eJUM0 HEKH HheH MoJiesl. 3a aKCHOMY Ka)keMo [1a je
He3aeucHa yKOJIUKO Ce He MOyKe J0Ka3aTH HU OIIOBPTHYTH U3 OCTaINX aKCHOMa TeopHje.
AKCHOMATCKa TeopHja je He3a8UCHAa YKOJIUKO je CBaKa O/f FhbeHUX aKCHoMa He3aBHCHa.
He3aBHUCHOCT akCHOMe YOSHYajeHOo Ce T0Ka3yje KOHCTPYKIIHjOM Mojiesia Y KojeM Bake
CBe aKCHOMe OCUM Te. YKOJIMKO Ce CBaKO TBpleme y TeOpUjHU WM FheroBa Herarjyja Mory
I0KasaTU Ka’KeMo [1a je TeopHja uoiltityHa. /lakiie, y IIOTIIYHOj TEOPUjU He II0CTOjU TBP-
heme Koje MOKeMO TOAaTH Ha CUCTEM aKCHOMa U TaKO IOSUTH HEIPOTHUBPEUHY TEOPH]Y.
YKOJIMKO Cy CBaKa /iBa MOjiesla aKCHOMaTCKe TeopHje U30Mop¢Ha (CYIITHHCKH, II0CTOjH
caMo jeflaH MoOJieJsI TeOpHje) KaXkeMo Jja je OHa KailtelopuvHa. KaTeropuyHa Teopuja je
05aBes3HO IIOTIIYHA, /I 06paT He Mopa Jia BaKH. Y HeKUM CUTyaljaMa KaTeTOPUYHOCT
HUje 3aXBaJIHA OCOSHHA jep Ce TeopHja He MOKe /Ta/be YOIIIITaBaTH.

2.2 AKcuoMe nMpojeKTHBHE paBHU

[IpojeKTUBHY IeOMeTpPHjy PaBHU 3aCHHUBAMO Ka0 aKCHOMAaTCKy TeOpHjy, Te Hajlpe
YBOJMMO OCHOBHe I10jMOBe. [lIocMaTpaMo /jBa OCHOBHA CKYIIa U BbUX 0deJiekaBaMo ca 7 U
P. EleMeHTe CKyIla 7 30BeMO iiauKe 1 0dejie;kaBaMO BeJIMKUM JIATUHUYHUM CJIOBHMa:
A,B,C,D,... 10K eJleMeHTe CKyIla P 30BeMO lipaege U 0dejie;KaBaM0o MaJIuM JIATUHUYHUM
CJI0BUMaA: a, b, c,d, ... FIsMel)y 0BUX CKyII0Ba YBOJUMO OCHOBHY pesarikjy Z C 7 x P KOjy
30BEMO peaauuja uHuugeHuuje.

Peuenuna , Tauka A je UHUUgeHIUHA ca Upagom p“ UMa CUMOOJIUYKU 3alIUC AZp WIHA
(A,p) € Z, a ekBUBaJIeHTHO MO>XeMO pehu ,JIpasa p je UHUugeHHa ca aiKkom A“ Uin
3arumcaTy pZA. YecTo ce I10 y30py Ha MHTYUTHUBHY paBaH, YKOJIUKO He II0CTOjU MOryhHOCT
3adyHe, KOPUCTU UHTYUTUBHU HAaUMWH H3pakaBama. Ha IpumMep, IpeTXofHe pedyeHuUIle
MO>KeMO HCKasaTu ca ,,Jauka A sexcu Ha tpagoj p“ unu ,Tauka A tputiaga upasoj p“, y
03HAaI A € p, OIHOCHO ca ,,[Ipasa p tipoaasu Kpo3s inauxky A“ uinu ,,JIpasa p cagpacu inavxky
A% yosHai p > A.

VKOJIMKO TauKa A HUje UHITU/IeHTHA ca IIpaBOM p, MOKeMOo mucaTtu AZp uiu (A,p) ¢ Z.
Ta Heramyja ce MHTYUTUBHO MOKe MCKas3aTH ydalluBamkeM peulle ,He“ Ha ofrosapajyhe
MecTo (He s1edcu, He tiputiaga, He Upoaasu Kpo3, He cagpicu), OFHOCHO 3allucaTu A ¢ p.

U3 mostasHUX I10jMOBa JAebUHUIMjaMa MOXKeMO TOSUTH HOBe HM3BefleHe I10jMOBe. AKO
II0CTOjU 3ajeJHUYKA IIpaBa Cca KOjOM Cy UHIIUJeHTHe HeKe TauKe, OHJla 3a Te Ta4ykKe Ka-
JKeMO Jia CY KOAUuHeapHe. AKO II0CTOjH 3ajeJHUYKA Ta4yKa ca KOjoM CY MHIIU/IeHTHe HeKe
IIpaBe, OHJ|A 3a Te IIpaBe KakKeMO /la CY KOHKypeHiliHe. UeCcTo HaIlalllaBaMO Ty 3ajef-
HUYKY TaUKy WJIU IIPEKO e IIpaBLaMo KOHKYPEeHTHOCT IIpaBUX, Te KaXKeMo Jia Cy IIpaBe
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2.2. AKCnoMe MpojeKTUBHE paBHU

KOHKYpeHIUllHe y TOj 3ajeJHUUKO] TaUKH.

3aKOHUTOCTH Koje Bake M3Mel)y 0OCHOBHUX I10jMOBa y TeOMeTpPUjU OIIUCYjy Ce aKCHO-
MaMa. YooHhuajeHo je /1a ce HajIIpe II0CTaBe aKCUOMe MHITHeHITY]je (aKCHOMe Bese) Koje
OIIKCYjy OCHOBHE OCOSHHE peJialiyje HHITUeHIIY]je. Y CBaK0j TeOMeTPHjH je TaKohe yoou-
4ajeHo Jja ce HajIIpe II0CTaBU ciefieha akcroma.

Axcuoma 2.1. Iociioju jeguHctugeHa Upasa Koja je UHUUGEeHIHA ca gee pa3uvuine mayke.

OBa akcroMa 3aIIpaBo je 0djeubere IIpBe IBe XuidepToBe akcruoMe. [IpBe, Koja Ka-
Ke J1a TI0CTOjU IIpaBa Koja IIpoJiasy Kpo3 /iBe pasjIMuuTe Tauyke, U Apyre, 10 K0joj He II0-
CTOJU BHUILIE OF] jeflHe TaKBe IIpaBe. 3a pasjM4yuTe Tauke A U B, jeIUHCTBEHY IIpaBy U3
Axcuome KOja UX CaJIp>Ky 30BEMO CUOjHUYa mauaka A i B u odesexaBamo ca AVB.
Taxo fodujamo olltepauujy ciajarba Koja [BeMa pasJUUYUTUM TauyKaMa [[0/le/byje OJro-
Bapajyhy nmpasy, B5UXOBY CIIOjHUILY.

HemocpepHa mocieguna AKCHoMe [1] je ma mpaBy ofpel)yjy 6HUJI0 Koje Be HbeHe Tau-
Ke, OZHOCHO ako cy C u D pasjIuuuTe Tauke IIpaBe AVB, Taga cy A 4 B Tauke I1paBe CVD.
Takohe Ba’ku [1a ABe pasjMyUTe IIpaBe He MOTy MMAaTH BHUIIIe Of je[{He 3ajefJHHUYKe Tad-
Ke, OJHOCHO Ca [IBe pas/IM4yuTe IIpaBe MO>Ke SUTHU MHITUEHTHA HajBUIIlE jefHa TaykKa.
JlomaTHO MO>KeMO pehH /1a Cy CBaKe JiBe TauKe KOJIMHeapHe.

VIeuaT/bHBa OJJIMKA IIPOjeKTUBHE TeOMETPUje je CUMeTpHja y yJIoraMa Koje Urpajy
Tauke U IIpaBe y AeduHUIIUjaMa U TeopeMaMa. OBJle 0 U3parkaja /0jIa3u allCTPaKTHU
Iorief, Ha aKCHOMAaTCKy reOMeTPH]y, Te 0BOj CUMETPHjU MOXKeMO IIPUCTYIIUTH KPO3 je-
3UK. CBaKo TBpljeme y IIp0jeKTUBHO] paBHU (K CKa3 KOjU YKJ/byUyje TauKe, IIpaBe U UHIU-
IeHIUjy usMel)y ’UX) MoXKe ce MOZUGUKOBATHU TAKO IIITO PeUM TauyKa U IIpaBa 3aMeHe
MecCTa, IIpA YeMy Ce eBeHTyaJIHO U3BpIIle II0TpedHe rpaMaTUUKe KOpeKIyje.

Ayaano imepherwe HeKOM TBphiewy je TBphjere Koje ce 108Uja 3aMeHOM peyH TauKa
U IIpaBa y II04eTHOM TBphemwy. [IpelrisHuje peueHo, pey ,TauKa“ Mema ce peyjy ,IipaBa‘,
a ped ,IIpaBa“ Mema Ce peyjy ,Tayka“. Ba’)KHO je HAIIOMEHYTH [la YKOJIUKO TBpheme ca-
IOPoKU o/laTHe TeEpMUHe MOpaMO U3BPIIUTH U JolaTHe IIPOMeHe Y CKJIaAy ca BUXOBUM
nepuHuIjaMa. Ha mpumep, 3a fodHjamse AyaTHor TBplerma MOpaMo y II0YeTHOM TBplje-
By y3ajaMHO 3aMEHUTH peuH ,JIeKd Ha“ ca ,IIpoJiasy Kpos“, ,IIpuiaza“ ca ,cagpxxu®, a
»KOJIMHeapHOo“ ca ,KOHKYpPeHTHO“. CuMeTpuja usMely ckymosa 7 U P K0jy CMO HajaBHJIU
BU/IY Ce KPO3 TaKO3BaHU [IpUHITUII AYaTHOCTH.

Tepheme 2.1 (IIpMHIMI AYaJIHOCTH). AKO je HEeKO tigpherse teopema, OHga je remy gy-
a/1Ho tuepherse twaxkohe itieopema.

[TpUHIIUII AyaJTHOCTH je MeTaTeopeMa jep je 3aIpaBo IIpe TeopeMa 0 MaTeMaTUIU He-
TOJIM TeopeMa YHyTap caMe MaTeMaTHKe. [[pyruM peunma, [IpHHITUII 1yaTHOCTH je Teo-
peMa o TeopeMama. /lokas 0Be BeoMa jaKe TeOpeMe BPIIIU Ce IIPOBEPOM JyaJTHUX TBphema
3a CBe aKCHOMe Y TeOpHjH, KOje CBaKaK0 Bayke YKOJIUKO je IIpHHIINII yaTHOCTH Ha CHa3H.
AKo je HEKO TBphjere TeopeMa, TO 3a Hera II0CTOjU J0Ka3 U3BeJleH U3 aKCUoMa. YKOJIUKO
UMTaB JI0Ka3 IIpeBeleMO yaIHo, JOSHjaMOo J0Ka3 AyaTHOT TBpljema pacIiucaH IIpeKo Iy-
aJja akCuoMa, Koje ce fasbe pacIIrcyjy IIpeKo caMUX aKCHoMa, OJlaKJie CJIe U [ia je AyaHO
TBpljeme TeopeMa.

[IpeTxogHa AUCKYCHja TOBOPU a [IpUHITUII AyaJITHOCTH BaXKH aKO U CaMO aKo je ryast
CBaKe akcuoMe BayuujaH. Kako >xesmmo fa IIpyuHIMI [yaJTHOCTH CTaJTHO UMaMo Ha pac-
IoJ1aramy, IomiefajMo Kako IJ1acu gyajt AKCI/IOMELI@ U YBeIMO r'a Kao HOBY aKCHOMY.

Axcuoma 2.2. ITocitioju jeguHCl8eHA A4Ka Koja je UHUUGeHIIHA ca gee pasauvuile upase.

ITogceTMO Ce ariCoOJIyTHE TeOMeTpHje paBHY, Y K0jOj Ce YBOAH I10jaM ITapaJIeTHOCTH,
IJle Kpo3 TauKy BaH IIpaBe IIOCTOjU IIpaBa Koja He ceue IIOUYETHY IIpaBy. Y eyKIHU/ICKO]
PaBHU II0CTOjH TAYHO je/IHa TaKBa IIpaBa (HﬂejQ)epOBa@ aKCHOMa), 0K Y XUIIePSOJIUUKO]

“Tohn Playfair (1748-1819), IIKOTCKY HayYHUK U MaTeMaTH4ap
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lnaBa 2. lNpojekTnBHa paBaH

paBHU UMaMo &ap [IBe TaKBe IIpaBe (aKcruoMa JIoSaquCKor@). MehyTuM, y IIp0jeKTUBHO]
PaBHU TakKBe IIpaBe He II0CTOje, jep AKCroMa 2.2 KajKe J1a Ce CBaKe /[Be pas/IMyuUTe IIpaBe
CeKy, IIITO yjeJHO 3Ha4YH U /la HeMa ItapaJleIHUX IIpaBUX.

HarmomeHMMO fja ce AKcrioMa 2.2 MOyKe 0CJIadUTH TaKo Jja rapaHTyje caMOo er3UCTeHITU-
jY 3ajeIHMYKe TayKe jep jeIUHCTBEHOCT OH/Ia CJIe/IX 13 paHUje IIOMeHyTe 0COSHUHe AKCH-
oMe 2.1 MeljyTrmM, KaKo >KeJIMMO yIleyaT/bUB IT0IJIe]; Ha [IpUHITUII yaTHOCTH O/ITYYHIN
CMO JJa Ka0 aKCUOMY UIIaK 3aJp>KUMO JTUPEKTaH Ayasl AKCoOMe

3a pasjnyuTe IIpaBe p U ¢, jefUHCTBEHY TauyKy U3 AKcHoMe 2.2 KOoja UM IIpuIIaja 30-
BEMO ceyuwine iipagux (IpeceuHa Tadyka) p 4 q U odesieyxaBaMo ca pAq. Tako godujaMo
oulepauujy ceuera Koja IBeMa PasIMUUTUM IIpaBaMa JofieJbyje OAroBapajyhy Tadky,
HBUXO0BO cenuinTe. [[ppMeTUMO [1a Cy ClIajalbe U Ceuerhe [yaHe ollepaliyje, OGHOCHO Ja
Cy CIIOjHHUIIA U CEITUIIITe TyaJIHU II0jMOBHU.

Kaxko 11pasHu CKyIIOBH, 7 = P = 7 = () OUUIVIEHO UCIIYH-aBajy 06e aKCHOMe, II0TPpes-
Ha HaM je aKkCHoMa Koja rapaHTyje ersucTeHIINjy OCHOBHUX 08jeKaTa OJf KOjUX MOKEMO
II0YeTH II0CTEIIEeHO /1a TPaMO TeOPH]y.

Axcuoma 2.3. I[locilioje uettiupu tmauxke mely Kojuma Hema WpU KOAUHEapHe.

AxcuoMa @ CJIY>KH [ja Iope] Beh HaBeleHUX IIpasHUX CKYII0Ba eJIMMUHUIIIE jOIII He-
Ke HeMHTepecaHTHe CIydajeBe. YKOJIMKO Ba)Ku AKCHOMa d u AxcuoMa , alu He U
Axcroma é, Ka’KeMO Jia je y IUTaky geleHepucaHa upojeKiitueHa paeaH, a jeTHo-
CTaBHOM IIpeTparom I1o Moryhum cjydajeBUMa, UCII0CTaB/ba Ce /1a rpaZie IBe CYIITUHCKHU
pasiuuuTe paMuIyje.

IIpumep 2.1. [IpBa paMuiIvja fereHeprCaHUX paBHU IIpe/icTaBJ/ba Ce TaUKoM T Koja HUje
UHITMIeHTHA ca IIpaBOM p, TaKO Jja IIOCTOjU IIPOM3BOJbaH (He HY»KHO KOHa4yaH) CKYII A U
KoJIMHeapHe Tauke T, 3a @ € A HHIIUJIEHTHE Ca p, Kao U IIpaBe Koje Cy CII0jHUIle TauKe T
ca CBaKOM of Tauaka T,. CTporo ¢opmMasHO 0By paMUIHjy MOKEMO 3aIlHCaTH ca

T=A{Ttu U {Ta}, P=A{p}u U {pat, I= U {(T.Pa); (Ta; Pa): (Ta; D) }-

ach ach ach

[IppMeTHMO [1a je SPOj TayaKa paBHU U3 0Be paMUIMje jeHAK dPOjy IIPAaBUX, Te je 0]
IyajlHa paBaH KUCTOT TUIIA.

Apyra paMuiIvja AereHeprcaHUX pPaBHU IIpefCcTaB/ba Ce Ca /JABa IIPOU3BOJbHA CKYIIa
HHJIeKca A 1 X, TaKO Jia Cy cBe TaukKe Ty 32 @ € A KOJIMHeapHe, a CBe IIpaBe pg 3a pelk
KOHKYpeHTHe. PopMaIHO MO’KeMO 3aIIUCaTH

T=U{T}, P=U{ps} Z=J{(Ta.p)}U|J{(T.pp)}, 3aHEKOT € T,p € P.

ach pex ach BeX

SHukosait HBaHOBHY JlodaueBckuii (1792-1856), pycKH MaTeMaTHYap
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2.3. NHTynTnBHa nNpojeKTBHa paBaH

ITocedHo, y ciay4ajy A = () # £ ©“MaMO caMo je[lHy IIpaBy, ogHocHO P = {p},T7 =Z =,
IOK y ciay4dajy A # () = £ mMamo caMmo jegHy tauky 7 = {T},P = Z = 0, Te Beh BuhjeHo
T=P=Z=03aA=L=0. A

IIpojexiuuena paean je mopesn cucrema (7,P,7Z) KOjU UCIIyHhaBa AKCHOMe El],
U @?CI/ICTGM Tayaka UM IIpaBHUX Ca peJalidjoM HHITUeHIIHje KOjU UCIIykhaBa HaBe/leHe
aKCHOME je IIpOjeKTHUBHA paBaH, a KaK0 CMO YKJ/bYUHUIU AKCoMY 2.3 Mo>KeMo pehu fia je
OHa HeJlereHepucaHa. Pa3aMOTpUMO KaKaB yTHUIla] Ha IIpuHIUII yaJITHOCTH UMa YBOLeme
HOBe akcuoMme. Kako cy Akcroma 2.1 1 AKkcroma @ jelHa Ipyroj AyasiHe ocTaje IIpoBepa
Ila JIU Ba>KU iyasl AKCHoMe @, OJHOCHO [1a JIU II0CTOje YeTHUPH IIpaBe Meljy KojuMa HeMa
TPU KOHKYpPEHTHE.

Kako 1rmo AkcuomMu @ ocroje Tauke A, B, C, D Mel)y KojuMa HeMa TpU KOJIMHeapHe, OHe
Cy cBe pasiauuyure. [Io AkcuoMu El] ocToje 1pase AVB, BVC, CvD, DVA, a UCIOCTaBJba Ce
Ila OHe UCIIyHhaBajy TpakeHe ycioBe. IIpeTiocTaBUMO CYyIIPOTHO, ia Mel)y lbMa I10CTOoje
TPU KOHKYpPeHTHe, Te HeKa Cy, He yMawyjyhu onrroct, AVB, BVC u CVD UHITUJeHTHe ca
HEeKOM TauKoM S. AKo je S = B, 360r SZ(CvD) umaMo KoyimHeapHe B, C, D. IHaue je S # B,
ofakie U3 SZ(AVB) u SZ(BVC) nodujamo AVB = SVB = BVC, Te cy KoJuHeapHe A, B, C.
OBOM KOHTPaAMKIIMjOM II0Ka3aJIHd CMO /ia aKo je (7,P,Z) IpojeKTUBHA paBaH, OH/A je TO
u (P, T,I), To foKasyje [IpUHITUII yaTHOCTH.

Teopema 2.2. V lipojekiiu8HoOj pasHu 8axcu IIpuHyui gyaaHocuu.

[IpUHIUII yaITHOCTH je BeOMa KOPHUCTaH, MOXKeMO ra MeXaHUUYKHU IIPUMEHUTH Ha CBa-
KO TBphjere y TeOpUjU U TAKO JOSUTH HOBe pesysTaTe. Hekas je pesysiTaT eKBUBaJeHTaH
II0YETHOj TeOPeMH, HeKa/l beHOM 06parTy, ajlk YeCTo je y IUTakky HOB pPes3yJITat, TaKo Ja
y IPUHIUITY MO’KeMO CMaTpaTH /ia Cce Ha 0Baj HAYUH 6poj TeopeMa yaBocTpyuyje. Kox
yBohjelha HOBUX aKCHMOMa YBeK MMaMo y BUAy IIpuHnun ayanHocty (TBpheme R2.1), Te
heMo 3a cBaKy HOBY aKCOMY UCIINTUBAaTHU HeH Ayall.

Otkpuhe [IpuHITHIIA [yaJTHOCTH Be3yje ce 3a ABajieceTe roguHe 19. BeKa U 1Ba UMEHaA.
[IpHUHITUII AYaJIHOCTHU IIPBU je eKCIUIUIIUTHO IIocTaBuO JKeproH y [34] Koju je yjegHO U
yBeo TEPMUH IyaJIHOCT Zja dU 03HAaYMO Be3y W3Mel)y OpUTHHAaIHe U K0j [yaIHe Teope-
Me. Ca gpyre cTpaHe, [IoHCeJIe je HEIITO paHUje YBUAEO AyaTHOCT Y Be3H I10J1a U I10JIa-
pe r3ydaBajyhu KOHHUKe, 0 UeMy je mucao y [64], a oHga dopmyancao ONIITHjJU METOZ, Y
[65]. IsMel)y ®UX ABOjHUIle YCIeAMO je Iy ¥ HellpHjaTaH CIIOpP 110 IIUTaly IIPUOPUTETA
Ha oTKpuhe IIpuHIIMNIIA AyaJTHOCTH. Ca CTAHOBHUIITA MOJepHe aKCHOMaTHUKe [IpHHITUI
IyaJTHOCTH je IIPUJINYHO OYHUIJIeHA CTBAp, ald JIOK je IIPOjeKTUBHA reoMeTpHja SuUja
y II0BOjy HUje SHUJI0 KOpeKTHe GpopMasiHe TeopHje, Te je Taza AyaTHOCT dUJIa JaleKo Of,
OYUIJIEJHOT.

2.3 HNHTYMTHBHA ODPOjeKTUBHA paBaH

EyK/IUICKU IIPOCTOP, KOjU II03HAjeMO U3 eJleMeHTapHe reoMeTpHje, 0djefUumbyje Ka-
KO OUUIJIe/IHe, TAKO U OHe HeOUUIJIe[[He reOMeTPHjCKe 0COSMHE 0djeKaTa KOjU II0CTOoje
y CTBapHOM CBeTy OKO Hac. EyKiiH/icKka paBaH Tako IIpe/icTaB/ba paBaH JBOJAUMEH3NUOHU
IIPOCTOP KOjH Jlaje CI0’KeH U IIPUJINYHO /06ap OIIMC CTBAPHOT CBeTa 3aCHOBAaH Ha Ha-
IIIeM reOMeTPHjCKOM Ola’kKamwy U UCKYCTBY. MeljyTuM, I10CTOjarbe Iapaje/lHUX IIpaBUX
oIroBpraBa AKCHOMY , TaKO Jla eYKJIM/CKa paBaH CBAKaKo HUje IIPOjeKTUBHA paBaH.

Eykanzicka paBaH yK/bydyje IIPUIXNYAH 6P0j CTBAPU KOje MO>KeMO /1a MepPHUMO, IOy T
pacrojama, yIjioBa U IIOBpIINHA. AKO Ce OIpeKHeMO Te MeTPUUKe CTPYKTYpe U 3aJpKU-
MO CaMO KOHIIEIIT MHIIHU/IeHIHje, 0CTaje HaM Jlella U HeTpUBUja/IHa TeoMeTpHja apuHe
paBHU. Heka je E = (Tg, Pg, Zr) €yKIUACKA aprHA paBaH, I7e cy T Tauke, Py IIpaBe, a Zx
HeHa peJsiallyja HHIUeHIY]e.
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lnaBa 2. lNpojekTnBHa paBaH

Peasinsaniyja ImpojeKTUBHE paBHU BPIIU Ce KP03 MOJeJ KOjU UCIIyKkhaBa yYBeJeHe aK-
CHOMe HMHITUZeHIIje. Kako 0CHOBHU IIP0&JIeM eYKIUZCKEe PaBHU JIeKU ¥ AKCHOMU ,
IIOTPESHO je U3SMUCIUTH HeKe flofjaTHe TauykKe y Kojuma he ce cehu nmapasiesnHe mpase. To
MO>KeMO OCTBapUTH TaKoO IIITO 3a Ta4YKe HOBe PaBHU IIPOIVIACKHMO IIpaMeHOBe IIPaBUX Y
paBHU E. llako Ha IIpBU II0IJIe[, 0Ba KOHCTPYKIIHja Aejlyje IIPUINYHO allCTPaKTHO, IIpa-
MeH KOHKYPeHTHHUX IIpaBUX KOje ce CeKy y HeKOj TauKU U3 T IIPUPOJHO Ce MOKe ITOU-
CTOBETUTH Ca TOM TAa4KOM. YV eyKJIHUJCKOj paBHU IIpaMeHOBH IIpaBUX Ce jaBJbajy y [Ba
08JIMKa, a 0CUM IIpaMeHOBa KOHKYPEeHTHUX IIpaBUX II0CTOje ¥ IIpaMeHOBH ITapaJleTHUX
IIpaBUX, IIITO je oaTaK KOjHu 0)KMUBJ/baBa AKCcoMY 2.2,

Jlakiie, TauKe HOBe paBHU Cy IIpaMeHOBH IIpaBUX y E, IIpaBe CMO 3ap>Kajly, JOK HO-
BY peJialiijy MHIIUeHIIYje YBOAUMO Ha IIPUPOAaH HauuH. HeKHu IIpaMeH IIpaBHUX, Kao
TaykKa HOBe paBHU, d1he MHIIW/IEHTAH Ca IIPaBOM YKOJIMKO je CaZp>KH, OHOCHO aKo je Ta
IIpaBa je[fHa of] [IpaBUX U3 [I0UeTHOI IIpaMeHa. CBaKoj IIpaB0j Y 0BOj KOHCTPYKIIUjU IIpU-
IPYy’KyjeMo [ofaTHYy TadyKy Koja IIpe/icTaB/ba [IpaMeH IIpaBUX I1apajle/THUX ca BoM. Tako
Cy ITapaJiejiHe IIpaBe MHIJU/IEHTHe ca TAKBOM 3ajeJHHYKOM Ta4yKOM 3a KOjy Ka>keMo Jia
je deckoHauHa Mmauka (beCKOHaA4YHO gaaeka mauka [55], deckpajHo ganeka mauka
[66], HeusmepHoO ganeka Wauka [59], ugeaana mauka, Helipaea mauka [60]).

CBaka IIpaBa p € Pg, OCUM peryJlapHHUX TadyakKa Koje joj IIpUIIaziajy, Cagp KU U SecKo-
HaYHY Ta4YKYy ooy, [71€ je [p] Klaca eKBUBaJIEHITHje CBUX ITPAaBUX ITapasIeJIHUX ca p. lofaT-
HO YBOJIMO 6eCKOHAaU4HYy fipaey Koja CaJip KU CBe SeCKOHauHe TaykKe, a KOjy yoduuajeHo
odesre;kaBaMo Ca Us,. OBaKo ieprHMCaHe OCHOBHE CKYIIOBe U peJialiyje MokeMo GpopMa-
JIN30BaTH Ca

Too=TeU |J {oop} Poo =PeU{Us}, oo =TeU | {(o0p), D), (00)p]: Usc)}-
pEP]E pGPE

Jla Ji 0BaKO KOHCTPYHCAH HHTYUTHUBHH Mojiesl EP? = (7., Puo, Zo,) 3aHCTa UCITYEHABA CBE
aKCHOMe IIPOjeKTUBHEe paBHU?

Kaxko mocToje Ba THUIla Tayaka (06HUUHe U SeCKOHauHe), 3a pasjIMuUTe Tauke U3 AK-
cuoMme 2.1 TUCKYyTyjeMO TPH ciay4aja. AKO Cy 0de TauKe U3 Ty TO II0 €YKIUACKOj aKCHOMU
II0CTOjU jeIMHCTBEHA IIpaBa U3 Py Koja je ca BbUMa MHIIMeHTHA. Ta IIpaBa je 10 fedu-
HUIIUjU U IIpaBa U3 P, KOja UX Cafp>KH, JOK UX J0/JaTHA IIpaBa U,, He CaApPKy, jep je
HHITH/IEHTHA CaMO Ca §€CKOHAYHUM TaukaMa. AKO je jefiHa Tayka A € Tg, a ipyra ooy, 3a
HEKO p € Pg, T0 110 I111ejpepoB0Oj aKCMOMH II0CTOjU jeJUHCTBEHA eYK/IHU/CKa IIpaBa ¢ Kpo3
A Koja je mmapaJjiesiHa ca p, OfTHOCHO oop, = o[- KOHauHO, aKo Cy 06e TauKe SeCKOHAYHE,
jeAVHCTBeHa IIpaBa KPo3 BhUX je OUUIJIEJHO U, JOK CBe O0CTaJIe IIpaBe caJprKe CaMo jeJHY
S0eCKOHaYHYy TauyKy.

3a passiuuTe IIpaBe U3 AKCHOMe 2.2 TaKole UMaMo AUCKYCH]jY. AKO Cy 08e IIpaBe p U
q eyKJIHJICKe K Mel)yCOGHO I1apasiesiHe, (hbMa O/iroBapa jeJUHCTBEHA TaukKa oo = o0[q-
AKo cy 06e IIpaBe eyKJIMJCKe U HUCY I1apaJjlesiHe, OHJla UMajy 060UYaH eyKINUICKU IIpeceK
U TO je jeJMHCTBEHA Tauka. IIpecek IIpase U., ¥ eYKJIHJCKe IIpaBe p je jeAUHCTBeHa TauKa
[p]-
3a ucnymeme AKCHOMe @ IIOBOJBHO je jeJHOCTaBHO M3adpaTH YeTUPHU TeMeHa IIpo-
HU3BOJHHOT KBa/IpaTa, Te OHa OUUIJIeTHO BayKU. VICIIUTaIM CMO CBe TPU aKCHOMe ¥ CAMUM
THM II0Ka3aJI¥ [la je MHTYUTHBHA IIP0jeKTUBHA paBaH EP? = (7., Pso, T ) 3aHCTA IIPOjEK-
THBHA paBaH.

Teopema 2.3. HuityuiniueHu moges EP? jecilie ipojeKiliusHA pasaH.

AxcuoMe @ U @ 4rHe MUHUMAaJIHU CKYII aKCHOMa IIpOjeKTUBHE PaBHU, a KaCHU-
je yBOA¥IMO pyTe aKCHOMe KOje IIPOjeKTUBHY paBaH SJIM)Ke I10Be3yjy ca lbeHUM reoMe-
TPHjCKUM ITOPEKJIOM. Y aHAJIM3H MHTYUTHBHOT MoJieJia EP? HUCY HaM GHJIe IIOTPeSHe CBe
aKCHUOMe eyKJIMJICKe TeOMeTpHje, Beh caMo akcruoMe UHIUIeHIHje v akeTy ca [liejde-
POBOM aKCHOMOM jep CMO eYKJIH/ICKY paBaH IIocMaTpau Kao apuHy paBaH. [IppuMeTrMoO
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2.4, AHanUTNYKa NpojeKTMBHa paBaH

[la je eyKJIHUCKa reoOMeTpHja paBHU CaMo jeflaH II0/ICKYII IIPOjeKTUBHE TeOMeTpHje paB-
HH. UHTYyUTHBHU Mogies EP? HaM 3aTo oMoryhaBa /ia 3alaTKe U3 eyKJIM/ICKe PaBHH IIpe-
dalMo y IIPOjeKTUBHY paBaH, TaMO UX PeIlnuMo, Te Ha Kpajy 3aK/byuyKe BpaTUMO Hasa/l
Y eYKJIM/ICKY paBaH, IIITO je IIpolieAypa Kojy 06UIaTo KOPUCTUMO Y 3aJaliumMa.

HcTopHjcky, KOHITeNT 6eCKOHAaYHe TadyKe II0THUYe ca moyeTka 17. Beka. IIpBo ce 1moja-
BUO Ko Kerutepa [45, cTp. 93] xoju 1604. moMube fja mapadosia uMa JIBe KIKe 0] KOjUX
je jemHa 6eCKOHAYHO JjajieKa, a Hajlasy ce y IIpeceKy IpaBUX IlapaseIHUX ocH. Ca fapyre
cTpaHe, [lesapr [22] je 1639. y cBOM fejty IT1cao Kako I1apaJiesiHe IIpaBe UMajy 3aje JHUUKHU
3aBpllIeTaK Ha 6eCKOHAYHO] YAa/beHOCTH.

2.4 AHa/MTHYKa IPOjeKTHBHA paBaH

Haxko ce deckoHauHa IIpaBa UHTYUTHBHE IIPOjeKTUBHE paBHU (IIPOILIHUpPeHe eyKJIN/-
cke paBHH) EP? jaB/ba Ha clieriudHUyaH HaUKH, BeHa YHYTPallliha IIPHPOJia He PasIuKyje
ce OJf OHe K0jy UMajy ocTaJle IipaBe. KOHCTpyKIlHja Te IIpOojeKTUBHE PaBHU Ha JIpyrauyuju
HauyMH I10Kas3yje /ia ce IIpaBe reOMeTPHUjCKHU He pasynKyjy. OCHOBHA Hjieja KOHCTPYKITHje
je ma ImocmMaTrpaMo TPOJUMEH3HMOHU BEKTOPCKH IIPOCTOP, Te a TauKe IIPOjeKTUBHE paB-
HU SyZy IIpaBe Koje IIpoJsiase Kpo3 KOOPAWHATHU II0YeTaK, a Jia IIpaBe dyAy paBHU Koje
IIpoJiase Kpo3 KOOPAMHATHU IT0UeTakK. HajBa’KHUjU ciIydaj TUYe ce BEKTOPCKOT IIpoCTopa
Ha/Jl [I0/beM peasIHUX SpojeBa, ajli KaKo KOHCTPYKIIHja IIpoJiasy 3a IIPOU3BOJBLHO I10JbE,
Iop>kaheMo ce yOIIIITeHe IIpHUYe.

Heka je F IIpou3BoJbHO IoJbe. [TocMaTpajmMo F3, ckyI cBUX ypel)eHUX TPOjKH ereMe-
Harta U3 F, Koju UMa CTPYKTypy TPOLUMEH3HMOHOT BEKTOPCKOI IIpocTopa Haz IF. 3a IIpou-
3BOJbHO HEHyJIa X € [F3, mpaBy Kpo3 KOOPAMHATHH ITOYeTaK Koja CaZp>KH X OITHCYje CKYII
{Ax : A € F}, ITO je BEKTOPCKU IOTIPOCTOP of F3 nuMeHsuje jemaH. CaCBUM CIIUYHO,
3a JIMHeapHO He3aBHCHE X U Yy u3 F3, paBaH Kpo3 KOOPAWHATHU IIOUETaK KOja UX Caap-
KU OITHCYje CKYIT {AX + uy : A, u € F}, a OH je BEKTOPCKH IIOTIIPOCTOP o F3 mumeHsHje
nBa. OBaj ABOJUMEH3HUOHHU IIOTIIPOCTOP CaAP KU je JHOTUMEH3HUOHE IIOTIIPOCTOPE 08JIU-
Ka Span{Ax+ uy}, rae cy A ¥ u QUKCUpaHU CKaapy, IIpU YeMy PasJIuduT U3dop A U U KOjU
Cy Y UCTOM OJHOCY oApel)yjy HCTU IIOTIIPOCTOP.

Ctporo ¢popMaIHO OCHOBHE eJIeMeHTe IIpOjeKTUBHE paBHU HaJl I10JbeM F MOKeMo Jie-
buHMCaTHU Ha CIelehy HaUWH:

Tr IpeJCTaB/ba jeJHOAMMEH3HOHE IIOTIIPOCTOPe Off F3;
Pr IIPEICTaB/ba IBOAMMEH3HOHE IIOTIIPOCTOpE Of F3;
Wununennyja UZyV 3Hauu f1a je U € Ty IOTIIPOCTOP Of V € Pp.

KOHKpEeTHY KOOPJHHATHY pellpeseHTalIlHjy BEeKTOPCKUX IIOTIIpocTopa off F3 mosujaMo
Kao KJIacy ypel)eHHX TPOjKHM HeHyJia BeKTopa u3 F3 Koje ceueMo I10 peJialldju cpasMep-
HOCTH . Y IUTa®Wy je pesaliyja eKBUBAJIEHIHje , 3a KOjy BaXKU (X1,X2,X3) x (V1,V2,Y3)
aKo M caMO aKo IT0CTOjU HeHyJla cKasap A € F TtakaB fja jey; = Ax; 3ai € {1,2,3}. CKyn
CBUX KJlaca eKBUBaJIeHIIHje OBe peJialiyje 03Ha4YUMO ca

K =F\{0} / :IE‘3\{(0,0,0)}/F\{0}_

AKO je IIOTIIpocTOp of F3 [uMeHsHje jefiaH, OH je reHeprcaH HEKUM HeHyJIa BEKTOPOM
(X1, X2,X3). CKyII Tauaka je T = K, @ YKOJIUKO A € Tr “Ma BEeKTOP IIpeACTaBHUK (X1, X2, X3)
Ka)keMo Jla TauyKa A UMa XOMoOleHe KOOpguHaie (X1 : Xy : X3).

HoTpocTop of F3 quMeHsuje fABa je 08aHMKa {(X1, X2, X3) € F3 : uyXxq + UpXy + UsXs = 0}
3a HEKHW HeHyJ/Ia BeKTOp HopMasie (U, Uy, Us) € F3 Koju je jefHO3HAUYAH 0 Ha cpasMep-
HOCT. OBaKoO Ce yCIIOCTaBJ/ba dUjeKIhja u3sMel)y IBOAUMEH3IUOHUX U jeTHOTUMEH3UOHUX
BEKTOPCKHX ITOTIIPoCTOpa off F3, mrro Ham oMoryhasa fia ImpaBe Takohje BUIHUMO Kao CKYII
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Pr = K, a YKOJIUKO p € Pr UMa BEKTOp HOpMaJle (U, Uy, U3) KaKeMo Jja IIpaBa p uUMa Xo-
MoieHe KoopguHaiue [u; : Uy : Us)].

CkymoBe 7r = K 1 Pr = K Tpeda CXBaTUTHU Kao AUCjYHKTHe KOIIHje IIpocTopa K. 3a paj
Yy @aHAJIMTUYKOM MO/IeJly IIOTO/JHO je YBeCTH O3HaKe 3a BeKTOp IIPe/ICTaBHUK eJIeMeHTa U3
K, jep oH ofpelyyje ieroBe XoMoreHe KOOp/iHaTe. BeKTOP IIpe/[CTaBHUK TauKe UK IIpaBe
odesierxxaBaheMo cTpesnioM UsHa. KOHKpeTHO, X 03HauaBa HEKU BEKTOp IIpeJ[CTAaBHUK
Tauke X, 0K X 03HauaBa HEKH BEKTOP IIpe[CTABHUK ITpaBe X. Kako Tauke U [TpaBe UMajy
MHOI'0 BeKTOpa IIpe/icCTaBHUKA (CBU OHU Cy MeljyCOSHO cpa3MepHH), YKOJIUKO je SUTHO
KOjU CMO Off BbUX QUKCHUPAJIH, TO [I0CESHO HarlalraBamo. IIoBpaTrak ca BeKTopa Ha TauKy
WY TIPaBY MO>KeMO M3BeCTH KOpHCTehH yIacTe 3arpajie 3a KIacy eKBUBaJIeHIIH]e, Ha
mpuMep [X] = X, OIHOCHO [X] = X.

BekTope yjefHO cMaTpaMo U KOJIOHA MaTpHIlaMa, IIITO HaM oMoryhasa /1a HeKe U3pa-
3e WJIM CHUCTeMe jeJHauYMHa jeJHOCTaBHO 3allMIIIeMO Y MaTPUYHOM 0SJIUKY. [Ipu TOM Ha
pacriosaralby UMaMo CTaHapAHY BeKTOPCKY ajaredpy y TPOAUMEH3HMOHOM BEKTOPCKOM
IIPOCTOPY (CKaJIapHH, BEKTOPCKH U MEIIIOBUTH IIPOU3BOJ, U3 CeKIluje ).

[IpeocTaje UCIIUTATU peJsalivjy HHIUAEHIHje Zy. JeTHOGUMEeH3U0HU IIpocTop U € Tr
caJip>kKaH je y ZBOJHUMEH3HOHOM IIpocTopy V € Pr ako je U jefaH off mpasaria y V, 1ITo ce
fleliaBa Kajj je U HOpMaslaH Ha BeKTOp HopMavte of V. Tako je Tauka A = (X1 : Xz : X3) € Tr
MHITAIEHTHA Ca IIPaBOM P = [Uy : Uy : U] € Py U THAIIIEMO AZpp aKO ¥ CAMO aKo je A - P =0,
IIITO je eKBUBAJIEHTHO Ca UiX1 + UzXz + UsX3 = 0, ofHOCHO ca (p)TA = (A)"p = 0.

OBaKO CMO OITMCAJIH aHAJTUTUYKH MOJEJI IIPOjeKTHUBHEe paBHU FP? = (Tg, Pp, Ir), IIITO
I0KasyjeMo IIpOBepOM yBeJleHUX akcruoMa. Heka cy A = (a; : a : ag) U B = (by : by : b3)
pasIuyuTe TauKe U3 AKCHOMe @HpaBa p = [uj : Up : Uus) UHIUeHTHa jeucaAuca B
aKO M CAaMO aKO B&XKH A - P =0 M B - p = 0, IIITO MATPHYHO 3aIIHCYjeMO ca

a, da; das th 0
(b1 b b3> te )= (0) '
us
MatpHIia ca JieBe CTpaHe je paHra /iBa jep ce CacTOjH Off IMHeapHO He3aBUCHUX BeKTOpa
AuB KOjH Cy yIIMCaHU y BpcTe. CaMUM TUM, IIPOCTOP pelllekha MaTpUYHe XOMOTeHe jef-
Ha4yurHe je IIOTIIPOCTOP AUMeH3Hje je[laH, Te II0CTOjU jeAUHCTBEHA IIpaBa (U : Uy : Ug] ca
Tpa’keHUM 0COSHHaMa.

[IpoBepmyi CMO AKCHOMY @, a cacBUM CJIMYHO, U3 AyaJlHUX CUMeTpHja, IIpoBepa-
BaMo Akcuomy 2.2. KoHauHo, 3a AKCUOMY £.3 JOBOJBHO je IIPUMeTUTH Jja Meljy Taukama
(1:0:0),(0:1:0),(0:0:1)m (1:1:1)HeMa Tpu KOJIHHeapHe.

OBHMM CMO II0Ka3aJIy /ia CBaKo I10Jbe F reHepHIlle jejlaH aHaJITUTUYKU MO/IesI IIpOjeK-
THUBHe paBHU FP? = (Tg, Pr, Ir), IIITO HaM oMoryhaBa /ja II0Be)KeMO TeOMeTPH]y ca aJjire-
SpoM M Tako MHOIe pesyJTaTe LOSHjeMO JUPEKTHUM padyyHOM. HalloMeHHUMO [a IIpeT-

XOJIHH apTyMEHTH IIP0JIase M 3a IIPOM3BOJLHO TeJIo F, TaKo IITo ImocMaTpamo F3 kao mMo-
my1 Hap F U BeroBe IOMOIyJIe, IIITO pa3MaTpaMo KacHuje (Bumets Teopemy B.37).

Teopema 2.4. AHauiiuuku mogen FP? je tipojexiiueHa pagaH 3a ceaxo iiosve F.

[IpojeKTHBHA paBaH Haj, moJbeM F je aHaIMTHYKa [IPOjeKTUBHA paBaH FP?, ok ce y
smureparypu cpehe u o3Haka PG(2,F). IlpoBepa akcroMa 3a FP? Mo)ke ce KOHKPETH30Ba-
TH [0 Kpaja, 0fHOCHO MO>KeMO IIPeIl3HO U3Pa3UTHU /IBe OCHOBHE OIlepalilije reHeprcaHe
aKcroMaMa, ollepaliyjy cliajama \/ U OIeparujy ceuerma A.

Heka cy A = (a1 : ay : az) ©u B = (by : by : b3) pasnuunTe Tauke y FP2. Kako cy Tauke
A ¥ B MHIIU/IeHTHE ca [IPaBOM p = AVB, TO je P HOpMaJIHO U Ha Au Ha | B, Te ¥Ma IIpa-
Bal] (bUXOBOT BEKTOPCKOT IIPOU3BOJA, IIITO HAC AOBOAU 10 dpopmysie AVB x A x B, TOK
KOHKpeTaH pauyH Jiaje

p-| |

a, das
b, b3

a, as
b1 b3

a; a
b1 by
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2.4, AHanUTNYKa NpojeKTMBHa paBaH

HapaBHO, KaKoO Cy Tauke A 1 B pa3jIMYUTe TO Cy BEKTOPU AuB JIMHEeapHO He3aBUCHH, Te
IbUX0B BEKTOPCKH IIPOU3BO/ HUje HyJla BEKTOP ¥ CAaMUM THM He II0CTOjHU MOTYhHOCT fa
nodujeMo Heroctojehy mpaBy [0 : 0 : 0].

CacBUM CJINYHO, HEKA CYy p = [Py : P2 : P3s] M q = [q1 : G : 3] Pa3IHUIUTe npase y FP2.
Kaxko Cy ITpaBse p ¥ q MHIU/ICHTHE Ca TaUKOM A = pAg, TO je A HOPpMaJIHO M Ha P U HA (,

Te je pAd P x (, JOK KOHKpeTaH pauyH fiaje
P2 P3|._|P1 P3|, |P1 P2>'

=
q qs 91 93| |91 92

[Tokasajk CMO [Ia Ce U CIIajalbe U CeUele peayn3yjy Kao BEKTOPCKHU IIPOU3BOJ, IIITO je
pe3yJITaT Koju uecTO KOPUCTHUMO Y pauyHy U 3aIlHCYjeMo ra ¥ BUAY ciiefiehe jseMe.

JIema 2.5. 3a pasauquitie tnauke A u By FP? eascu AVB o A x B. 3a pasauvuitie ipase p u
qy FP? gaxcu pAq < P x (.

3amMeHOM [F HEKMM KOHKPETHHUM II0/beM I06HjaMO pasHe aHaJIUTHUKe IIPOjeKTUBHE
paBuu FP?. 3a F M0O>KeMO y3eTH I10J/be C KOMIUIEKCHUX SpojeBa WK Q palliOHaJIHHUX Spo-
jeBa ¥ 1oSUTH ofiroBapajyhe npojektusHe pasHu CP? 1 QP?. HapaBHo, Hajuerrhe 3a F 110-
CTaB/baMoO I10/be R peasHUX dpojeBa, IITO HaC JOBOJU /10 peasiHe ipojeKiliueHe pasHuU
RP? = (Tg, Pr, Zr). YBOh€HeM KOOPAMHATHOT CUCTEMA, OJTHOCHO XOMOTeHHX KOOPIHUHATA,
80Jb€ MO’KEMO CXBAaTUTH paHUje YBeleHy MHTYUTUBHY IIPOjeKTUBHY paBaH EP? (momaBa-
e 6eCKOHAYHUX TauyaKa U SeCKOHauvHe IIpaBe Ha eYKJIMJCKY paBaH) Ha YUCT ajiredapCcKu
Ha4uH.

Eykimacka paBaH E ce moMohy KoOpAHMHATHe pellpeseHTalltje uaeHTHHKYje ca R2.
HamMe, cBakoj Tauku U3 E ce IpHAPYXKYyje (X1,Xz) € R?, IOK ce cBaKa IpaBa CacTOjH U3
Tayaka (Xq,X;) € R? Koje 3aZj0B0/baBajy jeJHAUHHY UiX{ + UsXy + Uz = 0. MelhyTum, Tpe-
THpame IIpaBe Kao jeJMHCTBEHOT 06jeKTa, a He Kao CKyIla Tayaka, JJOBOAHU Hac /10 leHe
pelipeseHTallMje IIpeKo mapaMerapa (Ui, Uy, us). Hamomenumo ga (0,0,1) oBre He mpe[-
cTaBJ/ba IIPaBY jep Taja HaBefeHa jefHauYnHa y1acu 1 = 0.

[TocMmarpajMo E Kao paBaH CMEIITEHY Y eyKIU/CKH IIpocTop R3. To Morke SUTH paBaH
IaTa jefHaAUYMHOM X3 = 1, Ile CBaKOj TaUKU eyKJIHNJCKe PaBHHU (X1, Xy) OAroBapa BEKTOP
(x1,X2,1). Heka je (X1, Xy, X3) BeKTOp u3 R3. AK0 My IIoc/Ie/ilba KOMIIOHEHTa HUje jelHaKa
HyJH (X3 # 0) MOXKeMO ra IIOMCTOBETUTH Ca jeJHOOUMEH3UOHUM IIOTIIPOCTOPOM KOjU
je ’bHMe pasallHyT, a OH ceue CMelITeHy eyKJIUCKY paBaH y (X1/X3,X2/X3,1), OGHOCHO Y
Ta4KH (X1/X3,X5/X3) € E.

I[IpeocTasy BEKTOPH Cy O8JIMKA (X1,X2,0) € R3. Ako moheMo oj Tauke (p1,p;) € Eu
IIpaTUMO IIpaBy ca npasiieM (ki, ky) ;odujaMo BeKTope 0dsuKa (p1 + tky,p2 + tky,1). OBU
BEKTOPH CpasMepHHU Cy BeKTOpUMa (p1/t+ K1, pa/t+ kp,1/t), Ipu yeMy KaJi t TeXKHU Ka +00
WU —oo, HAIll BEKTOP TeXXKU Ka (Kp, K, 0). CaMUM TUM, BEKTOPH 0&JIMKaA (X1, X2,0) OATO-
Bapajy 6eCKOHaYHUM TauKaMa, UIU KOHKpeTHH]e, (X1 : Xp : 0) je 6eCKOHayHa Tayka Koja
O/iTOBapa IIpaBoj YHjU je mpaBall (Xq, Xz).

JemHauwHa IpaBe y XOMOTeHUM KOOpAMHAaTaMa I10CTaje Ui X1 + Uy Xy + Usxs = 0. IIpecek
ca eyKJIM/ICKOM paBHHU X3 = 1 /1aje jeqHaUUHY IIpaBe y paBHU Ui X1 + U Xy + Us = 0. JequHU
THUII BEeKTOpa KOMe He 0/iroBapa IIpaBa je OHa ca u; = Uy = 0, us # 0, KaJ jeqHauMHa I10CjIe
IeJberba Ca Us IocTaje x3 = 0. V muTamy je mpaBa ca XOMOreHUM KoopauHaTtaMma [0 : 0 : 1]
KOja CaZip KU CBe SeCKOHAYHe TaukKe, IIITO je SeCKOHAYHA IIPaBa Us.

XoMoreHe KOOpAMHAaTe Cy OTKpUBeHe KaCHUX [Ba/ieceTUuX rofguHa 19. Bexa, a 3aHU-
MJBUBO je 7ia je 10 ’bUX He3aBUCHO JIOLII0 YaK YeTUPU MaTeMaTu4dapa. MedujycoBa opy-
rvMHaJHa GopMyJsaliyja XOMOTeHUX KOOpAHHAaTa I10jaBUiIa ce v [56], Ie je yBeo Koopau-
HaTHU CUCTEM Y KOjeM je IIO3UIIMja TauKe ofpeheHa I[IeHTPOM Mace (SapUIleHTPOM) CH-
cTeMa KOjH Ce caCToju off TPU TeMeHa Tpoyriia. bodujuje je y [10] mpBU yIIoTpeduo TpUIu-
HeapHe KOOpJAHHAaTe y KOjUMa je II03UIHja TauKe ofpeljeHa peslaTUBHUM OJHOCKMaA pa-
CTOjara OJf TPU CTPaHUIle TPOyIJIa U TaKo AOIIao A0 XOMOreHUX KoopauHara. dojepdax
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je XoMOoTeHe KOOp/IMHAaTe yBeO Y CB0joj KibU3H [31], BeT0oB IIPUCTYII SHO je TeOMEeTPHjCKHU
yMeCTO MeXaHUUKH, IIpU YeMy je Y TpU AUMeH3H]je IIOKPHUOo OHO IITO je MeSHjyc ypaguo
y paBHHU. CBa TpojHIla MaTeMaTH4apa Cy 0 CBOjUX pe3yJITaTa JoIllla CACBMM He3aBUCHO
U CUMYJITAaHO, OGHOCHO 1827. roguHe. HelllTo KacHUje, [IIMKep je A0IIa0 10 XOMOTeHUX
KOOpAWHATA, aJI 3a Pas3jIUuKy Off CBOjUX IIPEeTXOJHUKA OH je ’hHUMa IIPUCTYIINO Ha IOT-
IIyHO HOB HaUMUH paspajuBIIU MeTOL0JI0THjy II0OCMaTpamka IIpaBe Kao eJleMeHTa, a CBOj
KOOpPAUHATHU CUCTEM oI1ucao je y [63].

IIpuMmep 2.2. Heka cy Tauke eyK/IH/ICKe paBHU JjaTe CBOjUM CTaHapAHUM KOOpAUHAaTa-
Mma:A(1,1),B(3,2),C(3,0),D(4,1). IbX0BMM XOMOTreHHM KOOPAIHHATaMa IPUPO/IHO MO>Ke-
MO JIO0/IeJIUTH BEKTOpe IIpe/ICTaBHUKE: A= (1 1 ,1), B=(3,2,1), C (3 0, 1) =(4,1,1).
To Jlemu R.5 pauyHamo CHOJHI/IueA—vé xAxB=(-1,2,-1)uCvD o C x D = (-1,1,3),
Kao u ceruite E = (AVB)A(CVD) ca E (AVB)A(CVD)  (AVB) x (CVD) = (7,4,1). Xomo-
reHe KoopauHarte Tauyke E cy (7 : 4 : 1), Te cy eyKIuzacke (7,4), IIITO 3HAYH Jja ce 1paBe AB
U CD ceKy y TaukHu (7,4).

Y ciy4ajy fa je D(5,1) mocraB/baMo D= (5,1,1), omaxie je CVD x (-1,2,3), Te 3a E
nodujamo E « (8,4,0). Tauka E nMa XoMoreHe KoopauHate (8 : 4 : 0), ogHOCHO (2 : 1: 0),
IIITO je Y eYKJIHUICKOM CMHUCIY §eCKOHAYHO CEeITUIIITe ITapajeIHuX IIpaBuXx ABu CD. A

IIpumep 2.3. Hekacy Tauka A = (1:2:3)umnpasap = [3: 2 : 1] eyKIHJCKe paBHI/I mare
IIPEKO CBOjUX XOMOT€HHMX KOOPJHUHATa Y MHTYUTUBHOj IIPOjeKTUBHOj paBHU EP?. Celu-
mITe 6ec1<0Hat1He TIPaBe Uo, = [0:0: 1] up raje 6eCKOHAYHY TAYKY ooy = PAUs IIPaBe
D, Tie je oopp] o P X Uy o (2,-3,0). CrrojumIia q = AVoop, je jeTMHCTBeHA IpaBa u3 Ilej-
depoBe akcroMe 3a Kojy je A € g || p, Te 3a By UMaMO § A x Xp] x (9,6, 7). lakie,
IIpaBa Kpo3 A IapaJiejiHa ca p UMa XOMoreHe KoopguHate ¢ = [9 : 6 : —7], OGHOCHO JjaTa
je jexHa4YMHOM 9x; + 6x3 — 7x3 = 0. A

2.5 KoopauHaTusauyja nIpojeKTUBHE paBHHU *

IIo Teopemu @ aHa/JIMTHUYKa paBaH FP? je jefiHa IIpOjeKTHBHA paBaH 3a CBAKO I10/be
[F. IIpupoAHO ce IIOCTaBJ/ba IIUTaKe 0dpaTa 0BOT TBphema. /la /v je cBaka IIpOjeKTUBHA
paBaH aHaJIUTHUUYKa? MOJKe JIU ce CBaKa IIPOjeKTHBHA paBaH KOOPAUHATHU30BaTH?

Y IU/bY Zja OIIUIIIeMO KOHKPETHeE IIPOjeKTUBHE PaBHU U eBEeHTYaIHO OJpeIUMO KaJ| Cy
HeKe JIBe IIPOjeKTUBHE PaBHU U30MOpPQHE MOXKEMO Ce IIOCIY>KUTHU KOOPAHHAaTU3AIIH]jOM.
Kopuctumo ckyn cumoosia K KOjH je MCTe KapJUHAJIHOCTH Kao CKYIl CBUX TayaKa ceM
jelHe Koje Cy MHIIW/IeHTHe HeKOj IIpaBoj, Tako 1a nmocraB/bamo 0,1 € Ky3 0 # 1. 3a ormuc
HUCK/by4YeHe TayKe YeCTO KOPHUCTHUMO allCTPaKTHHU eJIeMeHT oco KOju He Itpumnaza K.

[Tos1asuMo of yeTBOpoTeMeHMKa OXYI 4yHjy ersuCTeHIIH]y y IIPOjeKTUBHO] PaBHU ra-
paHTyje AKcroMa @ OCHOBHa H/[eja je UMHUTaIlhja XOMOT€HHUX KOOpAHUHATa Y paBHU FP?
TaKo Jla TEMeHa YOUeHOr YeTBOpPOTeMeHUKa dyy 6asHe Tauke: O(0 : 0 : 1), X(0 : 1 : 0),
Y(1:0:0),I(1:1:1). IIpaBy XVY TpeTHpaMo Kao deCKOHAUYHY, a pajgH JIaKIIUX 03HaKa
KOPUCTHUMO [IeXOMOT'eHU30BaHy BapHjaHTy KOOPAMHATA (X1 : X2 : X3) — (X1/X3,X2/X3) 3a
X3 # 0, OMHOCHO (X7 : X2 : 0) — (X1/X2) 3@ X2 # 0.

YBeguMo Tauky | = (OVI)A(XVY) M HeKa je T SHjeKIjyja Koja II0Be3yje TauKe WHITH/eHT-
He npaBoj OVI, 6e3 Tauke ] (KOjy TpeTHUpaMo Kao SeCKOHa4vHYy), ca eJleMeHTHMa CKyIa K,
Tako za je 7(0) = 0u 7(I) = 1. Ckyn K omoryhasa /1a ce KoopAguHaTe yBefy V 11eJIOKYITHOj
paBHH.

Hajripe xooparHaTH3yjeMo caMy IpaBy OVI Tako IIITO TaykaMa P +# | nomesbyjeMo Ko-
oppuHare (7(P),7(P)). IlpaBa XVY 1ipencTaB/ba SeCKOHAaUHY IIpaBy, TaKo Jja Tauke P BaH
Be yruHe aQUHY paBaH, Te YKOJIUKO je A = (PVY)A(OVI) u B = (PVX)A(OVI), Tauku P
nozesbyjeMo KoopauHarte (7(A), 7(B)), IIITO yoIIIlITaBa IIPETXOAHY KoOpAruHaTHU3anyjy. Ha
0Baj HAUMH CBAKOj ,,KOHAYHO]“ TaUYKU JOJEJIM/IN CMO IBe aprHe KOOpAUHATE, OJHOCHO
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2.5. KoopanHatusaumja NpojeKTuBHe paBHN *

ypeheH map u3 K x K. beckoHauHUM TaukaMma Q ca mpaBe XVY [1ofie/byjeMO caMo jeqHY
KoOpAuHAaTy (q) U3 K, YKOJIMKO CMO 10 IIPEeTXOAHOM Tauku P = (QVO)A(YVI) momeuin
KooppuHare (1,q) € K x K. IIpeocTaje deckoHauHa Tauka Y K0j0j 10e/byjeMo (co) U TUMe
KOMILJIETUPaMO KOOPAWHATH3AIIHjy IIPOjeKTUBHE PaBHU Y K0jOj pas/IMyUTe TayKe J00HU-
jajy pasjryuTe KOOpAUHATe.

(0,0)

KoopauHaTu3aIiyjy mpaBUX yBOJUMO TaKo ia CKJIAAHO IIpaTy Beh yBeieHe KOOpAUHA-
Te TadyaKa. AKO IIpaBa p HUje HHIIUJeHTHa ca Y oHJa ©UMaMo pA(XVY) = (a) 1 pA(OVY) =
(0,b), Te 1IpaBOj p IOLe/bYjeMO KOOpAUHATeE [a,b]. Y cyIIpOTHOM je IIpaBa p UHIIW/IEHTHA
ca Y, Te mpaBoj XVY ozesbyjeMo [oco], JOK MHaue uMmaMo pA(OVX) = (a,0) 1 1paBoj p Koze-
JbyjeMo [al.

OcHOBHA HJigja je 1a reOMeTPHjCKe 0COSHHE IIpeBeieMO Y ajredapcKe, a OH/IA J1a IIPH-
MeTHMO IIITO BHUIIle ajJreSapcKUX CTPYKTypa Ha cKyly K. OcoduHe IpojeKTUBHE paBHU
oMmoryhasajy f1a Ha ckyny K yBezieMo ollepaliyjy cadupama Ha ciaeiehy HauuH. 3a Tauke
A(a,0) u B(0,b), Tauka P = (AVY)A(BV]) he tMaTu KoopAHUHaTe 06JIUKA (a, C), IIPU YeMy
neduHUIIEMO a + b = c¢. [laKJbUBUM M3y4YaBamkbeM 0Be e QUHUIIMje cadrpamka MOKEMO
IpuMeTHUTH Ja je 0 € K HeyTpaJ 3a cadupame, Kao U Jla CBaKU esieMeHT U3 K 1iocenyje u
JIEBU U JIeCHU MHBeP3 3a cadHUpambe, IIITO heMo j0Ka3aTU KacHUje y JleMu 2.8.

Ha cxyny K yBOZHMMO U OIlepaljyjy MHOXKeHa TaKo IITO 3a Tauke A(a,0) 1 Q(q), Tauka
P = (AVY)A(OVQ) nMa KoopAuHaTe 06JIMKA (a,C), IIpU 4yeMy JTepUHUIIIEMO a - ¢ = C. Ca-
CBUM CJIMYHO IIPETXO0JHOM, ITa’K/bUBUM II0CMAaTpPamkeM MOKeMO IIPUMETHUTH Jia Ce MHO-
JKelhe HYJIOM U MHOJKeH€e jeJUHUIIOM II0HAallla Ha yoduJajeH! HauWH, Kao U Jja CBaKU
ejleMeHT U3 K, ceM HyJle, II0OCe/iyje 1 JIEBU U leCHU UHBeP3 3a MHOXKEHe.

V aHaJUTUYKOj paBHH FP?, cBe ITpaBe ce MOTY OITMCATH Kao CKYIIOBH Tavaka Koje 3a-
I0BOJbABAjy JINHeapHy jeJHAaYMHYy Y = X - ¢ + ¢. Ha)KaJIocT, caduparme U MHOXKekbe Koje
CMO febHUHMCATN He MOpa HY>KHO [Jla OIIHIIle CBe IIpaBe Ha TaKaB HauMWH. 360T TOTa CKYII
Tayaka IIpaBe OIIHMCYyjeMO TepHapHOM orepanujoM T: K x K x K — K K0jy yBOAMMO Ha
cnenehu HauwH. 3a Tauke A(a,0), C(0,¢) u B(b) yBogumo Tauky (AVY)A(CVB) Koja uMa
KoopauHare (a,d), mpu yemy pgeunuiiemo I'(a,b, c) = d.
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ITpumetuMo fa 3a ¢ = 0 umamo C = O, te je T(a,b,0) = a- b, toxk 3a b = 1 umamo B = J,
Te je T(a,1,c¢) = a + c. 3aTo yBe[leHO cadupare U MHOYKelbe ITPeJiCTaB/bhajy CIeIHjaTHe
ciy4dajeBe TepHapHe oltepanyje T. /[UpeKTHO U3 AeUHUIH]e CIe/iy 1a je TadyKa (X,Y) UH-
IIUIeHTHA ca CIIOjHUIIOM |b, c] Tauaka (0, ¢) ¥ (b) ako u caMo ako je y = T(x, b, ¢), Tako fa
Baku

T(a,b,c) =d < (a,d)Zb,c].

OBako reoMeTpHjCcKe 0COSMHE IIpeTBapaMo y anredapcke. Mcrmurajmo T(a, b, ¢) 3a HeKe
nocedHe a,b,c € K. U3 [1]A[b,0] = (1,b) cnegu T(1,b,0) = b. U3 [a]A[1,0] = (a,a) cnegu
T(a,1,0) = a. U3 [0]A]b, c] = (0, ¢) cnegu T(0, b, ¢) = c. U3 [a]A[0, c] = (a,c) je T(a,0,c) = c.

JemuHCTBEHaA celUINTa U CIIOjHUIlE (KOje HAM oMmoryhasajy AKCHOMe El] u ) najy
oofaTHe ajgredapcke ocoduHe 3a a,b,c,d € K. U3 ((a,d)Vv(b))A[0] = (0,y) umMaMo jeiHH-
CTBEHO y TakBo za je T(a,b,y) = d. 3a a # c us [a,b]\[c,d] = (X,y) ©AMaMO jeJUHCTBe-
HO X 3a Koje je T(x,a,b) = T(x,c,d). KorayHo, 3a a # ¢ umaMo ((a,b)Vv(c,d))A[0] = (0,y)
U ((a,b)v(c,d))A[oc] = (X), IITO [aje jeAUHCTBEHO (X,Y) TakKBO Ja je u T(a,x,y) = b u
T(c,x,y) = d. IlpeTX0gHHU pe3y/ITaTH HaC MOTHUBHUIILY /1a yBeZeMo I10jaM (paBaHCKOT) Tep-
HapHOT IIpCTeHa.

Tepnapnu apcitien (K, T) unnu ckyn K > {0, 1} ca TepHapHOoM omepanpjom T: K3 — K
KOja 3a/10B0JbaBa CjIefiehe 0codUHeE:

(Va e K)T(1,a,0) = T(a,1,0) = a; 2.1

(Va,c € K)T(0,a,c) = T(a,0,c) = c; (2.2)
(Va,b,d € K)(3ly € K)T(a,b,y) = d; (2.3)
(Va,b,c,d e K)(a # ¢) = (Ix € K)T(x,a,b) = T(x, c,d); (2.4)
(Va,b,c,d e K)(a # ¢) = (3'(x,y) € K?)(T(a,x,y) = b) A (T(c,x,y) = d). (2.5)

[TpeTxoHa AUCKYCHja [I0Ka3yje 1a CBaKU UeTBOpPOoTeMeHUK OXY] y IIpOjeKTUBHO] paB-
HU IIPEeKO KOOpAUHAaTa reHepuille TepHapHU npcreH (K, T), I1To M0oKeMo GOpMyJIMCATH
Kao TeopeMy.

Teopema 2.6. Heka je UpojeKiiugHa pasaH KOOpguHatiuzosaHa ckyuom K. Ako je T gegpu-
HucaHo ca T(a,b,c) =d < (a,d)Z[b, c] oHga je (K, T) iuepHapHU UpCIlieH.

MeljyTrM, Ba)KU 1 05paT 0BOT TBphjema, IIITo HaM oMoryhasa /ia M3 TepHapHOT IIpcTe-
Ha KOHCTPYUIIIeMO KOHKPeTHY IIP0jeKTUBHY paBaH.

Teopema 2.7. Ceaxku tuepHapHu tpciueH (K, T) leHepuwe tipojeKiuusHy pasar (7,P,Z) Ha
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c/egehu HAHUH.

T= | (@bu|J@u(w)

a,beK ackK
P= | la,bju | Jla] U[x]
a,beK acK
7= |J ((@T(@b,c),bchu | ((ab)la)u | ((a),la b))
a,b,ceK a,beK a,beK
U J (@), [ee]) U [ ((00), [a]) U [ ((00), [<])
ack aek ack

Joka3. TIoTpedHO je IPOBEPUTH Jja OBAKO AebUHUCHO (7, P,Z) UCIlykhaBa aKCUOME IIPO-
jeKTHUBHe paBHU. AKCHOMY 2.1 IIpoBepaBaMo JUCKYCHjOM II0 PasJIMYUTUM TUIIOBUMA Ta-
yaka. AKo cy Tauke (a,b) u (c,d) ca a # ¢, 1o (2.5) mocroju jeqMHCTBEHO (X, y) € K? Tako fa
je T(a,x,y) =buT(c x,y) =d, IIITO je eKBUBaJIEHTHO ca (a,b)Z[x,y] u (c,d)Z[x,y], OISHOCHO
[X,y] je BHUXOBaA jeJUHCTBeHa CIIojHULIA. Tauke (a,b) U (a,d) cy OUUIIIEZHO UHITU/IEHTHE
ca [a], a eBeHTyasIHa JjoflaTHA UHIIUIeHITHja ca [X,y]| 3Hauywsia 6u b = T(a, x,y) = d 1ITo je
HeMoryhe 3a pasimuuTe Tauke. CBaKa IIpaBa MHIIHIeHTHA Ca (C) je WIH [co] WU 06JIUKa
[c,d] 3a HeKO d € K, Tako [1a 3ajefHUYKa IIpaBa UHIUEHTHA ca (a,b) Mopa dUTH [c, d] re
je d jemUHCTBEHO pellee jerHaunHe T(a,c,d) = b us (@). Kako cBaka IIpaBa pasjiiuuTa
0J1 [oo] KOja je MHIIU/IEHTHA ca (oo) UMa 08JIUK €] 3a HEKO ¢ € K, TO je jeIUHCTBEHA CII0jHU-
a sa (a,b) u (o) mpasa [a], a 3a (a) ¥ (co) IIpaBa [co]. KoHauHo, Tauke (a) ¥ (b) ounriegHo
HUMajy jeIUHCTBEHY CIIOjHULLY [00].

CIMYHO BPIIMMO IIPOBepy AKCOMe , IIpX YeMYy je JOBOJbHO aHAJIU3HUpPaTH CaMo er-
SHUCTEHIIH]jY, jep he jeIUHCTBEHOCT CelUINTa AOHEeTHU AKcroMa L.1. AKo cy mpasBe [a,b] u
[c,d] ca a # ¢, 1o (2.4) rtocToju jesuHCTBEHO X € K Tako zga je T(x,a,b) = T(x, c,d) ogakie
UMaMo jeqUHCTBeHO ceruiuTe (x, T(x,a,b)) = (x,T(x,c,d)). [Ipase [a,b] u [a,d] cy uHIU-
IoeHTHe ca (a). Tauka (x,y) MHIIMJEHTHA ca [a,b] u [c] mopa fma ucuyHu T(x,a,b) = y u
X = ¢, Te je y IMTa®y jeJUHCTBeHO ceruiiTe (¢, T(c,a,b)). Ilpase [a, b] ¥ [oo] HHITUEHTHE
Cy ca (a), IOK Cy IIpase [a] U [co|, OHOCHO [a] U [b], MHITUEHTHE ca (0o0).

Tauke (0,0), (0), (c0), (1,1) oUKITIEHO YMHE UeTBOPOTEMEHUK, IIITO IIpOBepaBa AKCU-
oMy U KOMILJIeTHpPa JoKas. O

YV TepHapHOM IIpCTeHY SHMHapHe ollepaliyje cadupama U MHOXKeHa He Mopajy SUTH
yHampen nepuHucaHe, aJd UX 3aTO MOKeMO HaKHAJIHO yBecTu caa+ b = T(a,1,b) u
a-b=T(a,b,0).IIox keasuipyitom (S, x) moApasymMeBaMo HellpasaH CKYII S ca SMHapHOM
OIlepallyjoM * TaKo Ja 3a a,b € S jemHadynHa a « X = b UMa jeIUHCTBEHO pelllewke X € S
U jefHaYMHA y * 4 = b UMa jeUHCTBEHO pellemke y € S. KBasurpyIry Koja umMa HeyTpasl
(es1leMeHT e € S ca OCOGMHOM € x X = X x € = X 3@ CBAKO X € S) 30BeMO ueisba. Moxe ce
II0KasaTH Jia yCI0BU feduHUIYje ntoBiiave fa (K, +) u (K\ {0}, -) ©Majy CTPYKTypy IeT/be.

Jema 2.8. Axo je (K, T) tuepHapHu tpciteH tnaga cy (K, +) u (K \ {0}, -) uetusve.

/Jloxas. 3a cBako a € K us (@) umaMo 0 +a = T(0,1,a) = aua+0 = T(a,1,0) = a,
IIITO 3HA4! [J1a je 0 HeyTpaJi 3a cadupame. [1o (@) (kopucrehu ([1])) HMaMo jeIUHCTBEHO
peliewe x jeqHauuHe T(a,1,x) = a + x = b. Ilo (2.4) (xopucrehu ([1]) u (2.2)) umamo
jeIUHCTBEHO pellleke X jeqHauuHe T(x,1,a) = x+a = b = T(x,0,b). OBUM CMO 0Ka3aIu
naje (K, +) metspa ca HeyTpasom 0.

IIITo ce MHOXKeHa TUYe, MOPaMO HajIIpe II0Ka3aTH 3aTBOPEHOCT olleparyje - y K\ {0}.
Axo ducmo umanu x # 0,y #0u T(x,y,0) = x-y = 0 = T(x, 0,0), 110 (@) (jepy # 0) umaMo
JeIMHCTBEHO pelllehe 3a X, IIITO je KOHTPaJUKTOPHO ca TUM Ja X = 0 jecTe OUHUIIETHO
perrerse. 3a cBako a € Kus R.1) umamo 1-a = T(1,a,0) = ana-1 = T(a,1,0) = aq,
IIITO 3HaYH fa je 1 HeyTpaJ 3a MHOXKeme. 13 (@) 3a a # 0 jegHauuHe T(a,x,y) = bu
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T(0,x,y) = y = 0 UMajy JeAMHCTBEHO 3ajeJHUYKO pellewne (X,y) = (x,0) ¥ 3aTO IIOCTOjH
jeqUHCTBeHO pelllewe x 3a T(a,x,0) = a-x = b Ilo (@) 3a a # 0 UMaMo jeJUHCTBEHO
peltese x jeqHaunHe T(x,a,0) = x-a =b = T(x,0,b). OBuUM cMo goKa3aau 1a je (K\ {0}, )
IeT/ba ca HeyTpasaoM 1. O

[IpeTxoHa JIeMa Jjaje HeKe 0CodMHe CTPYKType (K, +,-) Koja je M3BeJjleHa U3 TepHap-
Hor IpcTeHa (K, T), ali HAaIIOMEHHMO [1a Y OIIIITEM C/Iy4ajy OH HUje IIPCTeH Y TpaJuIn-
OHAJIHOM aJiredapckoM cMuciy. He MokeM0o MHOTO Tora pehu o ainredpu y TepHapHOM
IpcreHy. MeljyTuM, Kajja HaMeTHeMO ofipeljeHe reoMeTpHjCKe yCJI0Be 3a IIPOjeKTUBHY
paBaH, CTBapHu ce Mew-ajy Ha 50J/b€e U [J0d1jaMo Jielle ajiredapcKe yCa0Be 3a TEPHAPHU IIp-
cTeH. CBe ce YMHU MHOIO JIeIlllle y CIy4ajy fa fozatHo Baxku T(a,b,c) = a-b + ¢, a 3a
TaKaB TepPHAPHU IIPCTEH Ka>KeMoO /1a je AUHeapaH.

HcTopujcKky, TepHapHU IIPCTeH je 1943. roguHe 0OTKPHO Xaul [36]. MehyTum, redpuHU-
IH{ja KOjy CMO M3JIOKWJIHU HUje OpUrvHaHa XajaoBa, Beh MoguduKalgja Koja ce BpeMe-
HOM yCTaJsIijIa Kao cTaHgapaHa. Mogudukaliyje cy Moryhe vy caMoj KOOpAMHaTH3allHjH,
Te MaK0 MU KOPUCTHUMO XaJI0OB MeTO[, II0CTOje U Ipyre MeTo/ie, Ha IIpUMep He3sHaTHY pa-
3JIUKy UMa HI/IKepT@ [62], moxk je MeTox KOju Ccy U3JI0KUIU Xjy3 U [lajiiep [42] spyrauuju.

2.6 KoHauHa mpojeKTHMBHA paBaH

KoHIIenT IIpojeKTUBHE paBHU 3aCHOBAH Ha yBe/leHe TPU aKCHOMe HHITUJIeHIHje je
MIPUJIMYHO OIIITH. UTHTYyuTUBHU MoJies1 EP? je camo jeHa o1 MOTYhHOCTH, IOK je TUTakbe
KOMILJIETHe KJIaCHQUKaIHje CBUX MOI'YhHX IIPOjeKTUBHUX PaBHU IIPUINUYHO JAJIEKO OF
JbYJICKOT pasyMeBama. [IpojeKTHBHA paBaH He MOpa /ila UMa deCKOHa4aH dpoj eJleMeHarta,
a IIPUPOJHO Ce II0CTaBJ/ba IIUTaKe KaKo M3IJle/la HajMama Moryha IIpojeKTHBHA paBaH,
O/THOCHO OHAa KOja UMa HajMambe TadyakKa.

oC C

A B A A A

Axcuoma R.3 rapaHTyje e3sTUCTeHIUjy Tadyaka A, B, C, D, Meljy KojuMa HeMa TPU KOJIU-
HeapHe. OHe Cy pas/JIMYUTe jep HHaue [Be HUCTe ca IIPOU3BOJFHOM TpehoM jecy KostMHeap-
He. ITo Akcromu 2.1 cBaKHU I1ap THUX Tayaka ozpeljyje je JMHCTBEHY CIIOjHUILY, IIITO TeHEPHU-
IIe YKYITHO II1eCT Pa3sIMYUTUX IIpaBUX. AKCMOMa 2.2 3aXTeBa Jja CBaKU I1ap pasInyUuTUX
IIpaBUX UMa jeJUHCTBEHO ceruIlTe. [IoCToje TAYHO TPU CEeIUINTa KOja HeZJ0CTajy U TO Cy
E = (AVB)A(CVD), F = (AVC)A(BVD) u G = (AVD)A(BVC), IIITO TapaHTyje HOBE TPU TaukKe
E, Fu G. [loHOBHA IIppMeHa AKCHUOMe 3axTeBa II0CTOjalbe HOBUX IIpaBUX EVF, EVG U
FVvG Koje ce pasJyIMKyjy Of IOYeTHUX IIIeCT, aJIkd MOTy SUTH HcTe Mel)yco6HO. Kako cBaka-
KO UMaMo dap jefHy HOBY IIpaBy, Sp0j IIpaBUX He MOXe SUTU MalU Off CH/IaM, Kao HU
opoj Tauaka. HajjemHocraBHUje je 1tocTaBUTHU E, F U G TaKO Jja dyy KOJIMHeapHe, YuMe
ce KOMILJIeTHpa IIPojeKTUBHA paBaH. OBaKkBa KOHCTPYKIHja UMa ce/laM TadyaKa U ceJjlaM
IIpaBUX, a jeJHOCTAaBHO Ce IIpOBepaBa Jla UCIIyKkaBa CBe TPpU akcroMme. Tako KOHCTpyHca-
HY MUHUMAaJIHY IIPOjeKTUBHY paBaH HasuBaMo PaHooea pasaH.

daHOOBa paBaH je UMe [0dMIa I10 ,,0I1y KOHaUHe TeOMeTpUje“ Koju je y cBOM paay [29]
IIPBU KOHCTPYHCA0 KOHAYHU TPOAVMMEH3HMOHU IIPOjeKTUBHU IIPOCTOp ca 15 Tadaka, 35

S1Marshall Hall (1910-1990), aMepHYKHX MaTeMaTHYap
52Giinter Pickert (1917-2015), HeMauKy MaTeMaTH4ap

66



2.6. KoHayHa npojekTBHa paBaH

IIpaBUX U 15 paBHU, TaKo Jla CBaKa IIpaBa CaJip>KU TavyHO TPU TaukKe, 10K Cy CBe paBHU
3arpaBo ®aHOOBe PaBHHU Ca CeflaM Tadaka.

KonauHa tipojeKinueHa paeaH je IIpojeKTUBHA paBaH (7, P, Z) 3a KOjy Cy CKYIIOBHA T
U P KoHauyHU. Hajiakime je 1o6MjaMo Kao CIlellfjaIHy CIy4aj aHaJIUTUYKe IIPOjeKTUBHE
paBuu FP? Kaz moJbe F 3aMeHMMO HEKUM KOHAauYHHUM I10JbeM. Hajje IHOCTaBHUjH IIpHMe-
PHU KOHaYHUX I10/ba Cy IIPOCTa I10/ba (MMHUMAJIHA II0TIIO/bA KOja CaiprKe jeIUHUILY). 3a
CBaKH IIPOCT 5POj p UMaMO CKYII IeJIUX dpojeBa I10 MOAYJY p,

Zpy="7/pz ={0,1,....p -1},

I7ie CBaKU ejleMeHT a # 0 3axBasbyjyhu Masioj PepMaoB0j TeOpeMU KMa MYJITUILIMKATHB-
HU UHBep3 a2, Te je Z, 10Jpe. MHHUMAJTHO I10Jbe Z; UMa caMo fBa ejeMeHTa (0 11 1), a
IbEeMY O/ITOBapa aHAJHUTHYKA IIPOjeKTHBHA paBaH Z,P?2.

AKO MTaK/FHUBO HAIIPTaMO CJIMKY, JIAKO MOYKeMO IIPeIT03HAaTH Jia je Z,P? yrpaBo mpeT-
XoHO NepuHucaHa PaHOooBa paBaH. CBaka IlpaBa PaHOOBe paBHU Cap>KU Ta4yHO TPU
TaukKe, a MO>KeMO I10Ka3aTH [Ia je To MUHUMaJIaH 6p0j TayaKa Ha IIpaBoj y CBaKoj IIpojek-
THUBHO] paBHH.

Jema 2.9. Cgaka Uipasa UpojeKiliueHe pasHU UHUUGEHIUHA je ca dap tupu maukxe.

/Jokas. Heka je p € P IpousBoJ/bHa IIpaBa Koja je UHIW/IeHTHa Ca HajBHUIIle [IBe TauKe.
AxcroMa yTBphjyje II0CTOjalke UeTUPH TauKe Mel)y KojuMa HeMa TpPU KOJIMHeapHe.
Heka je A TauKa Koja HUje HHIIUIeHTHA ca p (II0CTOoje dap /iBe TaKBe TauKe), a HeKa Cy B,
Cu D ipeocraste. [IpaBe AVB, AVC u AVD UHITUJIEHTHE Cy ca A, MeljyCO8HO Cy pa3inuuTe
U pasyjiayuTe of p. 360r Tora cy cenuinra pA(AVB), pA(AVC) U pA(AVD) Tpu pasinuyuuTe
TauKe MHITUJIEHTHE Ca IIpaBOM p, IIITO je KOHTPaAUKIIHja. O

[IpuHIMn gyaaHocTy U3 Teopeme 2.2 omoryhaBsa fja de3 gokKasa II0CTaBUMO HOBY Te-
opeMy Koja je AyajiHa HeKOj Beh JoKasaHOj TeopeMU. /[[MpeKTHa IIprUMeHa Ha Jlemy
IOHOCH HaM HeH Jyall.

Jema 2.10. Ceaxa iia4Ka UpojeKiliugHe pasHU UHUUGEHIIHA je ca dap tupu upase.

YV ®aH00BOj paBHHY, CBaKa IIpaBa UHIIH/IEHTHA je ca TAYHO TPU TaykKe, a CBaKa Tadyka
UHIY/IEHTHA je ca TAYHO TPpH IIpasBe. [lojaB/bBamke UCTUX SpojeBa HUje CIydajHo, 0 UeMy
TOBOPU HapeJHa jieMa.

Jema 2.11. 3a KOHa4Hy UpojeKiliueHy pasaH Uociioju KoOHcaHiua k, takea ga je ceaxka
ilpasa UHYUgeHWHA ca WavHo K avaka, gok je ceaxka avka UHYugeHiHa ca wavHo k
upasux.
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Jokas. Heka je p mpaBa Koja je MHIIW/IeHTHA ca TaYHO Kk Tauaka. Heka je q # p IIpOU3B0OJb-
Ha IIpaBa u A = pAq. I1o JleMu IIOCTOjH IIpaBa r'ZA pasjIu4yuTa Of p U ¢, LOK I10 JleMHu

II0CTOjU TaykKa SZr pasjiuyuTa o A. CBaka Tauka X MHITU/IEHTHA Ca p TeHepHUIlle Tay-
Ky (XVS)Aq HHITUJIEHTHY ca IIpaBOM ¢. AKO 3a HeKe TauKe X ¥ Y HHITHJIEHTHE Ca p BaKU
(XvS)Aq = (YVS)Aq, dumo du XVS = YVS (= ((XVS)Aq)VS) u omaTiie X = Y. PasinyuTe Tau-
Ke Ca p TeHepHUIIly pasIMuuTe TadyKe ca ¢, Kao ¥ 06paTHO, Te je U IIpaBa ¢ UHITH/IeHTHA ca
TayHo k Tayaka.

~

A fX \Y p

Heka je S riporsBosbHa Tauka. Kako cBe IIpaBe HUCY KOHKYPeHTHeE (jep AyaJiHO, CBe
TauKe 110 AKCHOMU @ HUCY KOJIMHeapHe), TO II0CTOjU IIpaBa p Koja HUje UHITHU/IEHTHA ca
S. CBaka Tauka X MHITUJIeHTHa Ca p TeHepHuIlle IIpaBy XVS, aJik ¥ 06paTHO, jep CBaKa IIpaBa
HHIWIEHTHA ca S Mopa Jia uMa cenuire ca p. OgaBe ceiu ja ako je p UHITUeHTHa ca
Ta4yHO K Tayaka, TO je S UHIIUJeHTHA Ca TAYHO K IIpaBUX. O

[IpeTxomHa J1eMa IIoMajke Jja JIaKO M3padyyHaMo 6poj eeMeHaTa KOHaYHUX CKyIIOBa
T u P. Peg KOHa4He TpojeKiiueHe paeHU je 5p0j 3a jelaH MakbH O] 5poja TayakKa HHITH-
IeHTHHX Cca CBAaKOM IIpaBOM, OZJHOCHO TO je 8poj r = k — 1 rze je k poj us Jleme . Axo
je r pexl KOHa4yHe IIPOjeKTUBHE PaBHHU, OH/IA je 5POj TayaKa Ha CBaKoj IIpaBoj r + 1, 11To je
M 6p0j IIpaBHUX KPO3 CBAKy TauKy. CBaka of; r + 1 IIpaBUX Koje IIpoJia3e Kpo3 IIPOU3BOJbHY
TauKy CaZp KU IOAATHUX I TadyaKa. CBe 0Be TauKe Cy pasjIMuuTe, HHaue dU HeKe Off TUX
IIpaBUX II0pe[ II0UYeTHe TayKe MMaJle joIll jeZfHO CeIIUIITe, TaKo /ia YKyIlaH dpoj Tadaka
u3HOCH (r + 1)r + 1, ogHocHO 12 +r + 1.

JIema 2.12. KoHauHa UpojeKillueHa pasaq pega r cagpxcu r> +r + 1 mauaka u r> +r + 1
upasux.

PasMOTpUMO ITIOHOBO KOHAaYHa I10/ba UJIA TaoaoBabd mospa xaxo ce jorr HasuBajy. bpoj
eJleMeHaTa KOHauYHOT I10/ba 30BEMO peg 110/ba, a Zy 3a IIPOCTO p je IIPUMep I10/ba pejia p.
Heka je F, KOHaYHO I10/b€ pefia 1, a F,P? ogropapajyha aHaJUTHUKA IIPOjeKTHBHA PaBaH
us Teopeme 2.4. Bpoj Tauaka Te paBHU usHocH (13 —1)/(r —1) = r? +r + 1, mTo ce Mo-
’Ke OIpaBJaTH THMe JIla UMa r’ Kjaca eKBUBaJIeHITHje ca BeKTOPUMa IIpe/ICTaBHUIIAMA
(x,y,1) 3a IpoU3BOJBHO X,y € Fy, 3aTUM r KJjlaca ca IIpejcTaBHUIIMMA (X, 1,0) 3a mIpou-
3BOJBHO X € [y, Ka0o U jelHy KJIacCy ca IipeficTaBHUKOM (1,0, 0). /lakiie, pef aHaIUTUUKe
IIPOjeKTUBHE PaBHU jeJHaK je pely KOHAYHOT I10/ba O KOjer paBaH II0THYE.

KoHayHO 110Jbe pefia r II0CTOjU aKO U caMO aKO MY je peJ CTelleH IIPOCTOr dpoja, Of-
HOCHO aKo je r = pX 3a mpocT &poj p u mpupogaH &poj k. lofaTHo, cBa KOHAYHA I10/ba
maTor pefia cy MehjycoSHO n3oMopdHa, TaKo Jia Ce 3a IoJbe pefia ' = pX Mory KOpUCTUTH
HeJBOCMHUCIeHe 03HaKe F, wiin GF(r). 3a CBaKH CTeIleH IIPoCTor &poja r = pX mocToju f(x),
HUpeyIIUOUIHHU II0JIMHOM CTelleHa K, IIpH 4eMy I10Jb€ pefia ' 40SHjaMo ceuereM IIPCTeHa
Zp[X] CBHX IIOJTMHOMA HaJ, Zp 10 UJealy FeHepHUCaHuM ca f(X), OfHOCHO F = Zy[x]/f(X) je
moJbe peza pk.

Ha nipupofHO IuTame Koju ¢y MOr'yhu pefoBHU 3a KOHaUHe IIPOjeKTUBHE paBHU IIPU-
JIMYHO je TEeIlIKO JaTH IIpery3aH oArosop. OHO IIITO 3a caZja 3HaMo je /ia peJi KOHauHe IIpo-
jeKTHBHE paBHU MOYKe SUTH CBaKHU CTeIIeH IIPOCTOT Spoja r = pK. Kako I0CTOju KOHAYHO

S3Evariste Galois (1811-1832), ppaHIlyCKH MaTeMaTH4dap
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IIoJbe pefa r, aHaJIMTUYKa paBaH Koja My OJroBapa je Takolje pexa r. MehjyTuMm, nako He
II0CTOjU KOHAYHO I10Jb€ pefia Koje HUje CTelleH IIPOCTOT dpoja TO He Mopa Ja 3Hauu Ja
He II0CTOjU KOHAaYHa IIPOjeKTUBHA paBaH TOT Pefia, jep II0CToje IIPOjeKTUBHE PaBHU Koje
HUCY UHYKOBaHe I10/beM, OJJHOCHO HIUCY CBe IIPOjeKTUBHE paBHU aHaIUuTHU4Ke. Ca py-
re CTpaHe, 10 Cajia HUje II03HaTa HUjeHA IIPOjeKTUBHA paBaH Koja 3a peJi HeEMa CTelleH
IIPOCTOT Spo0ja, IIITO je PasJIor /1a Ce Bepyje [1a Cy TO jefUHU [J03BO/beHU Pe/IOBU.

2.7 JIaTUHCKM KBajaparTH *

KoHayHe 1IpojeKTUBHEe paBHU MOTY Ce II0Be3aTH ca JIJATUHCKUM KBaZpaTuMa, a 3a fe-
Ta/bHY aHa/IM3y JIATUHCKUX KBajpara II03MBaMO UMTaolla [a IIpOYUTa HeKe KibUre U3
KOMOUHATOPUKeE IIOIIYT OHe KOje Cy Halucaau BaH JIMHT2A U Brutcontd [48].

IIoxg Keagpaitiom pefa n, mopasyMeBaMo IIpecjauKaBame L: Vx K — S, 0HHOCHO ype-
heny uetBOpKY (V,K,S; L), riie cy V, K 1 S KOHaYHU CKYIIOBH OJI n ejleMeHaTa. EleMeHTH
ckyna V cy epciue, eleMeHTH CKyIla K Cy KO/10He, a eJIeMeHTH CKyIla S Cy CuMa0.1u KBa-
npara. KaxeMo f1a je KBaZjpaT /1ailiuHCKU YKOJIVKO jefHa4ynHa L(i,j) = X ©UMa jeJUHCTBe-
HO pellewe j € K3acBako i € V, x € S, Kao U jeJUHCTBEHO pelllewne i € V 3a CBakKo j € K,
xeS.

ITojaM JTaTUHCKOT KBajjpaTa [IoTU4e 0 OjJIepaE KOjH je 3a CUM&O0JIe U3 CKyIla S KOpU-
CTHO JIaATUHCKA CJI0Ba, Te 0TyZa U uMe. JJaTHHCKU KBaZpaT Cce yoSHuUajeHo 3aIlucyje Kao
KBaJ[paTHa MaTpUIia UYMjU yJja3 Y BPCTH [ U KOJIOHHU j oAroBapa cumdouy L(i,j), IpH ye-
My KMa OCOSHHY JIa Ce CBAKH CUMOOJI II0jaBJbyje TaYHO jeTHOM y CBaK0j BPCTHU U CBAKOj
KOJIOHH.

t| S| O] bo| >
ol | O =
| | O | O
0w o
S| | O

[IpuMep JTaTUHCKOI KBajpaTa peja I1eT BUAUMO Ha TOPH-0j CJIMITH, a II0ITyJIapHU IIPU-
MepH Cy KJIaCU4YHe CYZOKY 3arOHeTKe Koje Cy JIAaTUHCKHU KBaJpaTH pefa JeBeT. YecTo ce
CBHU CKYIIOBY IoucroBeTe,caV =K =8 = §, = {1,2,...,n}, Ipu yeMy JIaTUHCKHU KBa-
IpaT ImocTaje KBasurpyna S, ca SUHapHOM OIlepallfjoM o, T7e je X oy = L(x,y). IlocedHo,
JIAaTUHCKe KBaJpaTe MOXKeMO JJOSUTH Kao Tadesy HeKe IpyIIe.

3aaBakBagpaTtali: VxK — SUuLjy: Vx K — TcaHuCTUM CKyIIOBIMa BpPCTa U KOJIOHA,
Ka’KeMOo J1a Cy OpPillolOHAAHA YKOJIUKO 3a CBaKU ypeleH 11ap (s, t) € S x T II0CTOjHU jeTHH-
CTBEHO (X,y) € V x K Tako fia je L1(X,y) = S ¥ Ly(x,y) = t. OPTOrOHaJIHOCT /iBa KBajpaTa
MOJKe Ce IIpeJCTaBUTHU jeqHauuHOM S x T = {(L1(X,y),La(X,y)) : (X,y) € V x K}, aiu je TO
HajdoJbe UIYCTPOBAaTH Ha IIpuMepy. IlocMaTpajMo ABa JJaTHHCKA KBaZparTa pefja YeTUPHU
U IIPEeKJIONIUMO UX je[laH IIPeKo IPyror, Ha ciaefehy HauuH.

A|K|Q|] OO0 S Ad KO QO | &
K[ATJ1Q]  [O]s|a[0]  [KO[A&[]4 [QO
Q|J |A|K & 0|0 N Q& | JO | AV | K&
JIQ|K|A MIEIEIES JO | Qb | K& | AG

HoBu KBajpaT [06HjeH CyIIepIIO3UIINjOM UMa CBe pasIMuuTe CUMb0JIe, OHOCHO ypelje-
He I1apoBe OPUTHMHAJIHUX CUMO0JIa, IIITO 3HAYU /la Cy II0YeTHA JBa JIaTUHCKA KBajpaTa

4Jacobus Hendricus van Lint (1932-2004), X0JIaHICKHA MaTeMaTH4ap
SRichard Michael Wilson (1945), aMepHUKy MaTeMaTHdap
$Leonhard Euler (1707-1783), IBajjapcKy MaTeMaTH4ap U QH3HIap
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opToroHasHa. KBazpaT 06HjeH CyIIepIIOSHIIjOM [iBa OPTOrOHAaJHA JIaTUHCKaA KBajpa-
Ta 30BeMO IPpUKO-AAMUHCKU Keagpaiu, a TepPMUH Takohe rmotude oy Ojiepa KojH je 3a
cuMG&oJIe U3 S KOPUCTUO JIATUHCKA, [JOK je 3a CuMoo0JIe U3 T KOPUCTHO I'pukKa cyioBa. Ojiep
je OpUIMHAaIHO 06jaBHO [IBa pajia Ha TeMy I'PUKO-IaTHHCKUX KBajpaTa. ¥ CBOM KpaTKOM
pamy us 1776. roguHe [26] OH je 1IocMaTpao MaruyHe KBajipaTe KOjU CYy y SJIMCKOj Be3U
ca TpUYKO-JIAaTUHCKUM KBaJ[paTUMa, /IOK je y APYroM, IIPUIMYHO OIIIMPHOM pajay us 1779.
roguHe [27], ©3ydyaBao ersucTeHIHjy IPUKO-JIaTUHCKUX KBajpara.

[TocTaBsba Ce IIPUPOAHO IIUTaEe 0 TOMe KOJIMKO JIATUHCKUX KBaJjpaTa KOHKPEeTHOT
pezia Mo>KeMO HallpaBUTH TaKoO /ia Cy CBaKa /iBa Mel)ycodHO opToroHasaHa. Ha mpumep, 3a
pen n = 4 Mo>xeMo ITohH of JIaTUHCKOT KBajpaTa Koju ¢opmupa KiajHoBa rpymna Z; x Zo,
a OHJla IlepMyTalijaMa BPCTH JOSHUTH jOIII 1Ba JIAaTUHCKA KBajgpara.

11234 11234 11234
211143 314|112 41321
314|112 41321 211143
41321 211143 314|112

JemHOCTaBHOM IIPOBEPOM BHUAMMO [Ia CMO Ha 0Baj HAUMWH JOSUIU TPU MeljycodHO opTo-
rOHaJIHa JIaTUHCKa KBaJ[paTa pejia 4, a ICII0CTaBJba Ce /Ia je TO TEOPH)jCKU MaKCHMYM.

Jlema 2.13. He tiocitioju suwe og n — 1 mehycoSHO opitiolIOHANHUX AATUUHCKUX K8agpaiua
pegan.

Joka3. Heka cy Ly, ...,L, MeljycO6HO OPTOrOHA/IHU JIATUHCKU KBaZpaTU peaa n. Kako cy
KBaJIpaTH JIaATUHCKHU TO 3a CBaKO [ € S, IIOCTOJU S; € Sy Tako Aa Baxku L;(1,s;) = L;i(2,1)
(pa3sHOJIMKOCT IIPBE BPCTe), IIpU yeMy je S; # 1 (pasHOJIMKOCT IIpBe KOJIOHe). V ciIy4dajy
fajes; = s; = s émimo &u (Li(2,1),Li(2,1)) = (Li(1,s;),L;(1,s)), Te 36or (2,1) # (1,s), KBa-
AipaT L; 1 Lj HUCY OPTOTOHAIHHU. /laKJIe, 3a | # j BAXKHU S; # Sj, IIPH UEMY je §; # 1, IITO
IIPOTHBPEYH Z[HpHXJIeOBOM@ IIPHUHITAILY. O

TeopeTCKr MaKCUMYM Ce IOCTIDKE Y CIy4ajy KOHA4YHOr I10/ba F pefa n, rie 3a CBako
a € F\ {0} MmoxeM0 KOHCTpyHUCaTH Lq(X,y) = ax +y. OBaKo HallpaB/beHHU KBajgpaTu (n — 1
BUX) Cy JIJATUHCKU jep Tajfa UMaMo Ly(X1,y) = axq +y # axy +y = Lq(X2,y) 32 X1 # Xo, Ka0
ULy(X,y1) = ax +y1 # ax +y, = Lq(X,y2) 3a Y1 # y2. J0AATHO, YKOJIHUKO IIPETIIOCTaBUMO
(Lay (X1,Y1), Lay (X1,¥1)) = (La, (X2,¥2), La, (X2,Y2)), TO [OSHjAMO a1 (X1 — X2) + (Y1 —Y2) =01
az (X1 — X2) + (V1 —y2) = 0, Te oTyza (a; — az)(X; — X2) = 0, IITO aje X1 = X; U Y1 = Y,. Tako
je (x1,y1) = (X2,y2), ILITO 3HAYU Jla CYy HAIIIX KBa/ipaTyu Mel)yCOGHO OpTOTOHAIHH.

3a cucteM of n — 1 MeljycodHO OpPTOrOHaJIHUX JIATUHCKUX KBaZ[paTa peja n KakeMo
Iia je KomilieillaH, 0K BbUX0BOM CYIIEPIIO3UIINjOM L0dMjaMOo KBaipaT KOju 30BEMO XU-
llep-IpuKo-1aimiuHCKUu Keagpaiui. Meh)yTuM, Kperupame MeljycodHO OpTOroHaJTHUX JIa-
TUHCKUX KBaJipaTa He MO>Ke HhH IIpou3BOJ/bHO. Ha mpuMep, 3a JIAaTUHCKU KBajpaT

11234
214113
311|142
41321

He II0CTOjU ’beMy OPTOTOHaJIaH JIATUHCKU KBapar.
Hexkazia je IIOro/fHO yBeCTH [jBa HOBa KBajpaTa peganca L, (x,y) = xu L_(x,y) =,
IIITO Cy y CJIy4ajy pefia n = 4 HapeHU KBaJpaTH.

1[1[1]1 1[2]34
2121213 1(2[3]4
L+_3333 L*_1234
4444 1]2[3]4

>’Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), HeMauKu MaTeMaTHUap
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OBHU olaTHU KBaZ[paTH HaM oMoryhasajy /1a IIpoBepaBaMoO CaM0 OPTOIOHAJIHOCT jep OpHU-
TMHAaIHU KBapaTH Cy JIATUHCKU aKO ¥ CaMO aK0 Cy OpTOTOHa/JIJHU M Ha L, uHa L_.

JIaTUHCKe KBajipaTe MO>KeMO reOMeTPHjCKU I10Be3aTU ca KOHAYHUM IIPOjeKTUBHUM
paBHuMa Ha ciaefehu HauuH. Heka je (7,P,7) KOHauHa IIpOjeKTUBHA paBaH peza r. He-
Ka je u € P IIpoU3BOJbHA IIPaBa, a Cy, Cq, ..., Cr CBe TauKe MHITW/IEHTHe ca BoM. [TocToju
r IIpaBUX UHIWIEHTHUX ca C; pasjiMuuTUX Of U, U HyMepuIieMmo ux ca p(i, 1), p(i, 2),...,
p(i,r), Tako ma je fi(p(i,j)) = j. 3a MpPoU3BOJ/bHY TauKy TZu mmocMaTpaMmo ca HOM HHITU-
neHTHe npase: TVCy, TVCy,..., TVCy, Te HeKa je fo(TVvCy) = x u fi(TvCy) = y. 3a CBaKo
k € {2,3,...,r} mocrtaBbaMo Li(x,y) = fx(TVCy) 1 mocMaTpaMo 0COSUHE 0BAKO e UHU-
CaHOT ITpecyiMKaBama Ly: Sy x §p — Sr.

Axoje Li(x1,y) = Li(X2,y), Taga cy Tauke p(0,x1)Ap(1,y) 1 p(0, x2)Ap(1,y) UHITUAEHTHE
catpaBoM p(k,Ly(x1,y)) = p(k, Li(X2,y)), Kao ¥ ca tpaBoM p(1,y), Tako fja I10 AKCHOMH
UMaMoO X1 = Xp. CaCBUM CJIMYHO, aKo je Ly (X, y1) = Li(X,y2), Taga cy Tauke p(0,x)Ap(1,y1)
u p(0,x)Ap(1,y,) nHIIUAEHTHeE ca IpaBoM p(k, Lx(x,y1)) = p(K,Lk(X,y2)), Kao 1 ca IIpaBoM
p(0,Xx), omakyie ©UMaMo y; = y,. 360T Tora je L JIAaTUHCKHU KBaJpar.

AKo je (Lj(x1,y1), Lr(x1,¥1)) = (Lj(X2,Y2),Lk(X2,y2)), Taga cy u Tauxa p(0,x1)Ap(1,y1)
# Tauka p(0, xz)/\p( ,y2) HHIIHJIEHTHE ca paBoM p(j, Lij(X1,y1)) = p(J,Lj(x2,y2)), Kao u ca
npaBoM p(j, Li(x1,Y1)) = p(,Lk(x2,y2)), amu Kako je u = C;VCy, TO MOPa SUTH X; = Xz U
Y1 =Y2. OBEUM CMO foKa3aH jia ¢y L; 1 Ly MeljyCOSHO OpTOrOHaIHHU JIATHHCKH KBaZipaTH
3a pasiauuure j,k € {2,3,...,1r}.

Jlakiie, ersUCTeHIMja KOHaUHe IIPOjeKTUBHE PaBHU pejia I' I0BJIaYH er3SUCTeHIHjy r—1
Mel)yCO6HO OpPTOrOHaJIHUX JIATUHCKUX KBazpara peza r. OBaj pesysTaT Hac HaBOLU A
II0Be’KeMO JIaATUHCKe KBaipaTe ca KOOpAUHATHU3all1joM, OZHOCHO TepHAPHUM IIPCTEHOM.
Hapenua jiema Masio yrpoirthaBa febUHUIIN]Y TEPHAPHOT IIPCTEHA Y C/Iy4yajy KOHa4YHe
IIPOjeKTUBHE PaBHU.

JIema 2.14. Ycao8 (@) gegpuHuyyje tepHapHol tipciieHa (K, T) je cygsuwaH 3a KOHa4Ho K.

Jloxas. YcioB (@) U3 fedrHUIIMje KaXKe 1a 3a a, b, ¢, d € K ca a # ¢ II0CTOjU je JUHCTBEHO
(x,y) € K? tako ma je T(a,x,y) =bwu T(c x ,y) = d. Ykosnuko (x,y) — (b, d) Huje dujeknyja
Ha K? umasu ducmo T(a,x,y) = T(a yu T(c xy) = T(c,x',y’) 3a Heke (x,y) # (X,y')
IIITO 3a X = X' IPOTUBPEYHU YCJIOBY (@) a 3a X # X' IpoTUBpeydu ycaoBy (2.4). O

Kopucrehu Be3y nsMel)y opTOroHaJIHUX JIATUHCKHUX KBa/ipaTa XU TepHAapPHOT IIpCTeHa
y MOTYhHOCTH CMO [1a JOKa*kKeMo TeopeMy Kojy je 1938. moctaBuo Boyced y [8].

Teopema 2.15 (boyc). IIpojexitiusHa pagaH pega r oCioju aKo U Camo axko uocitioju Kom-
usettiaH cucitiem melycodHo OplolOHANHUX NATNUHCKUX Keagpailia pegar.

Joka3s. Axo 1ioctoju TepHapHu npcreH (K, T) 3a K = {0,1,. -1}, MO>KeMO KOHCprH-
caTH OPTOTOHAaJIHe JIJaTUHCKe KBajipaTe ca Ly(i,j) = T(k, i ]) 3a k #0.3aT(k T(k,i,y)
o (2.3) cieau x = y ofakiie Cy CUMOOJIH Y KOJIOHaMa pasIuyuTU. 13 (@) cefy na je
k = 0 pemiewe jegnauuHe T(k, x,j) = T(k,y,]), Te LPYIO pellerne 360T (@) IIOBJIAYU X =,

8Raj Chandra Bose (1901-1987), HHIHjCKH MaTeMaTH4ap
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OJlaKJIe Cy CUMOOJIH y BpCcTaMa pasIMuUTH, Te Cy CBU KOHCTPYHCAaHU KBaZJpaTH JaTHUH-
cku. Ako T(x,a,b) = T(x, c,d) uMa [iBa pelllewka OHJa U3 (@) CJIely a = ¢, a 3aTUM U3 (@)
nodujamo u b = d, ogHOoCHO (a,b) = (¢, d), Te Cy Halllk KBaJpaTU OPTOrOHAIHU. /laKiie, aKo
II0CTOjH IIPOjeKTUBHA paBaH pefa r, 1o TeopeMu 2.6 11octoju TepHapHU pcreH (K, T) pe-
Iia r, 1 ofatie KOMIIETaH CUCTeM Mel)yCOSHO OpTOTOHAIHUX JIATUHCKUX KBaJpaTa peja
r. HartoMeHHUMO [1a je 0BO caMO JIpyradyuju JoKa3 TBphema Koje CMO IIPeTXOAHO [T0Ka3aIu
reOMeTpPU]jCKHU.

PasmoTpuMo odpat. IIpeTriocTaBUMO ja UMaMO KOMILJIeTaH cCUCcTeM MeljycoSHO opTo-
TOHaJIHUX JIATUHCKUX KBajparTa peza r. [lepMmyrarnyja cuMoo0J1a y JIaTUHCKOM KBajipaTy
octaBuhe KBajpaT JaTUHCKUM, a OYUIJIETHO He yTHUYe HU Ha OPTOTOHAIHOCT, TAKO /ia MO-
>KeMO KOPUCTUTU TaKO3BaHY HOPMAAHY fopmy y KOjoj CBU KBaZpaTh UMajy UeHTHUY-
HY IIPBY BPCTY KOjy YMHe pefoM 6pojeBU 0, 1, ..., r—1. [IepMyTariija BpCTH, ICTOBPEMEHO
Ha CBUM KBa/ipaTHUMa, TaKolje He yTHUYe Ha OPTOrOHAIHOCT, TAKO JJa UX MOXKeMO JioTepa-
TH Jja IPBU OJf BHUX MMa IIPBY KOJIOHY KOjy Takohe yuHe pexom dpojeBu 0,1,....r — 1.
OcraJse KBaZpaTe M0O>KeMO HyMepHCcaTH TaKo Jja UM je peJHU dpoj jelHAK eJleMeHTYy Ha
nosuryju (1, 0). lakiie, II0OYEeTHHU YCJIOB je eKBUBaJIeHTaH er3sUCTeHIIHjH KOMILJIETHOT CH-
creMa Lq1,Ly,...,Ly_1: K x K — K Meljyco6HO OPTOrOHa/IHUX JIATUHCKHUX KBajpaTa peja
r,rpeje K = {0,1,2,...,r — 1}, mpu ueMy je Lq(0,j) = j, L1(j,0) = j 1 Lq(1,0) = a 3a cBaKo
jeKuaecK)\{0}. Joka’xuMOo /1a TepHapHH IIPCTeH JIaKo fodujamo ca T(a,b,c) = Lq(b, C)
3aa # 0y3HeonxogHo T(0,b, ¢) = c. YeioBu (ﬁ) U (@) OUMIJIeTHO BayKe JUPEKTHOM IIpOo-
BepoM. Yciio0B (2.3) BaXKH jep Kako je Ly JJaTUHCKU TO jegHauuHa T(a,b,y) = Lq(b,y) = d
UMa je[IUHCTBEHO pelllene y. YCII0B (@) Ba’KU jep OPTOrOHAJIHOCT KBaJipaTa rapaHTyje
na jeqHauuHa Ly(a,b) = T(x,a,b) = T(x,c,d) = Lx(c,d) “Ma jeJUHCTBEHO pellleke X. Ka-
Ko je K KoHauaH cKyI, (2.5) He MopaMo ITpoBepaBaTH 350t Jleme P.14, Te je (K, T) 3aucTa
TepHapHU npcTeH. KoHauHO, 110 Teopemnb, TepHapHU IPCTeH T'eHepHUIlle IIP0jeKTUBHY
paBaH HUCTOT pefa. O

HajMamU 5poj KOju HHje cTelleH IPOCTOT 5poja je r = 6, Tako Aa 1o TeopeMu P.15 mH-
Tam€ er3sUCTeHIIYje KOHayHe IIPOjeKTUBHE PaBHU pe/ia 6 je eKBUBaJIEHTHO er3sUCTeHIIUjU
eT MeljyCOGHO OpTOTOHA/IHUX JJATUHCKUX KBajipaTa peja IrecT. MeljyTuM, UcIiocraB/ba
Ce J1a 3aIIpaBO He II0CTOje HU /IBa OPTOTOHAJIHA JIATUHCKA KBaj/ipaTa pefia IecT, OAHOCHO
He II0CTOjU TPUYKO-JIAaTUHCKY KBa/ipaT peja LI1ecT.

JlereHsia Kaxke f1a je KarapuHa BesmkaR? rocraBuiia Ojsrepy mpodsieM 36 oduiimpa.
Od¢unypu mosiase U3 LIECT IIyKOBA U UMajy IIIeCT pas/IMUYUTUX YUHOBA (jefaH 0QUIIUD
CBAKOI YMHA M3 CBAKOT IIyKa) X IIOTPESHO UX je pasMeCTUTH Ha TadJIH IIIEeCT ca II1eCT TaKo
Ila CBaKa BpCTa U CBaKa KOJIOHA CaAp KU oUIMpa CBaKOI YKWHA, Kao ¥ 0QUITMpa CBaKOT
Iyka. O4uuIyIefHO je fja pellerme 0BOT IIpodjeMa IIoipasyMeBa I'PUYKO-JIaTUHCKHA KBaZpaT
pena 1iect. Ojsep je ipodsieM pasMaTpao 1779.y [27] u ybenuo cede fa je To Hemoryhe, aiu
HUje UMao HUKaKaB 3allkicaH Jo0Kas. Y npenuciu us 1842. rongune, [Ilymaxep? je mmucao
Faycy@, 7ia je ¥BeroB yueHUK KirayceH®d 10Kasao /la OpTOTOHAIHU JIATUHCKU KBaZpaTH
peza miect He moctoje [33].

3a IIpBU cadyyBaH KOpPeKTaH J0Ka3 OBOI IIpodJyieMa 3acjy’kKaH je TapI/I@ [74]. FberoB
nokas u3 1901. 610 je IIPUINYHO AyTavak, jep je rmocMarpao 9408 mmocedHUX ciyyajeBa
KOje je mojequHavyHO pasMarpao [47]. Bpegu HatoMeHYTH fa je 1984. CtuHcoHR y [70]
a0 KpaTak J0Kas OBOT TBphema. Y cBaKOM ciIy4dajy dpoj IIeCT je UCTOPHjCKU IIPBU dPOj
3a KOjH je T0Ka3aHo /1a He MO>Ke SUTHU pel KOHauHe IIpojeKTUBHE PaBHU.

SYExarepuHa II AnekceeBHa (1729-1796), pycka IlapHIia

80Heinrich Christian Schumacher (1780-1850), HeMayKoO-IaHCKU aCTPOHOM
61Carl Friedrich Gauf} (1777-1855), HeMauKHu MareMaThyap

52Thomas Clausen (1801-1885), JaHCKH MaTeMaTH4ap X aCTPOHOM
83Gaston Tarry (1843-1913), dpaHI[yCKH MaTeMaTHUap

64Douglals Robert Stinson (1956), kaHaZiCKX MaTeMaTH4yap
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2.8. EramcreHumja KOHayYHUX paBHU *

2.8 ErsmucreHnyja KOHAaYHUX paBHHA *

KonauHe IIpojeKTUBHE paBHU pefia N MOTY Ce IIpe/icTaBUTH momohy MaTpuiia. Ma-
ipuua uHUUgeHuuje je KBagpaTHa SHHapHa MaTpUIia pega n? + n+ 1 (3sor Jeme ),
I7ie Cy IpaBe IIpeJicTaB/beHe BpCTaMa, a TauKe KOJIOHaMa, TaKo Jla BpcTa i UMa 1 y KOJIOHU
J YKOJIMKO je IIpaBa Koja OiroBapa BPCTH [ MHITHIeHTHA Ca TAYKOM K0j0j 0roBapa KoJIOHa
J, Y CYIIPOTHOM Ha TOj I103uyju croju 0. Ha ripuMep, PaHO0OBOj paBHU o/irOBapa ciaeneha
MaTpulla UHITUIEeHIY]e.

1110000
1001100
1000011
0101010
0100101
00110001
0010110

BpcTe MaTpHIle HHITUIEHIHje MOXKeMO CXBaTUTH Kao BeKTope. Kako cy iBe pasinyu-
Te IIpaBe UHITUJIeHTHE Ca TaYHO jeJHOM 3ajeTHUYKOM TauKoM (AKcuoma P.2) TO je cKa-
JIAapHU IIPOM3BOJ, IBe pasJIMYUTe BPCTe jefHaK 1. /lyaJHO, KaKo Cy [iBe pasJMyuTe Tayke
UHITUJeHTHe ca Ta4HO jeJHOM IIpaBoM (Akcroma 2.1) To je cKaJlapHU IIPOU3BO/ [iBe pa-
3JIMYUTE KOJIOHE jefHaK 1. CkaJlapHHU IIPOU3BO/L BPCTE, O{HOCHO KOJIOHE, Ca CAMOM CO60M
jeqHaK je 6pojy TauaKa MHITUEHTHUX ca IIpaBOM, OJHOCHO dpPO0jy IIpaBUX UHITUIEHTHUX
ca TauKoM, IIITO je y HallleM cIy4ajy n+ 1. VKoJIMKo MaTpHUIy UHITU/IEHIIM]je 03HAYHMO Ca
A, HaBeJleHe 0COSHHE CKaJIapHOT IIPOU3BO/a BPCTa, OAHOCHO KOJIOHA, [1ajy jeJHauYuHY

AAT = ATA = n1+], (2.6)

I7e je 1 jefMHUYHA MaTPUILa, a /] MaTpHUIla Koja ce cacTOju caMo Of jefuHUIIa. Ha ripuMep,
jeqHaumHa (.6) oMmoryhasa /1a JIaKO CpauyHaMoO eTepMUHAHTY MaTpHUIle MHITHUIeHI]je
A. AKo oty3sMeMO IIPBY BPCTY OJf CBUX OCTaJIUX BPCTH, a 3aTUM JI0ZjlaMO CBe KOJIOHe Ha
IIPBY KOJIOHY, J0SHjaMO

n+1 1 1 n+1 1 -.- 1
1 n+1 - 1 -n n --- 0
det(ATA) =| . ) . =1 ) )
1 1 n+1 -n 0 n
n+1)? 1 1
0 n
prd . . = (n + 1)2nn2+n,
0 0 n

OHOCHO
n2 n
detA =+(n+1)n"z".

Jla ducMo IoBe3asId KOHayHe IIPOjeKTHBHE paBHU Ca MaTPHUIIOM HHITUIeHIHje I10-
TEESHI/I Cy HaM HeKU CTapH pesy/ITaTH U3 TeOpHje dpojeBa KOjU Cy UCTaKHYTU Y CeKIIuju

[IpeTiocTaBUMO Jja II0CTOjU KOHaYHa IIPOjeKTUBHA PaBaH pejia n U HeKa je A beHa
MaTpulia uHnyAeHnyje. Ilo Jlemu &poj Tayaka y paBHH je N = n? +n+ 1, 111to je oHza
pen xBaapaTHe maTpulie A. Heka je X = (Xq,...,Xy) BEKTOp Ca palfUOHaJIHUM yJasvMa
U HeKa je Z = (z1,...,Zy) TaKaB Jla BaXKu Z = AX, OHOCHO BpPeHOCTHU Z; Ce 0SHjajy Kao
JIMHeapHe KOMSHHAITHje BpeAHOCTH X;. [[pumeHoM jerHaurHe (2.6) modujamo

Z'Z=X"ATAX=X"(n1 +))X = nX'X + X"JX,
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lnaBa 2. lNpojekTnBHa paBaH

TeKaKojeZ'Z =25 +...+ 25, X' X=X} + ...+ X3 u X"JX = (X1 +... + Xy)%, ©IMaMo

224 425 =n(3+ . X))+ (X +. .+ xy)E
V cayuajy fajen=1,2 (mod 4) umamo N = 3 (mod 4), ofHOCHO N + 1 je nesbuB ca 4.
Kako caSHpKe eJIHMO /ja IIOfleJTIMO Y YeTBOPKe JI0flajeMo nx% , ; Ha 05e cTpaHe jefHauu-
He. JIarpaHHceBa@ TeopeMa 0 4eTHpPHU KBajapara (Jlema @) HaM oMoryhasa [1a yBeeMo
3aMeHy n = b? + b + b3 + b3 u Tako o5HjeMo

ZE 4z Xy = (X )
+ (D2 + b5+ b5+ b5) (G + 3G+ x5 +x5) + ..+ (g + X1 + Xk +xk1)) -
To Jlemu [A.5 Ipom3Boy| 36Hpa YeTHPH KBajipaTa je 36Up YeTHPHU KBaJpaTa, OflakJIe CIeH
2z A =YY YR (e x)

I7ie y; IMHEeapHo 3aBUCe O] X;. MehyTuM, Kako je Be3a us Jleme @ dUjeKTHUBHA TO JIMHE-
apHO IOBE3yjeMo U X;j IIPEKO y;, Te KaKO Ce Zj JIMHEeapHO U3PakaBajy MPeKo X; KOHAYHO
UMaMo Jia Zj IUHeapHOo 3aBUCE Of y;, IIPU UeMy Cy KoeQUITUjeHTH parijiOHaIHU.
HapenHy uzejy cupoBoguMo y N Kopaka. Ha Kopaky i ©3pa’kaBaMo y; Kao JIUHeapHYy
KOMOUHAIH]Y OL Vi, 1, .- .,YN+1 Ca PAIlMOHATHUM KoeQUITHjeHTHMAa TaKo [1a BaXKU yl.z = zl.z.
To pagrMo Tako IIITO HajIIpe y3UMaMO U3pa’kaBame 3a Z; [IPEeKO V1, . . ., YN+ 1, T€ KAKO CMO Y
IIPeTXONHUX [ — 1 KopaKa JO0SHIN U3PaKeHO Yy, . . ., Vi_1, MOKEMO JOSHUTH Z; Ka0 JINHEapHYy

KOMOUHAIIH]Y OAY;, . .., Yn+1.- HEKa je z; = ¢y;+. . .+Cn1YN+1 3@ HEKe pallioHaIHe dpojeBe
Ci,...,CNy1. Y CIIYUAjy C; # 1 IOCTaBBAMO Y; = (Ciy1Vis1 + - - -+ CNr1YN+1)/ (1 — ¢;), IIITO Haje
Z; = y;, AOK je HHa4e ¢; = 1 Te Tajia II0CTaBbaMO Y; = —(Ci 1Vit1 + - - - + CN4+1YN+1)/2, LLITO

faje z; = —y;. Y CBaKOM CJIy4ajy ;oSHjaMo y? = z7.

HaxoH N Kopaka JJOSHJIH CMO M3pakaBarbe 3a Y1, . . ., Yy U YN 1 Kao CJI050/aH IIapaMe-
Tap, OAHOCHO Y1, . .., Yy CY HEKH PaI{HOHAIHN YMHOIIIY OF Yy, 1, a/I1 JIMHeapHa Be3a ca
IIOUeTKa Ka’ke Ja Cy TO H X1, ..., Xy 1. O8e38emumu cMo y2 = z2,y2 = 72, .., y% = 7%, Te
IocJie cpehuBama Hallla jefHa4YMHa I10CTaje

2 2 2
Xy =Yne1 + (0 + ..+ Xn)7,

IJe je Xy11 = q1YN+1 U X1 + ... + XNy = (2YN+1 3@ HEKe pallMOHaIHe dpojeBe ¢ U ¢. Kako
je yn11 IIPOU3BOJBHO, II0CTaB/haMO I'a Ha HajMak U 3ajeJHUYKHU cajprKasiall o UMeHHOoIa
dpojeBa g1 U (3, 1a SUCMO JOSUIIU 11eJie SpojeBe Xy, 1 U X1 + . . . + Xy. KOHauHO, IIpodJiieM ce
CBOJIY Ha pelllaBambe jefHadmHe nx? =y + z2 y cKyIly IIeJIUX 5pojesa, rjie mo Jemu A7, n
Mopa dUTH 36Up [Ba KBajpara. To KoMILIeTHpa TeopeMy Kojy cy 1949. nokasasiu bpyk
u Paj3ep@ [n4].

Teopema 2.16 (Bpyk-Paj3ep). Vkoauko tiocitioju tipojekiiugHa pasaH pegarsar = 1,2
(mod 4) tuaga je r 36up gea keagpaiua.

[TosuTUBaH OJTOBOP Ha er3sUCTeHINjy KOHAYHUX IIPOjeKTUBHUX PaBHU pejia ' UMaJlu
CMO y CJIy4ajy /ia je I CTeIleH IIpOoCTor Spoja (Ha mpuMep F,P?), a cajia ©MaMO TeopeMy Koja
Jlaje HeTaTUBAH OTOBOP, Ha IIPUMep pelllaBa ciayvajeBe r = 6,14, 21, 22... Kao mmocieguity
HMMaMo Jia 6poj 06/IMKa 8n + 6 He MOJKe SUTH peJ KOHauHe IIPOjeKTUBHE PaBHU.

[luTame ersucTeHIHje IIPOjeKTUBHUX PaBHU pefia I’ je IpeBUllle KOMILUIMKOBAHO jep
nopen Beh HaBe/leHUX pellleH je jefuHO ciay4daj r = 10. HauMme, JIaM@, Trentd u Cepu™ cy

%5Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), uraujaHcko-GppaHIlyCKA MaTeMaTHJdap ¥ aCTPOHOM
6Richard Hubert Bruck (1914-1991), aMepHUKy MaTeMaTHdap

8"Herbert John Ryser (1923-1985), aMepUYKH MaTeMaTHUap

88Clement W H Lam , KaHaJICK{ MaTeMaTH4ap

89Larry H Thiel, kaHafcKu mporpaMep

"%Stan Swiercz, KaHaJ[CKH [TporpaMep
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2.8. EramcreHumja KOHayYHUX paBHU *

1989. Ha JiyKaB HaUWH MCKOPUCTUJIUN UCLPIULYjyhy IIpeTpary padyyHapa ¥ JOSHUIU KOM-
IIjyTepCKHU [0Ka3 JjJa KOHauHa IIpojeKTUBHA paBaH pena 10 He 1moctoju [49, 51]. Harmome-
HUMO [1a CYy U Jla/be OCTaIu OTBOPEHHU cayvajeBu r = 12,15,18, 20, 24...
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I'maBa 3

AE3APT'OBA, ITAIIOCOBA 1 BAXMAHOBA PABAH

3.1 /[le3saproBo TBpheme

ITox puiypom moipasyMeBaMo SMUJI0 KOjU CKYII TadaKa U IIPaBUX IIPOjeKTUBHE PaB-
HU. AKO Y UTPY YKJBYYHMO U peJialiijy HHIIHeHITH]je u3Mel)y Tayaka U IIpaBUX HeKe QU-
rype nodujaMmo KoHgdulypauujy. V ckiany ca Akcuomama 2.1 u , KoHUTypaIyja uma
CBOjCTBO fia IIOCTOjH HajBHUIIIe je/lHA [IpaBa MHIIM/eHTHA Ca /iIBe pasJInuuTe TaukKe, Kao U
[la II0CTOjU HajBHUIIIe jeHA TayKa Koja je HHITU/IeHTHA Ca /iBe pasjnuure rpase. [eome-
inpujcka koHgulypauuja je KOHOUTypaIrja KoJ Koje je cBaKa IIpaBa MHITHEHTHA Ca
KOHCTaHTHUM SpojeM Tauaka, a CBaKa TaykKa MHITUIeHTHA ca KOHCTaHTHUM SpojeM IIpa-
BUX. AKO je KOHCTaHTa 3a 6p0j TauaKa Ha IIpaB0j jefHaKa KOHCTAaHTH 3a dP0j IIpaBUX KPO3
TAauKy OH/IA je y IUTaky cumeilpu4Ha ieomeiupujcka kKonduilypauuja.

Heke ¢purype u KoHQUTrypaIiyje UMajy IoCceSHYy BaKHOCT. Hu3 itauaka YrHe CBe Tau-
Ke UHITUJIeHTHe ca HeKOM ITpaBoM. H13 Tauaka MHIIUIEeHTHUX Ca IIPaBOM p 06eJjierkaBaMo
ca (p) U Ka>KeMoO [ia je IIpaBa p HocuJal] HU3a (p). [lyanHa ¢urypa HU3y Tadaka je upa-
MeH Tipaeux, a YrHe ra CBe IIpaBe UHIIUJeHTHe ca HeKOM TauKoM. [IpaMeH IIpaBUX UH-
IIU/IEHTHUX Ca TAYKOM A odeJsie’xaBaMo ca (A) U KaKeMo Jja je TaukKa A HOCHJIALl IIpaMeHa
(A).

JemaH of passiora IIITO 3a HU3 TayaKa KOPUCTHUMO 03HAKY (p) YMECTO caMOr p je Taj
IIITO YeCTO PajuMO ca IPUINYHO allCTPaKTHUM KOHCTPYKIMjaMa (IIOIyT KOHCTPYKITHje
aHaJUTHYKe paBHHU FP?), I7e je He3rofHo MMICaTH UHITUAEHIH]Y ca P ¢ p. 3axBasbyjyhu
HOBOj O3HAIl MO>KeMO ITMCAaTH YHUCTO CKYIIOBHO P € (p), yMecTO /ia MHCUCTHUPAMO Ha
3amucy PZp.

durypa Koja ce cacToju o[ n Tauaka Mel)y KojuMa HeMa TPU KOJIMHeapHe, U CBUX CIIOj-
HUIla BUMa ofpehieHUM, 30Be ce (@oililyHU) n-iiemeHuK. durypa Koja ce caCcToju of n
IpaBUX Meljy KojuMa HeMa TpU KOHKYpPeHTHe, ¥ CBHUX CeIluIlTa BbUMa ofpeljeHHUM, 30-
Be ce (MotmyHU) n-ciipaHuk. Tauke 0BUX QUTypa 30BEMO illemeHa, I0K IIpaBe 30BEMO
cilipaHuue, Kako 3a n-TeMeHHUK, TaKo U 3a N-CTpaHUK. HalloMeHUMO /1a Cy n-TeMeHUK U
n-cTpaHUK MeljycodHO ayanHe QUIype, aid KaKO N-TeMeHUK KMMa n TeMeHa U n(n — 1)/2
CTpaHUILa, a N-CTPaHUK UMa n(n — 1)/2 TeMeHa U n CTpPaHUIA, TO CY OHHU jelTHAKHU CaMO y
ciay4dajy n = 3.

Hajuenrhe paguMo ca ciaydajeBuMa n € {3,4,5,6}. durypa Koja ce cacToju of TpH He-
KOJIMHeapHe TauykKe ¥ TPU HEKOHKYPeHTHe IIpaBe Koje Cy lbMMa o/ipeljeHe 30Be ce ilpo-
iilemeHuK (n-TeMeHUK 3a n = 3), a Ta UcTa QuUrypa 3oBe ce U MPOCPaHuK (n-CTpaHUK
3a n = 3). YeiigopoiiemeHUK (n-TeMeHUK 3a n = 4) je purypa Koja ce cacToju oJf YeTUPHU
TauKe O KOjUX HUKOje TpU HUCY KOJIMHeapHe, a OHa UMa YeTUPU TeMeHa U IIIeCT CTpa-
HuUI1a. [IppMeTHMO 1a AKCHOMA @ 3alIpaBo rapaHTyje II0CTOjare YeTBOPOTeMeHHUKa. Ye-
inieopociupaHuK (n-CTpaHUK 3a n = 4) je meMy AyajiHa GUrypa, a iMa 4eTUPHU CTpaHUILle
U 111eCT TeMeHa. PUrype y ciaydajy n = 5 30BeMO HeilloilieMeHUK U UeilloCipaHuK, a y
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3.1. Oesaproso TBpheme

cIy4ajy n = 6, ecinoiieMeHUK, OTHOCHO WeCilloCiup AHUK.

OcHuM IIOTIIYHUX N-TeMeHHKa U N-CTpaHWKa MMaMo II0Tpedy fa nepUHUIIeMO U He-
IIITO peCTPUKTHUBHUje ¢purype. IIpocin n-inemeHux je ¢urypa T1T, ... T, Koja ce cacToju
ogntavyaka Ty, Ty, ..., Ty JaTUX y oapeljeHOM IIUKIMYHOM pefociiely TaKo /1a CBaKe TPU
y3aCTOIIHe HUCY KOJIMHeapHe U of n npaBux T1VTy, ToVTs,...,ThVvT] KoOje Cy CIIOjHULIE
y3aCTOIIHUX Tadyaka. IbeMy nyasHa ¢urypa 3oBe ce @pocilt n-CillpaHuK, a eEBUeHTHO je
7la je OH HCTO IITO U IIPOCT N-TeMeHUK. TauKe, OJHOCHO IIpaBe, IIPOCTOT n-TeMeHUKa he
U laJbe SUTU TeMeHa, OLHOCHO CTpaHulle. 3a IBe CTpPaHUIle IIPOCTOT N-CTPaHUKa Koje Cy
HHITUJIEHTHE Ca UCTUM TeMeHOM Ka’KeMo [1a Cy CycegHe, Kao U 3a IBa TeMeHa IIpoCTOr
n-TeMeHHUKa Koja Cy MHITH/IEHTHA Ca UCTOM CTPAHHUI[OM. 3a /iBa TeMeHa T; u T; mpocTor
2n-temeHuka T T, ... Ty, KaXKeMo J1a Cy HACUpaAMHa YKOJIUKO je |i — j| = n.

Hus Tayaka U IpaMeH IIpaBUX Cy jeJHOAMMEH3HUOHU 06jeKTU U3Mel)y KOjUX IIPUPOJ-
HO MO>XeMO yBeCTH OCHOBHA IIpec/IMKaBama I10 y30py Ha /10Ka3 Jleme . Heka je p 1ipa-
Ba, a S TauKa Koja HUje MHIIHJeHTHa ca p. [locMaTpajMo HUS (p) U mpaMeH (S). IIpameH
(S) MorxeMO BHIeTH Kao0 CKYII CBHUX CIIOjHUIIA SVX, Irhe cy X Tayke U3 HU3a (p). Baxxu u
IyaJHO, HU3 (p) MO’KeMO BUJIeTH Ka0 CKYII CBUX CEITUIIITA pAX, Ie Cy X IIpaBe U3 IIpaMe-
Ha (S). Ha oBaj HauMH yCIIOCTaB/beHY SUjeKIHjy U3Mel)y Hu3a (p) U mpaMeHa (S) 30BEMO
llepcueKinueuiuein (UM IIepCcreKTUBHO IIpeciuKaBame). Ca (p)i(S) oderexaBamo I1ep-
CIIEKTUBUTET f: (p) — (S) maT ca f(X) = SVX, 10K ca (S)z(p) odesexxaBaMo BlbeMy UHBep3aH
nepcrieKTuBUTeT f: (S) — (p) mat ca f(x) = pAX.

YV nmuTamy Cy OCHOBHA IIpecjrKaBamba IIpojeKTUBHe TeOMeTpHje U YoSuUajeHo pagu-
MO Cca BbUXOBUM KOMIIO3UIIMjaMa. [la SMCMO KOMIIOHOBAJIU [iBa I1ePCIIeKTUBUTETa HeOIl-
XO/IHO je J1a ce IIPEKJIOIIH JJOMeH IIPBOT ca KOZOMeHOM Apyror. Taza 1o8ujaMo KOMIIO3HU-
IUjy Kao IIpecJarKaBambe KO Kora Cy U JOMeH U KOJOMEeH UCTOT TUIIAa (HU3 TadyaKa WIN
IpaMeH IIpaBux). OBaKBO IIpeCc/IMKaBake TaKolje 30BeMO fiepcuieKinusuineinl, aJiui y ToM
cJIy4ajy HaBOAYMO Y OJTHOCY Ha IIITa je OHO IIepCIIeKTUBUTET.

IlepcrieKTHUBUTET (p)3(q) je IpeciauKaBame f: (p) — (q) Aato ca f{X) = (SVX)Aq, ITo je
3arpaBo KoMmmosunuja ((S)x(q)) o ((p)x(S)), mpu ueMy S € 7 HHUje HHIIUIEHTHO ca p,q € P.
Kasxemo fa je (p)%(q) IIepCIIeKTUBUTET HU3a (p) Ha HU3 (q) Y OZHOCY Ha UeHiuap uep-
cuieKiiuge S, a OCHOBHA OJIJIMKa je KOJIMHeapHOCT Tadyaka X, f(X) u S.

S

X

CacBUM CJIMYHO IIOCTaBJ/bAMO AyasHy AeduHUIyjy. llepcekTuBuTeT (P)3(Q) je mpe-
caukaBame f: (P) — (Q) mato ca fix) = (SAX)VQ, 1ITo je KoMItosumyja ((8)x(Q)) o ((P)x(s)),
IIpX UeMy S € P HHje HHIHAEHTHO ca P,Q € 7. Kaxxemo 7a je (P)3(Q) IepCIIeKTUBUTET
IIpaMeHa (P) Ha IpaMeH (Q) y 0fHOCY Ha ocCy liepciieKiuuee s, a ’eHa 0OCHOBHA 0COOHHA
je KOHKYpPeHTHOCT IIpaBUX X, f(X) U S.

[TepCIIeKTUBUTETH U3 IIPETXOAHUX TepUHUIM]a Ce ca HU30Ba TayakKa U IIpaMeHOBa
IIpaBUX MOI'Y YOIIIIITUTH Ha ¢Urype. 3a iBe QUIype KakeMo /ia Cy ilepciieKiuueHey 0g-
HOCy Ha tauKy (1ieHTap) S aKo II0CTOjU SHjeKTUBHO IIpPeC/IMKaBamke TaKBO Jla Cy CBaKe
IBe oAroBapajyhe Tayke 3ajefHO ca S KOJIMHeapHe. 3a iBe QUType Ka’keMo Jia Cy iepciiek-
ililueHe y 0gHOCYy Ha tipaegy (0Cy) S aKO IIOCTOjH SMjeKTHUBHO IIpeCIMKaBamkhe TAKBO /1A CY
CBaKe /iBe ofroBapajyhe mmpase 3ajefHO ca S KOHKYpeHTHe.

HM3yseTaH 3Hauaj y IpojeKTUBHO] reOMeTpUjU UMa /lesaproBa TeopeMa O JiBa TpOTe-
MeHUKa Koja Cy y IIepCIIeKTUBHOM II0JI0’Kajy. 3aHUMJBUBO je fa [lesapr 3alipaBo HUKAJ,
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nasa 3. Oesaprosa, [ManocoBa v baxmaHoBa paBaH

HUje 06jaBHO CBOjy TeOpeMYy, a FbeHO IIPBO [10jaB/bUBakb€e BE3aHO je 3a IIPaKTUYHY KIbUTY
0 IIepCIIeKTUBU KOjy je 1648. 06jaBuoO /le3aproB IIpHjaTe/b U yUeHUK Bocll [12].

TBpheme 3.1 (Je3aproso TBpheme). Ako cy gea itipoitiemeHUKA TiepCleKIU8HAa y 0gHOCY
Ha HeKY a4Ky, OHga Cy OHU UepCueKitiusHU y 0GHOCY HA HeKY Upasy.

JlesaproBo TBpheme 3ampaBo Kake Jla ako ABa TPOTeMeHHUKa MMajy lieHTap, OHZa
OHU HUMajy U 0Cy. V paciucaHoM 08JIUKY OBO TBphjeme IJIacu: ,,AKO Cy TPOTeMEeHUIIU
A1B1Cq 1 AyB,C, TakBH Jia cy 1nipase A1VAjy, B1VB; u C1VCy KOHKYpPeHTHe, TaZia Cy Tau-
Ke (A1VB1)A(A2VB3), (A1VC1)A(A2VCy) U (B1VC1)A(B2VCy) KOTUHEapHe.“

MOJKe IoKa3aTU KopuithewmeM fAocafallbux akcuoma (AkcruoMme 2.1, 2.2 1 2.3). OHO BaXkKU
y (TpOAMMEH3UOHOM) IIPOjeKTUBHOM IIpOCTOPY (BUaeTHu TeopeMy B.8), ayik He yBeK Kajza
je oIepaTUBHU IIPOCTOP CaMo IIPOjeKTUBHA paBaH, IITO heMo yCKOpO II0Ka3aTH.

/Je3apioea paeaH je TIpojeKTUBHA paBaH y K0joj Bakul [lesaproso TBpheme. KoHpu-
ryparyja /lesaproBor TBpljera CcacTojU Ce Off leceT TauaKa U JleceT IIpaBUX, [IPU UeMY je
CBaKa IIpaBa UHIWJIeHTHA Ca TPU TauyKe, a CBaKa TaykKa MHIJW/IEHTHa ca TPH IIpaBe, Te
je y IuTamky CUMeTpHU4YHa reoMeTpHjcKa KoHuUryparyja. OHa ©Ma MHOTO CUMeTpHja jep
yJI0Ta pasJIMuuTHX Tavyaka HUje QUKCHUpaHa, O{THOCHO SHJI0 Koja Off leceT TadaKa MOJKe ce
y3eTH 3a IleHTap IIepClieKTUBe ABa TpoTeMeHUKa. TBphewe ayasHo /lesaproBomM 30BeMO
Ob6paTHo /le3aproBo TBpheme.

Jo1 je paHO a 0BO 3SHaMEeHUTO /[e3aproBO TBphjerme 30BEMO TGOEGM&, jep OHO ce He

TBpheme 3.2 (OdpaTHO [le3aproso TBpheme). AKo Cy gea lpoCilipaHuKa tepCcieKiuuusHa
Y 0gHOCY Ha HeKy Upagy, OHga Cy OHU UepClieKTUBHU Yy 0gHOCY HA HeKY TauKy.

Hcmocrassba ce fa je OdpaTtHO /Jlesaproso TBpheme (TBphewe ) OUpeKTHa I10CIeIU-
11a camor /lesaprosor TBplema (TBpheme @).

Teopema 3.3. V Jesapiogoj pasHu eaxcu OdpailiHo /[e3aplogo itigpherse.

/Jlokas. Heka cy TpOCTpaHHUIIM KOjH Cy IIePCIIEKTUBHU y OJHOCY Ha IIpaBy 3alpaBo TPO-
TeMeHUU B1By,P u C1C,0Q, Te cy Tauke S = (B1VB)A(C1VCy), A1 = (B1VP)A(C1VQ) U
Ay = (BaVP)A(CyVvQ) KotHeapHe. /lodujaMo fa cy TpoTeMeHUIH A1B1C; ¥ AyByC; 11ep-
CIIEKTUBHH y OJIHOCY Ha S, Te Ccy II0 /lesaproBoM TBphewmy Tauke P = (A1VB1)A(A2VBy),
Q = (A1VC)A(AvCy) 1 R = (B1VCy)A(B2VCy) KOJIMHEapHe, OJlaKJIe CIeLH /ia Cy IIpaBe
B1VvCy, B;VCy ¥ PV(Q KOHKYPEHTHE y R, IIITO je ¥ TpedaJsIo JoKas3aTH. O

Kaxko je TpoCTpaHUK UCTO LITO U TPOTEMEHUK, TO Ce [[e3aproBo TBpheme MoKe TpeTu-
paTu Ha ciaefehy HaUMH: ,,/[Ba TPOTEMEHUKA CYy IIepCIIeKTUBHA ¥ OJHOCY Ha HEKY TauK
aKo M CaMoO aKo Cy IIepCIIeKTUBHA Y OJHOCY Ha HeKy IIpaBy.“ 3axBasbyjyhu Teopemu @I
[TpuHIMI AyaJIHOCTH U3 TeopeMe @ 0CTaje Ha CHas3u.

Teopema 3.4. V [esapiogoj pasHu eaxcu IIpuHyui gyaaHoCuu.

! Abraham Bosse (1604-1676), bpaHIlyCKH YMETHHUK
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3.1. Oesaproso TBpheme

MeljyTumMm, HcriocTaBsba Ce [ja II0CTOje IIPOjeKTUBHE paBHU Koje HUcy /lesaprose. Ejre-
raHTaH npumep He-/[esaprose paBHHU 1902. je mpemyioxuo MouTon® [57], a MU IpUKasy-
jeMO jeIHY BapHjalyjy Ha Ty TeMy. MoAiioHO8y paeaH 106ujaMo MOAUPUKAIIH]jOM IIPO-
IIFpeHe eyKIuACcKe paBHU EP? = (T, Puo, I ). 3aprkaheMo Tauke U3 T, Ka0 U IIpaBe
U3 P, KOje Cy BepTHUKaIHe (X = n) WK UMajy Hello3UTUBaH Harud (y = kx + n, 3a k < 0).
[IITO ce TUYe IIPaBUX U3 P, Ca IO3SUTUBHUM Harudom (y = kx + n, 3a k > 0), sagp>kahemo
CTaHZapAHY UHIIUIEHIINjY CaMO Ha lheHOM JIesy ITie je X < 0, Kao U 3a lbeHy eCKOHauHY
TauKy, IOK heMo 3a x > 0 yABOCTPy4YUTH Harus6. HoBe IpaBe Cy TaKo M3/JI0MJ/bEHE IIpaBe
OIIMCaHe jeTHaUUHOM

_ |kx+n 3ax<0
- |2kx+n 3ax>0

(3a k > 0), 1pu yeMy je M3JIOMJ/beHA IIpaBa UHIIUEHTHA Ca 6€CKOHAYHOM TayKOM Koja
ojroBapa IIpaBoj y = kx + n U3 P.,. Huje TeIIko IIpOBEPUTH [1a je 0BAKO KOHCTPYHUCaHa
MoJsITOHOBa paBaH 3auCTa IIPOjeKTUBHA paBaH.

3a KoHKpeTHe Tauke Aq(—1,1), B;(—1,-1), C1(—2,0), ogHOCHO A(—3,2), By(—3,-2),
C,(—5,0) umamo TpoyrmioBe A;B,Cy 1 Ay,B,C, ca IlapajieJIJHUM CTpaHuIlama A1B; || A2By,
A1Cq || AyCy, B1Cq || ByCy. Kako ce mapasiesiHe IIpaBe CeKy y SeCKOHAUYHUM TadkKaMa, a
CBe 6eCKOHAuHe TaukKe Jieske Ha 6eCKOHAYHOj IIPaBoj U, TO CY TPOTeMeHUIU A1B1C; 1
AyB,Cy TIEPCIIEKTUBHHU Y OZJHOCY Ha 0CY Us,. Mel)yTUM, OHU HUCY IIePCIIEKTUBHU Y OJHOCY
Ha HeKH IleHTap jep 1pase A1A;, B1B; u C1C, HUCY KOHKYPEeHTHe, IIITO Ce JIaKO IIpoBepa-
Ba (BUIeTH CJIUKY). [lakie, y MOJITOHOBOj paBHU He Baku O8paTHO /le3aproBo TBpheme,
Te 110 TeopeMu é He Ba)XU HU /le3aproBo TBphemwe, 0IHOCHO MOJITOHOBA paBaH HUje
Jlesaprosa paBaH.

Kako /lesaproBa KoHQUTypaliyja 3axTeBa ieceT Tauaka, y PaHOOBOj paBHHU jeJHOCTAB-
HO HeMa JJ0BOJbHO TadyaKa 3a KOHTpaIlpuMep, Te /lesaproBo TBpleme TPUBUjaTHO BaXKHU.
[IITaBuIlle, CBe KOHAYHe IIPOjeKTUBHE paBHU pefar < 8 cy JlesaproBe. MeljyTum, mmocroje
TPHU pasjinyuTe He-/lesaproBe paBHU pejia IeBeT, IIITO Cy ¥ HajMakb U KOHTpallpuMepy, a
cBakKa oz BbUX uma 91 tauky u 91 npasy [78].

IIpumep 3.1. McnocTtaBuhe ce 1a y peajiHOj IPOjeKTUBHO) paBHH, a CAMUM TUM U Y UHTY-
UTHUBHOj IIP0jeKTUBHO] paBHHU, BaKU /le3aproBo TBphemwe (Teopema ). OCHOBHa IIpU-
MeHa /[e3aproBor TBphewa MOXKe Cce BUIETH YV eYKJIN/ICKOj paBHU Kpo3 cieehu 3afaTak.
Y Ipor3BOJbaH YETBOPOYTAO YIIMCAH je Tpalles YHje Cy OCHOBe IapaJiesIHe je[{HOj Aujaro-
HaJIi YeTBOPOYIJIa. /loKa3aTH /ia Ce Kpally Tpalies3a CeKy Ha Ipyroj AujaroHaau 4eTBOPO-
yIja.

2Forest Ray Moulton (1872-1952), aMepHYKH aCTPOHOM
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nasa 3. Oesaprosa, [ManocoBa v baxmaHoBa paBaH

Heka je ABCD yeTBOpOyrao IIpu ueMy Tauke P, Q,R,S sexe pezoM Ha AB, BC,CD, DA,
Tako Ja cy mpase PQ, AC u SR nnapasiesiHe. beCKOHauYHa Tayka IIpaBUX ITapaaeaHux ca AC
je IjeHTap mepcrieKTuBe TpoyraoBa APS u CQR. I1o /le3aproBoM TBphjerwy IIOCTOjHU OCa Ha
K0joj cy Tauke B, D u PSAQR, Te cy 1ipaBe BD, PS, QR KOHKyYpeHTHe.

AJITepHaTUBHO, ITpaBa AC je oca IlepCleKTUBe TpoyriioBa PBQ u SDR, Te 110 OSpaTHOM
JlesaproBoM TBphewy II0CTOjU IIeHTap IIepCIeKTUBeE y IIpeceKy IpaBux BD, PS, QR. A

IIpumep 3.2. V /le3aproBoj paBHHU JiaTe Cy HEKOJIMHeapHe Tauke A, B, C ¥ IIpaBa p Koja
je mHIIUAEeHTHA ca C. Heka cy P ¥ Q IPOM3BOJ/bHE TauKe MHIIUEHTHE Ca p U HeKa Baku
M = APABC, N = AQABC, U = BPNAC, V = BQAAC. JlokasaTu fa cy npase AB, MU, NV
KOHKYpEeHTHe.

Kako tauke AMABU = P, ANABV = Q, MNAUV = C J1e>xe Ha p, TO je p oca IIepCIiek-
THUBe TpoTeMeHUKa AMN u BUV. IIo OdpaTHOj /le3aproBoj TeOpeMH OHU UMaAjy I[eHTap
IIepCIIeKTuBe, Te cy 1IpaBe AB, MU, NV KOHKypeHTHe. A

IIpumep 3.3. V /le3aproBoj paBHU JjaTe Cy pasIMuUTe KOHKYPeHTHe IIpaBe a, b, ¢ U TauKe
P, Q,R xoje uM He npunanajy. Onpenutu tauke A € a, B € b, C € ¢ Tako fa Baxxu P € BC,

Q €AC R €< AB.

Heka je Z # aAb mpou3Bo/bHA TayKa UHITUEHTHaA ca ¢. JKesmmo 1a TporeMeHUK ABC
UMUTHPaAMO TPOTEMeHUKOM XYZ, Te 11ocTaB/baMo Y = ZPAb, a 3aTuM X = YRAa. /la du
TpoTeMeHUK XYZ 1ocTrao TpoTeMeHUK ABC ¢asu My jour caMo Q € XZ. TpoTeMeHUIT!
XYZ v ABC uMajy 11eHTap IepCIleKTUBe y IIpeceKy IIpaBUX a, b, c. I1o /le3aproBoj TeopeMu
OHU UMajy ocy, Te cy Tauke P = BCAYZ, R = ABAXY, M = ACANXZ KoirHeapHe. 3aTo0 M
modujaMmo ca M = PRAXZ, a 3aTuM je A = MQAa, C = MQAc U B = ARAD. A
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3.2. TpojeKTUBHM NpOCTOP

IIpumep 3.4. Heka y /le3aproBoj paBHU TpU TPOTeMeHUKa MMajy 3ajeJHUYKH IIeHTap
nepcrieKTuBe. /loKasaTH [ja Cy oAroBapajyhe Tpu oce IIepCleKTHBe KOHKYPeHTHe IIpaBe.

Jlesaprosa TeopeMma Ha TpoTeMeHUnMa A;B1C; u A;B,C, naje ocy s3 = P3Qs, I71€e je
P; = A1B1NAyBy, Q3 = A1C1NA2Cy. [le3aproBa TeopeMa Ha TpoTeMeHurimMma A1B,C, u
A3B3Cs3 naje ocy s; = P,Q, Tne je P, = A1B1A\A3Bs, Q2 = A1C1N\A3Cs. [lesaproBa Teope-
Ma Ha TpoTeMeHUIUMa A,B,C, U A3B3Cs maje ocy s; = P1Qq, e je Py = AyByA\A3Bs,
Q1 = A;CyNA3Cs. TTocmaTpajmo TpoTeMeHUKe PPy P3 11 Q1Q2Q3, 3a Koje je A3 = P1P,AQ1Qo,
Ay = P1P3NQ1Q3, A1 = PoP3NQ,Q3. Kako cy Tauke Aq,A,, A3 KOJIMHEPHE TO OHE YKHe 0CYy
IIepCIIeKTUBe, Te IIpuMeHoM OdpaTHe /lesaprose TeopeMe TPOTeMEHUITY UMaAjy IleHTap,
ofaksie cy npase P1Qq,PyQ2, P3sQ3, OHOCHO S1, Sy, S3 KOHKYpPEeHTHe.

CrenyjaiHU CjIyyajeBH Ce JIaKO IIpoBepaBajy. Ha mpuMep, YKOJIUKO je P; = P, JIaKO
ce BUAU 1a Mopa dutu P; = P3, omakiie Py =P, =Py € s;3acBakoi=1,2, 3. JAN

3.2 IIpojeKTHBHM IPOCTOP

Hako cMo IIpe cBera 3aMHTepeCOBaHU 3a IIPOjeKTUBHE paBHU HUje JIOIIe Jja aKCHO-
MaTCKHU yBeJIeMO U I10jaM IIP0jeKTUBHOT IIpocTopa. LUk je meMoHCTpUpaTH a [le3aprono
TBpljeme jecTe IIPUPOIHA 0COSMHA IIPOjeKTUBHE PaBHU YKOJIUKO je OHA CMeIllTeHa Y IIpo-
JEKTUBHU IIPOCTOP. AKCHMOMAaTH3allyja IIP0jeKTUBHOT IIPOCTOpa HUje JIaK 3a/iaTakK, Mopa-
MO JI0f,aTH HeKe aKCHOoMe, a HeKe MOAUPHUKOBaTH. YBOJHMO jOIII jeflaH OCHOBHH CKYII R
UUjU Cy eJIeMeHTH pasHU, a Ty Cy peJialiyje HHIIUeHIIMje KaKo U3Mel)y Tauaka ¥ paBHY,
TaKo ¥ U3Mel)y IIpaBUX U paBHU. 3a TaUKe Koje Cy UHITU/IeHTHe ca UCTOM paBHU KaKeMOo
Ila Cy KOuAaHapHe, 0K Cy y CYIIPOTHOM HeKOUWAaHapHe. AKCHoMe UHITHIeHIHje IIPO-
JEKTHBHOT IIPOCTOPAa MO>KeMO YBECTH Ha cjlefiehr HauuH:

ITocTOju jeqUHCTBEHA IIpaBa Koja je MHIIU/IeHTHA Ca [[Be Pas/INunTe TauyKe; 3.1
ITocTojH jeqiHCTBEHA paBaH Koja je HHITUIEHTHA Ca TPHU HEeKOJIMHeapHe Tauke; (3.2)
(Vp € P)(Va € R)((pZa) = (3'A € T)(AZp) A (AZq)); (3.3
(VA eT)VaeR)((Ip € P)AZp) A (pZa)) = ALa; (3.4)
ITocToje ueTHpU HeKOILJIaHApHE TauKe Mel)y KojuMa HeMa TpU KOJIMHeapHe; (3.5)
CBaka IIpaBa MHITHJIEHTHA je ca dap TPU TaukKe. (3.6)

ITog, (@) HaJjlasu ce AKCuoMa El], TaKO /1a MO>KeMO 3aIp>KaTH 03HaKY 3a CIIOjHULy XVY
KaJ rof cy Tayke X U Y pasiauuute. V IIpOjeKTUBHOM IIPOCTOPY HeMa MecTa 3a AKCHOMY
@Hjep [IBe pasjIMuuTe IIpaBe ce CeKy caMO aKO Cy UHITHUJeHTHe ca UCTOM paBHU. OBaj
npodiieM pelraBaMo ca (3.3) Ime rapaHTyjeMo ersucTeHIINjy U jeJUHCTBEHOCT IIpeceyHe
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nasa 3. Oesaprosa, [ManocoBa v baxmaHoBa paBaH

TauKe IIpaBe U paBHU (Koja je He caapyxy). 3aap>kaheMo 03HAaKy U 3a CeIUIITe, TAaKO Ja
heMo Ty 3ajefHUUYKY TauKy IIpaBe p ¥ paBHU a KOja ca BOM HUje UHITUIeHTHA 00eJIe)KUTHU
ca anp.

JlomaTHa 0CO6MHA AKCHOMeE duJIa je Jja OTpaHUYU JUMEH3H]Y IIP0jeKTUBHE PaBHU
Ha [Ba, 10K (3.3) Ha c/iMyaH Ha4YMH OrpaHWYaBa AYMeH3Hjy [IP0jeKTUBHOI IIPOCTOpa Ha
TpU. CUCTeM aKCHMOMa KOjH je M3JI0KMO0 XapTCcXOpH y [38] rapaHTyje caMo ersucTeHIHjy
3ajeJHUYKe TayKe IIpaBe U paBHH, 360 Uera yBOJU HOBY aKCOMY I10 K0jOj CYy iBe paBHHU
HHITUJIeHTHE ca dap jeJHOM 3ajeJHUYKOM IIpaBOM. TaKaB IIPUCTYII IIPUIUYHO KOMILIU-
Kyje joKase, IIpe cBera JjoKa3 Hape/iHe JieMe Koja je 0BaKO JUpeKTHa II0C/Ieulla jeJuH-
cTBeHOCTH U3 (3.3).

JIlema 3.5. AKO je pagaH UHUUgeHIIHA ca gee pasauduille avdke oHga je OHa UHUUGeHTUHA
€a HUX080M CUOJHUUOM.

PaBaH je HOBU II10jaM KOjH je II0 () jenHO3Ha4yHO ojipehjeH ca TpPU HEKOJIMHeapHe
Tauke. PaBaH Kojy jeqHO3Ha4YHO ofipel)yjy Tauke X, Y 1 Z obesiexkaBamo ca (XYZ) Kaf rog,
Cy Te TauKe HeKoJIMHeapHe. Kako CMO yBesIM paBHH, CAaMUM TUM HHIIUJEHIIH)y U3Mel)y
Tayaka U paBHHU, OJHOCHO M3Mel)y IIpaBUX ¥ paBHU, HEOIIXO/iHA HaM je TPaAH3UTUBHOCT
peJjianiyje MHIUIEHITH]je KOjy BUAHUMO V (3.4).

AKcuoOM KOja HaM je rapaHTOBaJIa €3rUCTEeHIINjy OCHOBHUX I10jMOBa MOIUDUKY-
jeMo ca (8.5), Tako /1a ¥ fjajbe II0CTOjU YeTBOPOTeMEeHUK, MeljyTHM OH je 0BJie IIPOCTOPaH,
OJTHOCHO H-er0Ba TeMeHa Cy HeKoILUIaHapHa. Kako HaM je moTpedaH U KoIJIaHapaH 4e-
TBOPOTeMeHUK fozajemo (B.6), I1ITo je paHuje duiia Jlema @

Jlema 3.6. Ceaka pasaH UHUUGEHIUHA je ca welliupu thauke mehy Kojuma Hema Wpu KoAu-
HeapHe.

Joka3. Hekacy A, B,C, D HeKOIZIaHapHe TauKe U3 (@) Meljy KojuMa HeMa TpU KOJIMHeap-
He. OHe MOpajy 6UTH pas3jInumnTe, a KaK0 HUCY CBe MHIIUJeHTHEe Ca PaBHU @, IIPeTIIOCTa-
BUMO DZa. Tazna je (AvD)Za, jep nHaue (@) U3 (AvD)Za ca DI(AvD) noBinauu DZa. Caja
110 () rocroju Tauka A’ = aA(AVD), a caCBUM CJIMYHO II0CTOje U Tauke B’ = aA(BVD)
U C' = an(CVD). IlpetrioctaBUMO Ja cy Tauke A’, B', C' xosimHeapHe. Tauke A’, B, D cy He-
KOJIMHeapHe (MHave Cy ca BbUMa KoJIMHeapHe U A, B, C), Te 1ocToju paBaH (A’B'D). OHa
je 1o Jlemu HHIIUAeHTHa ca A’VB/, camum TuM 110 (B.4) u ca TaukoMm C'. ITo JleMu

paBaH (A'B'D) je nasbe nHIMAeHTHA ca DVA’, DVB' 1 DvC', caMUM THUM I10 (@) ucal,B,C.
Jaxie, A, B,C,D cy HHIIUJIeHTHe Ca @ U CAMUM THUM KOILIaHapHe, IITO je KOHTPa{uKIH-
ja. OBUM CMO [fOKa3aJIy /ia je IIPOM3BOJ/bHA paBaH a UHIUIEHTHA Ca TPHU HeKOJIMHeapHe
Tauke A", B',C'. Tlo (@) MO>KeMO u3adpaTu HoBe Tauke A"Z(A'VC') u B"Z(B'VC') Te podutu
yeTBOpoTeMeHUK A’A”B'B” umja cy TeMeHa UHIIUIeHTHA ca d. O

JIema 3.7. Ilociuoju jeguHciligeHa Upasa Koja je UHUUGEHIUHA ca gee pasuvuite pagHu.

Joka3. Heka cy a u B pasiuuure paBHU. [1o Jlemu @ II0CTOje HEKOJIMHepHe Tauke A, B, C
KOje cy MHITU/eHTHe ca a. I1o (B.2) cBe OHe HHCY MHITUEHTHE ca f3, Te HeKa je CZ 8, IIITo IIo-
Biauu (AVC)ZB u (BVC)ZP, omakiie mmocroje Tauke M = BA(AVC) u N = BA(BVC). KoHauHo,
Jlema 3.5 aje 3ajeqHUUKyY IpaBy MVN. O

OcHOBHa HJieja je 1a CBaKa paBaH IIPOjeKTUBHOT IIPOCTOPa YMHU IPOjeKTUBHY paBaH
y cmucay nebuHUIMje. AKO je A # B ca AZa v BZa, taga 110 (8.1) moctoju criojHUnia AVB,
Koja je o JleMu UHIWIEHTHA Ca a, IITO IIpoBepaBa AkcuoMmy P2.1. Heka je p # q ca
pZa u qZa. Ilo (B.5) mocToju Tauka AZa. Heka je paBaH B = (ABC), e cy B u C Tauke
us (@) UHITUJeHTHe ca p. Kako gZB, To mocToju Tauka S = SAq. 3a SZp UMail SUCMO
B = (SBC) = a, 1ITO fOKasyje fa je S 3ajefHUYKa TaykKa ca KOjOM Cy MHIIMJeHTHe p U ¢,
Te IIpoBepaBa AKcHoMy £2.2. Kako je AKkcroMa @ Beh IpoBepeHa y HeMHﬁCBaKa paBaH
IIPOjeKTUBHOT IIPOCTOpA jecTe IIpOojeKTUBHA paBaH. /[0aTHO, Y IIPOjeKTUBHOM IIPOCTOPY
Ba’kH /le3aproBo TBpheme.
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3.3. lpojektnBuTeTN

Teopema 3.8. PasaH UpojexitiugHol Uupociuopa je /fesapiosa pasaH.

Joka3. Beh cM0 I10KasaJsH [ja je cBaKa paBaH IIPOjeKTUBHOT IIPOCTOpPa je/iHa IIPOjeKTUBHA
paBaH, TaKo Jla MOKeMO KOPHUCTUTHU I10CTOojehy 03HaKy pAg 3a CeLUIITe, Kaf, TOf Cy p ¥ ¢
pasuuuTe IIpaBe UHITHeHTHE ca KCTOM paBHHU. [IpeocTaje HaM /1a JoKakeMo /[e3aproBo
TBpheme.

Heka je Tauka S IjeHTap IlepCIleKTUBe TpoTeMeHUKa A1B1C; U A;B,C,, Te HeKa je
Ty = (A1B1C;) u 73 = (A2B3C;). Y IpBOM (4 jefHOCTaBHUjeM) CIy4dajy IIPeTIIOCTaBU-
MO 71 # Ty. IIpaBe A;VB; U AyVB; UHITUIEHTHE CYy ca paBHU (SA1B1) U 3aTO UMajy Cce-
mumre P = (A1VB1)A(A2VBy). CacBUM CIIMYHO fodujaMo Tauke Q = (A1VC1)A(A2VCy) U
R = (B1VvCq1)A(B2VCy). Kako cy Tauke P, Q,R UHITUJIEHTHE U Ca T1 U Ca Ty, 10 JleMHu @)cy
UHIUJeHTHE U Ca ’bUXO0BOM jeJUHCTBEHOM IIpeCeYHOM IIpaBoM U3 JleMe 3.7, Te Mopajy
OUTHU KOJIMHeapHe.

V ciaydajy 71 = Tp = T 6MpaMo IIpaBy MHIUEHTHY ca S KOja HUje UHIH/IeHTHa Ca
7, a OHZIa Tayke S; U S; Koje Ccy ca BOM HHIU/eHTHe. Kako je § = (A1VA2)A(S1VSy), TO
Cy KOIUTaHapHe Aq,A,,S1,S, ¥ ITOCTOjU cenuITe A = (S1VA1)A(S2VA). CacCBUM CIIMYHO
rocroje ceruinta B = (S1VB1)A(S2VBy) u C = (S1VC1)A(S2VvCy). PaBaH (ABC) je pasiu-
yuTa 0f T, Te MOXKeMO IIpUMeHUTH Beh Jl0Ka3aHU CIydaj TeopeMe KaJf, Cy paBHU TpPOTe-
MeHUKa pasnuyure. Kako cy npase AVAq, BVB; u Cv(Cy; HHIUJEHTHe ca S1, TO Cy Tay-
Ke Py = (AVB)A(A1VB1), Q1 = (AVC)A(A1v(Cy) B Ry = (BVC)A(B1Vv(Cy) KoHeapHe. Ka-
KO Cy mpaBe AVA,, BVB; u CVC,; HHITUIeHTHe ca Sy, TO Cy Tayke P, = (AVB)A(A2VB,),
Q2 = (AVC)A(AavCy) U Ry = (BVC)A(B2VCy) KoTHeapHe. Tauke Py U Py Cy UHITUEHTHE U
ca IIpaBoM AVB U ca paBHU A1A;B1 B, oiakiie Mopa dUutu Py = Py = (A1VB1)A(A2VB,). Ca-
CBUM CJIMYHO BaXKU Q1 = Q3 = (A1VC1)A(AvVCy) U Ry = Ry = (B1VC1)A(B2VCy). KoHauHO,
Tauke Py = Py, Q1 = Q2 U Ry = R, Cy HHITUJIeHTHe U ca T U ca (ABC), Te Cy KOJIMHeapHe
(JIema @ u Jlema B.7). O

3.3 IIpojeKTMBUTETH

[IepCIIeKTUBUTETH U3 YBeJeHUX JTepUHUIIM]a CY SMjeKTUBHA IIpecIuKaBamba YUjUu Cy
IOMEeHU U KOJOMeHM HU30BH TadyaKa WM IIpaMeHOBU IIpaBux. IIpojexkitiueuitiein je
KOMIIO3UITHja KOHAYHO MHOTO IIepCIIeKTUBUTETA, a 06eJieyKaBaMo I'a 03HaAKOM (X)A(Y), e
CYy (X) ¥ (), JOMeH U KOJJOMEeH, jeTHOAUMEH3HOHU 00jeKTH, HU30BU TauakKa WU IIpame-
HOBMU IIpaBUX. KOMII03UIMje IpOjeKTUBUTETA CY IIPOjeKTUBUTETH, Te je T05P0 YBECTH HO-
Taldjy y BUAY JIaHIIA, Ije ce IIpeKJaliajy oArosapajyhu KogjoMeHU U JOMeHHU CyCeHUX
pecjarKaBama. Tako KoMIIo3unujy ((y)a(z)) o ((x)a(y)) MOKeMO jeJHOCTaBHUje 3aIlhCaTU
ca (X)x(y)x(z), oK je (p)=(S)7(q) 3ampaBo (p)3(q).
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Hexka cy A1, By, C; pas/inyuTe Tauke IIpase p1, a Ay, By, C, pasjiuyuTe Tauke IIpaBe p,,
IIPU YeMy je p; # p». He ymMamwyjyhu OIIIIITOCT IIPETIIOCTaBUMO A # p1/A\Py # Ay jep ceru-
IIITe p1/AP2 MOKe SUTHU YK/bYUeHO y HajBHUILIe [1Ba CJI0Ba U3 cKyna {A, B, C}, Te y CyIIpOTHOM
caMo mepMyTyjeMo cioBa A, Bu C. Taga A1 ¢ (p2), Az ¢ (p1) 1 A1 # Ay, IUTO AePUHUIIIE
Tauke B = (A1VB2)/\(A2VB1) uc = (Al\/Cz)/\(Az\/Cl), Kao u TaquA = (A1\/A2)/\(B\/C)
npase p = BVC. OBa KOHCTPYKIIYja JOHOCH IIPOjeKTUBUTET (pl)sz(P)Ail (p2) 32 KOjU BaXu

(A1,B1,C1) — (A,B,C) — (A, By, Cy), Te IpecivKaBa Tauke Aq, By, C; peqoM y Ay, By, Cs.

G By Ar D1

VKOJIVIKO je p1 = po, SMpaMo IIPOU3BOJbHY IIpaBy p3 # p; U Tauky S ¢ (p1) U (p3), Te
neQUHUIIIEMO IIepPCIIEKTUBUTET f = (pl)%pg). Kaxko je p3 # p2, 110 IPeTXOAHOM 3aKJ/byU-
Ky IIOCTOjU IIPOjeKTUBUTET (P3)A(P2) KOjU IIpecaukasa (A1), f(B1),f(C1) peroMy Ay, By, Co,
Te MPOjeKTUBUTET (pl)g(pg)x(pz) Tauke Aq,Bq,C, masbe y Ay, By, C; U JOKa3yje HapegHy
TeopeMy.

Teopema 3.9. V tipojexiiusHoj pasHu tioctioju tpojekiuuguitieil Koju pasauvuine KoJauHe-
apHe tauke A1, By, Cq Upecaukasa pegom y pasauvuitie KoauHeapHe wiauke Ay, By, Co.

[TpuMeTHMO Jia Cy Tauke A;, B;, C; y PaHO0BOj paBHU SYKBAJIHO CBe TauKe IIpaBe p; 3a
1 <i< 2, Te 1a je 3a p; # py CELIUIITE p1/A\P, YK/BYUYEHO Y CBAKy TPOjKY AAaTUX Tadaka.
MehyTumM, SUIM CMO ITaK/bUBU U TEOPEMY CMO [J0Ka3ay y IIPOKU3BOJbHO]j IIPOjeKTUBHO]
paBHH, CAMUM TUM U y PaHOOBO].

[IITaBuUllle, IIPOjeKTUBUTET KOjU CMO YCIIOCTaBUWIN U3Mel)y TpU I1apa oArosapajyhux
eJleMeHaTa je KOMIIO3UIiyja /iBa (aKo Cy HOCUOITY PasIUnuYUTH) UIHU TPU (aKO Cy HOCHUOIIU
HUCTH) IlepclieKTUBUTeTa. OCOSMHA Jja Cce CBaKHU IIPOjeKTUBUTET MOJXKe Ce HallkCcaTH Kao
KOMIIO3UITHja ABa (3a pas/IMunTe HOCHOIIE) WU TPU (3a UCTe HOCUOILIe) IIepPCIIeKTUBUTe-
Ta Ba’kKH Y OIIIITEM CJIy4ajy y /le3aproBoj paBHH, 3a IIITa Cy HaM II0TpedHe HapeaHe /IBe
JeMe.

Jema 3.10. Y Jesaplogoj pasHu, 3a pa3uvuiiie KOHKypeHillHe tpase py, P2, P3, Komuosuuuja
Uepciiekiuusuineitia (p1)z(p2)x(p3) je tepcieKiiusuiter.

/Joka3. Heka cy IipaBe pq, P2, p3s KOHKYpeHTHe y Tauku T, Te fi = (pl)sil(pz) uf, = (pz)s/:\z(pg).
3a Tauke Aq1,B € (pl), IIOCTaBUMO Ay :fl(Al)s Aj :fz(Az) U By :fl(Bl)s B3 :fz(Bz). Axko
jeT # Ay # By # T, ipaBe A1VBy = p1, A2VBy = py U A3VB3 = p3 Cy KOHKYpPEHTHe, Te
TpoTeMeHUII A1AAs U B1ByBs nMajy ieHTap T. /lesaproBo TBphemwe JOHOCH 0CY, O/laKJIe
cy Tauke S1 = (A1VA2)A(B1VB3), Sy = (A3VA3)A(BoVBs) U (A1VA3)A(B1VB3) KOJIMHeapHe.
OpaBpe cy 1paBe A;VAs, B1VB3 U §1VS; KOHKYpPeHTHE, Te je f, o fi IIepCIIeKTUBUTET ca
LEHTPOM (AVA2)A(S1VS7). O

Jema 3.11. Y [lesaplogoj pasHu, 3a pasauduinie HeKOHKYpeHIliHe upase p1, Pz, P3, KOMUO3U-
uuja uepcuexmusutieiia f = (p1)x(p2)x(p3) Modxce ce pacilaguiiu Ha KOMUO3Uyujy tiepcuex-
wusutueita f = (p1)x(q)~(ps3), lge je q ipousso/bHa Upasa Koja Huje UHUUGEeHIUHA ca p1/\Ps U
Huje ctojHuya XVf(X) 3a Heko X € (pq).

84



3.4. AHanUTN4YKa NpojeKTMBHa Npasa

Jokas. Heka je f= (p1)2(p2)%(ps). Tauke A = pyAp2, B = poAp3 11 C = p1/Ap3 CY HeKOJIUHe-
apHe. 3a M = pjAqu N = p3Aq ogMax uMaMo f(M) # Nu M # C # N.
Ako je flA) # N 10 Baxxu AVN ¢ (S,), mto 3a N # B naje f = (p1)%(p2)2(AVN)2(ps),

Te 110 JleMH IIOCTOjU TayKa S3 TakBa Jia je f = (pl)s—{’(A\/N)siz(pg). Kako je f(M) # N To
Baxki MVN ¢ (S3), IIT0 32 M # A Aaje f = (p1)2(MVN)%(AVN)*2(ps) u Jlema B.10 oHOCH
f=P)2(@)(p3).

Ako je fiM) # B To Basku MVB ¢ (S1), o 3a M # A gaje f = (p1)2(MVB)%(p2)%2(ps),
Te 110 JleMH II0CTOjU TauKa S3 TakKBa Ja je f = (p1)“%1(M\/B)Si3(p3). Kaxko je f(M) # N To
Baku MVN ¢ (S3), 1to 3a N # B paje f = (p1)2 (MVB)®(MVN)% (p3) u Jlema B.10 goHOCH
f= V@2 (ps).

IIpeocraje HaM ciy4aj r7e je f{A) = N u f{M) = B. VKOJIMKO je paBaH ®aHOOBA, q # P;
maje f: (A,M,C) — (N,B,C) uf = (p1)3(q)3(ps), te je S = (AVN)A(MVB). V CynpoTHOM
nocroju Tauka Ny € (ps3) \ {C, B, N}, rie 110 Beh BuljeHOM fodujaMo f = (p )X (Ale)SZ(pg)
Nasme je fiM) = B # Ny, Te f = (p1)2(MVNy)2(AVN1)2(ps) = (p1)2(MVN1)*%(ps) 3a Heky
TauKy Sy. Konawno, fiM) # N paje f= (1) (MVN1)#(MVN)3(ps) = (p1)7(@) % (s). O

Hexka je f = (p1)2 (p2)%(p3)2(p4) Tako fia je p1 # pa. V HajHe3roOHHjeM CIIydajy MIMaMo
P1 = pP3 U py = ps. Y ®aHOOBO] paBHHU, KaKo f QUKCHUpaA p;/\p2 JIAKO Ce BUAH 1A je f I1ep-
CIIEKTUBUTET, Te MOKEMO IIPeTIIOCTaBUTH [ia je CBaKa TauKa MHIU/IEeHTHA ca 6ap YeTHUpHU
IpaBe. AKO H3a6epeMo npaBy r# p q KO]a s]e I/IHLH/I,/:[eHTHa ca p1/\p2, a HUje UHIUJIeHT-
Ha ca S, oHpa je (p1)2 (p2)%(p1) = p1) = (p1)2(r)A(p1), MTO Y OCHOBHOM
08JIHUKY 3a fI0CTaBJba Pa ;é pa. VKOJII/IKO ]e p1 pg U Dy # P4, WU P # P3 U P2 = P4y, J€JHA
IIpuMeHa Jleme odes3deljyje a y OCHOBHOM OOJIUKY 3a f CBe IIpaBe P, P2, P3, P4 OYLY
pasiuyurTe.

AKO Cy p1, P2, P3 KOHKYpPeHTHe, UJIH CY D2, P3, P4 KOHKYPeHTHe, oH/ia JleMa 3 - naje f
Kao KOMIIO3UIIY]Y [IBa I1ePCIIeKTUBUTETA. Y CYIIPOTHOM CY P1, P2, P4 HEKOHKYPEHTHe WU
CY p1, D3, Pa HEKOHKYPEeHTHe. AKO Cy HeKOHKYPeHTHe P+, Pz, P4, JleMa 3.11 mam omoryhasa
Ila p3 3aMeHHMO IIpaBOM KoOja je UHIA/IEHTHA ca p1/\pP2, Te J0dHjaMo Jia Cy p1, P2, P3 KOH-
KyYpeHTHe U ﬂeMaI@ CMamyje Iy KUHY HH3a 3a jeflaH, a CJIMYHA je IIpollefypa ako cy
HEeKOHKYPeHTHE p1, D3, Pa.

OBHUM CMO II0Ka3aJIy [ia Ce IIPOjeKTUBUTET U3Mel)y pasiMuyuTuX npaBux y Jlesaprosoj
PaBHU KOjH je KOMIIO3HIHMja TPU IIePCIeKTUBUTETA MOYKe HallMCaTH Kao KOMIIO3UIHja
He BHIIIe O] Ba IIepCIIeKTUBUTETA. YKOJIUKO je HaIll IIPOjeKTUBUTET M3Mel)y pasinuyu-
TUX IIpaBUX KOMIIO3HUIIHja 6ap YETHPHU IIepPCIIeKTUBUTETa, OHZA je JOBOJHHO paspellu-
TH CJIy4aj YHjH je IIOAHUS (P1)A(P2)A(P3)A(p1)A(p2). Taga 1mo JlemMu ﬁnpaBy p2 TIOAHM3A
(p1)x(p2)~(p3) MOXKeMO 3aMeHUTH HEKOM JPyroM IIpaBOM U JOOUTH Beh pelleH ciayyaj. Y
CBaKOM CJIy4dajy He Tpeda HaM BHUIIIE OJf IBa IIEPCIIEKTUBUTETA, a CAMUM THUM 3a IIpPOjeK-
THUBUTe U3Mel)y HCTUX IPaBUX He BUIIIE O] TPH.

Teopema 3.12. V Je3aplogoj pasHu, ceaku UpojeKiiuguilieill je Komiouyuja Hajeuule mpu
lepcuexinusuiuieinia, a Hajguwe gea ako cy gomeH U KOGoOMeH pasAuluinu.

HarioMmeHMMO J1a caM KOHIIEIIT IIpojeKTUBUTeTa Imotuue off IToHcesea [64], 10K je » Kao
03HaKYy 3a IIpojeKTUBUTET IIpBU yBeo IlITayT [71]. O3HaKa 7 3a IIepCIIeKTUBUT I10jaBUJIA
ce KaCHUje, a 3a 1Y je 3aciayxaH BedseH [76].

3.4 AHa/JIMTHYKAa IIPOjeKTHBHA IpaBa

[TocMaTpajMo aHAIMTHUKY IIPOjeKTUBHY paBad FP? = (Tr, Pr, Ir) HHAYKOBaHY I10J/beM
F. Heka cy A ¥ B iBe pa3InyuTe Tauyke U3 Tr JaTe CBOjUM XOMOTeHHUM KOOpAMHaTaMa.
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ITprpoAHO ce oCTaB/ba IMUTarbe KaKO OIMCATH CBe Ta4Ke Ca CIIOjHHIIe AVB. Tauka C mpu-

Iaja rpasoj AVB aKO ¥ CaMO aKo je (AvB) € = 0, a KaKo 110 JleMu | BOKH AVEB = A X B
I0d1jaMo yCJIOB (A x B) - ¢ =0, OJTHOCHO [A,B, C] = 0, rze je [A,B, C] = det(A,B, C)

MeIIIOBUTH IIPOU3BOJ BeKTopa. Kax C pacnuiieMo y 6asu A, B, A x B nodujamo ciaenehy
JIeMy.

Jlema 3.13. Basxcu C € (AVB) ako u camo axo je C x yZ+ VB 3a Heke u,veFdesu=0=w.

AHaAuu4Ky TpojeKimueHy lipaegy YrHe CBe TaUuKe HHIIUIEHTHE ca HEKOM IIpaBOM
ns3 FP? u oSeseskaBaMo je ca FPL. KoopauHaTHH CCTeM Ha IpaBoj AVB yBOJAMMO TaKoO IIITO
duKcHupaMo BeKTOpe IpecTaBHUKe A U B, mocse yera Jlema @ IIPOM3BOJPHY TaUKy C
1paBse AVB jefHO3HAYHO, 10 Ha MHO)KeHhe CKaslapoM, uspakasa ca C «x UA + VB 3a Heke
U, Vv € F KOju HUCY UCTOBPEMEHO HyJ1a. TaKo Z06KjaM0 XOMOreHe IlapaMeTpe ({4 : V) Tauke
C y OJHOCY Ha KOHKpeTHe BeKTOpe IIpe/ICTaBHUKE A u B rayaka A u B.

JlyaJjiHo, 3a iBe pas/JIM4yuTe IIpaBe p U ¢, IPOU3BOJbHA IIpaBa I' Kp0o3 TauKy pAq MOXKe ce
M3Pa3UTH Kao BEKTOP T o £pP +{ ¢ 3a Heke &, { € F KOju HHUCY KCTOBpeMeHo Hysia. To HaM
Ilaje XoMoOTreHe ItapaMeTpe (& : ) IIpaBe 'y 0JHOCY Ha KOHKpeTHe BeKTope IIpe/[CTaBHUKe
P ¥ ¢ IIpaBUX p H .

YecTo MMaMO IIOTPeSyY fa U3 XOMOTIeHUX I1apaMeTapa (U : V) (KOju HUCY jeTHOSHaYHO
o/ipeleHN) YKJIOHUMO Heozpel)eHOCT, IIITO Hac JOBOAY [0 IIPUPOIHOT IIpecIrKaBamba

oy — (Y U

(y.v)_(;.1>»—>;.

Taxo ce Tauke (U : v) aHaIUTHUKe TIpaBe FP! ca v # 0 mouctoBehyjy ca eleMeHTHMa I10Jba

[F. IIpeocTtasa Tayka (u : 0) = (1 : 0) je HAJIMK 6€CKOHAYHO] TAYKU U3 UHTYUTHUBHE PaBHU

U 10j JI0/IeJ/byjeM0 CUMGO0JI oco. OBO IOBOJIU 10 IIPOIITHpea osba F = F U {oo}, IIe nedu-
HUIIIEMO IIpec/IMKaBame +: FP! — F ca (u : v)* = u/v Koje 30BeMo gexomoieHusauuja.

V CBaKo0j aHaJUTHUYKO] IIPOjeKTUBHO] paBHU FP? IIpHpogHOo Basku /le3aproso TBphe-
me. Heka cy TpoTeMeHHUIIN A1 B1Cy ¥ A;B;C; TIEPCIEKTUBHY Y OZHOCY Ha IeHTap S KojeM
¢HKCHpPaMO BEKTOp IIPe/ICTaBHUK S. Kako je S Ha IpaBoj Ay VA;, TO II0CTOj€ A; U Ay, TAKO
faje S = Ay +A; (y IUTaIby Cy BeKTOPH IPEACTABHUIM UA1 B VA, 13 Jleme ). CIU4YHO,
II0CTOje o/iroBapajyhu BEKTOPH TaKO Jia BaXKH S = B1 + Bz, OJTHOCHO S C1 +Cs.

W3 jemHaKOCTH A1 +A2_T B1 + Bz — S BaXH A1 31 = BZ — Az — P. [TpuMeHUMO JIU
Jlemy B.13 Ha Tauky P = [P] modujamo PZ(A,VB;) (360r P = A1 - Bl) U PZ(A;VB;) (360r
P Bz —Az) Te ]e P (A1VB1)A(A2VBy). CacBUM CIIMYHO U3 31 +Bz C_‘{ + c? — S umamo
B1 —C1 Cz Bz = Q U BaXu Q = (B1VCy)A(ByVCy), IOK U3 C1+C2 Aq +Z£ = §;L061/Ija1v[o
C1 Xg — C_‘£ — RuBaxuR = (Al\/C1) (Az\/Cz) Us npeTxo/:LHI/IX jeqHaYnHa 106UjaMo
1_5+6+I—€ = (Z{—EH(E{—Q) (C1 Al) —=0,Te Cy I10 JIeMI/ITa‘-IKeP Q, R xoriHeapHe
U YUHe 0Cy IIepCIIeKTUBe TpoTeMeHUKa A1 B1C1 U Ay By Cy, IIITO I0KA3yje HapeLHY TEOPEMY.

Teopema 3.14. AHaauiiuyka UpojexitiusHa pasaH je /lesaplosa pasaH.

[IpojeKTUBUTETU Cy KOMIIO3UIIYje IIepCIIeKTUBUTETA U paj, Ha ’bMa M0OKeMO HacTa-
BUTH yIIOTPeSOM XOMOTeHUX KooparuHaTa. Kako >keiMo 1a u3BezieMo Gpopmyie IIpojek-
TUBUTETA, HajIIpe heMo ce mo3adaBUTU IepClIeKTUBUTETHMA. Heka cy gare IpaBa S U
Tauka S ¢ (S), Te HeKa cy A U B pa3jnuuTe TaukKe HU3a Tayaka (S), a p U ¢ pasjuyuTe
IIpaBe IpaMeHa IpaBUX (S). PUKcHpakeM KOHKPETHUX BeKTopa IIpefCTaBHUKA A u B,
OJIHOCHO p U ¢, oxpeljyjeMo XoMoreHe KOOpAMHATHE CUCTeME Ha (S) U (S), IIPH YeMy Ha-
IIOMU-EMO [Ja OHU Cajia UMajy KOOpAWHAaTe Iy KUHE [1Ba, a He TPU Kao IIITO je paHuje 610
CIy4aj.

ITocMaTpajMo IepCIeKTUBUTET (S)x(S) KOjU TauKy X € (S) C/IMKa Y IIpaBy X € (S) Tako
Ia Baxd X = XVS, ofHOCHO X = XAS. AKO Tayka X HH3a (S) UMa KOOpAMHATe (U : V), a
IIpaBa X IIpaMeHa (S) “Ma KoopAuHare (U’ : V'), To MHIIUAeHIIMja u3Mely Bux X € (x) faje

X - X=Wp+vq) (UA+VE)=0
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OmaBze mosujaMo omHoc (u' : V') —G - (UA +VB)) : (P - (uUA + VB))), KOji MO>KeMO

3aIIMCaTU y MAaTPUYHOM 0SJIUKY

I
=
ES)

det(M) = (

Kakoje S =AVBx A xBu S =pAf o P x g, Tous S ¢ (s) osujamo det(M) # 0, Te
je MaTpuiia M peryJjiapHa 4 odpaTHa Besa (U : V) IIpeKo (y' : V') mara je ’0j HHBEP3HOM
MaTpurioM M1, CaMHUM THM OCHOBHH IIepCIIeKTUBUTET y FP? je HHIYKOBaH pPeryiapHoM
JIMHeapHOM TpaHcpopMalirjoM. Kako je IIpojeKTUBUTET KOMIIO3UIIMja KOHAYHO MHOI0
TAaKBUX IIepCIIeKTUBUTETA OHJIA je ¥ OH UHJYKOBaH peryJapHOM JIMHeapHOM TpaHCHOop-
MaIi{joM.

Teopema 3.15. IIpojexiuiusuitieitt y FP? je uHgykoeaH pety1apHOM AUHEAPHOM TUPAHCPHOpP-
MayUjom.

Besa u3Mel)y XoMOreHHMX KOOpAMHATA (JIOKaJIHe KoopauHare y FP!) mpu rnmpojeKTuBu-
TeTy je jeflHa peryjapHa KBaJjpaTHa MaTpHIla peja [Ba ca KoepunujeHTruMa us I, a Ba-
JKHO je HAaITOMEeHYTH /1a 360 XOMOI'€HOCTH, MaTpulie M u AM 3a A # 0 IIpe/icTaBJbajy UCTHU
IIPOjeKTUBUTET.

HcrintajMo IpoMeHy KOOPAMHATHOT CHcTeMa. Heka je IPBH KOOP/IUHATHH CUCTEM 3a-
IaT BeKTOpHUMa AuB,a APYTH BEKTOpHMa P u Q Ife cy A, B, P, Q TauKe U3 IFP1 ITpou-
3BOJbHA Tauka C MOJKe ce U3pasUTH ca C uA + vB amuca C u 'P FV Q Kako cy
P u Q Tauke mmpaBe AVB TO II0CTOje HEKH CKaJlapH @, B, y, § TAKBH Jia je P —ad + ﬁB u
Q = yA+68B. Hmamo UA+VE x C x ' (aA+BB)+V (yA+8B) = (au/+yv')A+(Bu' +8V)E,

v ﬁ 6 v/ ’

Kako cy P 1 Q pa3/jiIMuuTe TaukKe TO je ad # By U IIpoMeHa KOOpAUHaTa je Takolje HUHIYKO-
BaHa peryJlapHOM MaTpPUIIOM.

Teopema 3.16. IIpomeHa koopguHaitia y FP! je ungykoeaHa pelysapHOM JAUHEAPHOM
wparcgopmayujom.

[ocense IBe TeOpeMe TOBOPeE /1A je Be3a u3Meljy XOMOTeHUX KOOPUHATa KaKo IIPH
IIPOjeKTUBUTETY TaKO U IIPU IIPOMeHH KOOPAMHATHOT CHCTeMa, HHAYKOBaHA jeZTHOM pe-
TyJIapHOM MaTpuIioM. CYIIITHHCKHY Pajfiyl ce 0 UCTOj CTBApU II0CMAaTpPaHOj Ha /IBa Pa3Jiu-
YUTa HAUMHA, a Y TUTaly CY aKTUBHU (IIpecInKaBalbe Meha TauKe, a 0CTaB/ba UCTH KO-
OpPAMHATHU CUCTEM) U TaCUBHHU (TauKa 0CTaje UCTa, aTi ce Mekha KOOPAUHATHH CHCTEM)
TIPUCTYIL

Teopema 3.17. Heka cy gaitiu XOoMOTleHU KOOPGUHATHHU cuciiemu 3a tipage p u q us FP2, ITo-
CIOjU JegUHCTUBEHO TipeCcAUKA8arbe UHJYKOBAHO Pely1apHOM AUHEAPHOM WpaHCcHopmayu-
JOM Koje tipoussosbHe tpu pasauvuite wavke ca p UpecauKasa pegom y upoussos/bHe wpu
pasauduite wayvke ca q.
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Jokas. /1I0BOJbHO je II0Ka3aTHU Ja II0CTOjU jeJMHCTBEHO IIpecIMKaBakhe UHAYKOBAaHO pe-

I'yJIapHOM JIMHeapHOM TpaHchopMaljoM Koje I10Be3yje Sa3sHe XOMOreHe KOOpAUHATe

(1:0),(0:1)m(1:1)caTpHd IPpOU3BO/bHE TauKe (U; : V1), (Uy : Vo) U (U3 : V3) HEKE

mpase. Tasia MOXKeMO I10Be3aTH 6a3He XOMOreHe KOOpAHUHATe ca TPU TauKe IIpaBe p pery-

JIapHOM MaTpHUIioM M;, Kao U ca TPU Tayke IIpaBe ¢ peryJiapHOM MaTpUILIOM M, ofakiie

modujaMo Be3y usMel)y TpojKi Tayaka ca p U ca ¢ IIpeKo peryjapHe MaTpuiie My o M 1
TparkeHa 1IpojeKTHBHA TpaHcPopMaIiyja je 06JIuKa

2 <IJI) _ <m11 m12> <H)
\ my1 Moo v/’
N3 (1:0)— (uy : vi) IMaMO Aqll; = Myq U A1V = My, oK U3 (0 : 1) — (U, : v) ©IMaMo
Aoty = Myy U ApVy = Myy. U3 mociienme Bese, (1 : 1) — (Ug : v3), JOSHjaMO jelHAUU-
He A3lls = My + Mz U A3V3 = Mgy + Myy. OBUX IIECT XOMOTeHHX jelHaYHHa ca cejaM

HeNO03HAaTHUX /Iajy jeAUHCTBEHO pelllekhe. Ha mpuMep, M0>KeMO CBe IOYeTHe jeTHauHlHe
CMEHUTH Y II0CIIe[Ebe IBe 3a Aslls = A1y + Aglly B A3V3 = A1V + A3Vy, IITO Y MATPUYHOM

Kako cy Tauke (u; : v1) ¥ (U, : V2) pasIdduTe TO je MaTPHUIia Bese peryjapHa U JoSHjaMo
I10 Ha MHOKeHe CKaIapOM jeJUHCTBEHO pellleme 3a A1, Az U A3 Kpo3 jefHaurHy

-1
l </11) _ <IJ1 lvlz) (Hs) _ 1 (Vzﬂg —[sz3>
Az \ Ay Vi Vp Vs) WV — vy \WqV3 — Vills/)’
IIITO jeTHO3HAUHO JOHOCH yJIa3He BPeIHOCTU IIOUYeTHE MaTPHUITe

(mn m12> ~ <H1(V2#3 — UyV3)  Uy(UqV3 — V1#3))
My My Vi(Valls — UyV3) Va(UqV3 — Viliz)/) '

¥ KOMILJIeTHpa oKas. O

[IpeTxozHa TeopeMa oMoryhasa /ia mpojeKTUBUTeTe ¥ FP? IIOMCTOBETHMO Ca peryJiap-
HUM KBaJ[paTHUM MaTpHUIlaMa pefia [Ba ca KoepuripjeHTUMa y F, II0CEUeHUM I10 peJialiy-
jH CpasMepHOCTH.

IIo Teopemu CBaKU IIPOjeKTUBUTET je MHAYKOBAH peryJapHOM JIMHeapHOM
TpaHcPopMaIrjoM, Te IIPeocTaje Ja pa3MOTPUMO odpat. Heka je f MHAYKOBAHO peryJiap-
HOM JIMHeapHOM TpaHCcopMaIiijoM XOMOTeHUX KOOpAuHaTa. AKO cy A1, By, C; pasjiudu-
TH eJIeMeHTH U3 JoMeHa 07 f (KoJIMHeapHe TauKe HHU3a TadaKa WX KOHKYPeHTHe IIpaBe
IIpaMeHa IIpaBUX), oArosapajyhe pasjiuyuTe (KoJIrHeapHe UM KOHKYPEHTHe) eJleMeHTe
U3 KOJlOMeHa J1odujaMo ca A, = fA1),By = f(B1),C2 = f(Cyq). Ilo TeopeMu @ II0CTOjH IIPO-
JEKTUBUTET KOjU cIuKa (A1, Bq,C1) — (A, By, Cy), a 1o TeopeMu @, OH je UHYKOBaH pe-
I'yJIapHOM JIMHeapHOM TpaHCPOpPMaIlHjoM XOMOreHUX KOOPAMHATA YH]Y jeIUHCTBEHOCT
rapaHTyje TeopeMa B.17, Te je y IMTamby 5alll f, IITO l0Ka3yje HapeJHy TeopeMy.

Teopema 3.18. IIpeciuxagarse usmely jegHogumeH3UuoHux odjexaitia y FP? je tipojexitiu-
guilleitt ako U camo ako je OHO UHGYKOB8AHO pelyapHOM JAUHEeAPHOM WpaHCHopmayujom
XOMOTeHUX KOOpguHaua.

Teopeme u HaM roBope /ia je IpojeKTUBUTeT y FP? jeiHO3HAUHO ofipeljeH ca
TPHU I1apa oAroBapajyhux eisemeHara. To je ocodHHaA Kojy 30BeMO OCHOGHa ilieopema
tipojexitiueuiieiia, o uemy he kacuuje Suth peunr (Tepheme B.32).
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3.5. [iBopa3smepa

IIpumep 3.5. Tauke A1(2:1),A2(3:1)uB(4: 1) faTe XOMOIreHUM KOOpAHMHAaTaMa (X1 : X2)
ofjladpaHe Cy THM Pe/ioM 3a dasHe TauKe HOBOI CUCTeMa XOMOI'€HHMX KOOPAHHATA (X] : X5 ).
Oppenumo Be3y u3Mel)y cTapux U HOBUX KOOpPAMHATA.

[IpomeHa koopauHaTta y RP! je mHAyKOBaHa peryaapHOM JIMHEapHOM TpaHChopMa-

.
2 21 22 X/Z ’

e je (X} : X5) — (X1 : Xy) crpera usMel)y HOBUX M CTapHUX KOOPAHMHATA IIPOH3BO/bHE
Tauke. Y HOBOM CHUCTeMY JiaTe TadyKe Cy da3He, OJHOCHO UMajy KoopauHare (1:0), (0: 1),
(1:1), Te xopuctumo Bese (1:0) — (2:1),0:1)— (3:1)um(1:1) — (4:1)Koje Hac
I0BOJle 10 KoedUITHjeHaTa TpakeHe MaTpulle. /[061jaMo CUCTEM jefHAUYMHA

201 = myq
AL =myq

423 = myq + myy
A3 = My + My

342 =my,
Ay =myy

oftakiie ciaefu 4(A; + Ay) = 241 + 315, OMHOCHO Ay = —2A1. OfjaB/ie je jeIUHCTBEHO pelllehe
My = 21, My = Ay, My = —6A4, Myy = —2A4, T1e A # 0. TpakeHa Besa je

W)= ) () (-G =) ()
A<x2>_<1 2)\gy) e A=\ 2) )
jep je mpoHaljeHa MaTpUIia CJIydajHO CpasMepHa CBOM HHBEP3Y.
HammoMmeHMMO [1a ipu opehuBamy KoepUIlrjeHaTa TpaskeHe MaTpHUlle ogMax MoyKe-
MO eJIUMHHHCATH IIapaMeTpe A. HauMme, 3a TauKy A1 0gMax ©UMaMo Mq1 = 2Myq, 38 TAYKY

B je myy = 3myy, 0OK 3a TauKy C BaXKU mq1 + Myy = 4(my1 + myy). OBaK0O yMeCcTO CUCTeMa
6 jerHauyMHa ca 7 HEII03HATUX pelllaBaMOo CUCTeM 3 jefHaUNHe ca 4 HeII0O3HaTe. JAN

IIpumep 3.6. [IpoHahuMo popmysie IIPOjeKTUBUTETA KOjU IIpecIrKaBa Tauke A(0 : 1),
B(1:0),C(1 :1)yTauke A'(1 : —1),B'(1 : 1), C'(1 : 3). IIpojekTuBUTeT AX' = MX je
MH/IYKOBaH peryJiapHOM JIMHeapHOM TpaHCpopMaliijoM

my; m
M ( 11 12) '
myy My

Bese (0,1) — (1,-1), (1,0) — (1,1) u (1,1) — (1, 3) oxmpelyyjy cucTeM jefHaUYNHA

AM=myy | Ag=mq1 | A3 =My + My
—A1 =Myy | Ay = myq | 3A3 = My + Myy,
a eIMMHUHaIMja IIapaMeTapa Jaje myy = —Myy, Myp = Myq, 3(My1 + Myp) = My + Myy.

3aMeHOM IIpBe U ApyTe jefHaunHe y Tpehy, nodujamo 2my; = 4my,, OfaKiIe ce foduja
2 -1 v (2 —1) 2
ma(y ) =(5 )%

IIITO je TpakeHa MaTPHUILA, OTHOCHO TpakeHe popMyJie IPOjeKTUBUTETA. JAN

3.5 /ABopasmepa

HacTtaBUMO ca U3y4yaBakeM XOMOI'e€HHUX KOOp/AHHAaTa Ha aHaJIUTUYKO] IIP0jeKTUBHO)]
mpaBoj. Heka cy A,B,C,D pasiuuuTe KoJIMHeapHe Tauke u3 FP. 3a mHX0Be BeKTOpe
IIpeJicCTaBHHUKEe XOMOTeHHUX IIapaMeTapa Y HeKOM KOOPJHHAaTHOM CHCTeMY MOKeMO IIO-
cMaTpaTH u3pas

(A,B
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nasa 3. Oesaprosa, [ManocoBa v baxmaHoBa paBaH

BeKTOpH IIpe/[CTaBHUILIM YBe/leHUX Tadaka Cy aA BB _yC 8D _3a HeHyJa CKaJlape
a,p,y,8 € F, rne us det(KX AY) = KA det(X Y) modujaMo (aA, ﬁB yC 6D) (A B,C,D),
IIITO 3HAYH Jja II0UYeTHU U3pa3 He 3aBHUCHU O/f ©360pa BeKTopa IIpe/icTaBHUKA. 3a perysap-
HY KBaZlpaTHy MaTpuIly M pefja fBa je

det(MX,MY) = det(M(X,Y)) = det(M) det(X, Y),

OJlaKJIe ciIegu (MZ ,MB,MC, MB) = (Z B, C, B). [To Teopemu , IIpOMeHa KoopArHaTa
je UHIyKOBaHa peryJjapHoM JUHeapHOM TpaHCchOopMaIlljoM, Te II0UeTHHU U3pas He 3aBU-
CH HU 0]T ©360pa KOOPIMHATHOT CUCTEMA, YhUMe 06e36eljyjeMo fia je HapeqHa e QUHUIIH]a
modpa.
Heka cy A, B, C, D pasinuute Tauke y FP!, Taza je suxoBa geopasmepa (ABCD) cka-
Jap u3 IF gat ca
det(A, C)det(B,D)
det(4, D) det(B, C)
ITo TeopeMu IIPOjeKTUBUTET je UHAYKOBAH peryJlapHOM JIMHeapHOM TpaHcdop-
MaIyjoM (Kao IITO je TO ¥ IIpOMeHa KOOpAUHATa), TAKO Jia Ce BOpasMepa He Mema IIpU-
JIMKOM IIpOjeKTUBUTETA.

3.7

(ABCD) =

Teopema 3.19. /lgopasmepa je uHeapujaHila Upojekiuuguineua.

YecT HaUMH pavyHarka IBOPa3Mepe je yIIpaBo y KOOPAUHATHOM CUCTEMY O/ipeljeHuM
caAuB.Tamgajeommax A =(1,0)0u B =(0,1), rox3a C =aA+BBuD = yA + 8B UMaMo
=(a,B)u D = (y,6). JupeKkTaH pauyH 110 OpMyIHx (@) naje

(apcp) = BCY) _ By _B 8

ol

§(-a) as a’'y’
IITTO je pa3Mepa /iBe pasMepe U TaKO OIIpaB/iaBa MMe ABopasMepa. JupextHo u3 (3.7) pa-
YyHaMO JIBOpasMepe 3a IiepMyTallyje Tadyaka

(CDAB):(;_BZS’; 53; (ABCD);

(—a)§ as 1
(~v)B ~ By  (ABCD)’

(ACBD) = ("6&“5”) =1- 53; =1 - (ABCD).

Pepocien Tayaka IlocMaTpaHe 4eTBOPKe je BeOMa BajkaH, a JiBOpasMepe CBUX IIep-
MyTallyja MOXKeMO JOSHUTU KopHUIlthewkeM IIPeTX0JHUX IIpaBUIa Koja hemo monucaTtu y
HapeJHOj TeOpeMHU.

(BACD) =

Teopema 3.20. 3a pasauuuine inaqxe A, B, C, D us FP! eaxcu:
(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA);
(BACD) = (ABCD)!
(ACBD) = 1 — (ABCD).
KopumrhemeM gexoMoreHusanmje +: FP! — F 1ako MOyKeM0 M3pasUTH ABOpasMepy ca
(A" —C*)(B* D) _ AC BC
(A*~D*)(B*~C*)  AD BD

OpaBpie ce BUAY TeOMETPHjCKH CMHCA0 JBOpasMepe Kao 0JHOC O/iroBapajyhux pacrojama
usMeljy Tayaka, WId OHOCa OATroBapajyhux ay>KuHa ay>Ku. /[Bopasmepa je fedprHrcaHa
3a pa3/IMuUTe KOJIMHEeapHe Tauke, TAKO JIa OHA He MOyKe SUTH jeqHaKa 0 i 1 (HUTH oo).

(ABCD) = (3.8)
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3.5. [iBopa3smepa

Hexka cy A, B,C pa3jnunTe Tauke aHaJIUTHYKe IIPOjeKTHBHE IIpaBe FP!. Ako Hajmpe
¢rKCcHpaMo BeKTOP Ipe/cTaBHUK C, a 3aTUM H3adepeMo BeKTOpe IIPeACTaBHUKe A U B
Tako fa je C = A + B, oduiIu SUCMO KOOPAUHATHU CUCTeM Y KOjeM JlaTe TauKe UMajy
dasHe koopauHate: A(1:0),B(0:1)u C(1:1). Y 0BOM KOOPAUHATHOM CHUCTEMY, jeTHOCTa-
BaH pauyH mokasyje ma D € FP! \ {A, B,C} uma xomoreHe KoopauHaTe ((ABCD) : 1), IIITO
I0Ka3yje HapeaHy JeMy.

JIema 3.21. 3a ilipu pasauyuitie mauke A, B, Cy FP! u ckanap a € F\ {0, 1} fiocitioju jegun-
ciugeHa tnauka D tnakea ga je (ABCD) = a.

YKOJIMKO 6MCMO JBOpasMepy IIPOIIUPUIN Ha IIPOU3BOJbHE, He HY>KHO PasIMuyuTe, KO-
JIMHeapHe Tauke, 3a KOJIOMEH SUCMO 0SWiIM uuTaB F. HauMme, y cy4ajy GUKCHpaHHX
pasnuuuTux A, B, C uManu 6ucMo (ABCA) = oo, (ABCB) = 0 u (ABCC) = 1, 1rTo ompasBpa-
Ba Jla TH CKaJIapy He MOI'y SUTHU BpeJIHOCTH OPUTHHAHe ABopasMepe. [IpeTxoHa 1eMa
oMoryhasa /ja jefHOCTaBHO JI0OKa>keMo cJefiehy TeopeMmy.

Teopema 3.22. Hexka cy A,B,C,D u A’,B’,C’', D’ gee ueitisopke pa3Auquiiux KOAUHeapHux
maqaka y FP?. Taga tiocitioju jeguHcitieeH tipojexitueuineit ca (A,B,C,D) — (A’,B',C',D’)
axko u camo axo je (ABCD) = (A’B'C'D').

Jokas. Kaxko je 1o Teopemu IBOpasMepa UHBapHjaHTa IIPOjeKTUBUTETA TO je jelaH
cMep ounresfaH. Ca Apyre cTpaHe, 10 Teopemu 3.17 IIOCTOjH je/IHHCTBEH IIPOjeKTHBUTET
fxoju cinuka (A,B,C) — (A’,B’,C'). Ykonuko je f{D) = X, Taga no TeopeMu nodujamo
(A'B'C'D") = (ABCD) = (A'B'C'X), omakJie Jlema @)gaje D =X. O

/IBopasMepa je HajcTapHja ¥ HajOCHOBHUja IIPOjeKTUBHA MHBapHjaHTa. 3Ha4ajHo Je-
JIO M3 aHTUUKOT Z1o6a je Kibura 7 [1artocoBor 360pHuUKa Koje je tuTupao [las y cBom Hcio-
pujckom tpelnegy [115] 1 TaKO CKpeHYO ITa)Kiy Ha Bera. [IoHcH ra je 1986. mpeBeo Ha eH-
IJIECKH, a 3aTUM y KOMeHTapHMa I10Ka3ao Kako ce ITarrocoBe siemMe 11oBe3yjy ca MOJepPHOM
TEPMUHOJIOIHjoM [43], IIITO HeBOCMUCIEHO TOBOPHU 0 TOMe /1a je ITarioc 610 cBeCcTaH KOH-
IernTa ABOpasMepe U UMIUIUIIUTHO ra yrorpedspaBao. Bapujanra gBopasmepe y chepHOj
reoMeTpUjU I10jaBJbyje Ce joll paHUje y KBbUusu CPepuxa Kojy je nmrcao MeHesaj?, 1oxK je
BepoBaTHO U caM EyKJMJ 3HA0 3a MHBapHjaHTHOCT ABOopasmMepe [18].

IIpumep 3.7. 3aTauke A(0:1),B(1:0),C(1:1),D(3: 2) 1aTe CBOjUM XOMOT€HUM KOOPU-
HaTamay IR{Pl KeJIIMO J1a ONIPeNIMO IBOpasMepy (ABCD). HpHpo;(HI/I IIPEe/[CTaBHUIH Cy
A= (0,1), B = (1,0), C= 1,1), D= (3,2), ojakie UMaMo C=A+BuD=24+3B,te
nodujamo (ABCD) = (1/1): (3/2) = 2/3. AnTepHaTUBHO MOKeMO IIPUMeTUTH fia ¢y B, A, C
dasHe Tauke Te je (BACD) = 3/2, oqgHOoCHO (ABCD) = 2/3. A

IIpumep 3.8. Heka cy Aq,A,, A3, A, pa3sIinunTe TauKe peasiHe IIPOjeKTUBHeE IpaBe. Kou-
KO W3HOCe IIPOM3BOJ, ¥ CyMa /iBOpasMepa II0 CBUM IlepMyTalljaMa AaTux Ttadaka? I1o
Teopemu @ Bakul (ABCD) - (ABDC) = 1, xao u (ABCD) + (ACBD) = 1.V oba ciy4aja
CBaKa o/ 24 epMyTaIiyja UMa CBoj 1ap, Te je [[;cs, (Ag1402403404) = 112 = 1, ogHOCHO
> oes,(Ac1Ac2Ag3Ags) =121 = 12. A

IIpumep 3.9. Ako cy A, B, C, D pasjiuuuTe KOJIMHeapHe TauKe peajiHe IPOjeKTUBHE paB-
HY, OHJ/Ia je TAYHO je[lHa HeraTUBHA OJf TPH ABOopasMmepe: (ABCD), (ACBD), (ADBC). Axo
03HAYUMO X = (ABCD), 13 ocodrHa iBopasMepe uMaMo (ACBD) = 1—-xu (ADBC) = 1-1/x,
Te odujamo (ABCD)(ACBD)(ADBC) = x(1-x)(1-1/x) = —(x—1)? < 0, ogakJie cJIeix Hella-
paH 6poj HeraTUBHUX [BOpasMepa. Kako je (ABCD) + (ACBD) =1 > 0, To je dap jegHa BO-
pasMepa II03UTUBHA, Te je TAYHO jefjHa HeraTUBHA, a IIpeocTaJlle iBe Cy II0O3SUTUBHE. A

3Alexander Raymond Jones, aMepUUYKH UCTOPAYAD MaTeMaTHUKe
‘Memnestaj us Anekcauapuje, Mevélaog (1. 1 2. BeK H.e.), [PUKH MaTeMaTHUap U aCTPOHOM
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IIpumep 3.10. /[BopasMepa (ADEB) ce MOyKe U3pasuTH 1peko (ABCD) u (ACBE). AKo II0-
craBuMo C = aA + B, D = yA + 6B, E = uA + vB, ©UMaMoO

(ABDE) = 9. Y _ <§ : Z) : <B : ‘;) — (ABCE) : (ABCD),

y uo a
Te 13 0COdUHA IBOpasMepe 105ujaMo
(ADEB) = (ADlBE) T1- (jBDE) 1 34365) 1 1—1<ACBE> - (ABCD;iB(ZI?BE) 1
~ (ABCD) - (ABCD)

A

IIpumep 3.11. Heka je (ABCD) = 2, (ABCE) = 3, (ADEF) = —2, a f TIpOjeKTUBUTET 3a KOjU
je flA) =D, f(B) =E, f(C) = F, fiD) = G. Kosuko je (ABCG)?

PesysiTaT He 3aBUCHU Off ©360pa XOMOTE€HOI' CCTeMa KOOpAWHAaTa, Te ra yBOAUMO Ca
A(1:0),B(0:1),C(1:1). Cana Tauka X mMa koopanHare ((ABCX) : 1), Teje D(2:1), E(3: 1).
Kakoje E=A+ D u (ADEF) = —-2,T0je F x 2A — D,ogHocHO F = (0: 1) = B. U3 f(A) = D,
f(B) =E, f(C) = F rodujaMo MaTpHIly IPOjeKTUBUTETA

6 —6
M x (3 _2) ,
oflaKJIe ciaefu G x MD = (6,4). lakie, G = (3/2 : 1), u KOHa4uHO (ABCG) = 3/2. A

IIpumep 3.12. Heka je f mpojektuButeT y RP! 1 Baxkut Apq = flAn) 3a n > 0. AKo je
Ag = Ag € RPY, omperuty Bopasmepy (A1A,A4As) YKOJIHKO OHA ITOCTO]H.

JIBopasmepa (A1A2A4As) He Mopa Jia II0CTOjH, aJid aKO IIOCTOjU 360T MHBApHjaHT-
HOCTHU IIPOjeKTHUBUTEeTa II0CTOje U ABOpasMepe (AyA3AsAg) U (AsAjApAq), Te Cy Tauke
Ag,A1,Ay, A3 pasinumnTe. YBeJUMO KOOPAWHATHU CUCTEM TaKO Aa Tauke Ay = (1 : 0),
A; =(0:1)uA; = (1:1)nocrany 6asHe, 10K je A3 = (a : 1) 3a Heko a ¢ {0,1}. IIpo-
JEKTUBUTET je UHAYKOBAaH peryJapHOM JIMHeapHOM TpaHC$OopMaIiyjoM OJaKJIe je

myy M\ 1~
Mn+1 = ( An .
myy My

3an=0u3(1:0)— (0:1)cimegumy; =0.3an=1u3(0:1) — (1:1) cireguu myy; = myy. 3a
n=2u3(1l:1) (a:1)cregua(my+myy) = myg+myy, OJAKIE UIMAMO a(Ma1+M1p) = My,
IIITO HAaC JOBOJU 0 MaTpUIle M IpojeKTUBUTETA f KOja je 06 IUKa

0 a
Moc(l—a a)'
JlaJbuM padyyHOM 081jaMo Tauke Ay, As U Ag ca
A2 Q) (0= (at o)~ (o)
1%\1-a a/\1) " \a2-a)) *\2-4a)°
e <0 a><1>_(2a—a2>
5%\1-a a/\2-a) " \1+a—a?)"
e (0 a><2a—a2>_< a(l+a-a?) ) (1+a—a2)
6%\1-a a/\1+a-a¥) " \a(1-a)2-a)+1+a—-a?)) “\ 3-2a /)-
N3 yciaoBa Ag = Ap = (1:0), umamo 3 — 2a = 0, ogHOCHO a = 3/2, Te ciequ
0 3
MO‘(—1 3)‘
To ;;aje Ag = (3 : 2) HUA, = (2 : 1), Te je (A1A2A4A5) = (AOA1A3A4) = (2/3) : (1/2) = 4/3
VKOJIMKO YCJI0B Ag = Ag 3aME@HHMMO YCI0BOM As = Ay I0SHIH SucMo 1+a—a? = 0, o
JIOHOCH JIBa pelllerha 06anKa a = (14 +/5)/2. Tagaje Az = (1++v5:2)mAs = (2:3F/5),

Te pauyH 3a Moryhe gBopasmepe faje (A14,4445) = (1 +/5)/2. A
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3.6. ®PUKCHe Tauke NpojekTnBUTETA

3.6 ®duKCcHe Tayke IIPOjeKTUBUTETA

[Tor QUKCHUM TauKaMa IIpOjeKTUBHUTETA II0/IpasyMeBaMo OHe Tauke Koje Cy MHBapH-
jaHTHe y OHOCY Ha Taj ITpojeKTUBUTET. [[p0jeKTUBUTET aHAJIUTHUUKE ITPOjeKTUBHE IIpaBe
FP! je o Teopemu @ WHIYKOBaH peryJapHOM JITHeapHOM TpaHCHOpPMaIljoM, Te I10-
cMaTpaMo IIpecIUKaBame

AX =

I7le je A KBa/ipaTHa MaTPHI[a pejia /iBa ca eJeMeHTHMa U3 F. ' Tauka X je drKCcHa Tauyka
aKo je X’ = X, OZJHOCHO aKO 3a BEKTOpe IIpefiCTaBHUKe BaKU X o X, 1o Hac IOBOIU 10
jenHaunHe

(A-21)X = 0.

VKOJIHMKO je A — A1 peryJapHa MaTpHIla, MHO)KEEbeM C/IeBa FheHUM HHBEeP30M /[05H]a-
MO jeJUHCTBEHO pelllene X =0, Koje He Ipe/icTaB/ba TauKy y FP2. 3aT0 ce QHUKCHE Tauke
jaBJpajy caMo 3a CUHTyJIapHe MaTpulie A — A 1, T/ie 3HaMO Jia pelllese HUje jeJUHCTBEHO.
Kaxko je jeqHaurHa XOMOreHa, Hyjla BEKTOp jecTe pellene (MaKo He IIpe/cTaBj/ba TauKy),
Te II0CTOjU U HETPUBH]jaIHO pelllerhe.

[TosHOM x4 (A) = det(A — A1) je KapaKTepHUCTUYHHU II0OJITMHOM MaTpHIle A 110 IIPOMEH-
JPUBOj A, IIpH YeMy je A — A1 CHHIYJIapHO KaJ je A HyJIa KapaKTepPHUCTUYHOT II0JIMHOMA,
OZJHOCHO COIICTBeHa BpeaHOCT MaTpulle A. Taza je cBako pellewne X # 0 COIICTBEHU BeK-
TOP KOjH O/ir0Bapa COIICTBEHOj BpeHOCTU A. IIpodsieM Hasla)kerha QUKCHUX TadaKa eKBU-
BaJIEHTaH je IIpodJieMy Hasla’kela CBUX COIICTBEHUX BeKTOpa MaTpHlle A, a Y IUTaky Cy
BeKTOPH IIpeJiCTaBHUITY QUKCHUX TadakKa.

Heka je F = R, ofHOCHO GOKyCHpaMO Ce Ha CIy4aj IIPojeKTUBUTETa peasHe IIpojek-
TUBHe IIpaBe RPL. U3 Jleme MO>KEMO 3aK/bYUUTH Jia je CyMa COIICTBEHUX IIOTIIPOCTO-
pa AUpPEeKTHA, TaKo Jja je JOBOJbHO UCIIMTATH CBAKy COIICTBEHY BPeJHOCT II0HAa0C06. Ko-
JIMKa je TUMeH3Hja COIICTBeHOr IToTIipocTopa Ker(A — A1) 3a HeKy KOHKpPeTHY COIICTBe-
HY BpegHOCT A? OHa je dapeM jefiaH, jep 3a CBaKy (peasiHy) COIICTBEHY BPEIHOCT IIOCTOje
COIICTBEHU BeKTOpH. Ca Ipyre cTpaHe AUMeH3Hja M0>Ke Mh¥ HajBUIIIE 10 BUILIECTPYKOCTH
COIICTBeHe BpeHOCTH. [1o cTaBy 0 paHTy U iedeKTy U3 IMHeapHe ajredpe BakKu

dim(Ker(A — A1)) + rang(A — A1) = 2.

AKO je BUIIIECTPYKOCT COIICTBEHE BPENHOCTHU A jemaH, Taja je dim(Ker(A — A1)) = 1,
IIITO II0BJIAYH II0CTOjarbe TaYHO jelHe QUKCHe TauKe Koja joj oAroBapa. YKOJIMKO je BU-
IIIeCTPYKOCT 3a A jegHaka aBa, uMamo dim(Ker(A — A1)) € {1,2}. V ciay4dajy fuMeHsHje
jemHaKe jeflaH IIOCTOjH jefHA oAroBapajyha ¢uUKCcHa Tauka, JOK y CIy4dajy AUMeH3Uje jel-
Hake /1Ba II0CTOjU 6€CKOHaYHO MHOI0 0/iroBapajyhux QUKCHUX TauyakKa IIpU 4yeMy Cy CBe
OHe KOJIMHeapHe.

Matpu1ia IIpojeKTUBUTETA je 08JIUKa

_ (6111 6112)
a1 az/’
Te pauyyHaMO KapaKTePHCTHUYHH IT0JUHOM MaTpPHUIle A ca

apn — A ap

Xa(A) =det(A— A1) = Gy Gy — A

‘ — 22 _trA-A+detA. (3.9)

CoIICTBEHe BPeJHOCTH Cy HyJIe KapaKTepUCTUYHOT II0JIMHOMA, a JbUX0B §p0j 3aBUCH Of
IMCKpPHMHHAHTe J0SHjeHe KBaZipaTHe jerHaunHe D = (trA)%2 — 4 det A.

VKOJIUKO je (trA)? < 4detA, umamo D < 0, Te HEMa peaJIHUX COICTBEHUX BPEIHO-
CTH (I10CTOje [Be KOHjyroBaHO KOMILJIEKCHE COIICTBEHE BPEJHOCTH). 3aTO HeEMa peaTHUuX
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COIICTBEHUX BEKTOpPA, Te HU QUKCHUX TauyaKa, a 3a TaKaB IIPOjeKTUBUTET Ka’kKeMo Jia je
eAUUTUUUKU.

VKOJIHKO je (tr A)? > 4 det A, mamo D > 0, Te IIOCTOje Be PasIHUNUTE COIICTBEHE BPe/-
HoCTU. Kako je cBaka oJi Te iBe BPeIHOCTH jeJHOCTPYyKa, (bUMa OAT0OBapajy jeTHOJUMEH-
3MOHU COIICTBEHU IIOTIIPOCTOPH, Te II0CTOje Ta4HO /iBe QUKCHE TauKe, a 3a TaKaB IIPOjeK-
TUBUTET KaKeMO [/1a je XUilepdoaAuUKuU.

VKOJIHKO je (tr A)? = 4det A, umaMo D = 0, Te ITOCTOjH CaMo jeJJHa COIICTBEHY BPeJHOCT
A, @JI BUILIECTPYKOCTH /iBa. YV ciy4dajy rang(A — A1) = 0 umamo dim(Ker(A—A1)) = 2, cBe
TaukKe Cy QUKCHe U y IUTAKY je UIeHTUUKO [IpecIuKaBame. Y caydajy rang(A — A1) =1
nMmamo dim(Ker(A — A1)) = 1, Te TauHO jegHy GUKCHY TauKy, a 3a TaKaB IIPOjeKTUBUTET
Ka)keMo [Ia je apadoauuKku.

O§jemumaBambeM IIPETXOAHE TUCKYCHje BUIUMO [a dpoj GUKCHUX TadakKa IIpOjeKTH-
BUTETA MOKe SUTH 0 (eTMITUYKHY), 1 (HapadoyIMuKy), 2 (XUIIEPSOJIMUKU) WU SeCKOHAY-
HO (UIeHTUYKH), a HeKe KOHKpeTHe IIpUMepe BUAUMO Y ciaefehoj Tadesn.

| IpojeKTHBUTET | QUKCHe TauKe | IpuUMep |
0 -1
eJIUIITUYKHU 0 A= ( 1 0 )
1 1
HapadoJINYKU 1 A= 0 1
10
XUIIePSOJINUKHU 2 A= 0 2
UeHTUYKU A= <1 O)
A > —\0 1

IIpumep 3.13. /laTe cy Tayke npojekTuBHe IIpaBe A(0 : 1), B(1: 1) u C(2 : 1). Oxpesutu
CBe I1apad0InUKe IIPOjeKTUBUTETE KOjU CIUKaAjy (A,B) — (A’,B’) Tako 1a je (ABCA') =3 u
(ABA'B') = 16/15.

U3C=-A+2B3aA =aA + BBje3 = (ABCA") = (2/-1): (B/a), Te A’ « —3A + 2B,
OMHOCHO A’ = (2: —1). 3aB = )/Z+6§je 16/15 = (ABA'B’) = (2/-3) : (6/y), omakJie ciaequ
B o« —84 + 5B, O0fHOCHO B’ = (5: -3).

Axo je M maTtpuria npojektuBuTeta AX' = MX u3 A — A’ je (mqz, myy) < (2,—1), jok
B — B’ naje (my1 + myy, my1 + myy)  (5,—3). OgaBe fodujaMo jefHaYUHE Myy; = —2Myy
u 3(m11 + mlz) + 5(m21 + mzz) = 0, u3 KOjI/IX je 5my; = myy; — 3myy. HpOjeKTI/IBI/ITET je
IapadoJIMYKHU aKo je TUCKPUMUHAHTA KapaKTepUCTUYHOT II0JIMHOMA HYyJIa, OJHOCHO aKo
je (tr M)? = 4 det M, 11rTo iaje jefHAUMHY (Mqq+My2)? = 4(Mq1Myy —Mq3Myq ). UICKOPHUCTHMO
JIV IIPeTXOHE jefHaUYNHe UMaMO Sm%1 +10my1myy +5m%2 = 20mq1myy +8myy(Mmyy —3myq),
OJJHOCHO 5m%, + 14mq1myy — 3m3, = (myq + 3my3)(5myq — my3) = 0, IITO fAaje ABA pelerna
my1 = —3myy ¥ 5mq1 = M. KoHauHO,

3 2 5 —50
M“(—z 1) - M‘X(z 25)

Cy MaTpHIIe IBa TpakeHa IIPOjeKTUBUTETA. JAN

IIpumep 3.14. Hahu puKCcHe Tauke IIPOjeKTUBUTETA AX] = 2X1 — Xg, AX, = X1 +4X;. Ofpe-
Uty GopMyJie OBOT IIPOjeKTUBUTETa y HEKOM KOOPJUHATHOM CUCTeMY Y KojeM je QUKCHa
TaykKa SeCKOHauHa. .

JlaT je ripojeKTUBUTET AX' = AX 4uyja je MaTpUIa

2 -1
AO‘<1 4)'
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3.6. ®PUKCHe Tauke NpojekTnBUTETA

KapaKTepHUCTUYHU II0JTHHOM

2-1 -1

det(A—/\]l):‘ 1 4_2

‘:(2—A)(4—A)+1:/\2—6A+9:(/\—3)2

UMa caMo jenHy (IBOCTPYKyY) Hys1y A = 3. COIICTBEHE BeKTope X IodujaMo U3

a-3x=(7 0=

OJlaKJIe je X; = —Xq IIITO Jiaje X x (1,-1), ¥ jeguHCTBeHYy GUKCHY Tauky (1: —1).
[IpoMeHy KOOp/HATA NIPe/CTaB/ba MaTPHUIIA ITpeJacka M ca cTape Ha HOBY 6a3y, IIPU
JeMy je Be3a u3Mel)y cTapuX 1 HOBUX KOOpAMHATA faTta ca AX = MXy. Xesnumo a pukcHa
Tauka (1 : —1) mocraHe deCKOHa4YHa, 04HOCHO (1 : 0). BekTop (1,0) je IpBU da3HU BEKTOP
U HBeroBU KoeQUITHjeHTH y CTapoj dasu Cy, pertMo, (1, —1), Te UX yIIMCYyjeMO Y IIPBY KO-
JIOHY MaTpHIle IIpesacka. Ha oBaj HaUMH UCIIyKHaBaMO yCJIOBe 3a/1aTKa, JOK MaTpuIly M
KOMILJIETUPaMO APYyTOM KOJIOHOM, TaKoO IIITO YIIUIIIeMO SHJIO IIITa IITO UCIyHaBa yCJI0B
det M # 0. Ha mpuMep, HOBH KOOPAMHATHU CUCTEM MOXKeMO 3aZjaTH MaTPUIIOM IIpesiacKa

M:(—ll (1))

3a IIpojeKTUBUTET AX = AX, Y HOBUM KOOpJAMHaTaMa UMaMo AMX_’>N = AMX_>N, OJlaKJIe je
AXy = (M—lAM))?N’. OproBapajyha mMaTpuila IIpOjeKTUBUTETA je

142r_ (O —1)(2 —1)(1 1)_(—1 —4)(1 1)_(3 —1)
ANO‘MAM_(l 1)W1 4)\-1 0/7\3 3/)\-10/"\0 3/
IIpoMeHa Koop/iHHAaTa Jjaje IIPOjeKTUBUTET
o (3 -1\
;\I = (0 3 )XNa
KOjU ouUIIefHO pUKcHUpa Tauky (1 : 0). A

ITIpumep 3.15. Hahu QuKCHe TauKe IIPOjeKTUBUTETA AX] = 2Xq1 + 3X2, AX) = 3X1 + 2Xa.
OppeAuTH HOBU KOOPAWHATHU CUCTEM Y UUjUM je aQUHUM KOOpAUHAaTaMa Taj [Ip0jeKTH-
BUTET XOMOTeTH]ja Ca I[eHTPOM y HyJIH.

JlaT je ripojeKTUBUTET AX' = AX, 4Jyja je MaTpUIla

2 3
A“(s 2)‘

‘2)\ 3

KapaKTepI/ICTI/I‘-IHI/I IIOJIMHOM

det(A — A1) =

5 2_}":(2—/\)2—32:(/\+1)(/1—5)

HMa /IBe jeTHOCTPYKe HyJle A; = —1 1 A; = 5. COIICTBEHE BEeKTOpe J06KjaMOo U3 je/[HaunHe
(A—2A;1)X = 0, a Kako 3HaMO [ia Cy COIICTBEHU IIOTIIPOCTOPH AUMeH3Hje jeflaH UMaMOo
Ker(A—A11) = Span{(—1,1)} uKer(A—A, 1) = Span{(1, 1)}, omakJjie fodujamo ABe GUKCHE
Tauke (—1:1)m(1:1).

[IpojeKTUBUTET je XOMOTeTHja aKo QUKCHpPa SeCKOHAYHY TauyKy U I[eHTap, faKie QUK-
CHe TayKe y HOBOM KOOPAWUHATHOM CHUCTeMy Mopajy dutH (1 : 0) u (0 : 1). XKesmmuMmo fa
npecaukaMo Tayke (-1 : 1) mw (1 : 1) y (1 : 0) u (0 : 1), He Hy’)KHO y TOM peJoCJIeLny.
Tauka K0joj ogroBapa BeKTOp IIpeCTAaBHUK yIIMCaH y IIPBY KOJIOHY MaTpPHIle IIpesacKa
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mnpesasuy (1:0), 10K TauKa K0joj oAroBapa BEeKTOP IIpeICTABHUK YIIHUCAaH Y APYTY KOJIOHY
MaTpHlle IIpeJacka mpesgasu y (0 : 1). 3aTo IIOCTOjH SeCKOHAYHO MHOTI0 pellena, a je{HO
071 jeJHOCTaBHUJUX je MaTpHIla IIpesacKa

(-1 1 o _171<—1 1>
M_<1 1),3aI<OJy]eM =501 1)

/lpyTa pellesma MOIY Ce JOSHTH TaKo IITO APYTY KOJIOHY MaTpuile M IIOMHO>KHUMO IIPOU-
3BOJbHUM HEHYJIa CKaJlapoM.

IIpojeKTUBUTET X = AX, y HOBUM KOOpZHUHaTaMa II0cTaje X, = (M*lAM))_(;, Te
nodujaMo oAarosapajyhy MaTpHUIly IIpOjeKTUBUTETA,

1/-1 1\/2 3\ /-1 1 “1 0
-1 _ 4 _
Ay oM AM_2<1 1)(3 2)(1 1)‘(0 5)'
OBa mpoMeHa KOOp/IHATA Jiaje Ipec/IuKaBame
— /21 0\ —
v=(o )%

Koje ounmieHo ¢ukcupa Tauke (1:0) u (0: 1), Te je y IUTaby XOMOTeTHja ca KoepHUITU-
jeHTOM —1/5. A

IIpumep 3.16. Axo mpojekTuBUTeT y RP! ciivika pasiuunTe Tauke A, B, C, pegom y B, C, A,
OHJla OH MOpa &UTH eJunTUYKU. OBO TBpheme ce Mo)Ke [j0Ka3aTH yBOhjeleM KOOpAU-
HaTHOT CHCTeMa Yy KOjeM Cy faTe Tayke 6a3He, HAKOH Uera ce U3pauyyHa KOHKpeTHa Ma-
TPHILa IIPOjeKTUBUTETA, & OH/|a IIPOBEPHU /1a OHA UMa caMO KOMILJIEKCHE COIICTBEHe Bpe/I-
HOCTU. AJITEpHaTUBHO, aKo &6U X duyia GUKCHA TauKa, 300 UHBapUjaHTHOCTHU BOpa-
3Mepe y OJHOCY Ha IIpojeKTUBUTET uMaMo (XABC) = (XBCA) = (XCBA), te cy (XABC),
(XBAC) = (XBCA)~! u (XCAB) = (XCBA)~!. Ilo Ilpumepy 0] OBe TPH IBOpasMepe Tay-
HO je je[lHa HeTaTHUBHA, LIITO je HeMoryhe. 3aT0 IIPOjeKTUBUTET HeMa QUKCHUX TadyaKa U
jecTe eJIMIITUYKH. A

3.7 HHBoOJyLH]jE

[Tor uHeoyUujom TIopa3yMeBaMo IIpecjnKaBambhe Koje je caMo ceSu mHBep3. Pas-
MOTPHMO HHBOJIYTHBHE IIPOjeKTHUBUTETE, OJHOCHO IpojeKkTuBHUTeTe y RP! ca 0BOM 0cCo-

SUHOM. AKO je
a a
A ( 11 12)
a1 dpp

MaTpHIla UHBOJIYTUBHOT IIPOjeKTUBUTETA, Taza je A - A « 1, OfHOCHO

(1 0) AT — A2 < aj; +a12az1  Andiz + a1za22>
01 a110z1 + Q21032 Q2091 + a3, /)

ogakKJjie r[LOSI/I]'aMO ycCJjioBe a%l + Q12031 = Q12021 + a%z, ai1diy + a12as2 = 0, ay1dy1 + Az1ass,
KOjH ce JIeIIllle MOTY HaIlUCaTH ca a?, = a3,, aia(ayq + Azz) = 0, dzg(ayg + dzz) = 0. YeioB
a)1 = ayy # 0 1oBJauu ai;p = ap; = 0, Te UMaMO HUJIEHTUYKO IIpecirKaBame A x 1.V

CYIIPOTHOM je dj1 + dzz = 0, OMHOCHO tr A = 0, IIITO OIIpaB/iaBa CBe TPH jeTHAKOCTH.

Teopema 3.23. HeugeHIu4KU UHBONYTHUSHU Tipojekitiusuitiein y RP! uma maitipuuy iwpaia
HyAq.
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3.7. VNuBonyunje

U3 popmysie (@) je xa(A) =det(A—A1) = A2 —trA-A+detA = A*+det A, Te KApAaKTePH-
CTUYHU II0JIMHOM UMa JUCKPUMUHAHTY D = —4 detA # 0, IIITO 3Ha4YU /1a He IIOCTOjH I1a-
PadoJIMUKy UHBOJIYTUBHU IIPOjeKTUBUTET. THBOJIyTUBHE IIPOjeKTUBUTETE 3aTO MOXKe-
MO IIOJIe/IUTH Ha eJIUIITUYKe KO/ KOjUX je detA > 0 ¥ XuIlepSoIHUUKe 3a Koje je detA < 0,
IIITO 3aIIMCYyjeMO Y HapegHOj JIeMU.

Jema 3.24. HHeoylUUSHU UpojeKiuusuileill ca Mamtpuyom A je eautiinuqku 3a detA > 0,
a xutiepboauvku 3a detA < 0.

Jla 61 IIPOjeKTUBUTET SU0 MHBOJIYIHja TOBOJHHO je 1a KMa jelaH I1ap MHBOJYTUBHUX
Tavyaka. Haume, ako je A MaTpHUIja IIPOjeKTUBUTETA KOjU pasMerbyje Tauke P 1 Q, Tazja je
AP = yQ I/IAQ — vP 3a Heke U, v € R, 11ITO 3HAYU J1a CY Pu Q COIICTBEHU BEKTOPU MaTpU-
11e A 3a UCTy COIICTBEHY BPEIHOCT UV, Te IIPUIIaZajy UCTOM COIICTBEHOM IIOTIIPOCTOPY,
IIITO je 360T P # Q 4uTaB IIPOCTOP OfaKje caequ A% o 1.

JIema 3.25. Ako tpojexitueuitieili y RP! pasmervyje gee pasauuuiiie iauke OHgaA je OH UH-
goyyuja.

AKoO 3a TIpojeKTHBHTeT Baxku (X, Y,P,Q) — (X,Y,Q,P), Taga mo Teopemu .19 nuMamo
(XYPQ) = (XYQP), Te je 110 TeopeMu (XYPQ)? = (XYPQ)(XYQP) = 1, ofjakjie cieau
(XYPQ) = —1, 11TO [1aje XapMOHU]CKY YeTBOPKY H (XY; PQ).

Jema 3.26. PukcHe auke XuliepdoAuHKol UHB0AYTUBHOT UpojeKiuuguilleilla Cy XapMOoHUj-
CKU cUpelHyilie ca c8aKuMm uapom oglosapajyhux mavaxa.

VIHBOJIYTUBHU IIPOjeKTUBUTET jeJHO3HAYHO je ofpeleH ca ABa I1apa MHBOJYTUBHUX
Tagaka. HamMe, 10 Jlemu B.25 jeflaH Iap MHBOJYTUBHUX TadyaKa fiaje MHBOIYIIH]Y, TPH
yeMy Beh MMaMoO [0BOJ/bHO Tadaka /a 110 OCHOBHO] TeOpeMH IIPOjeKTUBUTETA OJpejie
IIPOjeKTUBUTET.

IIpumep 3.17. Oppenumo popMyJie U GUKCHe TauKe HHBOJIYTUBHOT IIPOjeKTUBUTETA 3a-
IaTor ca /iBa Irapa oaronapajyhux tavaka: A(1:2),A’(1:0)uB(2:3),B'(8:1).U3A— A’
HUMaMoO Ay = aq1 + 2dq3, 0 = ayq + 2dyy, OMHOCHO Ay = —2dyy. U3 A’ — A UMaMo A; = dqq,
2/’\2 = dy1, OMHOCHO dy1 = 2a11. UIS B — B’ umamo 813 = 2dy1 + 3aqa, /’\3 = 2day1 + 3asy,
ozakiie je 8(2ay; + 3azz) = 2aq; + 3ai;. IIpBe ABe jeqHAUMHE 3]y dp; = 2d11 U dpp = —dq1,
IIITO 3aMeHOM y Tpehy faje ay, = 2dy1, Te Cy TpakeHe popMmylie

KapaKTepHUCTHYHH HOJHHOM je det(A — A1) = (1 — A)(=1 — A) — 2- 2 = A% — 5, mTo faje
COTICTBEHE BPeqHOCTH A; = /5 U A, = —/5. OfiroBapajyhu CorcTBeHH BEKTOPH IIPe/ICTa-
BJbajy dukcHe Tauke (1 ++/5:2)u (1 -+/5:2). A

IIpumep 3.18. Mopa Jii KOMITIO3HUIIY]ja Ba UHBOJIYTUBHA IIPOjeKTUBUTETA SUTU UHBOJLY-
THUBHHU I1pojeKTUBUTET? He, jep 10 TeopeMu 3.23, HeUAeHTUYKH UHBOJIYTUBHU IIPOjeKTH-
BUTeT UMa MaTPHUILy Tpara HyJa, Te KaKo je

(0 1) <O 2) B <1 0)
1 0/\1 0/ \0 2/’
TO UMaMO IIPOU3BO/J Be MHBOJIYIIM]je KOjU HUje UHBOJIYIIH]a.
Moske 1M KOMIIO3HUIIY]ja eJTUIITUYKOT ¥ XUIIEPSOIUYKOT UHBOJIYTUBHOT IIPOjeKTUBU-
TeTa SUTH eJIMIITUYKU WHBOJIYTUBHU IIpOjeKTUBUTET? He, jep ako je E MaTpuUIia eJIuIl-

THUKOT, @ H MaTPHIIa XUIIepSOTHUKOT HHBOIYTUBHOT IIPOjeKTHUBUTETA, TO TI0 JleMu 3.24
Baxu detE > 0udetH < 0, Te je det(EH) = detE - detH < 0.
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Mo>ke JTM KOMITO3UIIHja eTUIITHYKOT U XUIIePSOJTMUKOT UHBOJIYTUBHOT IIPOjeKTUBU-
TeTa SUTH XUIIePSOJIMUKY HHBOJYTUBHU IIPOjeKTUBUTET? /la, KOHKpeTaH IIpuMep

2 )G o)-(o 2

HCITyE-aBa TpakeHe yCJIOBe. A

3.8 IlamocoBo TBpheme

PasMOTPHMO IIOHOBO CHHTETUUKH 3aCHOBaHY IIPOjeKTUBHY paBaH. IlocmaTpajMo Ha-
penHo TBpheme Koje je y eyKINUACKO] reoMeTpUju oTKpuo Ilamoc [43] 1 mo3HaTo je Kao
[TartocoBa Teopema.

TBpheme 3.27 (IlamocoBo TBpheme). Hexka cy p; u p; pasauvuiie upase u Heka cy
Aq, B1, C1 pasauduine iwadke UHYUgeHiliHe ca p1, a Ay, By, Co pasauduine iwadke UuHYUgeHi-
He ca p,, WaKo ga ce cee wauke pasaukyjy og p1/A\pq. Taga cy ceyuwita (A1VBy)A\(AaVB1),
(B1VC2)A(B2VCy) u (C1VA2)A(C2 VA1) KoAuHeapHe tnauke.

C,
B,
Ay

A By (&)

Tpu npeceuyHe Tauke 13 [IartocoBOTI TBphjewa Cy 3alIpaBO CEITUINTa HaClIpaMHUX CTpa-
HUIIa IIPOCTOT IilecToTeMeHUKa A1B;C1A,B1C,. [IpaBy Kojy 0He ofpel)yjy HasuBamo Ila-
llocoea tipaea, a y OIIIITeM CIy4ajy OHa He IIPOJIasu Kpo3 p1/Ap;.

[TarrocoBa paBaH je IIpojeKTHBHA paBaH y Ko0joj Baku [lartocoBo TBphewme. KoHUry-
paruja ITarrocoBor TBphera cacToju ce Off leBeT TayaKa U leBeT IIpaBUX, [IPU UeMy CBaKa
IIpaBa Cafp>KH TPU TauKe, 10K Ce Y CBAaKOj TAYKHU CeKy TpH IIpaBe. CBaKa IIpaBa Te KOHQU-
rypanuje MoJke ce y3eTH 3a [IartocoBy IIpaBy Ha K0joj jieske TPHU TauykKe, JOK IIPeoCTaJIux
IIIeCT Tayaka JieXke I10 TPU Ha [JBe IIpaBe KoHQHUryparyje. [IarrocoBo TBpheme I10BIavYU
COIICTBEHHM JiyaJl, TAaKO JjJa ©UMa MecTa 3a cjefiehy TeopeMmy.

Teopema 3.28. V Ilatiocogoj pagHu sadxcu IIpuHyuil gyaiHociiu.

p1 p2 ps
a \_N\s/"

q1

qz

98



3.8. MNanocoso TBpheme

Jokas. Heka cy A1 U Ay pasjiiuuTe Tauke, Te pPq, P2, P3 € (A2) U q1,(q2,q3 € (A1) TaKo f1a ce
Melhy ’briMa He Haslasu A1VA;. lepUHUIIUMO TauKe By = poAq1, By = p1Aqs, C1 = psAq1 |
Cy = p1/qq. Tauke A1,B1,C1 € (q1) U Az, By, Cy € (p1) HCIIy®aBajy ycaoBe I1arrocoBor TBp-
herma u 3aT0 Cy (A1VB3)A(A2VB1) = q3/\P2, (C1VA2)A(C2VAL) = p3sAqa B (B1VCy)A(B2VCy)
KoJInHeapHe. OfaBie BUAKMMO Jia Cy IIpase (q3Ap2)V(psAqz), BiVCy = (p2Aq1)V(P1Aq2) U
ByVvCy = (p1/q3)V(p3/Aq1) KOHKYpPEHTHE U 3aTO BaKU TBphewe fayasHo [1arrocoBoOM. O

HcmocTaBsba ce f1a je IlammocoBo TBphemwe jade of /le3aprosor, IITO je pe3yaTaT Koju
je 1905. mocraBuo Xecendepr? [39]. Heka cy A1B1C; u A,B,Cy; TpOTeMeHUITH y I1alI0COBOj
PaBHU KOjH Cy IIEPCIIEKTUBHU Y OJHOCY Ha IleHTap S. IIoTpedHO je [0Ka3aTH [la Cy TauKe
P = (A1VB1)A(A2VBy), Q = (B1VC1)A(BaVCy) ©UR = (A1VC1)A(A2VCy) KOJTMHEeapHe.

Heka je D = (A1VCq1)A(ByVCy). [IpuMmeHumo I1ariocoBo TBphewme Ha Tpojke S, By, B, U
Aq,D,Cyq, opgakiie cy Tauke E = (SVD)A(A1VB1), Q u F = (ByVA1)A(C1VS) KostnHeapHe. Ho-
Ba IpuMeHa IlamocoBor TBphewa Ha Tpojke S, A1, A, U By, Co, D KaXKe 1a Cy KOJIMHeapHe
Tauke F, R u G = (AVBy)A(DVS). Tpeha mpumena Ilartocosor TBplema, oBora Iryra Ha
TpojKe A1, By, Fu G, E, D faje KoJiiHeapHe Tauke P, Q = (ByVD)A(EVF) (U3 IpBe IIpUMeHe)
UR = (A1VD)A\(FVG) (U3 fpyre IpHUMeHe), I1ITO je 0ca IIepCIIeKTUBe HAIlIUX TPOTeMeHUKaA.

OpuruHaIHU apryMeHT KOjH CMO HaBeJIH CaJp>KU IIPOIIYCT KOjH je IpUMeheH I1oJ1a
BeKa KacHHUje, Kajzia je Kpouxajm® [21] kommureTrpao oBy npuuy. Hanme, 1ipodJsieM HacTa-
je Kaza He M0>KeMO Jja IpuMeHUMO IlariocoBo TBphemwe jep je jefHa o Tayaka yIIpaBo
CeLIUINTe [Bejy IIPaBUX Ca KOjUX y3UMaMo Tauke. KOHKpeTHO, IpBa IipuMeHa [larrocoBor
TBpljerwa HUje Moryha yKoJIMKO je Tauka D Ha IpaBoj SVBi, IIITO je fa/be eKBUBaJIeHTHO
TOMe 71a je D = By, OBHOCHO Jia Cy A1, By, C; KosiHeapHe. /[pyra npruMeHa IlariocoBor TBp-
hema HUje Moryha yKOJIMKO je TauKa D Ha 11paBoj SVA1, IIITO je la/be eKBUBaJIEeHTHO TOMe
naje D = A1, OBHOCHO J1a cy A1, By, Co KoJIMHeapHe. 3aT0 XeCeHSeproB apryMeHT IIpoJjIasu
YKOJIMKO UCTOBPEMEeHO UMaMO HeKOJIMHeapHe A1, By, C1 1 HeKoJIMHeapHe A4, By, Cy, Wiu
Te HeKOJIMHeapHOCTH Yy HeKOj IlepMyTaliyijy Tayaka.

SGerhard Hessenberg (1874-1925), HeMauKy MaTeMaTH4ap
®Arno Cronheim (1922-2005), HeMauKo-aMepPHUYKH MaTeMaTH4ap

99



nasa 3. Oesaprosa, [ManocoBa v baxmaHoBa paBaH

MehyTum, IIpeocTaje ciay4aj Kaza cy KoJuHeapHe A, By, Cy, KoJiiHeapHe By, A;,Cy U
KosinHeapHe Cq, Ay, By (WIH y IIepMyTalliju KOJIMHeapHe A,, By, C1, KoJliHeapHe By, A1, C;
U KosmuHeapHe Cy, A1, B1) IIITO Ce He MOJKe JOSUTH Kao IIepMyTaliyja IIpeTX0JHOT cIy4a-
ja. Tama yBoguMo Ttauke K = (SVA1)A(PVCy) U L = (SVB1)A(PVCy). IlpuMeHa IlarrocoBor
TBphewa Ha Tpojke S,Cy,C, U P,By, A [jaje KoJiHeapHe By, K, R, oK nmpuMeHa Ilaroco-
BOTI TBphewa Ha Tpojke S, C1,Cy ¥ P, A1, B; jaje KOJIHeapHe A,, L, Q. KoHauHo, IIprMeHa
[TamocoBor TBphewa Ha Tpojke K, A,,A, ¥ By, L, B, 1aje KoluHeapHe P, R, Q.

Teopema 3.29 (XecendeproBa Teopema). Ilaiiocoga pagaH je /lesaplosa pasaH.

Jlajbe ce IPUPOJHO II0CTaBJba ITUTakbE 1107, KOjJUM YCJIOBHMA je HEKHU IIPOjeKTUBUTET
f: (p1)A(p2), 3a p1 # p2, 3aIIpaBO IepCIIeKTUBUTET. Kako CBaKU IIepCIeKTUBUTET (P1)7(P2)
¢UKCcHpa 3ajeTHUYKU eJleMeHT P = p1/A\p, ©UMaMOo I10TpedaH ycJIoB. /la v je ycJIoB f(P) = P
U JOBOJBAH?

AKO HCTpa’kuBame BpIITUMO Yy [1artocoBOj paBHH, 110 XeceHSeprosBoj Teopemu (Teope-
Ma ) OHa je /lesaproBa ¥ MOXeMO UCKOPUCTUTU TeopeMy I10 K0jOj je CBaKH IIpo-
JEKTUBUTET O8JIHKA [ = (pl)sil(p)s%(pz). VKOJIMKO CY p1, P, P2 KOHKYPEHTHE, TO je f IepCIiek-
TUBUTET (JIema ). [IpetiocTaBUMO 3aTO P ¢ (p), Te IIOCTOje CeluIlTa By = p1Ap K
Ay = pAp2 pasauyuTa of P.

Heka cy gasme By = (B1VS2)Ap, U A = (A3VS1)Ap1, OTHOCHO TaKBe J1a BaXKU f(A1) = A,
U f(B1) = By. AKO je fIIepClIeKTUBUTET S = (A1VA2)A(B1VBy) 81 MOpao SUTH H-eroB IieH-
Tap. 3a IPOM3BOJBHY Tauky X; € (p1) je X = fi(X1) € (p) U Xz = f2(X) = fiX1) € (py). U3
rpetrniocTaBke f(P) = P AUPEKTHO CJefAy KOJIWMHEeapHOCT Tadaka Si, P, S;, TOK IIpuMeHa
[TarocoBor TBphewa Ha Tpojke S1,P, S, ¥ B1,X, A, € (p) Haje KolruHeapHe Tauke X1, Xy, S.
OpaBpze cBaKa CIIOjHHUIIA X; VX, IIpojiasu Kpo3 S, OTHOCHO S je IleHTap U f jecTe Iepcrek-
TuBUTeT. CaMuM TUM Y [1artocoBOj paBHU Ba)ku ciiefiehe TBpheme.

Tepheme 3.30 (TBphleme 0 mepcneKTUBUTETY). [Ipojekitiuguitieiti usmeny gea pasauydu-
a Husa mavaka je tepclieKiuuguitieil ako U Camo ako Gukcupa 3ajegHuuKku eseMeHI.
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HcmocTaBsba ce fja BayKH U 06paT, 0fHOCHO [IartocoBo TBphewe u TBpheme 0 Imepcrek-
TUBUTETY CY eKBUBaJIEHTHaA.

Jema 3.31. Tepherwa u Cy eKeusa/1eHIliHa.

Jokas. IIpeocraje HaM Ja IoKakeMo 1a TBpheme nosiauyu TBphewe . Hexka cy
p1 U p, pasIuyUTe IIpaBe U HeKa Cy Aj, B, C1 pasjHyuTe TauKe UHIIUJIEHTHE ca pq, a
Az, By, Cy pa3sIuuuTe TaukKe HHIUAEHTHE Ca p;, TAKO [1a CY CBe IIOMeHyTe TaukKe pasju-
uuTe of p1/Ap2- CaZia je MOTPeSdHO JoKasaTHu fAa cy Tauke K = (A;VBy)A(AaVBy), L =
(B1VCy)A(BavC1) U M = (C1VA2)A(C2 VA1) KOJITMHEapHe.

VBenuMo Tauke P = (A1VBy)A(AvCy) U Q = (C1VBy)A(CyVA1), Te IOCTaBUMO IIPOjeK-
THUBUTET ca [ = (Al\/Bz)i(Az)pil(Cz)i(Cl\/Bz) 3a KOjH BaKU

(A1,K,P,By) — (A1VA3,B1VA;,C1VA3, p2) = (A1VCs, B1VCy, C1VCy, p2) — (Q,L, Cq, By).

Kaxko f ¢ukcupa 3ajemIHHUUKU eJleMeHT B,, OH je mepcrneKTUBUTET (TBpheme ) U I10-
CTOjH IjeHTap S TaKo 7a je f = (A1VBy)3(C1VB,). OxaBpe cy npase A;VQ, KVL 1 PVC; KOH-
KypeHTHe y S, Te 360T A1VQ = A1VC, 1 PVCy = AV Cq, ciemu S = M u tauke K, L, M cy
KOJIMHeapHe. O

ITo Teopemu @ II0CTOjU IIPOjeKTUBUTET f KOju ciauKa (A1,Bq,C1) — (Ag,B,Cy), THE
cy A1, B, Cq KoJIMHeapHe Tadyke IIpase p1, a Ay, By, Cy KOJIMHeapHe TauKe IIpaBe Py # P1.
[IpHUpOHO ce II0CTaBJ/ba IIUTAKLE [1a JIX je TaKaB IIPOjeKTUBUTET jeJHO3HAYHO OfpeljeH.
Teopema [I03BOJbaBa Jja IIPOjeKTUBUTET f pacTaBUMO ca f = (pl)‘%l(p)‘%(pz), IIPpU YeMy
IIpaBy p MO>KeMO pasHOBPCHO dupartu (Jlema ), Ha IIpuMep ca p = A;VB; (YKOJIHUKO
je A1 # p1/Ap2 # By). AKO je g IpOjeKTUBUTET KOjU CIUKa (Aq,B1,C1) — (Ag,B2,Cy), Taza
MO>KeMO II0CMaTpaTH IIPOjeKTUBUTET h = (pl)‘%(pz)‘;z(p) U IIepCIIeKTUBUTET (pl)“;l(p) KO-
jU jeAHAKO CIUKAjy TPOjKY (Aq,Bq1,C1). MehyTumMm, Ty je PUKCHUpaH 3ajeJHUUKU eJIEMEHT
pi/ApP = Aj, Te je h IIepCIIeKTUBUTET 110 TBphemy . IleHTap IepcleKTUBUTETA MOpa
oéutu (B1Vh(B1))A(C1Vh(C1)) = S1, oflaKJie ciiefy jefHO3HAaYHO g = f. OBaKO CMO I10Ka3aIu
na y IlariocoBoj paBHU BaXku ciiefiehe TBpheme.

TeBpheme 3.32 (OcanoBHO TBpljeme npojexkTuBuTeTa). I10Cilioju jeguHCiligeH UpojeKitiu-
guilielll Koju pasauvuilie Ko/uHeapHe mauke A1, B1, C1 Upecaukaea pegom y pasauduine Ko-
JIUHeapHe tayxke Ay, By, Cy.

OCHOBHO TBpheme IIPojeKTUBUTETA je I10jauame TeopeMe @ KOja HaM je rapaHTOBa-
Jla er3sUCTeHIHjy IPOjeKTUBUTETA, JOK CcaJla Ha pacliojiarakby UMaMo U je JUHCTBEHOCT.
HcriocTaBsba ce J1a BayKU U 06paT, OJHOCHO aKo BaKu OCHOBHO TBpljeme IIpojeKTUBUTe-
Ta Tajia ce HaJasuMo y I1arrocoBoj paBHH.

Teopema 3.33. Ilatiocoso wusphere, Tephewe o tepcuexiiuguitieitty u OCHOBHO igpherse
tpojexiuusuitieiia (Tephera 3.27, .30 u 3.32) cy exsusaneHIliHa y Tp0jeKTUUBHO] PAGHLU.
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Jokas. IIpeocTaJio je mokasaTy ga Tepheme nossiayy TBphemwe . IlepCcrIeKTUBU-
TeT CBaKaKo QUKCHpa 3ajeJHUUKU ejleMeHT. Heka je caza f: (p)A(q) IPOjeKTUBUTET KOjU
¢HKcHpa 3ajefHUYKHU ejleMeHT P = pAq, 0fHOCHO BaXu f(P) = P. Heka cy A u B Tauke ca
p pasiuumurte of P, Te A’ = f(A) u B' = f(B) 1BHX0Be cIHKe. [IepCIIeKTUBUTET g: (p)3(q) 3a
S = (AVA')A(BVB') ounrienHo cauka (P,A,B) 8, (P,A’, B), a Kako To pagu U f, 1o TBphemwy
3.32 IMaMo f = g, Te je f IepCIeKTHBUTET. O

Jlokasanu cMo fa cy IlartocoBo TBpheme, TBphemwme 0 IepcrieKTUBUTETY 1 OCHOBHO
TBpljeme IIPojeKTUBUTETa MeljyCOOHO eKBUBaJIeHTHA Y IIP0jeKTUBHOj paBHU. MehjyTum,
BUX He MO’KeMO JI0Ka3aTH y IIp0jeKTUBHO] paBHH jep IlarocoBo TBpheme 11oBauu /le-
3aproBo (Teopema ), @ 3HAMO /Ia OHO y OIIIIITeM CJIy4ajy He BaKu (MOJITOHOBA paBaH).
3d0r Tora HeKo off TBpherma y3suMaMo Kao akCuoMy, Ha IlpuMep Ilarocoso.

Axcuoma 3.1 (IlamocoBa Teopema). Badcu Ilatiocoso tuigpherse (Tepherse .

HartomMeHMMO [1a YKOJIMKO 32 aKCHUOMY y3MeM0 OCHOBHO TBpljele IIp0jeKTUBUTETA, V3
MHOT0 Mambe MyKe MO>KeMO Hu3BecTH I1artocoBo TBpljerme U ITIOHOBO UMAaTH I1eJ1y TeOPHjy
Ha pacrosaramy. KOHKpeTHO, J0BO/LHO HaM je CaMO OHO IIITO CMO 3allKCaJIH Y JOKasuMa
Jleme u TeopeMe 3.33, ok HaM Jleme Hu HHCY HEOIIXOJHE.

VBoheweM AKcuoMe 3.1 3amnpaBo paguMo y IlarrocoBoj paBHY, a TPU eKBUBAJIEHTHA
TBphema u3 Teopeme 3.33 fo6Hjajy cTaTyc TeopeMe. Tako M03KeMO TOBOPUTH 0 Ilarroco-
BOj TeopeMH, TeopeMH 0 IepClIeKTUBUTETY, OCHOBHOj TeOpeMHU IIpOjeKTUBUTETA, a Ha-
paBHO nmocsiequuHO (Teopema ) U 0 /lezaprosoj TeopeMu. [1o TeopeMu y Ilamoco-
BOj paBHU BaKU [IpHHITUII [yaJTHOCTH, TAaKo Jla O4Max J0S6HjaMo Ayajle HallluX TeopeMa.
Y OpHUTrHMHa/JIHUM TeopeMaMa IIPOjeKTUBUTET je YCIIOCTaB/beH u3Meljy H1u30Ba Tadyaka, a
y AyaJHUM, U3Mel)y IpaMeHoBa IIpaBHUX. Kako CyIIITHHA 0CTaje MCTa 3a TeOpeMy U lbeH
IyaJsi IIPUPOSHO heMo 3aAp KaTH UMe TeopeMe.

Teopema 3.34 (Teopema o0 mepcneKTHBUTETY). [Ipojexiuusuiieit (usmelhy HuU3o08a uau
UpameHosa) je Uepcilekiiuguilieiti ako U camo ako uxkcupa sajegHuUHKU ele MeHIl.

Teopema 3.35 (OcHOBHA TeopeMa NpPOjeKTUBUTETA). [IpojeKitiuguilieill je jegHO3SHAUHO
ogpeheH ca tupu oglosapajyha iapa enemeHaiua.

IIITO ce THUe aHAJUTHUKe IPOjeKTHBHe paBHU FP2, paHmje cMo u3 Teopeme B.17 u
Teopeme KOHCTaTOBaJIH Jja Ba>ku OCHOBHA TeopeMa IIp0jeKTUBUTETA, Te CAMUM TUM
Basky 1 IlammocoBa TeopeMa. /lakie, aHaJIUTHYKA PaBaH UCIIyHaBa AKCHOMe @, , @
upB.]

Teopema 3.36. Anauituuka tpojexinueHa pasat FP? je ITatiocoea paear.

IIpumep 3.19. V IIaiocoBoj paBHU JlaTe Cy pas3IMuUTe KOHKYPEeHTHeE IIpaBe a, p, U TaUKe
A1,A3,A; € (a)\ {pAq}. Ako je fi: (p)F(q) 3ai=1,2,3, goxasatu fi o fy o fs = fy o fy" o fi.

3a P, € (p)\ {pra}, HeKa je Q1 = fi(P;) U Q3 = f3(Pa), Te Py = f,(Q1) m P3 = f,1(Q3).
[IpruMeHa ITartocoBe TeopeMe Ha A1, A, As € (a) ¥ P1, Py, P3 € (p) Iaje KOJIMHeapHe Tayke
A1P3NARPy = Q1, A3P3NA3P; = Q3 1 A1P3NA3Py = Q, oflakJie el Q € (q) 380r ¢ = Q1VQs.
UMamo (fiofy ' of3)(P2) = fi(P3) = P3A1NG = QU (fzofy ' of1)(P2) = f3(P1) = P1AsAG = Q. A
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3.9 KoopaunaTusanuja Jlesaprose paBHH *

YKOJIMKO Ha pacliojiaramkby UMaMo /le3aprosy TeopeMy, MHOTe CTBapH Y KOOPAUHATH-
3aIyju oIrcaHoj y CeKIuju 2.5 mosiase Ha CBoje MecTo. JKesIMMo 1a UCITUTaMO aJIredapCcKy
cTpykTypy (K, T) y ciydajy Jlesaprose paBHH, Te HajIIpe II0Ka3yjeMo Jia je oArosapajyhu
TepHapHU IIPCTeH JuHeapaH. [locTaB/baMo pasnuuTe Tauyke A(a,a), B(b,b) u C(0,c), Te
KOHCTPYHIIIEMO

P(1,b) = (XVB)A(YVI), Q(b) = (OVP)A(XVY),
U(a,T(a,b,c)) = (CVQ)A(AVY), M(a,a-b) = (OVQ)\(AVY),
N(a-b,a-b) = (XVM)\(OVI), V(a-b,a-b+c) = (NVY)A(CV]).

Tporemenuriu CQJ u YMN cy IIepCIIeKTUBHU y OHOCY Ha IteHTap O, Te ©Majy 0Cy KOjy
yuHe (CVQ)A(YVM) = U, (CV))A(YVN) =V, (QV)A(MVN) = X. Kako cy X, U(a, T(a,b,c)) u
V(a-b,a-b+c) xomuHeapHe TO je T(a, b, c) = a-b+c, ogHocHO T je TrHeapHO. IMHeapHOCT
TepHapHOI IIpCTeHa oMoryhaBa HaM /ia M36erHeMO TepHapHy onepanujy T U 1a TOBOPH-
MO caMo o CTpyKTypH (K, +, ) jep ©IMaMo jefHO3SHAYHO oxapeheno T(a,b,c) =a-b + c.

Cadupame je KOMyTaTUBHO, OMHOCHO y K Baku a+b = b + a. [TocTaB/baM0 pasiiuyuTe
Tauke A(a,a) ¥ B(b, b), Te KOHCTPYHUILIEMO

C(0,a) = (XVA)A(OVY), D(0,b) = (XVB)A(OAY).

Tporemenuii ABY u CDJ cy IlepCIlIeKTUBHU Y OJHOCY Ha IleHTap X, Te UMajy 0Cy KOjy
unHe Tauke O = (AVB)A(CVD), P(a,a+a) = (AVY)A(CV]) u Q(b,b+b) = (BVY)A(DV]). 360r
KOJIMHeapHOCTH Tavaka O, P, Q, TpoTeMeHUIH YJP 1 DB(Q cy IIepCIIeKTUBHHU Yy OJHOCY Ha
eHrap O, Te UMajy ocy Kojy uuHe Tauke X = (YV])A(DVB), R(a,a + b) = (YVP)A(DVQ),
S(b,b+a) = (JVP)A(BVQ). Kako cy X, R(a,a+b) u S(b,b+a) xosiuHeapHe TO je a+b = b +a,
IIITO JI0Ka3yje KOMyTaTUBHOCT CadHUpamba.

Cadupame je acolijaTUBHO, OAHOCHO Y K Baxku (a + b) + ¢ = a+ (b + ¢). [loctaB/baMo
pasiuuuTe Tauke A(a,a), B(b,b) u C(c, ¢) Koje cy pasiugute oz O, Te KOHCTPYUIIIEMO

E(0,b) = (XVB)A(OVY), F(0,c) = (XVC)A(OVY),
Q(a,a+b) = (EV])\N(AVY), D(a+b,a+ b) = (QVX)A(OV])
S(a+b,(a+Db)+c) = (FV])\(DVY).
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Tporemenuri BXY u JQS cy IepClIeKTUBHU y OZHOCY Ha ILieHTap D, Te MMajy ocy
KOjy unHe Tauke E = (BVX)A(JVQ), R(b,b + ¢) = (BVY)A(JVS), K = (XVY)A(QVS). 3a
L(0,b + ¢) = (RVX)A\(OVY), 360r KosIiHeapHOCTH E, R, K, TpoTeMeHUIU LJR u YQK cy Iiep-
CIIEKTUBHU Yy OJTHOCY Ha IieHTap E, Te ©Majy ocy Kojy uuHe P(a,a+ (b+c)) = (LV])A(YVQ),
X = (LVR)A(YVK), S = (JVR)A(QVK). Kako cy Tauke X, S(a+ b, (a+b) +c)uP(a,a+ (b+c))
KOJIMHeapHe, TO odujaMo (a + b) + ¢ = a + (b + ¢), IIITO TOKa3yje acoI[UjaTUBHOCT Cadu-
pama.

OBHM CMO II0Ka3aJIy [ja ce cadupame JIelo II0Hallla y /le3saproBoj paBHH, OJHOCHO /1a
je (K, +) jerHa KoMyTaTHBHA Ipylia, Te UCIIUTYjeMO II0HAalllalhe MHOXKeha. MHOXeRe je
acorujaTUBHO, OAHOCHO Y K Baxku (a-b) - ¢ = a- (b - ¢). [locTaB/baMO pasINunTe TayKe
A(a,a), B(b,b) u C(c, ¢) koje cy pasauuute of O U I, Te KOHCTPYUIIIEMO

R(1,c) = (XVO)A(YVI), S(1,b) = (XVB)A(YVI),
U(b,b-c) = (OVR)A(BVY), T(1,b-c) = (XVU)A(YVI)
E(a,a-(b-c)) = (OVT)A\(AVY), V(a,a-b) = (OVS)A(AVY)

F(a-b,a-b) = (VWX)AOV]).

Tporemenu1iy BUF u STV cy IepCIIeKTUBHU y OFHOCY Ha IieHTap X, Te UMajy 0Cy Kojy
unHe Tauke Y = (BVU)A(SVT), O = (BVF)A(SVV), K = (UVF)A(TVV). 13 KOTMHEeapHOCTHU
Y, 0, K, tporemeHurt OTU u YVF cy I1epCIlIeKTUBHU Yy OJJHOCY Ha IjeHTap K, Te UMajy ocy
Kojy unHe E = (OVT)A(YVV), X = (TVU)A(VVF), G(a- b, (a-b) - ¢) = (OVU)A(YVF). Kako cy
Tauke X, E(a,a- (b-c)) uG(a-b,(a-b) - ¢) konuHeapHe, To fodujamo (a-b)-c=a- (b- ),
IIITO JJ0Ka3yje acoIlljaTUBHOCT MHOXKEHA.

OBHM CMO ITI0Ka3aJIt [ja ce ¥ MHOXKeHhe JIeIIo II0HaIla y /lesaproBoj paBHHU, OZHOCHO /1a
je (K\ {0}, -) rpy1ia. M3 acolijaTUBHOCTU MHO>KeHha CJIeIU [1a Cy JIeBU U leCHU UHBeP3U 3a
MHO>Kelbe jelTHaKH, IIITO MOXKeMO la/be KOPUCTUTH. [IpeocTaje fa IoBeXkeMo cadupame
U MHO>KeHe KPO3 JUCTPUSYTUBHE 3aKOHe.

ITocTaB/paMo pasimvuuTe Tauke A(a,a), B(b,b) u C(c, ¢) Koje cy pasiuuute ox O U I, Te
KOHCTPYHIIIEMO

Q(b,c) = (XVC)A(BVY), N(0,c) = (XVC)A(OVY)
H(1,b) = (XVB)A(YVI), P(1,¢c) = (XVC)A(YVI)
V(a,a-b) = (AVY)AN(OVH), F(a-b,a-b) = (VVX)A(OVI)
T(a,a-c) = (AVY)A(OVP), U(0,a-c) = (XVT)A(OVY)
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HakoH Tora yBOauMO R = (FVY)A(OVQ) = [a- bJA[b~1 - ¢,0] = (a- b,a - ¢), omakie cy X, U, R
KosinHeapHe. TporemeHUI NQB 1 URF cy IIepCIIeKTUBHH y OJHOCY Ha IieHTap O, Te UMa-
jy ocy Kojy unHe X = (NVQ)A(UVR), K = (NVB)A(UVF), Y = (QVB)A(RVF). KosttHeapHOCT
X,K,Y naje TporeMeHuKe NJU U BYF KOju Cy IIepCIIeKTUBHU Yy OJHOCY Ha IieHTap K, Te
nMajy ocy Kojy uuHe D(b,b + ¢) = (NV])A(BVY), O = (NVU)A(BVF), S = (JVU)A(YVF). OnaB-
me cy mpaBe DVO = [b~1- (b +¢),0],JvU = [1,a- ¢, YVF = [a - b] KoHKypeHTHe y S. Ca jeqiHe
ctpaHe umaMo S = (JVU)A(YVF) = [1,a-c]Ala-b] = (a-b,a-b + a- ¢), IOK ca Apyre cTpaHe
umamo S = (DVO)A(YVF) = b1 - (b +¢),0]Ala-b] = (a-b,a- (b + c)), omaxyie K05HjeMO
a-(b+c)=a-b+a-c mro f0Ka3yje feCHY JUCTPUSYTUBHOCT.

ITocTaB/paMo pasinuuTe Tauke A(a,a), B(b,b) u C(c, ¢) Koje cy pasiuuute o O U I, Te
KOHCTPYHIIIEMO

M(0,b) = (XVB)A(OVY), D(a,a+b) = (AVY)A(MV])
H(1,¢c) = (XVC)A(YVI), P(a,a-c) = (AVY)A(OVH)
Q(b,b-c) = (BVY)A(OVH), N(0,b-c) = (XVQ)A(OVY)

R(c) = (XVY)A(OVH),

Tporemenuiiu JYB 1 DNX cy IIepClIeKTHUBHU Yy OJHOCY Ha IleHTap M, Te UMajy oCcy Kojy
unHe K = (JVY)A(DVN), F(a + b,a + b) = (JvB)A(DVX), Q = (YVB)A(NVX). KostHeapHOCT
K,F,Q nmaje TporeMeHuKe YDF U RNQ KOjU Cy IIepCIIeKTUBHU y OJJHOCY Ha IieHTap K, Te
UMajy ocy Kojy uuHe S(a,a-c+b-c) = (YVD)A(RVN), Ula+ b, (a+b) - ¢) = (YVF)A(RVQ),
X = (DVF)A(NVQ).Kakocy X, U(a+b,(a+Db)-c)uS(a,a-c—+Db-c) koJuHeapHe TO UMaMO
(a+b)-c=a-c+b-c, 1ITO fOKA3Y]je JIeBY JUCTPUSYTUBHOCT.

Joxasanu cMo fa je (K, +) koMyTaTuBHa I'pyna, Aa je (K \ {0}, ) rpy1a, Kao ¥ fja Bake
JIEBU U JIeCHU JUCTPUSYTUBHU 3aKOHH, IIITO 3HA4H /1a je (K, +, ) TeJI0, OHOCHO /1a My 0
CTPYKTYype I1o/ba pair caMo KOMyTaTUBHOCT MHOKeHa. Ca Jpyre CTpaHe 3a IIPOMU3BOJHHO
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Tesio (K, +, ), aHaJIMTUUKY paBaH [[06MjaM0 Ha UCTU HAYWH Kao U y cJIy4ajy 1oJsa (Teo-
pema 2.4), Tako 1mTo rmocmarpamo K2 kao Moyt Hax K U B-eroBe mmoamozyre. KoukperaH
II0Kas3 ce JIAaKO Z06Mja jefHOCTaBHOM IIpoBepoM ja je ca T(a,b,c) = a- b + ¢ 3apaT jegax
(imHeapaH) TepHapHU IIpcTeH (K, T) y cMucIy gebUHUITH]je, II0C/Ie Yera ce ITI03MBaMo Ha
Teopemy @

Teopema 3.37. Ceaxa /le3aplosa pasaH je AHAAUUUUKA pa8aH HAg HEKUM e/ 10M.

[IpeocTaje KOMyTaTUBHOCT MHOXKeHa. IlocTaBUMO pasiuuuTe Tauke A(a,a) v B(b, D)
Koje cy passmuute of O u I. Heka je P(1,a) = (AVX)A(YVI) 1 Q(1,b) = (BVX)A(YVI). Yo-
YMMO 7iBa Ilapa KoJIMHeapHUX Tadaka O,A,B 1 Y,Q,P, OfHOCHO IIPOCT LIeCTOTEMEHUK
OQBYAP koju 3a celvIIITa HaCIIpaMHHUX CTpPaHUIla UMa Tauke: R(a,a - b) = (OVQ)A(YVA),
X = (QVB)A(AVP), S(b,b - a) = (BVY)A(PVO).

VKoMKoO je paBaH IlammocoBa, TO Baku IlamocoBa TeopeMa U Tauke X, R(a,a - b) u
S(b,b - a) cy komuHeapHe, IITO faje a-b = b - a, OHOCHO [T0Ka3yje KOMyTaTUBHOCT MHO-
JKema. YKOJIUKO paBaH HUje [IarmocoBa, IOCTOje TPOjKe KOJIMHeapHUX TayaKa 3a Koje He
Baku IlartocoBo TBphemwe, Te MOXKeMO U3BPIIUTH KOOPAUHATHU3AIIH]jy TaKo /1a TO Syay
dalll TayKe IIPOCTOT IIecToTeMeHUKa OQBYAP, IITO JOHOCH I1ap CKasiapa 3a Koje He BaXKU
KOMYTaTUBHOCT MHOKeHa. [lartocoBa paBaH je /lesaprosa (Teopema @), TaKoO /1a TeJIo
(K, +, ) us Teopeme IOATHO 1061ja KOMYTaTUBHOCT MHOKeHha U I10CTaje II0Jbe.

Teopema 3.38. Ceaxa Ilatiocosa pasaH je AHANUTUUUKA pABAH HAG HEKUM UO0/beM.

KoHayHO CMO y CTamy fja MIyCTPYyjeMOo HeKe IIpUMepe IIPOjeKTUBHUX PaBHU Koje jecy
Jesaprose, ayiu HHUCY [larmocoBe. Ha ocHoBY Teopema @ I/II@ 3a TO je JOBOJPHO IIPOHA-
hu Heko TeJio Koje HUje oJbe. KilacuaH IIpUMep je Tesio KBaTepHUOHa H Koje je 1843.
ToUHe OTKPHUO Xamuurrod! [37]. KBatepHroHHU H IIpezcTaB/bajy aaredapcKo IIpoIIupe-
e KOMIUIEKCHUX dpojeBa. Y IIUTawy je 4eTBOPOJUMEH3UOHN BEKTOPCKHU IIPOCTOP HaZ,
peasHUM SpojeBuMa (CKyIIOBHO Bayku H = R*) ca asoM 1,1,j, k, t1e cy i,j, Kk iMaruHapHe
jeIMHHIIe 3a Koje BaXkH i = j2 = k? = ijjk = —1. JlakJle, aHaJIMTHYKa paBaH HP? HHIYKO-
BaHa TeJsioM H jecTe /Jlesaprosa, aju Huje [Iarrocosa.

MeljyTuM, KOHaUYHU IIpUMEPU HUCY MOTYhH 3axBasbyjyhu Be;gepGepHOBojE TeopeMHu
KOja Ka’ke Jla je CBaKO KOHAYHO TeJIO 3allpaBo I10Jbe. BemepoepH [77] je IpBU IOCTaBUO
CBOjy TeopeMy 1905. roguHe, aju je OpUTMHAIHU [0Ka3 Cafps>Kao IIPOITYCT KOjH je UCTe
rofviHe OTKJIOHUO /IukcoHH [23]. 3a MHTepecaHTaH UCTOPHjaT U XPOHOJIOIIKY JIUCTY J10-
Kasa BeznepdepHoBe TeopeMe M0o>XeMO KoHcysaToBaTH [61] u [1]. V cBakoM ciy4ajy, Kao
IOCJIeJUITY 1061jaMO HapeAHYy TeopeMy.

Teopema 3.39. KoHauHa lipojeKiiugHa pasaH je Ilatiocosa ako u camo ako je /lesapiosa.

"William Rowan Hamilton (1805-1865), upcku ¢puspmdap, acCTPOHOM M MaTeMaTH4dap
8Joseph Henry Maclagan Wedderburn (1882-1948), IIKOTCKKA MaTeMaTH4ap
Leonard Eugene Dickson (1874-1954), aMepHUKH MaTeMaTH4ap
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Jokas. 1lo TeopeMu , [TamocoBa paBaH jecTe /le3aproBa, TaKo /1a je HOTPESHO JJ0Ka3a-
TH 06paTHU cMep. AKO je paBaH /le3aprosa, 110 TeopeMu 3.37 oHa je aHaJIUTUYKa HaJl He-
KUM TesioM. Kako je To Tes1o KOHauHO, 110 Bezilep6epHO0BOj TeOpeMU OHO je I10Jbe, 8 aHaJIN-
THUYKa [IpOjeKTUBHA paBaH HaJl HEKUM I10JbeM je cBakako [larrocoBa (Teopema @) O

OBzie CMO UCKOPHUCTHUJIN aJiredapcKe pesyJiTarTe ia je KOHAYHOCT TeJsla JOBOJBHO jaKa /1a
II0By4Ye KOMYTaTUBHOCT MHOKeHa. Mel)yTHM, M0>KeMO Ce YIIUTATH Jja JIU JI0 OBEe TeopeMe
MO>KeMO 10hu reoMeTpHjcKU. HaKaloCcT, YMCTO TeOMeTPH)jCKU ToKa3 Teopeme HUje
II03HAT, a HellITo Hajéyrke ToMe 2015. cy odjaBuiu bambepr™ u IlenTuina~ [6], Koju cy
y CBOM JI0Ka3y KOPUCTUJIHU CaMO eJieMeHTapHe ajireSapcKe pesysTaTe.

3.10 XapmMoHHjCKa YeTBOpPKa

Heka je PQRS ueTBOpoTeMeHUK. Tauke P, Q,R, S cy TeMeHa, a ’bUX0Be CIIOjHUIIE 3]y
YKYITHO ILIIeCT CTPaHHUIlA. AKO CY /iBe CTPaHHUIle HHITUEHTHE ca HCTUM TeMeHOM KakKeMOo
Ila Cy OHe cycegHe, TOK CY y CYIIPOTHOM OHe HecycegHe. IIoCcToju TpU mapa HeCcyCeJHUX
CTpaHMUIla, a BHUX0BA CeLUINTa CY gujaloHaAHe ma4Ke. KOHKpeTHO, TPU AWjaroHaIHe
TauKe yeTBopoTeMeHUKa PQRS cy (PVQ)A(RVS), (PVR)A(QVS) u (PVS)A(QVR).

PasMoTpuMo ciieiehy KOHCTPYKIIH]Y Y IIPOjeKTUBHOj paBHU. Heka cy A, B, C pasiuuu-
Te TauKe IIpaBe m. Heka je n ripaBa Kpo3 A pasinyuta of m (Jlema @), HHeKacyPusS
TauKe IIpaBe n TaKo Jia cy A, P 1 S pasnuuure (JleMa @). Aedunuuiemo Q = (PVB)A(SVC),
R = (QVA)A(SVB) 1 xoHauHO D = (AVB)A(PVR).

3a ypeheHy 4eTBOPKY KOJIMHeapHUX Tauaka (A, B, C,D) Ka)keMo Jja je XxapMOHUujcKa
yeimeopka U nmunieMo #(AB; CD) axo II0CTOJU 4eTBOpPOoTeMeHUK PQRS Tako fa cy A U B
IUjaroHaJIHe Tauke, 10K C U D Jie)ke Ha HeCyCeJHUM CTpaHUIlaMa Koje odpasyjy Tpehy
OUjaroHaJIHy Tayky. IIpeTxofHa KOHCTPYKIIMja 3a JaTe pasjiuuyuTe KOJIMHeapHe TauKe
A, B, C raje Tauky D 3a Kojy je H(AB;CD), 0{HOCHO KOHCTPYHIIIe YeTBOPOTEMeHUK PQRS
Takas fia je A = (PVS)A(QVR), B = (PVQ)A(SVR), C = (SVQ)A(AVB), D = (PVR)A(AVB).

JlujaroHasiHe TauKe YeTBOPOTEMEHHMKA CYy Pas/IMuUTe IITO aje A # B, ok C u D jiexxe
Ha CTpaHUIlaMa Ha KojuMa HUCY A U B, ofakie je A # C # Bu A # D # B. VKOJILKO TauKe
A,B,C,D 1ipu H(AB; CD) HUCY pasjn4uTe, Tajga Mopa dutu C = D, IIITO Ce JelllaBa akKo U
CaMo aKo Cy [yjaroHajIHe TauKe YeTBOpOTeMeHUKa PQRS KoJIHeapHe.

Y HeKHUM IIPOjeKTUBHUM paBHUMA [HjaroHa/IHe TauyKe YeTBOPOTeMeHHKa MOIY OU-
TH KOJIMHeapHe, IIITO /[03B0/baBa [ja TauKe XapMOHU]jCKe YeTBOPKe He Sy/y pasIh4uTe.
Ha nmpumep, y ®aHO0BOj paBHHU He II0CTOje YeTHUPHU pasjMyUTe KOJIMHeapHe TaukKe, Ca-
MHUM THM [iMjaroHa/IHe TauyKe CBaKOI UYeTBOPOTEMeHUKa Cy KOJIMHeapHe, Te TaMO KOH-
IIeIIT XapMOHUjCKe YeTBOPKe HeMa cMHUcia. To ce He [elllaBa y peaiHOj IIPOjeKTUBHO]
paBHHU, Te KOJIMHeapHe JyjaroHalHe TauKe MO>KeMO TpeTHUpaTH Kao aHOMaJIHjy KOjy OT-
KJIa¥baMO HapeJHOM aKCHOMOM.

%Tohn Bamberg, aycTpaJIdjcKu MaTeMaTH4dap
"Tim Penttila, MaTemMaTHuap
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AkcuoMa 3.2 (PaHOOBaA akcuoma). /JujaloHaHe layKe ceaxkol ueilieopollieMeHUKA CY
HeKo.1uUHeapHe.

VKOJIMKO Cy AUjarOHaJIHe TauyKe YeTBOPOTEMeHUKa HeKOJIMHeapHe Ka)keMo Jia je OH
daHoo08e, 10K je y CYIIPOTHOM aHitu-Panoo8. PaHOOBa aKCHOMa Ka’ke [1a Cy CBU YeTBO-
poTeMeHUIT ®aHOOBHU U rapaHTyje Ja Cy CBe TauKe XapMOHUjCKe YeTBOPKe pas3InJUTe.
Kako y caMoj fe¢purHUIIMjU TauKe A U B UMajy CUMeTPUYHY yJI0TY, Kao U Tauke C ¥ D, TO
BaXku ciefieha siema.

Jlema 3.40. Basicu H(AB; CD) < H(BA;CD) < H(BA; DC) < H(AB; DC).

3axBaJsbyjyhu IpeTXOIHO]j JIeMH, aKo je H(AB; CD), moxxeMo pehu fia je rtap tadaka C, D
XapMOHUjCKU KOHjyloeaH ca TapoM Tadaka A, B. llITaBuille, y /le3aproBoj paBHU HU pe-
IocJies IapoBa HUje SUTaH, II1TO Ce BUAY U3 HapeJHe JeMe.

Jema 3.41. V Jlesapiogoj pasHu saxcu H(AB; CD) < H(CD; AB).

JAoka3. Heka je H(AB;CD) 1 PQRS 4eTBOpOTEMEHHUK U3 NePUHUIH]e, OLHOCHO TaKaB Ja
BaXu A = (PVS)A(QVR), B = (PVQ)A(SVR), C € (§VQ),D € (PVR). Heka je T = (CVR)A(SVD)
u U= (CVS)A\(PVD).

Tporemenuriu PQU U SRT cy I1epClIeKTUBHHU Y OLHOCY Ha 0Cy K0jy UMHe Tauke B, C, D, Te
cy o O6partHoj JlesaproBoj TeopeMu (TeopeMa 3.3) epCIIeKTUBHU y OJHOCY Ha IleHTap
A = (PVS)A(QVR), ogakie cy T, U, A KosHeapHe. UeTBopoTeMeHUK URTS uma Tauke C 1
D 3a nujaroHaJsiHe, oK A u B jiexxe Ha UVT u SVR Te je H(CD; AB). O

KoHI1lelIT XapMOHHjCKe KOHjyrOBAaHOCTH yodu4yajeHOo ImocMarpamo y I1arrocoBoj miau
dapeM /le3aproBoj paBHHU. V II0UETHOj KOHCTPYKIIMjU 3a [jaTe KOJIMHeapHe Tauke A, B, C,
MOCJTY>KIJIU CMO Ce TIPOM3BO/FHUM TaukKaMma P u S ga ducmo podmiu tauky D. MehyTum,
Tauka D He 3aBHUCH OJf ©360pa THUX TayaKa 0 YeMy rOBOPU HapegHa TeopeMa.

Teopema 3.42. V /le3aploeoj pasHu 3a pasauduiltie Ko/uHeapHe navuke A, B u C, docitioju
jeguHctugeHa twauka D wwaxkea ga saxcu H(AB; CD).
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Joxkas. Heka cy PQRS 1 P'Q'R'S' 4eTBOpOTeMeHUITH KOjU ofipel)yjy 4eTBPTY XapMOHU]jCKY
TaukKy 3a Tauke A = (PVS)A(QVR) = (P'VS)A(Q'VR'), B = (PVQ)A(SVR) = (P'VQ')A(S'VR')
uC = (SVQ)A(S'VQ'). TporemeHun PQS u P'Q'S’ umajy ocy jep cy A, B, C KoJluHeapHe, Te
UMajy IeHTap U npase PVP', QvQ' u SVS' cy KOHKyYpeHTHe y HeKO0j TauKH O. TpoTeMeHHUIT!
RQS u R'Q'S' uMmajy ocy jep cy B, A, C KoluHeapHe, Te UMajy IleHTap U IipaBe RVR', QvQ’
U SVS' cy KOHKypeHTHe y HeKoj Tauku O'. OmaB/e ciequ fa cy npase PVP, QvQ’, RVR' u
SvS koHKypeHTHe y O = O'. Kako TpoTeMeHUITU PQR u P'Q'R’ uMajy njeHTap O TO UMajy
U ocy, Te cy Tauke A, B u (PVR)A(P'VR') kosmrHeapHe. 3aTo Cy npase AVB, PVR u P'VR'
KOHKYpeHTHe, ofiakiie (AVB)A(PVR) = (AVB)A(P'VR') faje jefUHCTBEeHY TaukKy D. O

JlyaJIHO XapMOHM)CKOj YeTBOPIIH TadakKa AeHUHUIIIeMO XapMOHHU)CKY YeTBOPKY IIpa-
BUX. 3a ypeheHy 4eTBOPKY KOHKYPEeHTHUX IIpaBuX (a, b, ¢, d) KakeMo [ia je XxapmMoOHUj-
CKa ueineopka ¥ nuiieMo #H(ab; cd) aKko IIOCTOjH YeTBOPOCTPAHUK pqrs TaKO Jia Cy a U
b mujaroHasiHe IIpaBe, IOK ¢ U d IIpoJia3e Kpo3 HecycegHa TeMeHa Koje odpasyjy Tpehy
IUjaroHaJIHy IIpPaBy.

Jlema 3.43. Ako Yy UpojeKitiugHoj pasHu saxcu PaHo08a aKkCUOMa, OHGA 8ANCU U HeH 05Paill.

Jloka3. [la v cy [ujaroHasHe IIpaBe CBaKOT YeTBOPOCTPaHUKAa HEKOHKYpPEeHTHe?

Hexka je abcd 4eTBOPOCTpaHUK TaKaB Jia 3a AUjaroHaiHe IIpaBe uMa p = (aAb)V(cAd),
q = (anc)V(bnd)ur = (and)V(bAc). Tauke A = bAd, B = cAd, C = aAb u D = a/Ac Mopajy du-
TH pasjIn4yUTe (MHaYe YeTBOPOCTPAaHUK MMa TPU KOHKYPEHTHE CTPaHUIe), OfaKJIe CIe 1
AVB = d, AvC = b, DVB = ¢, DVC = a. Meljy yBeJleHUM TayKaMa HeMa TPU KOJIMHeapHe
(Ha rIpuMep KoJIMHeapHOCT A, B, C moBauu b = d) Te je ABCD ueTBOpoTeMeHUK. [1o AKcH-
oMU @ IUjaroHasHe Tauke aAd, bACc U pAq Cy HEKOJIMHeapHe, Te Cy p, qur = (and)V(bAcC)
HEKOHKYpeHTHe. O

[IpuHIUII yaIHOCTH Aa/be oMoryhasa fiyasie HallIux TeopeMa. Ha mpumep, y /lesap-
rOBOj paBHU 3a KOHKYpPeHTHe IIpaBe da,b,c II0CTOjU jefMHCTBeHAa IpaBa d TaKBa [Ia je
H(ab; cd).

Heka je 7(AB;CD) u O 11pou3BO/bHa TauKa /lesaprose paBHH Koja HUje UHITU/IEHTHa
ca AVB. [loka>xumo fa je H(ab; cd), tne cy a = AvO, b = BVO, ¢ = CVO, d = DVO. Heka je Q
IIPOM3BOJbHA TAUKa Ca IIpaBe ¢ ¥ HeKa ¢y P = (BVQ)Ad, R = (AVQ)Ad, S = (AVP)A(BVR).
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UeTBOpOoTeMeHUK PQRS Ma MjaroHa/IHe TaukKe A U B, 10K D jiexu Ha d = PVR, Te KakKo
je H(AB;CD), To 1o TeopeMu Tayka C JIe)KH Ha QVS, ofiakiie je ¢ = QVS. 3a 4eTBOpO-
CTpPaHUK uHje Cy cTpaHurie PvVQ, QVR, RvS u SVP cy ¢ u d fujaroHasiHe IIpaBe, 0K a U b
IpoJiase Kpo3 TeMeHa A U B Koja 0dpasyjy Tpehy aujaroHaHy IIpasBy.

Basxu 1 06paT, 0JHOCHO aKo je #(ab; cd) ¥ p Ipou3BoJ/bHA IIpaBa Koja HUje UHITU/IeHT-
Ha ca aAb, Taga 3a A = aAp, B=bAp, C = cAp u D = d\p umamo H(AB; CD). To 1okasyje fa
IIePCIIEKTUBUTET YyBa XapMOHHU]jCKY KOHjYTOBAaHOCT, & CAMHUM THUM TO Ba)KH U 3a IIPOjeK-
THUBUTET.

Teopema 3.44. V /[le3aplog8oj pagHU XapMOHUJCKA KOHJYI08AHOCIU je UH8APUjaHTUA UpOjeK-
mueutueiua.

Heka cy Tauke A, B,C,D 1ipaBe p TakBe 1a je H(AB;CD), a A',B’,C’, D’ Tauke mpase p’
TakBe 71a je H(A'B’; C'D'). Ilo TeopeMmu 3.9 IOCTOjH IIPOjeKTHBHTET f = (p)A(p') 3a KOjH je
(A,B,C) — (A',B’,C'), a KaKo 110 TeopeMH .44 IIp0jeKTUBUTET f UyBa XapMOHUjCKY KOH]y-
rOBaHOCT, Te Mopa 6UTH f(D) = D'.

IIpumep 3.20. V [IantocoBOj paBHU JiaTa je IIpaBa p U IIPOjeKTUBUTET f: (p) — (p) Tako fa
je fTA) = A. lokasaheMo fia je A jenriHa GUKCHa TadKa Off f aKO X CaMO aKo 3a CBaKy Ta4Ky
X € (p)\ {A} Baxxu H(AX'; XX"), TAie je X' = flX) u X" = fifiX))

3aqe (A)\{ptuS¢ (p)uQ KOHCprHIJéeMo M = SXnq,N = SX’A\qu R = XMNX"N.Ilo

OCHOBHOj TeopeMH IpojeKTUBUTETA f = (P)3(q)8(p) jep mpeciukaBa (A, X, X') — (A, X, X").

~

A X X/ p X/ /

AKo je A jeqyHa QUKCHa Tauka of f, Kako je RSAp Takole pukcHa uMaMo RSAp = A,
oflakjie yeTBOpoTeMeHUK MNSR noHocHu H(AX'; XX"). O6paTHO, 3a H(AX'; XX”) 110CTOjH Ye-
TBOpoTeMeHUK MNSR TakaB fia je A = MNASR, X' = MRANS u X € MS, X" € NR. Axo je
B € p dukcHa, oHzia ¢y U S ¥ R MHIUIeHTHe ca BV(BSAqQ), Teje B=SRAp =A A

3.11 baxmaHoBa paBaH

AxcroMaMa [1], , @, El] 1 3.2 3a0KPY>KHJIM CMO CIIMCaK aKCMOMa UHITU/IeHITH]e Koje
je 1959. ropuHe 1pegiiokuo baxmant4 [4, cTp. 76-93], a kacHUje nogp-xao Kokcerep [19,

CTp. 229-234]. IIpojeKTUBHY paBaH Ha KOjy CMO0 Aojaaau IlarrocoBy TeopeMy (Koja usmelyy
OCTaJIOT YKJIama He-/lesaprose paBHU) U PaHOOBY aKCHOMY (Koja oMoryhaBa KOHIIEIIT
XapMOHU]jCKe 4YeTBOPKe) Yy HeloCTaTKy doJber TepMUHa 3Bahemo baxmaHoea paeaH.

baxMaHOBa paBaH je 3arpaso [larrocoBa paBaH y K0j0j je CBaKM UeTBOpOTeMeHUK Pa-
HOOB, a 3axBaJbyjyhu Jlemu y ¥0j Baxu [IpuHIun ngyaaHoctu. 13 Teopeme u
TeopeMe 3.38 3HaMO /ia je TIpojeKTHBHA paBaH [larmocoBa ako ¥ caMo aKo je aHaTUTUYKA
HaJi HeKuM 110JbeM F. /la v je FP? bBaxMaHOBa paBaH?

2Priedrich Bachmann (1909-1982), HeMauKu MaTeMaTudap
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Hexa je ABCD IIpou3BOJbaH 4eTBOPOTEMEHHUK aHAIUTHYKe IIPOjeKTHBHE PaBHU FP2.
Kako cy A, B, C HeKoJIMHeapHe, TO CY BEKTOPHU IIpeAcTaBHUIIK A, B, C TUHeapHO Hes3a-
BHUCHU U YHHe 5a3y BEKTOPCKOI IIpOCTOpa IF?’_.)BeIiToE) IIPEACTaBHUK Ta4ukKe D je IbUX0BA
JIMHeapHa KOMSUHAIMja K HOpMHpaMo ra ca D = A+ B+ C, TaKo IIITO Hajlipe QUKCHPaMo
D, a 3aTuM dupaMo BeKTOpe IIpe/ICTaBHUKE A , B , C ma Ba>Ky 1aTa Besa.

Taxo 1mocraB/haMO IIPHUPOSHU KOOPAHMHATHH CHCTEM y OJHOCY Ha YeTBOPOTEMEHHK
ABCD. OgpenumMo fujaroHaiHe Tauke yeTBopoTeMeHUKa. 3a E = (AVB)A(CvD) umamo

E «AVB x CVD (A x B) x (C x D)
:(KXE)X(Z:X(Z+§+6)):(ZX§)X(E:XZ)—F(ZX_))X(Exﬁ)
—(A-(CxA)B—(B-(CxA)A+(A-(CxB)B—(B-(CxB)A
= _[C,A,BJA+|C,B,A|B=[A,B,C|(-A—B)x A +B,

IIITO Jiaje ExA+B.3aF= (AVC)A(BVD) cuMeTpHja 110 Buc naje FxA+C IIOK 3a
G = (AVD)A(BVC) cuMeTpuja 110 Auc naje G « B + C.Tlo Jlemu , KOJIMHEapHOCT
Tayaka 3aBHCH O[] IHHeapHe 3aBHCHOCTH IbUXOBUX BEKTOpA IIPe/iCTaBHUKA. M3 ycIoBa
a(A+B)+B(A+C)+y(B+C)=0cnegua+B=a+y=p+y =0, 1ITO je eKBUBaJIEHTHO
caa=p=yula=0.

VKOJIHKO je KapaKTePUCTHKA 10/ba F pasnuynTa off iBa, Tafjaje a = f =y = 0, Te cy
BeKTOpH E, F, G IMHeapHO He3aBHUCHU U JiijaroOHa/IHe TauyKe HUKAJ, HUCY KOJIMHeapHe.
VKOJIMKO je KapaKTepHCTHKa I10Jba [ jefiHaKa ABa, Taga je 2a = 0, JOK CBaKaKo II0CTOje
a=pB=y=1+#0, e cy Bektopu E, F, G IMHeapHO 3aBUCHU U JUjaroHa/IHe TayKe Cy
yBeK KOJIMHeapHe.

Teopema 3.45. AHaauiiuuka tpojexiiusHa pasar FP? je FaxmaHoea ako u camo axo to./ve
F Huje kapakiuepucitiuxke gea.

Op, paHuje 3sHaMmo a PaHOOBa paBaH He HUCIIlyhaBa PaHOOBY aKCHOMY, a caZla UMaMo
oofaTHU apryMeHT. OaroBapajyhe mojbe ®aHooBe paBHU F = 7, je KapaKTepUCTHUKE /B4,
IIITO je CIy4aj ca CBMM II0JbHMa YHjH je pej cTelleH ABojke. V FP? ryie je F m1o/be KapaKTepH-
CTHUKe [1Ba, CBAKU YeTBOPOTEMEHUK je aHTU-PaHOOB. YKOJIMKO je CBAKH YeTBOPOTEMEHUK
IIpOjeKTUBHe paBHU aHTHU-PaHOOB, OH/IA je Ta paBaH /le3aprosa, IIITO je pe3yJaTaT KOjH je
1956. roguHe 1a0 I"JII/ICOHE [35]

ITocToje IIpojeKTUBHE paBHU y KOjUMa ce Haslase U PaHOOBU U aHTU-PaHOOBU YETBO-
poreMmeHuIty. [IpBU TakaB IpUMep je KOHaYHa IIpOjeKTUBHA paBaH pefa 16 Kojy je 1953.
rogyHe nU3n0kuo JleHst? [52]. Hemrro kacHuje HojMaH™ je yomiTuiIa Ty TeOpHjy I10Ka-
3aBIIIU [1a 3a CBAKU I' # 4 KOjH je I1apaH CTelleH IIPOCTOr dpoja, II0CTOjU KOHAYHA IIPOjeK-
THBHA paBaH pejia r Koja umMa U PaHooBe U aHTU-PaHOOBe UeTBOpOoTeMeHUKe [58].

Heka je F moJbe KapakKTepUCTHKe pasinuute of aBa. [Io Teopemu FP? je Baxma-
HOBAa paBaH, CBU YeTBOPOTeMeHUIH cy PaHOOBH U I10jaM XapMOHH]jCKe KOHjyrOBaHOCTHU
“Ma cMucIa. /IBopasMmepa je MHBapHjaHTa IipojekTuBUTeTa (Teopema ), a To je ¥ Xap-
MOHUjCKa KOHjyroBaHocT (TeopeMa [3.44), IITo 3sHauu fa 3a H(AB; CD) UMaMo GUKCHUpaHy
nBopasMmepy (ABCD). Mehytuwm, 1o Jlemu je H(BA;CD), Te IIOCTOjH IIPOjeKTUBUTET
Koju ciuka (A,B,C,D) — (B,A,C,D), mTo naje (BACD) = (ABCD). Kako 110 TeopeMu
BakH (BACD) - (ABCD) = 1, To je (ABCD)? = 1, ogakute ciieiui (ABCD) = —1 jep mBopasMepa
He MOXKe SUTH jefaH. OdpaTHO, ako je (ABCD) = —1, a X jequHCTBeHa Tauyka u3 Teope-
Me 3a Kojy Baku #(AB; CX), To uMaMo (ABCX) = —1, Te u3 Jleme caegu X = D,
OJTHOCHO H(AB; CD).

13 Andrew Mattei Gleason (1921-2008), aMepHUKH MaTeMaTH4ap
“Hanfried Lenz (1916-2013), HeMauyKy MaTeMaTH4Yap
SHanna Neumann (1914-1971), HeMauKo-ayCTpaJjHjcKa MaTeMaTHUapKa
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nasa 3. Oesaprosa, [ManocoBa v baxmaHoBa paBaH

Teopema 3.46. 3a iosve F kapaxitiepucitiuke pasauvuitie og 2y FP? eaxcu H(AB; CD) ako u
camo ako je (ABCD) = —1.

Ha BaxMaHOBOj aHaJIUTHYKO]j IIpaBoj FP! 3a co = (1 : 0) 1m0 e UHUIIUjH ABOPasMepe
uMamo (ABCo) = (A*—C*)/(B*—C*). 3at0 je H(AB; Coo) aKo U caMoO aKo je A*—C* = C*—B*,
OTHOCHO 2C* = A* + B*. JlakJle, TauKa KoOja je XapMOHHU]CKHU CIIpeTHyTa ca 6€CKOHaYHOM
Ta4yKOM Y OJTHOCY Ha HeKHU I1ap Tayaka MMa apUHy KOOpAHUHATY Koja je jefHaKa apuTMe-
THUYKO] CpefruHN aUHUX KOOPAMHATa TayakKa TOor I1apa.

Jlema 3.47. Ha baxmaHogoj tipaeoj FP! je 1 (AB; Coo) ako u camo ako je 2C* = A* + B*,

IIpumep 3.21. Kaxko 3a tauke A(1 : 0), B(2 : 1), C(4 : 1), ogpenuTu Tayky X TaKBY Ja
je H(AX;BC)? 3a faTe TauKe MOXKeMO y3eTH IIPUPOJHE BeKTOope IIpe/CTaBHUKe, 0K U3
H(AX;BC) cnegu X # A(1 : 0), Te IIOCTOjU BEKTOP IIpPeACTaBHUK X = (x,1). U3pasumo
BeKTOpe Buc IIPeKO BeKTopa AuXca

Ol &)

=(2,1)=(2-x(1,0)+(x,1) = (2-X)A +
—(4,1) = (4—x)(1,0)+ (x,1) = (4— X)A +

<l

N3 H(AX;BC) je (AXBC) = —1, noK gypeKTaH padyH faje (AXBC) = (1/(2 — x)) : (1/(4 — X)),
ozmakiie je (4 — x)/(2 — x) = —1 ¥ KOHa4YHO X = 3, OKHOCHO X = (3 : 1).

AJITepHaTUBHO, MO’KeMO IIPUMETHUTH Jia je A 6eCKOHaYHa Tadka, Te je X o Jlemu
apTHMeTHYKa CpefrHa Tadyaka B(2) u C(4), ogakie cienu X(3), otHocHO X = (3:1). A

IIpumep 3.22. Axo je H(AB;CD), H(AC;BE) u H(AD; EF), KoJi4Ka je nBopasMmepa (ABEF)?
Heka je C=aA+ ﬁl—i 13 (ABCD) = —1 cnegu B_)oc ah — BE. U3 (ACBE) = —1 fodujamo
(ABCE) =1 - (ACBE) = 2, onakie je E « 2aA + BB. KoHauHO, U3 (ADEF) = —1, KaK0 Ba)kH
E x 2aA + BB =3aA — (aA — fB) =3aA — D, 10 je F « 3aA + D = 4aA — BB, ofaxie
pauyHaMo (ABEF) = (B/(2a)) : (—p/(4a)) = —2. A

IIpumep 3.23. Kao nocieguita Ilpumepa , [IapaSOIMYKH IIPOjeKTUBHUTET [y RP? je
jeHO3HAuYHO o/ipel)jeH CBOjoM GUKCHOM TauKOM A U CJIUKOM jefHe Tauke X' = f(X). Hauwme,
X" = flX') je jemuHCcTBeHA Tadyka u3 Teopeme 3a Kojy je H(AX'; XX"), tok OCHOBHa
TeopeMa IIpojeKTUBUTeTA jeJHO3HAYHO ofpehyje fca (A, X, X') — (A, X, X").

OBaj pesysiTaT ce MOJKe JIaKO OIIpaBJaTH aHAJIUTUUYKHU. AKO yBeleMO KOOpJUHATHU
cucreM dasHUM Taukama: A(1 : 0), X(0 : 1), X'(1 : 1), oHpma 3a ysnase m; MaTpuIe M mpo-
jeKTUBUTEeTA f BaXXKU My; = 0 (M3 A — A) U myy; = My (U3 M — M’). KapaKTepuUCTUYHU
IIOJIMHOM je det(M — A1) = (my; — A)(my — A), a YCJIOB [1a je f IapadoJIMvKo Jjaje UcTe
COIICTBEHEe BPeIHOCTHU P11 = P22, T€ LOSHjaMO

11
M“(o 1)'

Jambe je X M)_(7, o faje X’ = (2 : 1), ok us Jleme cnepu H(AX; XX"). A
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ItaBa 4

KO/INHEAIIUJE

4.1 IIpojeKTHBHE KO/IMHeallHje

[IpojeKTUBUTETH Cy IIPOjeKTUBHA IIpec/IMKaBama je JHOJUMEeH3UOHUX 06jeKara jep Cy
UM JIOMeHHU U KOJJOMeHH HU30BY TavyaKa MM [IpaMeHOBHU IIpaBUX. /lajbe YOIIIIITe e THYe
ce IIpecJuKaBama ABOJUMEH3UOHUX OdjekaTa. Kako je HaIll ollepaTUBHU IIPOCTOP IIPO-
jeKTHBHa paBaH, TO TOBOPHUMO 0 ayTOMOpHU3IMHUMa PaBHH, OJHOCHO M30MOPPHU3IMUMa
paBHU Ha caMy cede. KoauHeauuja je ayromopdrsaM IIpOjeKTUBHE paBHU KOjU UyBa
peJslanujy UHITUeHIH]e.

[TpertusHUje, 1107 KOJIUHEAIUjOM IIPOjeKTUBHE paBHU (7,P,7Z) moapasymeBaMo SU-
jeKTHBHa IIpecauKaBamwa fr: T — T U fp: P — P Koja 4yBajy UHIIUJEHIIH]Y, Y CMUCIIY [a
aKo Baxku AZp 3a HEKO A € T U p € P, Tajia BaXXu U fr(A)Zfp(p). UTHBapHUjaHTHOCT peJia-
[Yje UHIYIeHIHUje 3a pa3inuuTe Tauke A, B € T naje fp(AVB) = fr(A)Vfr(B), OHOCHO 3a
pasiu4uTe Ipase p, q € P gaje fr(pAq) = fr(p)Afr(q). OnaBe cieny fa IpecauKaBambe f1
UHYKYje fp, KA0 U 06paTHO, IIITO je pasJIor a 0da IIpecJIrKaBama 0dejekaBaMo UCTUM
CJIOBOM, Ha IIPUMED f, JOK caMy KOJIMHealld]jy J0KUB/baBaMO Kao TpaHCHOpPMaIHjy AHcC-
JYHKTHe yHHje 7 UP. KoslmHeayja IpecjiuKaBa KoJIMHeapHe Tayke y KOJIMHeapHe Tauke,
IIITO OIIpaBJaBa UMe, IOK KOHKYPeHTHe IIpaBe IIpecjruKaBa Y KOHKYPeHTHe IIpase.

ITo medUHUITUjU XapMOHU]jCKe KOHjYrOBaHOCTHU 3a H(AB;CD) I10CTOju YeTBOpOTEMeE-
HUK PQRS ca A = (PVS)A(QVR), B = (PVQ)A(SVR), C = (SVQ)A(AVB), D = (PVR)A(AVB).
MehyTumM, Kako ,,CJIMKy IIpTaMO caMO IIOMOhy Jewupa“ To he KoyiMHealyja cadyyBaTU
CJIUKY U yeTBOpoTeMeHHUK f(P)f(Q)f(R)f(S) he dutu 3aciyxaH 3a H(f(A)f(B); f(C)f(D)), mTo
3HA4H [ja KOJIMHeallyja 4yBa XapMOHHU]CKY KOHjyrOBaHOCT.

Teopema 4.1. XapMmoHUjCcKa KOHjYI08AHOCT je UHBApUjaHIlia KoAuHeauyuje.

AKo 3a HeKO X € 7 BaxH f(X) = X, kakeMo [1a je X fuKcHa mauka, a ako 3a HEKO
X € P BaXHU f(X) = X, KaKeMo [1a je x pukcHa upaea. Kako Baxu f(AVB) = flA)Vf(B) u
firnq) = fip)Af(q), TO ceruIliTe UKCHUX IIPaBUX MOpa SUTHU QUKCHA TaykKa, a CIIOjHUIIA
$UKCHUX Tauaka Mopa dUTH QUKCHA IIpaBa. e HTUUKO [Ipec/jrKaBame 1 MMa CBe TauKe
bUKCHe U TO je TPUBUjaIHU IIpUMep KOJIUHealyje.

Tauke Koje cy MHITHUIeHTHE ca UKCHOM IIPAaBOM He MOpajy Hy>KHO SUTH QUKCHE Tad-
Ke. VKOJIMKO je HUCIYE-eH jaud YCJIOB, [la CY CBe TaykKe MHIIMeHTHe ca HEKOM IIPpaBOM
dUKCHe, Tajia 3a Ty IpaBy Ka)kKeMo /1a je iauka o mauka pukcHa upaea. YKOJIUKO
HeHJIleHTUYKa KoJIMHealldja MMa TaykKa I10 Tauka QUKCHY IIpaBy, OHZa Cce Ta IIpaBa 30Be
oca KoauHeauuje. YKOJIUKO HEUIeHTUYKA KOJIMHeallja KMa TadKy 3a KOjy Ba>ku [ia je
CBaKa IIpaBa Koja je ca ’bOM MHIJU/IeHTHa QUKCHA, OH/a Ce Ta TauKa 30Be UeHillap Koau-
Heauuje. lcriocTasba Ce /1a YKOJIUKO KOJIMHeallja UMa OCy OH/la OHa MMa U IleHTap, a
Ba’KHU U 06par.

TeopeMa 4.2. HeugeHUUYKa KOAUHeAUUja UmMa ocy ako U camo ako uma yeHiuap.
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masa 4. KonuHeauuje

/Joka3. Heka je s oca HeHJIeHTUUKe KoJIMHealje f. AKo IocToju GUKCHA Tadka S ¢ (S),
OH/Ia je IIPOMU3BOJbHA IIpaBa p € (S) HHIUAEHTHA ca QUKCHUM TayKaMa S U PAS, Te je p
duKCHa 1IpaBa, IITO AoKasyje fa je S reHTap. Heka je (s) CKyIl cBUX QUKCHUX Tadaka. 3a
IIPOM3BOJbHY TaUKy A ¢ (S) je f(A) # A, Te TIOCTOjU cIIojHULIA a = AVf{A), a KaKo je S = ans
¢uKcHa Tauyka, TO je fla) = flTAVS) = flA)VS = a pukcHa 11paBa. Oca s je QUKCHa, Te HeKa
je p € (S) mpousBoJbHA IIpaBa ca p # S. IlocToju B € (p) ca B # S, Te je 110 IIPeTXOHO]
aHasusu 1paBa b = BVf(B) ¢ukcHa. CerpuiniTe QUKCHUX IIPaBUX a U b je pUKCHA Tayka, Te
Cy IIpaBe a, b ¥ s KOHKypeHTHe y S, ofiakJie je p = SVB = b QUKCHa IIpaBa, IIITO JOKa3yje
ma je S meHTap. [TokasaJym cMO Jla aKo KOJIMHeaIlja UMa 0CYy, OH/la 0Ha MMa U IIeHTap, 0K
odpart oBor TBphewa cienu us [IpuHimna gyaaHoctH (Teopema ). O

[IpuposHO je ImocMaTpaTH KOJIKMHeallyjy Kao YOIIITewe IIPojeKTUBUTeTa, Me)yTUM
eCTPUKITHja IIPOU3BOJbHE KOJIMHeallYje He MOpa SUTHU IIPOjeKTUBUTET (BUueTU TeopeMy
@), IIITO HAaC MOTHUBHIIIE Ia YBeAEeMO I10jaM IIPOjeKTUBHE KoJinHealyje. IIpojekinueHa
KoauHeayuja je KoJuHeanyja fTakea fia je pectpukuwja f,: (p) — (f(p)) mpojeKkTUBUTET
3a CBaKy IIpaBy p. 3a IPOjeKTUBHOCT KOJIMHealllje IIOTPeSHO je IIPOBEPUTH J1a JIU CY EheHe
PeCcTpUKIIFje Ha CBaKy IIpaBy IPOjeKTUBUTETH, aJIk TO je J0BOJHHO IIPOBEPUTH 3a jeIHY
IIpasy, IIITO BUAWMO Yy HapeaHoj jieMu [38].

Jema 4.3. Ako je peciipukyuja koauHeayuje f tipojeKkitiugHe pagHU Ha HeKY Upasy Upojex-
uguinett, oHga je f ipojeKiluHAa KoAUuHeayuja.

/Aokas. Heka je f KonuHeanyja H f[, IPojeKTUBUTET 3a HEKY ITpaBy p. Heka je q # p 1po-

M3BOJbHA IIPABa, a Ta4Ka S ¢ (p) U (q). llepcriekTUBHUTET (q)3(p) cuka A € (q) Y B € (p)
TaKo J1a Cy A, B, S KOJIMHeapHe, a KakKo je fKosuHeanyja To ¢y U f(A), f(B), f(S) KosinHeapHe.

3ato je flg = (q)%(p)f;!'(f(p))f(g) (f(q)), IITO je KOMITO3UIIY]ja IIPOjeKTUBUTETA U CAMUM TUM
IIPOjeKTUBUTET. O

ErsucreHIjy U jeJHO3HAYHOCT IIPOjeKTUBHE KOJIMHeallyje BUAUMO Y HapegHOj Teo-
peMu.

Teopema 4.4 (OcHOBHaA TeopeMa KoJIMHeanuje). [Iociloju jeguHCilieeHa UpojeKiuusHa
KoauHeauuja ITatiocoge pagHu Koja iliemeHa HeitugopoiiemeHuxka ABCD cauxka pegom y ilie-
MeHa vetugopoitiemeHnuxa A'B'C'D’.

N

Joxkas. Heka cy ABCD u A’B'C’'D’ ueTBOpOTeMeHHUIY, a f IpOjeKTUBHA KoJIMHealyja Ila-
I10COBe PaBHU 3a Kojy je (A,B,C,D) — (A’,B',C',D'). Tauka M = (AVB)A(CVD) ce KoJInHea-
yjoM fMopa rpecaukatu y M’ = (A'VB')A(C'vD'), IoK je f1 4, 110 OCHOBHOj TeOpEMH IIPO-
jeKTHUBUTeTA jelHO3HA4YHO ozxpeheHo ca (A,B,M) — (A’,B’, M’). CaCBUM CJINUYHO, KOJIUHE-
arjoM fce Tauka N = (AVD)A(BVC) Mopa 1ipectukatu y N' = (A'VD)A(B'VC'), mok je fl4up
110 OCHOBHOj TeOpeMH IIpOjeKTUBUTETA jeJHO3Ha4YHO oxpeheHo ca (A,D,N) — (A", D', N').

IIpousBo/bHa IIpaBa p ¢ (A) je uHIMAeHTHa ca X = (AVB)Ap u Y = (AVD)Ap, Te je
p = XVY, mro ce kosmmHeanujoM fcauka y p' = flap(X)VfTayp(Y). CBaka Tauka ocuMm A je
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4.1. TpojeKTnBHe KoNMHeauuje

CeIMIIITe Be IIpaBe Koje He mpoJiase Kpos3 A (Jlema ), IIITO TapaHTyje jefTHO3SHAYHOCT
KOJIMHealtyje f. 3a er3sUCTeHIH]jY je JOBOJHHO ITI0Ka3aTH Jla e KOHKYpPeHTHe IIpaBe CIINuKajy
y KOHKypeHTHe. [IocmaTpajMo daMuiInjy IIpaBUX p Koje Cy KOHKYpeHTHe y HeKOj TaUYKU
S ¥ IIpOjeKTUBUTET

h = (A'VB'Y 'lavw (AVB)S(AvDYan(A'VD)
3a Koju BaxH f(X) — X — Y — f(Y). lakie, umamo h(f(X)) = f(Y),amuu h(A’) = A, Teje h
IepCIIeKTUBUTET 110 TeopeMU 0 IIepCIIeKTUBUTETY, OfaKJIe CJIe/IH /la Cy CBe IIpaBe 05JIMKa

p’ = fiX)Vf(Y) KOHKypeHTHe. O

WHTYUTHBHA IIPOjeKTUBHA paBaH EP? ce mpupoHo morucroBehyje ca RP? ofakie Ha
pacrioslaralby IMaMo 6€CKOHA4YHY IIpaBy U, = [0 : 0 : 1]. AKo je f KoJIMHealja UHTYHU-
THBHE PaBHH, OHJIa ce IpaBa U = f~1(u.,) 30Be ipoitueoca, iox je f(u..,) XOpU3OHILL.

IIpumep 4.1. AKo KoJIMHeallyja JaT yeTBopoyrao ABCD cjiuKa y ImapaJsesjiorpam oapeau-
TH jOj IIPOTUBOCY.

Kakoje A'B' || C'D'uA’D' || B'C', To cy Tauke A'B'AC'D’ u A’D' \B'C’ 6eCKOHa4He, ofjlaKjIe
cinepu fa ABACD u ADABC tipuniaziajy IIpoTUBOCH.

AJITepHaTUBHO, YeTBOPOYTAO je I1apasiesiorpaM ako ¥ caMo aKo My ce JujaroHasre I10-
JoBe. Ako je E = ACABD, meHa ciuka E' Mopa 6UTH cpefuinTe ay>ku B'D’ u A’C'. To Hac
MOTHBHIIIE Jja yBeeMo Tauke M 1 N Tako a Baxku H(AC; EM) u ‘H(BD; EN). IIppyMeHOM KO-
JIMHeallyje MHBAapUjaHTHOCT faje H(A'C'; EEM') u H(B'D'; E’'N’), ofaKJie CjIe[ix ia CY Tayke
M u N’ deckoHauHe (JIlema ). KonauHo, M u N npunasajy IpoTuBocu u = MN. A

IIpumep 4.2. Heka je ABCD xBajpaT ca IIeHTpoM S ¥ HeKa cy T ¥ R pejoM CpeJHUIlTa
ny>ku CD u AD. AKo IIpojeKTUBHA KoJMHeanyja f npeciaukasa (A,B,C,D) — (B,C,S,T),
KOHCTpyHcaTH f(R).

Heka je f(R) = X. USR € AD ciepu X € BT. U3 S = ACABD umamo f(S) = BSACT = D.
ITocmarpajmo U = RSAu., = ABACD 3a xoje je flU) = BCAST = ADAu,, = P. Umamo
fIRS) = f(SU) = f(S)Vf(U) = DP = AD, ozakJie 360r R = ADARS nodujamo X = BTAAD,
OJTHOCHO X je TauKa CUMeTpUYHa A y ofHOCYy Ha D.
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masa 4. KonuHeauuje

AJITepHaTUBHO, MOKEMO IIPUMETUTH Ja je R cpefuinTe Ay>Xu AD, ofakie ciaegu
H(AD; PR), 1€ je P = ADAU.. Kako je XapMOHMjCKa KOHjyrOBaHOCT MHBapHjaHTa KOJIHUHe-
anuje Baxkul H(BT; Qf(R)), tie je Q = f(P) = fTADABC) = BTACS. IlpeocTaje KOHCTPYKIIHja
YeTBPTE XapMOHHUjCKe TauKe 3a I1o3HaTe TpU B, T, Q. AKo je X cuMeTpU4YHa A y OAHOCY
Ha D, a Y cuMmetpuuHa B y ogHOCy Ha C, yeTBOpoTeMeHUK AUCY rMa JjijaroHaIHe TauKe
AUNCY = Bu AYANUC =T, ok je ACABT = Q u UYABT = X, muto 3sHauu H(BT; QX), omaxiie
jef(R) =X. A

4.2 IlepcueKTHBHe KOJIMHealyje

[TocedaH TUII HeHIeHTUUKe KOJIMHeallje Koja Ma 0Cy, a caMUM THUM I10 TeopeMu
U IIeHTap, 30BEMO llepCcieKiiu8Ha KoAuHeayuja (Wi yeHupaaHa KoauHeauuja). 3a
meHTap S BaxKu AVS = f(AVS) = flLA)VA(S) = flLA)VS, Te cy A, f(A), S KoJIMHeapHe, JOK 3a 0CY
s BaXKU aAns = flans) = fla)Nf(s) = fla)As, Te ¢y a, f(a), s KOHKYpEeHTHe.

Jema 4.5. 3a UepclieKiUUGHY KOAUHeauujy cy Upouseo/bHa WadKa, heHa CAUKA U UeHap
Ko/UHeapHe tiavke, gok cy Upousso/bHa tpasa, eHa CAUKA U 0Ca KOHKYpeHillHe Upase.

[IpaBuJIa U3 IIpeTXOHE JIeMe Cy J0BOJbHA J1a Ce HU3BeJie je JHO3HAaYHOCT I1epCIIeKTUBHE
KOJIMHeallyje fca IleHTpOoM S, 0COM S U TapoM oAroBapajyhux tauaka A u A’ = f(A), e cy
A /A’ S pa3nuuTe KOJIMHApHE TauKe. 3a IIPOU3BOJHHO B ¢ (SVA) U (s) u B’ = f(B) cy Tauke
B, B’, S KolMHeapHe, a IpaBe AVB,A’VB’, s KOHKYpeHTHe, OJjaKJIe je TauKa B’ jefTHOSHaYHO
onpehena ca B' = (SVB)A(A'V((AVB)AS)). HapaBHo, Tauke us3 (s) U {S} cy PUKCcHe, Te Ipeo-
crajy Tauke C € (SVA) \ {S}, Ie 3a HeKO QUKCUPAHO B 110 IPeTXO0AHOM IIPUHITUILY KMaMO
jemHo3HauHO C' = (SVC)A(B'V((BVC)AS)).

Jlema 4.6. ITepciieKiUUBHA KOAUHeAUUjd jegHO3HAUHO je 0ogpeleHa 0COM, UeHTUPOM U Uapom
oglogapajyhux tmavaka.

[IpeTxo/iHa KOHCTPYKIIMja TeHepHIlle dUjeKTUBHO IIpecIrKaBambe (IIepMyTOBaHmeM
Tayaka A U A’ 1odujaMo UHBeP3), Te je 3a ersuCcTeHIHjy IlepClieKTUBHE KoJIMHealyje 10-
BOJBHO II0Ka3aTH /ia je y IUTalky KOoJIMHeallyja, OAHOCHO Jja YyBa KOJIMHeapHOCT. To je
Moryhe nmoxasaru y /lesaprosoj paBHU. OCHOBHA H/ieja je IPUMETHUTH /ia Cy TPOTeMeHUIT!
AMN u A’M'N’ 1IepCIIeKTUBHU y OZHOCY Ha S, Te cy Tauke (AVM)A(A'VM'), (AVN)A(A'VN')
u (MVN)A(M'VN') konmrHeapHe. MeljyTHM, 110 KOHCTPYKITHjU IIPBe IBe HaBeJ[eHe TauKe Cy
UHITUJeHTHE ca S, Te Cy IIpaBe MVN, M'VN' 1 s KOHKypeHTHe. 3a TauKy P € (MVN) cy MVP,
M'VP' 1 s KOHKypeHTHe, Te MVN = MVP, naje M'VN' = M'VP’, onHocHO P’ € (M'VN'). OBUM
CMO JTOKa3aJIu /ia je KOHCTpPyHCaHa IlepClieKTUBHA KOoJIMHeallyja ca HaBeleHUM 0COSUHa-
Ma, a 3aHUMJbUBO je IIPUMETUTH [1a Ce IleHTap U 0ca KoJIMHeallyje IT0KJIallajy ca eHTPOM
U 0COM IIOCMaTpaHUX TpoTeMeHUKa. /lakie, y /lesaproBoj paBHH II0CTOje ,,CBe Moryhe“
IIepCIIeKTUBHE KOJIMHeallyje, IIITO je foKas3ao bepH 1942. rogune [5].

Teopema 4.7 (Bep). Ako cy A, A’ S KoauHeapHe iauke /lesaploge pagHU u s upasa ca A, A’ ¢
(8), lnaga uocinioju jeguHcilieeHa tiepClieKUBHA KOAUHeauuja ca 0Com S U UeHpom S Koja
upecaukasa Ay A'.

IIpumep 4.3. /lyasaHo JleMu , IepcreKTUBHA KoJIMHeallyja je jefHO3HauYHOo ofpeheHa
LIEHTPOM, OCOM U IIapOM OAToBapajyhux rpaBux. AKO p 4 p’ YrHe oAroBapajyhu map mpa-
BHUX, TO CY p,p’, S KOHKYPEHTHe, a IPOM3BOJbHA IIpaBa a € (S) Jaje mmap Tadaka A = aAp 4
A’ = anp’ 1 foKas cBoau Ha Jlemy 4.6 A

1Reinhold Baer (1902-1979), HeMauKy MaTeMaTHyap
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[TepcrieKTUBHE KOJIMHeallHje [eJIMMO Y [iBe Kjlace Y 3aBUCHOCTH Off TOTa /ia JIX je I[eH-
Tap UHIU/IeHTaH ocU. [lepclieKTUBHA KOJIMHealllja Ko/ Koje je IleHTap UHITU/IeHTaH 0CU
30Be Ce erauuja, a IepCcIIeKTUBHA KOJIMHealyja Ko/ Koje I[[eHTap HUje HHITU/IeHTaH OCH
30Be ce xomo.aoluja.

Kaxko cBaka 1epcrieKTHBHa KoJIMHealyja f uMa 0ocy S, a peCTpuKIHja fT, = 1 je mpojek-
THUBUTET, TO je 110 JleMu @ OHa IIpOjeKTUBHA KOoJIMHeallyja. /lakile, ejaliije X XOMOJIO-
r'vje Cy IIPOjeKTUBHE KOJIMHeallyje, ajili U OCHOBHE I'paJIuBHe jeIUHUIIE ITPOjeKTUBHUX
KoJIMHeaIyja. Haume, Kao I1ITO ce CBaKU IIPOjeKTUBUTET MOJKe PacTaBUTH Ha KOMIIO3HU-
11y IIePCIIeKTUBUTETA, TO Ce CBaKa IIpojeKTUBHA KoJIMHeallja y /le3aproBoj paBHU MO-
’Ke pacTaBUTU Ha KOMIIO3UIIM]y IIepCIIeKTUBHUX KoJIMHealyja. To ce MoyKe M3BeCTH ca
He BHUIIIe O] TPU IIepCIIeKTHBHE KOJIMHeallje IITO BUAUMO Y HapeJHOoj TeopeMu [68].

Teopema 4.8. Ceaxa UpojexitiusHa KoauHeayuja y /lesaplogoj pagHu je KoMuuosuuuja Haj-
guwle Wpu uepcueKiliugHe KO/IUHeayuje 0g Kojux je Hajeuuwe jegHa XomMoAoluja.

/Joka3. Heka je k HeHileHTHUKa IIPOjeKTHBHA KOJIMHeallyja /lesaproBe paBHHY, a p HeKa
IIpaBa 3a Kojy je k(p) = q # p. PecTpukiiyja oz k Ha IIpaBy p je IIpojeKTUBUTET Jle3apro-
S

Be pPaBHHU, Te 110 TeopeMu BaXXU K[, = (p)i(r)%(q). ITo Teopemu II0CTOjH eJiallyja

f cameHTpOoM S U 0COM (pAr)VS Koja CJIMKa p y I, Kao U ejlalyja g ca [eHTpoM T ¥ ocoM
(rnq)vT xoja cuxa r'y q. Taga je f, = (p)3(r) m gl = (1) X(q), omaxite ciemu ki, = (g0 ).
KosmHeanuja h = ko (gof)~! dukcupa cBe Tauke IIpaBe ¢, Te je y IUTaky IepClIeKTHBHA
KOJIMHeaIlHja ca 0COM q ¥ KOHAaYHO JI06HjaMO0 pacTaBjbamke K = h o g o f Ha TpH IlepCliek-
THUBHE KOJIMHeallvje o KOjUX Ccy dap ABe eJaliyje. O

ITo peTX0AHO] TeOpeMHY, Y [le3aproBoj paBHHU I10jaM IIPOjeKTUBHe KOJINHealllje eKBU-
BaJIEHTaH je KOMIIO3UIIMjU KOHAYHO MHOIO IIepCIIeKTUBHUX KoJIMHealja. MehytumM, y
paBHMMA Koje HUCY /le3aproBe TO He Mopa Jia Ba>ku. Ha ipumMep, CTuBeHCOH® [69] je u3i10-
JKHO0 KOHKpeTaH IIprMep IIpojeKTUBHe KoJIMHeallyje Koja HUje KOMIIO3UITYja IepCleK-
TUBHUX KOJIMHeallyja y KOHa4YHO] IIP0jeKTUBHO] paBHU pejia leBeT Koja Huje /lesaprosa.

V EP? y ciiyuajy fa je fiepciieKTUBHA KOJIHHeaIHja ca 0CoM S, a U = f~1 (U, ) ’eHa Ipo-
THUBOCA, UMaMO SAU = f(SAU) € U, WIS = U, OfAKJIe CJIe[IN J1a CY U U S ITapaJiesIHe IIpaBe.
XOpH30HT je IIPOTUBOCAa HHBEP3HOT IIpecJIrUKaBama, Te je TaKole ca lhrMa ImapaJiesHa.

Jema 4.9. YV uHillyutlu8HoOj pasHu oca, Upotmugoca U XopusoHill epcieKilugHe KOAuHea-
uuje cy tlapasie/iHe upase.

IIpumep 4.4. V eyKIUJCKOj PaBHU JlaTe Cy KoJIMHeapHe Tauke A, A’ S u nipaBa u. Kon-
CTPYHCATH 0Cy IIepCIIeKTUBHE KOJIMHealldje ca IeHTPOM S ¥ IIPOTUBOCOM U KOja CIIuKa A
yA.

U3 ocobuHe 1ieHTpa 3HaMmo fa ce U € u cmuka y U = SUAU., IOK U3 OCOSHHE OCe
nmamo AUNA'U" € s || u. KoHCTpyKIlHja ce U3BOLU TaKoO IIITO M3adepeMo IIPOKU3BO/bHY
Tauky U € u ca U ¢ SA, 3aTUM yBeJleMO TauKy K Kao cerfuinTe rpaBe AU u npaBe Kpo3 A’
napaJiesiHe SU, Te je Tpa)keHa oca S IIpaBa Kpos3 K 11apaJiesiHa ca U. VAN

2Frederick William Stevenson, aMepHYKH MaTeMaTHIap
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IIpumep 4.5. IlepcrieKTUBHA KOJIMHeallja MHTYUTUBHE PaBHU je jeTHO3HAYHO ofpelje-
Ha IIEHTPOM S, 0COM S ¥ IIPOTUBOCOM U || S. 3a IIPOM3BOJbHY IIPaBy p # S yBeJUMO P = pAU
U X = pAs, omakie je PP = PSAu., Te p' = XVP'. Tako je ciuKa IIpase p IIpaBa Kpo3 X
mapaJiesHa ca PS v ripuya ce cBogu Ha IIpumep @ JAN

IIpumep 4.6. V Ip0OjeKTHUBHOj paBHU J1aT je HeToTeMeHUK ABCDE. AKO 3a IIepCIIeKTUBHY
KosmHearyjy fBaxxu f(A) = C, f(B) = D u f(E) = E, koHcTpyucat f(C).

BuirecTpyko KOpUCTHUMO OCOSHHE IIeHTpa S U oce s U3 Jleme @ U3f(A)=Cuf(B)=D
nodujamo S = ACABD, kao u f(AB) = CD onaxkJie ciaenu ABACD € (s). Kako je f(E) = E # S,
TO UMaMoO E € s, Te je s = (ABACD)VE. IlepclieKTUBHA KOJIMHeallyja f je jeHO3HAYHO
ozfpeheHa ocoM s, IIeHTPOM S U IapoM Tadaka, periumo, A — C. Ako je X = f{C), Tauke
C,X, S cy KoslHeapHe, a 1paBe CB, XD, s KOHKypeHTHe y Q = CBAS, Te je X = CSAQD. A

IIpumep 4.7. /JlaTa je Tauka S, mpaBa S ¥ yeTBopoyrao ABCD. OnpefUTH I1IepCIIeKTUBHY
KOJIMHeaIHjy ca 0COM S U IIeHTPOM S Koja JaTh YeTBOPOyrao IIpec/juKaBa y 4eTBOPOyrao
KOMe Cy [rjaroHajie HopMaJsHe.

PasMmoTpumo onirtu ciay4aj. Heka je E = ACABD, X = ACAs, Y = BDAs. U3 X, E € AC
cnenut AC = XEu A'C' = XE', npoxk u3 Y,E € BD cnequt BD = YEu B D' = YE. U3 A'C' L
B'D’ je XE' | YE', ogHOCHO /XE'Y = 11/2, Te E' 1exxu Ha Kpyry k(XY) Haf IpeyHUKOM XY.
N360p Tauke E' € SENk(XY) jerHO3HAYHO o/ipeljyje IepCIIeKTUBHY KOJIMHeaIHjy ca 0COM
S, IEHTpPOM S ¥ I1apoM Tavaka E — E'.

[Ipecek 1IpaBe U Kpyra je IIpa3aH CKYIL, TauyKa WJIH [IBe TauKe. Y OIIITEM CJIy4ajy UMa-
MO [iBe TayKe OJf KOjUX CBaKa JepUHHUIIIe [IepCIIeKTUBHY KOJIMHeallH]y Koja 3aZj0BO/baBa
Iare ycyoBe. YKOJIMKO 3a u3adpaHy Tauky E’, mpoTuBoca u (IrpaBa IapaJjiejHa ca S Kpo3
TauyKYy Koja je Impecek rpase AC ¥ ipaBe Kpos3 S r1apaJjiesiHe ca XE') ceue ueTBopoyrao ABCD
CTBAapH Ce KOMILIMKY]jY jep Tajia ’keroBa cauka A’B'C'D’ Huje 4eTBOPOYTrao y KJIaCUYHOM
CMHUCILY.

PasMoTpUMO HeKe clieliyjajiHe ciy4dajeBe. Y caydajy S = E HeonixoHo je ZAEB = /2,
Ila 61 3a/jaTaK UMao pellerse. Y OIIIITeM C/Iy4ajy KOjH CMO PeIlHIH II0CToje Tayke X 1 Y,
OHOCHO Bakul AC }f s u BD } s. Vkosuko je AC || s || BD éduio éu A'C' | B'D’ o je
Hemoryhe. V ciyuajy AC || s 1 BD J s ripecek X He II0CTOjH, ajivl BaxKU AC || s || A'C/, Te U3
B'D’ | A’C' umamo B'D’ | s. Taja 3a Y = BDAs umaMo Y € B'D/, Te je B’ cenjuilTe 1pase SB
U IIpaBe Kpo3 Y HopMaJIHe Ha S. A
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IIpumep 4.8. /laT je ueTBopoyrao ABCD xoju Hyje Tpalies. OfpeJUTH CBe IIepCIIeKTUBHE
KOJIMHeallyje KojuMa Cy A U B pUKCHe Tauke, JOK yeTBOpoyrao ABCD mpeBoJie y mapaJe-
Jiorpam.

CBe PukcHe Tauke yuHe s U {S}, rIe je S jeHTap, a s oca. 3a A # S # B uMau SUCMO
s = AB, ofakJie cy npase CD,C'D’, AB koHKypeHTHe. Kako je ABC'D’ napaJiejiorpaMm, To je
AB || C'D’' n otyza AB || CD, 1o je HeMoryhe jep ABCD Huje Tparie3. OBUM 3aKJ/by4dyjeMO
Ia S Mopa dUTHU jeHa of Tayaka A U B.

VKoJIMKO je S = Bu3 ocoduHa IleHTpa uMaMo C' € BCu D' € BD. Ca gpyre ctpaHe ABC'D’
je mapaJiesiorpaM, ofgakiie Baxxul BC' || AD/, Te je Tauka D’ cerfuinTe 1ipaBe BD U IipaBe Kpo3
A mapaJiesiHe BC = BC', 10K je Tauka C' ceruinTe ImpaBe BC U mpaBe Kpo3 D’ mmapaJjiesiHe
AB. ITo OCHOBHOj TeopeMHU KoJIMHealyje, (A,B,C,D) — (A,B,C’,D’) jemrHO3Ha4YHO ofpehy-
je KosmHeanujy. Ipyro pelieme godHja ce y ciay4dajy S = A, IJie CIIpoBeleMO aHaJIOTaH
II0CTYIIaK CUMEeTPHjOM 110 A U B. A

IIpumep 4.9. /laT je yeTBOpoyrao ABCD Koju HUje Tpalles U 1pasa S. OfpeJuTH IIepCIiekK-
TUBHY KOJIMHeaIUjy ca 0COM S Koja ueTBopoyrao ABCD mpeBOAU y IIPaBOYIJIA Tparles
A'B'C'D’ ca ocHoBuItoMm C'D’, 1 IIpaBUM YIJIOM KOJ, TeMeHa A’, Tako Jia je yrao usmely AB
U A'B’ jegHaxk /3.

ITo ycoBy 3agatka umamo A’B’ || C'D’ ogakie je U = ABACD Tauka IpOTHUBOCE, KOjy
Mo>KeMo foduTU ca U € u || s. AKo je X = ABAS U Y = ADAS, TIpaB yrao Koj TeMeHa A’ pe-
anusyjemo ca A’ € k(XY). logatHu yciaoB Z(AB,A'B’) = /3 3anpaBo 3Hauu /AXA' = 11/3,
Te A’ [od1jaMo y IIpeceKy Kpyra HaJl IIpedyHUKOM XY U I1paBe Kpos X Koja ca AX 3akJiana
yrao 77/3. Tauka U civKa ce y 6eCKOHauYHY TauyKy IIpaBe XA’ Tako /1a [leHTap S KoJIruHealu-
je Mopa dutu ceruinTe AA’ 1 ripase Kpo3 U nmapasiesiHe XA’'. [IlepcrieKTUBHA KOJIMHealja
je caga ogpeleHa 1IeHTPOM S, 0OCOM S U ITapoM Tadyaka A, A’. A

IIpumep 4.10. /laTe cy Tauke A, B, C, D, E Meljy KojuMa HeMa TPU KOJIMHeapHe, HUTHU OU-
JIO KOja [jBa I1apa YHHe I1apaJjiejiHe CIIOjHUIlEe. AKO cy A, B, E QUKCHe Tayke XOMOJIOTHje f
KOja ueTBOpOyrao ABCD Iipec/iviKaBa y Tpales ca OCHOBUIIOM f(BC), OipeIUTH CJIUKY TOT
yeTBOpoyria f{ABCD) y cBUM MOTyhHUM CiIy4dajeBUMa.

XoMmosioryja fuMa IieHTap S ¥ 0Cy S, a CBe QUKCHe TauKe o7 f IIpUIIazajy CKyIy s U {S}.
360r Tora pas/IMKyjeMo [Ba CIy4yaja y 3aBUCHOCTH /ia JIU je TauKa E 1jeHTap.
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Axo E HYje IIeHTap KMaMo [JIBe OIIl[Hje, y IIpBoj je S=Aus = BE,ay ipyrojS =Bus = AE.
PasMOTpUMO IIPBY OIIIHjy I7e HajIIpe U3 0CoO6MHa IleHTpa uMaMo C' € ACu D’ € AD. U3
Tparesa caegu AD = AD' || BC/, e je C' cejuiniTe ripaBe AC U IIpaBe Kpo3 B r1apaJjieside AD.
Tauka F = BEACD tiputiazia ocy, Te U3 ocoduHa oce F € C'D’, ogakie je D' = ADAC'F. [Ipyra
onnuja Kaza E HUje I[eHTap pelllaBa Ce aHAJIOTHO U3 CHMeTpHja Ifie [IepMyTyjeMo CI0Ba
AU B, onHocHO C u D. KoHkpeTHO D' je cerjuinite ripaBe BD U IipaBe Kpos3 A napaJiesite BC,
oK je C' = BCAD'G, tie je G = AEACD.

IIpeocTao je ciay4yaj Kaz je E 1ieHTap, a Taga AB mopa éutu oca. Heka je U = ADABC.
Kako je y Tpaniesy AD’ || BC' To je U = AD'ABC’ 6eckoHa4Ha TadKa U 3aTo U IIpuIaja Ipo-
THUBOCH U. 113 ocoduHa 1ieHTpa C' € EC, D' € ED, amu u U’ € EU, opaxkiie je U 6ecKOHa4YHa
Tauka IpaBe EU. 360r Tora C' je cermuiuTe EC U IIpaBe Kpo3 B napasiesnHe EU, Mok je D’
ceruinTe ED U 11paBe Kpo3s A napasiesiHe EU

AJITepHaTUBHO MOKeMO Itocmartpatu P = ABACD, Te Q Kao ceruinre DC U 1IpaBe Kpos B
napaJsesiHe AD. Caza je C' cenpuinte EC v ripaBe Kpo3 Q tapasesiHe ED, kao u D' = PC'AED.
Kaxko je AD || BQ, TaysiecoBa TeopeMa Jiaje 0OHOC Ay>KUHA Oy>KU PA : PB = PD : PQ, a 3aTUM
3dor DD’ || QC' mmamo PD : PQ = PD’ : PC'. lae je PA : PB = PD : PQ = PD' : PC' u 110
ObpartHoj TasecoBoj TeopeMu Bakxu AD' || BC', Te je ABC'D' Tpames. A

IIpumep 4.11. [aT je yeTBOopoyrao ABCD u ipaBa s. OgpefUTH TeOMeTPHjCKO MeCTO Taya-
Ka IIOTeHIHja/THUX [leHTapa XOMOJIOTHje ca 0COM S Koja 1aTH 4eTBOPOYTao IIpeciIruKaBa
Y LeJITOU[.
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JlesITOUz, je 4eTBOPOYrao KoOMe Cy JUjaroHajie HopMaJsiHe, IIpU UeMy jeiHa JUjaroHasia
I10JI0BH pyTy. 3a E = ACABD je E' = A’C'\B'D’ 1pu ueMy yciioBe fearousa A'B'C'D’ moxxke-
Mo sanucatu ca A'E'C’ | BE'D'u A’'E' = C'E'. Ako yBezieMo Tauky U ca H(AC; EU) nMaMo
H(A'C'; E'U"), a XaKo je E' cpepuinite ay>xu A'C', Tayka U’ je 6ecKoHauHa, Te U IpuIaza
npoTuBOCcH. [IpoTHBOCA U je TapaJsiesiHa OCH U KOHCTpyHIleMo jeca U € u || s.

Y omtrreM ciry4ajy BaxkKU AC Jf suBD ) s Te uMamMo X = ACAS U Y = BDAS. HopMaJtHOCT
A'CXE' | B'D'YE' Hanasu E' Ha Kpyry HaJ IlpedyHUKOM XY. Heka je O cpefUIlTe IyKU
XY (O je neHTtap kpyra k(XY) > E') u Heka je T = OEAu. 3a ieHTap S XOMOJIOTHje BaXKU
S = EE'AUU/, Te Kako je T' = STAu., u3 T € OE je T' = OFE'Au., ogakie je ST || OF'.
TasecoBa Teopema maje TS : OF’ = TE : OE, Te je gy>KuHA Ay>KU TS KOHCTAaHTHA, IIITO 3HAYHU
Ila Cy IIOTeHIIWjaIHU [IeHTPU Ha HeKOM KpyTy ca IieHTpoM y T. KoHKpeTHHje, TajecoBa
TeopeMa U3 u || s gaje TE : OE = TU : OX, mrro 3Hauu TS : OF' = TU : OX, te us OF' = 0X
nodujamo TS = TU. [loTeHIMjasIHe TaukKe S JIeKe Ha KPYIy ca [leHTpoM T IIoJIyIIpeyHUKa
r=TU.

[ITo ce crenujaJHUX CIydajeBa TUUe pasMOTpUMO BD || s, Ile HeMaMoO TauykKy Y U3
IIPeTXOHOr pasMarpama. 13 BD || s ciepu B'E'D’ || s, Te 36or A’'E’ | B'E’ Tauka E’ Mopa
OUTH Ha IIpaBoj Kpo3 X HOpMaJIHOj Ha S. IIoTeHITWja/IHU [IeHTPU S HaJlase ce Ha IIpaBoj
Kpo3 U HOpMaJIHOj Ha S. AKO je momaTHO U AC || s, Te HEMaMO TauKy X, UMajld SUCMO
Ue AC| s, ogHocHO u = AC, Te cy A’ 1 C’' deCKOHauYHe U HEMa JIeJITOUA. A

IIpumep 4.12. Jlat je Tpoyrao ABC u tauke M € AC U N € BC. OnpenuTu esanyjy f ca
neHTpoM C Tako fa je fIM)f(N) cpepwpa muHuja Tpoyria flA)f(B)f(C).

Kaxko je f(iM) cpeguiute nyxu f(A)f(C), To TauKa X 3a Kojy Baxxu H(AC; MX) jie)xy Ha
nporuBocH. Kaxko je f(N) cpepuiite ny>xu f(B)f(C), To Tauka Y 3a Kojy Bakul H(BC; NY) Jie-
’KH Ha IIPOTUBOCHU. AKO je U = ABAMN, V = ANACU, W = BMACU, Tazia 3axBajbyjyhu ue-
TBOpoTeMeHUIIMMa BNUV u AMUW pnodujamo X = BVAACu Y = AWABC, Te je IpOTABOCA
u = XY (uHapaBHO U € u). Oca s je ImapaJiesiHa IIPOTUBOCH Te je 1061jaMo Kao IIpaBy Kpos3
C Koja je mapaJiesHa ca u. [lepcneKTUBHA KOJIMHealtHja je ogpeheHa 1ieHTpoM C, 0COM S U
IIPOTUBOCOM U. A

IIpumep 4.13. V eyKJIHICKOj PaBHU JaT je ItapajesorpaM A’B'C’'D’, Tauka S ¥ mpaBa U.
KoHcTpyucatu yeTBopoyrao ABCD ca mpaBUM YIJIOM KOJ, TeMeHa A KOjU ce CJIUKa Ha
A’B'C'D’ mpu XOMOJIOTHjH ca IIEHTPOM S U IIPOTHUBOCOM U.
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Us M = ABAC'D' € u, umamo M = ABACD € u, nok us N = A’D'AB'C' umamo
N = ADABC € u. 360r Tora M KOHCTPYHIIIEMO Kao CeIlHINTe IIpaBe U U IIpaBe Kpo3 S
napaJiesiHe ca A'B’, 1ok N KOHCTPYHIIIEMO Kao CEeITUIIITe IIpaBe U U IIpaBe Kpo3 S mapa-
JesiHe ca A'D’. Kako je yrao Kof TeMeHa A IIpaB TO A IIpUIlaZia Kpyry HaJ IpedHUuKoM MN,
Te uMaMo A € k(MN) N SA’ (iuTo y omnmireM cjayd4ajy fjaje fBa pellera). XoMoJIOryja je
oapeheHa IeHTPOM, IIPOTUBOCOM U jeJHUM I1apOM Tadaka (Ha IIprMep MOKeMO TO0OUTH
0Cy Kao IpaBy Kpo3 AMANA'B’ Koja je ItapaJiejiHa ca u), TaKo /1a je jefTHOCTaBHO 3aBPIIUTH
KOHCTPYKIIHjy yeTBOpoyIiia ABCD, pertimo, B = AMASB’, D = ANASD’, C = BNADM. A

4.3 IlepcueKkTHBHEe apHHOCTH

[TocMaTpajMo KOJIMHeallyjy MHTYUTUBHE IIPOjeKTUBHE paBHU EP? Koja ©IMa 0COSHHY
Ila KOHa4yHe eJleMeHTe Il1a/be Y KOHauHe, a 6eCKOHauHe Y SeCKOHauyHe. PeCTpUKITUjoM Ta-
KBe KOJIMHealldje Ha MHTYUTHUBHY paBaH E? nodujaMo TpaHchopMaIlyjy apuHe paBHH,
a 3a camy dUjeKIHjy KaXkKeMo J1a je agpuHo iipecauxkaeame. Jlakiie, U, je prKCHa IIpaBa
aQHUHOI IIpec/IMKaBamka, a CaMUM THM M IIPOTHBOCA. AQHMHA IIpecJIuKaBamka OYUIJIEHO
4yBajy I1apaJIeIHOCT, a KaKo 4yBajy ABOpasMepy, OHJa 4yBajy U OLHOC Jle/berba Ty >KHU.

3aHMMJBUBO je KJIaCUQUKOBATU apHHe IIepClIeKTUBHEe KoJIMHealuje. [lepcrieKTUBHe
KOJIMHeallHje 3a UKCHe IIpaBe MMajy caMo OCy U IIpaBe Koje IIpoJsiase Kpo3 IjeHTap, Ta-
KO /1a JIaKO MO>KeMO KJIaCuQUKOBATU IIpuMepe apUHUX IIePCIIeKTUBHUX KOJIMHeallyja.
3a Koje je U = U.,. XomoJIoryja (S ¢ S) 3a Kojy BaKU S = U je xomoiueiuja, a XoM0JI0-
rdja KoJ Koje S € U, je IepcrieKTUBHA aguHociu. Enamyja (S € s) Kof Koje je s = u je
impaHcaauuja, a OHa KOJi Koje je S € U, # S je ipaHceekuuja (WIu cmuuyarse).

IlepcnekTUBHA apUHOCT je Hajuelrhu cjydaj ca KOjUM ce cpeheMo U IlofgpasyMeBa
XOMOJIOTH]jy KOja “Ma KOHA4YHY OCY, /IOK je IJeHTap 6eCKOHayHa TayKa. YKOJIMKO UMaMo
Iap oAroBmapajyhux Tadyaka, ogMax 3HaMoO U IIeHTap, IIITO je deCKOHAaYHa TayKa HBUXO0Be
criojHuIte. CaMMM THM CBe CIIOjHHIIe 0/iroBapajyhux Tayaka cy MeljycodHO napaJsiesiHe 1
YHHe TaKO3BaHe 3pake aQUHOCTH.

IIpumep 4.14. /laTa je 1y>K AB U 11paBe p U S. OgpeUTH IIepClIeKTUBHY aQUHOCT UHja je
oca S, 3paru aQuHOCTH Cy IlapaJiejiHU Cca p, a CJIUKa Oy>KU AB ¥Ma JaTy Ay>KUHY d.
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4.3. TMepcnekTnBHe adUHOCTH

3a X = ABAsje X € A'B’, a takohe 3Hamo0 AA’ | BB’ || p. 3a C = AA'/Asu D = BB'As
TpaxuMo P € BB’ Tako za je CP || A'B’ jep je Tama CPB'A’ mapaJsiesiorpaM u CP = A’B’ = d.
KoHCcTpyKITHja II0YHUEb€e TaKO IIITO IIpaBe I1apaJiesiHe ca p Kpo3 A U B ceKy Sy TaukaMma C 1
D. 3aTuM je Py 1ipeceKky 1paBe BD v Kpyra ca IieHTpoM C U IOJIYyIIPpeYHUKOM d. KoHauHo,
A’ u B’ cy ripeceniy paBe Kpo3 X = ABAs napaJsiesiHe CP ca AC, ofHOCHO BD.

Bpoj pelierwa 3aBUCH 0[] 6poja IIpeceKa IIpaBe BD u Kpyra ca [jeHTpoM C U IIoJIyIIpey-
HUKOM d. O8es1e>KUMO ca r pacTtojame usMmel)y nipaBux AA’ u BB'. AKko je d < r HeMa pelile-
3, a aKo je d = r UMaMOo jeIUHCTBEHO pemewne A’ = C, B’ = D. V orrreM cay4dajyjed > r
KaJl UMaMo /iBa pelllera. HapaBHO, y ciIy4ajy fa je AB || s 3aiaTak HeMa pelllerha, 0CUM
aKo HUje AB =~ d. JAN

IIpumep 4.15. /laTa je 1paBa s ¥ yeTBopoyrao ABCD. OppefuTH IIepCIIeKTUBHY aQHUHOCT
KOja Ma 0Cy S, & ;JaTh 4eTBOPOyrao IIpecjIrKaBa y KBazpar.

IlepcnekTUBHA aQpUHOCT UyBa I1apaJIesIHOCT, Te aKo ABCD Huje I1apaJiesiorpaM HeMa
pemena. [TocmarpajMo Tauky E = ACABD Koja ce ciiuka y 1ieHTap E' = A'C'’\B'D’ kBajipaTa
A’B'C'D'. Heka cy p ¥ q IipaBe 3a Koje B&XXU E € p || AB || DCUE € q || AD | BC. Caza je
A’B'C’'D’' kBaJipaT ako U caMo aKo je /p'E'q' = n/2 = /A'E'B’. CajenHe ctpane usA'C’ 1 B'D’
Baxku E’' € k(XY), tne je X = ACAs, Y = BDAs. Ca gpyre cTpaHe U3 p’ L q' Baxxu E' € k(PQ),
I7e je P = pAs, Q = gAs. 3akipy4dyjeMo fa Hajiupe E' dupamo ca E' € k(XY) N k(PQ), HaKoH
yera je nepcrneKTUBHA aQUHOCT ofpeheHa ocoM s ¥ mapoM Tadyaka E u E'. A

IIpumep 4.16. [laTa je mpaBa s U Tauke A, B, C, D'. IlepcrieKTBHA apHUHOCT ca OCOM S CJIU-
Ka Tpoyrao ABC y jemHaKoKpaku Tpoyrao A’B’C’' ca ocHoBHUIIoM B'C’, Tako fa D’ iexu Ha
pasoj B'C’. KoHcTpyucaTu Tpoyrao A’B'C’ y OIIIIITEM CIy4ajy.

Heka je E cpepuinte ny>xu BC. AQpUHOCT UyBa OJHOCe Je/bera AY>KU Te ce E ciauka
y cpepuite E' ny>xu B'C'. Kako je A'B’ = A'C/, To je E' moiHOXje BUcHUHe Tpoyria A'B'C’
u3 TeMeHa A’. V ominreMm ciay4dajy nmocroje mpeceii X = BCAs u Y = AEAS, 3a Koje BaXKu
X e BCuY e AF.Kako je BCXE | AYE u E' € B'C'D'X, To je E' IOGHOXKje BUCHUHE
U3 Y Ha D’'X. 3ato E' Mopa 6UTHU Ha KPyry HaJ, [IPeYHUKOM XY, Te UMaMO jeJHO3HAYHO
X # E' € k(XY)nD'X. llepcriekTuBHa apUHOCT je ogpehieHa ocoM s ¥ mapoM Tadyaka E U E'.
Tauke B’ u C' fodujaMo y IipeceKy mpase XD’ ca IipaBoM ItapaJjiesiHoj EE’ Kpo3 B, 0THOCHO
C, oK TauKy A’ MO’KeMO TOSUTH y mpeceKy YE' ¥ ITpaBe Kpo3 A napaJsiesiHe ca EE'. A
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IIpumep 4.17. [laT je Tpoyrao ABC, mpaBa s 4 AyX h. IlepciekTuBHa apUHOCT f UMa 0Cy
S, a CJIMKa J1aT TPOyrao y jeJHaKOKpaKy TPoyrao 4yyja je BUCHHA Koja oAroBapa 0OCHOBUIIA
nogyrapHa ca h. Ogpenutu ciuky f(ABC).

AKo je AB cTpaHUIJa KOja Ce CJIMKa Y OCHOBHILY, a S FbeHO CpeuIlTe, Tajla 3HaMO Jja
je A’B'" 1 §'C/, wito toBnauu S’ € k(XY), rme je X = ABAs U Y = CSAs. IlepcrieKTUBHaA
aduHocT faje CC' || SS', Te je us TasecoBe TeopeMe YS : CS = YS' : C'S’. Mo>keMO IOCTaBUTHU
TauKy U Koja je cuMeTpruHa C y OJJHOCY Ha CpefuIlTe IyXu YS, 1mto fgaje YU = CS. Ha
IIpaBoj S II0CTaB/baMO TauKy H TakBy fia je YH = h, a 0OHJjJa KOHCTPYUIIIeMO IIpaBy Kpo3
S napaJsienny UH koja cedye YH y tauku P. I3 TasecoBe TeopeMe 3a UH || SP nodujeMo
YS :CS =YS:CS=YS:YU=YP: YH, Te Kako je C'S' = h =~ YH Mopa édutu YS' = YP,
OJTHOCHO S’ IIpuIiazia Kpyry ca IieHTpoM Y Koju caap>xu P. 3ato je S’ € k(XY) N k(Y, YP), Te
HaKOH 13dopa S’ (y OIIIITeM CIydajy UMa [iBa pelllerha) J06HjaMo jeJHO3SHAaYHO o peheHo
f-Ha npumep, TeMeHa A’ 1 B’ jodujamo Ha S'X y IIpeceKy ca IIpaBOM I1apaJieIHOM SS’ Kpos3
A, OTHOCHO B, 10K je C' cermuiiTe S'Y U r1paBe Kpo3 C nmapaJsiesiHe SS'. A

IIpumep 4.18. /laTa je mpaBa s U Tauke A, B, C,D’. OfpequTU epCIlIeKTUBHY aQUHOCT ca
0COM S Koja cimKa Tpoyrao ABC y Tpoyrao A’B’C’ ca mpaBUM yIJIoM Kof TeMeHa C', TOK
npasa A’'B’ ripoJsiasu Kpo3 D'.

Os3HaunMo mpeceke ca ocoM X = ACAS, Y = BCAs, Z = ABAs. U3 A’C' | B'C’ ciiepu
C’' € k(XY). Ca gpyre cTpaHe, HeKa IIpaBa Kpos3 C mmapasiesHa ca AB cede s y Taukd T. Kako
IepcrieKTUBHA aQUHOCT YyBa ITapaJIeIHOCT TO ce ITpaBa CT civka y C'TKoja je ItapaJiesiHa
ca D'Z. lakie, C' Mmopa dUTH y IIpeceKy mpaBe Kpo3 T mapasiesHe ca D'Z u kpyra k(XY).
[TepcrekTuBHA aQUHOCT je oxpeheHa ocoM s 1 mapoM Tadaka C u C'. A

4.4 KoJMHealHje peajiHe IIPOjeKTHBHE PaBHHU

PasMOTpPHUMO IIPUPOJHO IIUTaKke 0 TOMe /la JIU pecTpUKIMja KoJIMHealuje f Ha HeKy
IIpaBy p, OFHOCHO f1,: (p) — (f(p)), MOpa duTH mpojeKTHUBUTET. Mopa yin ayToMopdr3am
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4.4. KonvHeauuje peasiHe NnpojeKTUBHe PaBHU

IIPOjeKTUBHE PaBHU KOjH UyBa XapMOHH]jCKY KOHjyroBaHoCT (TeopeMa [1]) SUTH IIpOjeK-
TUBUTET?

BHjeKTHUBHO IIpec/IMKaBambe ca OCOOMHOM /la XapMOHM)jCKY YeTBOPKY Tadaka Illabe
Yy XapMOHH]jCKY 4eTBOPKY Tauaka 3BaheM0 XxapMmMoOHUjcKo tipecaukaearse [67]. lakie,
XapMOHU]jCKO IIpecIHKaBame je dUjeKIyja Koja dyBa XapMOHMU)jCKY KOHjyrOBaHOCT, a
OCHOBHH IIPHMepH Cy IpojeKTUBUTeTH (TeopeMa B.44) u kKosuHeanwje (TeopeMa ).

Heka je h XapMOHH]jCKO IIpec/JHKaBake aHaTUTHUKE IIPojeKTUBHe mpaBe FP! Ha camy
cede. IIo OCHOBHO] TeOpeMHU IIPOjeKTUBUTETA, IIPOjeKTUBUTET je jefHO3HAYHO OJpeljeH
ca Tpu I1apa oAroBapajyhux Tadyaka, Te HeKa je g IpOjeKTUBUTET KOjU Cce IIOKJIaIla ca h Ha
HeKe TPH Pas/JIMUMTe TauKe. AKO ce h pas/HuKyje off g MOKeMO II0CMaTpaTH g1 o h, IIITO je
TaKolje XapMOHM)CKO IIpec/IMKaBambe, ald OHO QUKCHpa TPU pasIiMyuTe Tauke. IlocToju
JIA HEeUJIeHTUUYKO XapMOHMU]CKO IIpecjIuKaBambe Koje QUKCUpa TPU pasIuuuTe Tauke?

Jla SUCMO OITOBOPHJIM Ha OBa IMHTaha KOPUCTHMO JeXOMOTeHHusanujy *: FP1 — F
Koja off XapMoHHjckor h: FP! — FP! mpaBu h* = xohox~1: F — F. [IpeTmiocTaBUMO Ja
h ¢ukcupa 0CHOBHe TauKe, OLHOCHO Ja h* ¢uKcHupa oo, 0 1 1. Kako je h* dujekriyja Koja
¢ukcupa oo, T0 je f: F — F nepuHMCcaHO ca f = h* | SHjeKnyja 3a Kojy je f{0) = 0u f(1) =

Kommumnkaryje y cTporo ¢opMasHOM 3aIIHMCy MOKEMO CMaBkbUTH TaKo IITO eJIeMEeHT
a € F IoMCTOBEeTHUMO ca TauKoM *~'(a). Ha Taj HauMH a € F Hpe/I[CTaBJBa Ta4yKy Ca XOMO-
reHUM KoopauHaTaMa (a: 1), IOoK je co 3apaBo Tauka (1 : 0). ITo Jlemu B.47, Tauxa Koja je
XapMOHU]jCKH KOHjyroBaHa 6€CKOHAYHO] Y OJJHOCY Ha HEeKHU I1ap Tayaka je apUTMeTHUKa
CpeJyHa TOT I1apa, Te 3a IIPOM3BOJbHE PasIMuuUTe X,y € F ©MaMo

+
( 7y7 y? OO) °
[IprMeHa XapMOHU]jCKOT IIpecjIrKaBama h, 3a Koje je h(co) = oo, faje

# (0. f): (552 0)

III'TO HOBOM ITpuMeHOM JleMe B.47, 3a X,y € F faje

f(x ;y> _fx erf(y).

[TocedHO, 3a y = 0 UMaMoO
x\ _ fx)
/ (E) 27

IIITO Y capajbu ca IIPeTXOAHOM jeJHAUMHOM II0Kasyje za je f Mopdu3saM y OHOCY Ha ca-
duparme. 3aK/by4yjeMo fia 3a CBaKO X,y € F BaXKu

fx+y) =fx) +fy). (4.1)
ITocedHo, 3ay = —x uMaMo 0 = f(0) = fix — X) = f(x) + f(—x), omaxiie cimemu f{—x) = —f(x).
Kaxo pauyH 3a gBopasMepy jaje
—x—-1x—x?
—x—x%x-1

(_X7X717X2) = = —1,

To 1o TeopeMu BaXku H(—X,x;1,x?). IlppMeHa XapMOHMjCKOT IIpeCJHUKaBa-

wa h maje H(fl— )7f( )i f(1).fx%)), OCHO H(—f(x).f1x);1,f(x*)), amu kaxo je Beh
3

H(—f(x),f(x); 1, (f(x))?), To o Teopemu 3.42 umamo f(x?) = (f(x))?. lomaTHO pacIKCcHBambe
y3 KopHuithemwe IIpeTX0 He GopMyJIe fiaje

flx+3)%) = (fx+3)* = (f0) +f3)* = (f0)* + 2f00fW) + (Fw))*,

flx+)%) = fo + 2xy +y%) = fix?) + fl2xy) + fy*) = (f))* + 2f1xy) + (F)?,
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omakJie je fMopdH3aM y 0fHOCY Ha MHOXKerbe. JlakJie, 3a CBaKO X,y € F BaXKu

fxy) = fOfy). (4.2)

XapMOHM)CKO IIpecIUKaBamke Y3pOKOBAJIO je a fMopa SUTU MopdU3aM KaKo y OTHOCY
Ha cadupame (popmysa (@)), TaKO0 U Y OAHOCY Ha MHOKeme (hopMmyJia ()), IIITO 3HAYU
na je fayromopousam mosea F. /la v rocToju ayroMopdusaM mmossa F pasivgut ox 17

V ciy4ajy KOMILIEKCHE IIpOjeKTUBHe paBHU, F = C, 3HaMO la BAXXU X +y = X+ Y H
X-y = X -y, Tako [ia je KOHjyraT X — X ayromop¢usam 1osba C pasauuut of 1. Heka
je f éujexnja KOMIUIEKCHe IIPOjeKTUBHE PaBHU Ha caMy cede KOja MeHha KOMILJIEKCHe
dpojeBe BLUXOBUM KOHjyraTUMa, (21 : Zy : Z3) — (Z1 : Z : Z3). Tajia je HHITUAeHITHUja U3Mel)y
TauKe (X1 : X : X3) M IIpaBe [Uj : Uy : U3] OfipeljeHa yCI0BOM X U1 + XoUy + X3uUg = 0, IIITO je
IlaJbe eKBUBAJIEHTHO YCJIOBY X Uj + XUy +X3U3 = 0, 0flaKJie cilefu /ia fuyBa MHITUEeHITH]Y,
Te je 3aTO KoJiMHeanyja. [IpaBap = [0 : 0 : 1] je puKcHa IIpaBa, Koja je MHIIHeHTHa Ca TPHU
¢ukcHe Tauke (1:0:0),(0:1:0)u (1:1:0), Te ako je f], IPOjeKTUBUTET 10 OCHOBHO)]
TeOpeMHU IIPOjeKTUBUTeTa Mopa SUTH f], = 1. MeljyTum, p je nHIMAeHTHa ca (1 : 1 : 0)
Kojececmuka y (—i:1:0) # (i:1:0), IITO je KOHTPaAUKIIM]ja. /laKkie, Y KOMILJIEKCHO]
IIPOjeKTUBHOj paBHU II0CTOjU KOJIMHealllja Koja Huje IIPOjeKTUBHA KOJIMHealyja.

Teopema 4.10. V KomiiieKCHOJ UpojeKIUUBHO] pas8HU KOHjylaili UHgYKYje KoAuHeauujy Koja
HUje UpojeKinusHa KoAuHeauuja.

BpaTumo ce Ha ayromopdusaM 11osea I, Koju y modyeTKy uMa f(0) = 0 1 f{1) = 1, a 3a-
TUM Jaje f(n) = n 3a cBe mpupojHe n € N. To ce fasbe IIpoAy>KaBa Ha IieJie SpojeBe Z 360T
f(—n) = —f(n), Te KOHa4YHO U Ha pallOHaJIHe 6pojeBe Q 360r f(m/n)f(n) = f(m). Jakie, ay-
ToMOpdur3am I1osba f GUKCHpa CBe paljoHaIHe dpojeBe. CaMUM TUM, CBaKa KOJIMHeaIyja
palioHaHe IIPOjeKTUBHE PaBHU je IIPOjeKTUBHA KOJIMHeallHja.

PasMoTpuMO cajia HajBaKHUjU ciaydaj F = R, cayyaj peasiHe IIPOjeKTUBHE pPaBHU.
K/byuyHM MOTHB je 0COSMHA J]a je peaslaH d6poj ITO3UTHUBAH aKo je KBaJpaT HEKOr dpoja
KOjH HHje HyJIa, a KaKo BaXKH f(x?) = (f(x))?, To f IIpeBO/M II03UTHUBHE SPojeBe Y II03UTHB-
He. AKO f He pUKcHpa HEKO a € R, OMHOCHO BaXKU f(a) # a, Taja je a < fla) wium a > fla).
[IpeTriocTaBUMO [ia je a < f{a). Kako cy parjoHa/IHU &pojeBU I'yCTH Y peaJHUM TO II0-
cToju q € Q Tako fa je a < q < f(a). Mehytum, q — a > 0 noBiau# f(q — a) > 0, anu
flq—a) = flq) —fla) = q—f(a) < 0 m1TO je KOHTpPagUKIHja. CACBUM CJIMYHO Ce U3BOAY KOH-
TpajgyKIyja y ciay4ajy a > f(a). MoykeMo 3aK/byYUTH /A je jeflUHU ayToMOopdr3aM 110/ba
R UIEHTUYKO [IpecJIruKaBame U 0Tyza ciaefeha TeopeMa.

Teopema 4.11. Ceaka KoauHeayuja peasHe tpojeKiiugHe pagHU je tpojeKiuu8Ha KOAUHea-
uuja.

3axBasbyjyhu TeopeMmu @, CBaKa IIpOjeKTHUBHA KOJMHealldja peajiHe IIPOjeKTUBHE
paBHH, CAMHM THM U CBaKa KosmHearja (TeopeMa (.11)), jefHO3HAYHO ce 3aaje ca aBa
4eTBOPOTEMEHHKA. YeTBopoTeMeHUK ABCD ofipeljyje KOOpAWHATHU CHUCTEM TaKO IITO
BeKTOpX A, B u C, Kao JIHeapHO He3aBUCHU (jep cy Tauke A, B, C HEKOJIHHeapHe) YH-
He a3y mpocropa R3, a paju jefHOCTaBHOCTH UX SUpaMo Ja HopMupaMo D = A + B + C.
CacBUM CTMYHO APYTH KOOPAMHATHU CHCTEM je 3aJaT YeTBOPOTeMeHHKOM A'B'C'D/, ca
HOpMUpaHUM D' = A’ + B’ + C'. AKO 13pasuMO HOBe 5a3HE BEKTOPE IIPEKO CTaPUX AOSU-
jaMo Mmarpuily mpesiacka M ca crape 6a3se Ha HOBY: (A’,B’,C') = (A, B, C)M. Ilomuto M
IIpeBO/M dase y IIUTaKy je peryjapHa KBaJjpaTHa MaTpUIia peja TPH.

Axo ca X = (X1,X2,X3) 03HAaUMMO KOOpAUHATe BeKTOpa IIpe/IcCTaBHUKA HeKe TauyKe y
CTapoM KOOPJUHATHOM CHCTEMY, 0K ca X' = (X}, X,,X3) 03HAYMMO KOOpJHHATe BEKTOpa
Te HUCTe Ta4yKe Y HOBOM KOOPAMHATHOM CUCTEMY, TO je (Zf B, 6)X = (K’ B, E’)X’, oJlaKyIe
ciaenu X = MX'. Besa usMmel)y cTapux U HOBUX KOOP/IMHATA je je[fHa peryJapHa MaTpUIIa.
Kao u paHuje, akTUBHU IIPUCTYII TaKohje (IIOIIyT Beh pasMaTpaHor IIaCUBHOT IIPUCTYIIA)
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MMa 3a Be3y peryJapHy MaTpHIly, IIITO 3HA4H Jja Cy KOJIMHeaIlje peaIHe IIPOjeKTUBHE
paBHU 3aIlpaBo MHYKOBaHe peryJapHUM MaTpHUIlaMa pefia TpH.

Teopema 4.12. KoauHeayuja peanHe UpojeKiliugHe pasHU je UHJYKOBAHA pelyAapHOM Au-
HeapHoM TpaHc@Hopmayujom.

Besa usMel)y ctapux KoopAuHaTa X U HOBUX KoopauHaTa X' fara je ca X = MX/, rae
je M perysiapHa MaTpuIia. [IpUpoHO ce II0CTaB/ba IUTaKe KaKo Ce IIPecIruKaBajy IpaBe
IIpY TOj KOJIMHeallju. BeKTOpH IIpe/cTaBHUIIK X Tayaka ca IIpase p = [U] onucaHe cy
jemHaumHOM U'X = 0. U3 X = MX' nodujamo UTMX' = 0, IIITO Ipe/icTaBJ/ba jeTHAUNHY HOBE
npase U'X' = 0, ogake ciaegu AU'T = UTM. TpaHcIoHOBame faje AU = (U'M)" = M'U,
IIITO J0Ka3yje HapeaHy TeOpeMY.

Teopema 4.13. Ao KoAuHeayuja peasiHe UpojeKitiugHe pagHu tipecaukasa twavke opmy-
nom X' = PX, oHga oHa Tipecauxaea upase ca U = (P~1)TU.

ITo TeopeMmu aKo IlepClieKTUBHA KOJIMHeallHja IIpecaruKaBa Tauke Be3oM X = PX,
3a HEKY peryJlapHy MaTpHITy P, oHJa ce IIpaBe CJIMKajy Be3om U = PTU'. IIpoTuBoOCa je
IIpaBa Koja ce cauka y [0 : 0 : 1], Tako fa IIPpOTUBOCY IIpe/icTaB/ba IIocaema Tpeha BpcTa
MaTpHlle IIpecarKaBama P. MaTpulia apuHOT IIpecIruKaBamka 3aTo MOpa UMaTHy HyJle Ha
IIpBa /iBa MeCTa y I10C/Ie/ 0] BPCTH.

IIpumep 4.19. Tauxke A1(4:1:1),A3(4:4:1),A30:4:1),B(2:1:1)ysere cy 3a da3He
TayKe HOBOT KOOPAUHATHOT cucTeMa. Oxgperutu popmMmysie TpaHCcopMalivja KoopgruHaTa
U3 CTapUX y HOBE.

dopmysie TpaHCcPopMalHja Cy IUHeapHe, a OArosapajyhy MaTpuiy 1odujamMo U3 Besa
4:1:1)—1:0:0,(4:4:1)—~0:1:0,(0:4:1)—»(0:0:1),(2:1:1)~(1:1:1).
Jlodujamo

M =4a11+ app+az| 0=4a; + ax +axs | 0=4as; + asy+ass
0 =4ay1 +4a1x +ar3 | A2 =4as +4da + dz3 | 0= 4as; +4as; + ass
0= 4aqy + aq3 0= 4ay, + ay3 | A3 = 4das; + ass
Aq = 2a11 + agp + ag3 ‘ Ag = 2ap1 + ayy + azs ‘ Ag = 2a31 + asy + ass

Te IIpeoCTaje pellluTy cucTeM 12 jeqHayrHa ca 13 HeImo3HaTUX. 3TOTHO je CUCTeM PeIIUuTHU
eJIMMUHAIY)jOM I1apaMmeTapa A, Az, A3, JOK Ce y OIIIITeM CJIy4ajy MOXKeMO OCJIOHUTHU Ha
KpamepoBy MeTony feTepMUHaHTH. OCHOBHA JleTepMUHAHTa 3a IIpBe TPU Bese je

411 411
D=4 4 1]=|0 3 0 =12,
0 41 041

IOK Cy IIOMOhHe IeTepMUHaHTe

D11 =0 D21 = 3)&2 D31 = —3/13
D12 = *4/’\1 Dzz = 4)(2 D23 =0
D13 = 16A1 D23 = —16A2 D33 = 12/13

r7ie je a; = D;j/D. 3aMeHOM Y II0C/Ie/IbY Be3y UMaMo
1244 = 0 —4A1 +16A; = 1214
1244 = 645 +4A5; — 161, = —6A,
1224 = —6A3 + 0+ 1215 = 643,

OflaKJIe je Ay = Ag, Ay = —2A4, A3 = 2A4. TpakeHa MaTpUIIa je

0 -4 16 0 -2 8
A=A -6 -8 32 |x|-3 -4 16 |,
-6 0 24 -3 0 12
pu ueMy je AX' = AX. A
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IIpumep 4.20. Jlate cy Tauke A(1:1:0),B(1:3:2),C(1:0:1),D(1:2:1),E(0:0:1)m
IpaBe p: 2x, + X3 = 0 ¥ q: x3 = 0. OgpeguTu popMyJsie KOJIMHealHje f 3a Kojy je fl{A) = B,

fIC)=D,flE) =Euflp) =q.
dopmyJie KosrHearHje cy AX' = MX, a U3 IaTHUX yCJI0Ba ofpeljyjeMo MaTpHITy

M1 Mz My3
M= my my my |.
Mg M3z Mg3
VenoB f(E) = E gaje mys = my3 = 0. KomuHearuja cymka rpaBe ca AU = MU', teus f(p) = q
BaKH p o« M'q.Kakojep =[0:2:1)uq=[0:0: 1] uMamo (mzq, M3y, m33) x (0,2,1),
OMHOCHO M3, = 0 1 m3y = 2mg33, TaKO J1a 3a cajila UMaMO 0dJIMK

my; myp; 0
M= my my 0 .
0 2m33 mss

IIpumeHa f(C) = D naje MC = (M1, Mpq,M33) < (1,2,1) = B, OJlaKJIe je My = 2Myy,
Mms3 = Myq. YCII0B f(A) = B iaje MA = (mq1 + My, 2Mmyq + Myg,2mqq) (1, 3,2) = B, ofakiie
je 2myq = 2(m11 + mlz) H2Mmqq +Myy = 3(m11 + mlz), OTHOCHO My = 0 1 my, = my;. CBHU
eJIeMeHTHU MaTpulle M cy uspakeHHU IIpeKo my; # 0, Te modujamo ¢popmyie

X3 100 X1
X, x| 2 10 Xy |,
X5 0 21 X3

Tpa’keHe KoJIMHeaIyje. JAN

IIpumep 4.21. Jlate cy Tauke A(1 :1:1),B(0: -1:1),C(2:1:1),D(0:5:1)upase
p:x1 =0,q: X, =0ur: Xy = x3. OIpeAUTH MaTPUIly KOJIUHealyje f 3a Kojy je f(p) = q,

flgq) =7, flA) = Bufif(C)) = D.

Tpakumo MaTpHUIly M 3a Kojy Baxku X' o« MX, ogHOCHO U o< M'U'. Y3 ycoBa p[1 : 0 :
0] — q[0:1:0] cmemu my; =my3 =0,10KU3¢q[0:1:0]+—r[0:1:—1] odujamo my; = Mz
U My3 = M33, Te T0JIA3UMO [0 MaTpHUIle 0SJIHMKa

mi; My My3
M= | ms; 0 0 .
mg; mz 0

MsA(L:1:1) BO: —1:1)je (my + My + Mz, Ma1, Mg + M3;) o (0,-1,1), ofazre
IodujaMo my3 = —Myp — My U M3y = —2Mg;. [lajbe pauyHaMo

. N myp Mz —Myp — My 2 my
f(C) xMC = msq 0 0 1 = 2m31 ’
mg; —2ms; 0 1 0

. myp Mz —Myp — My muq m3, + 2my;ms; 0
JRC)) x MAIC) < | mg 0 0 2mg | = mymsy < |5].
msq —2m31 0 0 mqimsq — 4m§1 1

OpmaBze je m%l + 2myomsy; = 0, mgy # 0 1 myyms; = 5(myymsy — 4m§1), OJlaKJie n0dujaMo
mqq, = 5mgq, TE 2Myy = 25Msq, OMHOCHO

10 25 -35
Mx|{ 2 0 0 ],
2 -4 0
KaJl MaTPHUITy HOPMHUPaMO ca M3y = 2. A
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IIpumep 4.22. [latecyTauke A(1:1:1),B(1:2:3),unpaBep: x; =0,q: X, =0,r: X3 = Xs.
3a xonmuHeanyjy f Baxdu f(p) = p, flq) = r, flA) = B, f(B) = C. OnpefuTu MaTpUlie CBUX
KoJIMHealyja f yKoiauko jea) C(2:3:1); 6) C(1: 3:5).

AKo je
my; My MmMy3
M= | my my; my3
ms; Mz MmMs3
Tpa’keHa MaTpHIlA KOJIMHeallHje f, 0H/la OHa IIpec/JrKaBa Tauke ca AX’ = MX, a mpaBe ca

AU = M"U'. VYcnoB f(p) = p je 3ampaBo [1: 0: 0] — [1: 0 : 0], irTo aje my, = my3 = 0. ycI0B
fle) =rje0:1:0] — [-1:0: 1], omakie fodHujamMo mz; = My U Mgz = 0. loSHIU CMO

MaTpHUIly 06JIUKa
mq1 0 0
M= <m21 maz m23>
my mg; 0

U IIPUMeYjeMo je Ha Tadke. 113 f(A) = B ciefy my +Mmyp+My3 = 2myy UMy +msy = 3myy,
OJJHOCHO M3y = 2My1 U My = 2My1 — Myy — Mys. [lajbe je

N N mqq 0 0 1 mqq
CxMB x| 2my; —myy; —mMy3 Moy  Moys 2 | =1 2myy + myy + 2mys | .
myq 2my; 0 3 5mq;

Bunumo fa je Hemoryhe C x (2,3,1), Te 3aaTaK 110 a) HeMa pelllerha. 3aaTak 1of, 6)
naje momatHU yciaoB C « (1,3,5) omakiie modujaMo 2myq + My + 2my3 = 3myq, OLHOCHO
Mgy = Myq — 2My3. To HAC OBOAU 10 KOJIMHeAllHja ca MaTPUIIOM

miqq 0 0
M= | my; +my3 myp —2my3 My
miqq 2m11 0

I7Ie je OUUIJIETHO My # 0 1 my3 # 0 360r det M £ 0. A

4.5 ®OUKCHH eJIeMEHTHU KOJIMHealHje

KoJtnHeaIyja aHaIUTUYKe IIPOjeKTHBHe paBHU RP? je 110 TeopeMu WHyKOBaHa
peryJiapHoOM JIMHeapHOM TpaHcdopMmaryjoM. Kao y ciry4yajy nIpojeKTUBUTETA, IIPOSIeM
HaJlaKekha QUKCHUX TavyaKa eKBUBaJIeHTaH je IIpodyieMy Hajla)Keka CBUX COIICTBEHHUX
BeKTOpa MaTpuIle A, a y IUTamwky Cy BEeKTOPH IIpe/ICTaBHUIIA QUKCHUX Tadaka. Pasyinka
je y ToMe IIITO je cajia MaTpullia A pefia TpH,

a;i; A2 ag3
A=\ ax axy az; |,
az; daszz dass

Te je KapaKTePUCTUYHH IIOJIMHOM X4 (A) jegHaK

a;n — A ap a3 1
det(A—Al)=| ay apu—-A ay |=-A+trd-1*— E((trA)Z —tr(A?%)) - A + detA.
asq as; asz—A

®UKCHE TauKe peIrpe3eHTyjy COIICTBeHU BEKTOPH MaTpuiie A. Ilo TeopeMu aKo 3a
Tauke BaXku X' = AX, To je 3a mpaBe U’ = (A~1)TU, ogrocHo U = ATU', Te QUKCHE IIpaBe
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IoS1jaMo Kao COTICTBeHe BeKTope MaTpulle AT. Kako TpaHCIIOHOBaHe MaTPHUIle UMajy HC-
TH KapaKTepPUCTUYHHU IIOJIMHOM, TO QUKCHE TauKe U QUKCHe IIpaBe MO>KeMO I1apaJieslHo
pasMarparu.

[Ipe Herosy ce yInyCTHUMO y KOHKpeTHe IIpUMepe KOJIMHeaIlyja, HallOMEHHUMO Ja
08JIMK MaTpHIle 3aBUCH OJf ©360pa KOOPAUHATHOTI CHCTeMa. AKO je P MaTpHIia IIpesacka,
3a HOBe KoopauHaTe Y Baku X = PY, TOK KoJIMHeanyja fata popmysnoM X' = AX, y HOBOM
KOOPJHUHATHOM CHCTeMY Zoduja opmyny V' = P~1X' = P~1AX = P~1APY. MaTpHuIia KOJIH-
Heallyje Y HOBOM cHcTeMy je A’ = P~1AP, 11IT0o TOBOPH /Jja CJIMYHE MaTpuIie A u A’ UMajy
HUCTU TeOMEeTPHjCKU CMHCAO0.

KapaxTepHCTHYHU IIOJIMHOM )X 4 (A) ©Ma TPH HyJIe, a/Ik OHe He MOPajy Hy>KHO SUTH pe-
ayiHe. YKOJIMKO MaTpHUIla A UMa KOMILIEKCHY COIICTBEHY BPeHOCT A, Tazia II0CTOjU KOM-
ITeKCaH BeKTop X Takas Ja je (A — A1)X = 0. KoHjyroBameM CBUX UHCTAHITU JUPEKTHO
mosujamo (A—A1)X = 0 jep ce MaTpHIle ca peaJHUM yJIasuMa He Memajy. Jlakie, yKOJIHUKO
je A HyJla KapaKTepPUCTHUYHOT ITOJTMHOMA, OHJIA j€ TO M HeH KOHjyraT A. BekTop X y ToM
C/Iydajy He MOKe SUTH peaJaH jep SM SHO COIICTBEHH M 3a A M 3a A, IIITO je y CYIIPOTHOCTH
ca Jlemom A.1l.

Kako je maTpuIia A HeIIapHOT pefia, a KOMILJIEKCHE COIICTBEHe BpeTHOCTH Uy Yy I1apo-
BHMMa, TO OHa MOpa UMaTHU dapeM je[lHy peasIHy COIICTBEHY BPeJHOCT, CAMUM TUM SapeM
jemaH peajiaH COIICTBEHH BeKTOp. TaKo 3aK/by4yjeMo Jla CBaKa KoJiMHearuja y RP? Mopa
UMaTU dapeM jefHy GUKCHY TauKy Kao U dapeM jefHy QUKCHY IIPABY.

3al0YHUMO AUCKYCHJY 110 PasIMYUTHUM HyJlaMa KapaKTepUCTUYHOT II0JIMHOMA. AKO
Cy CBe TPHU HyJIe peajlHe U pas/IM4yUTe, CBAKOj OJf BbUX OAroBapa jeJHOAUMEeH3UOHHU COIl-
CTBEHH IIOTIIPOCTOP, Te KMaMO TaYHO TPU GUKCHE TauKe YUjU Cy BEKTOPH IIpe/ICTaBHULIU
JIMHeapHO He3aBUCHU (Jlema [AZI]), Te Cy OHe HeKoJIMHeapHe (Jlema @) CacBUM CIIMYHO
MMaMO U Ta4yHO TPU HEKOHKYpeHTHe QUKCHe IIpaBe, a TeOMETPHjCKU OHe Cy CIIOjHHUILe
GUKCHUX Tayaka.

AKO cy CBe TpHU HyJIe pasjiMuuTe, a HUCY CBe peasiHe, TO UMaMoO I1ap KOHjyrOBaHUX
KOMILJIEKCHUX HYyJIa U je[lHy peasiHy. PeasiHa HyJs1a [jaje jeIHY QUKCHY TauyKy U TO je CBe.
CacBUM CJIMYHO, UMaMO U Ta4yHO jefHy QUKCHY IIpaBy. [eOMeTpHjCKU pasIUdyUTe KOM-
IJIEKCHe HyJIe 1ajy U KOMIUIeKCHe QUKCHe TadyKe UMja he CIIOjHHUIIA SUTU Ta peaiHa QUK-
CHa IIpaBa. /lakie, y IUTawky Cy jegHa GUKCHA Tayka U jefHa QUKCHA IIpaBa, [JOK OHe
Mel)yCOGHO HUCY UHITU/IEHTHE.

HapenHa MOTryhHOCT je jeiHa jeJHOCTPYKa U jeJHa ABOCTPYKa peaiHa HyJia. JeTHO-
CTPyKa peasiHa HyJia aje GUKCHY TAaUKy Koja je He3aBHCHa o ocTanux (Jlema A.1) xoje
3aBHCE O] IBOCTPYKe peasiHe Hyse A. 3arang(A — A1) = 1 umamo dim(Ker(A — A 1)) = 2,
TaKo J1a Cy GUKCHe TayKe Ha IIpaBoj Koja HUje UHIIHUIeHTHA ca Beh rmocTojehoM GUKCHOM
TAa4YKOM, IIITO je XoMoJIorgja. 3a rang(A — A1) = 2 umamo dim(Ker(A — A1)) = 1 1 Ta¥yHO
jenHy QUKCHY TauKy Koja TOj HyJIH ojronapa. /lakjie, M¥MaMO Ta4yHO [iBe QUKCHe TauKe U
TavyHO JIBe GUKCHeE IIpaBe IIPpU YeMy je jefHa O[] B’bUX YIIPAaBO CIIOjHUIAa PUKCHUX TavyaKa.

ITociega MOTYhHOCT je TPOCTPYKa peajiHa HyJla, Te JUCKYCHUja OJIy4uyje 0 AUMeH3UjU
COIICTBEHOT IOTIIpocTopa. 3a rang(A — A1) = 0 umamo dim(Ker(A — A1)) = 3, wuITo je
HUIEHTUYKO IIpeciuKaBame. 3arang(A—A1) = 1 umamo dim(Ker(A—A1)) = 2, Te ¥ TauKa
10 TauKa QUKCHY IIpaBy, IIITO je esaniyja. Y ciaydajy rang(A — A1) = 2 umamo dim(Ker(A —
A1)) = 1, wTo maje jesHy QUKCHY TauKy U jefHY GQUKCHY IIpaBy, ajlk OBOTaA IIyTa OHE Cy
3aBHUCHE jep 0AroBapajy UCTOj COIICTBEHOj BPeJHOCTH, OJHOCHO OHe Cy UHITHUeHTHE.

IITTo ce TUYe HajjeJHOCTaBHUJUX IIPUMePa, Haj3TOHU]e je KOPUCTUTU HOpMaJIHy Gop-
My, OJJHOCHO &JIOK JHjaroHa/IHe MaTpuile. Kaz COIICTBEHH ITOTIIPOCTOP He JOCTH Ke MaK-
CUMaJIHy JTUMeH3H]Y, M0KeMO0 KOpUCTUTHU KopraHOBeH 5I0KOBe, a 3a KOMILJIEKCHE HyJle
SJIOK KOjU CMO BUJIEJIN Y eJIUIITUYKOM IIPOjeKTUBUTETY. HeKe KOHKpeTHe IIpuMepe Ha-
BOJVIMO y HapeJHOj TadeJIu.

$Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922), ppaHITyCKH MaTeMaTH4ap
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KOJIHHeaIja | uKcHe Tauke | IIpHUMep \
1 0 O
TayKa BaH IIpaBe 1 A=10 0 -1
01 O
110
TayKa Ha IIpaBoj 1 A=10 1 1)
0 01
2 00
[IBe TayKe U [IBe IIpaBe 2 A=10 1 1)
0 01
1 00
GUKCHU TPOTEMEHUK 3 A=10 2 0)
0 0 3
2 00
XOMOJIOTHja 00 A=10 1 0)
0 01
1 00
ejlariyja 00 A=10 1 1)
0 01
1 00
HUIEeHTHYKO 00 A=10 1 O)
0 01

IIpumep 4.23. OppenuTy QUKCHe Tauke M GQUKCHe IIpaBe KOJIMHearyje Ax; = 4x; — Xo,
AX}, = 6Xx1 — 3X2, AX; = X1 — Xz — X3. KoJIMHeaIyja je faTta cucreMoM jefHaunHa AX = AX

4uyja je MaTpULia
4 -1 0
A=[6 -3 0 |.
1 -1 -1
PauyHaM0 KapaKTepUCTUYHU II0JIUHOM
4-1 -1 0

6 -3-A 0
1 -1 -1-2

Xa(A) = det(A — A1) = =4 -A)(=3-A)(-1-2A) +6(-1—A),

Te 105ujaMo y,(A) = —(A+1)(A* = A — 12+ 6) = —(A + 1)(A + 2)(A — 3). Kako ©MaMo TpH
pas/JIM4uTe peaiHe COIICTBEHE BPEJHOCTH CBaKa IIOHA0COS /iaje I10 jelHy QUKCHY TauKYy.
Tpa’kumMo comcTBeHe BEKTOpe MaTpUIle A, OHOCHO TaKBe X 3a Koje Baxku (A — A1)X =0,
rmeje A e {-1,-2,3}.

5 -1 0 X1 X1 0
3aA=-1je(6 -2 0 X | =0,Te | x2 | x| O | zaje pukcHy Tauky (0:0:1).

1 -1 0 X3 X3 1

6 -1 0 X1 X1 1
3aA=-2je(6 -1 0 X | =0,Te [ x | x| 6 | maje dukcHy Tauky (1: 6 : 5).

1 -1 1 X3 X3 5

1 -1 0 X1 X1 1
3aA=3je(6 -6 0 X | =0,Te | x | x| 1] maje duxcHy Tauky (1:1:0).

1 -1 -4 X3 X3 0

KosnHearnyja nMa TayHOo TpU ¢uKcHe Tauke: T1(0 : 0 : 1), To(1 : 6 : 5), T5(1 : 1 : 0).
CruHO, UKCHe IIpaBe 0/[r0Bapajy COIICTBEHMM BeKTOPHMa TPaHCIIOHOBaHe MaTpHILe
AT, Koja IMa MCTHU KapaKTepPHUCTUYHH ITOJIMHOM. M0O’KeMO UX pauyHaTH Kao paHUje.
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5 6 1 Uy Ui 1
3aA=-1je| -1 -2 -1 U | =0, e | uy | « | -1 | maje mpasy [1 : —1 :
0 0 0 Uus us 1

1]. MehyTuM, GUKCHe IIpaBe Cy CIOjHULle UKCHUX Tadaka, I7e je qodujeHo [1 : —1 : 1]
yipaso T,V T3, TOK cy mpeocTane ¢ukcHe npaBe T3V = [1: -1 : 00u ThvT, = [-6 : 1 :
0]. A
IIpumep 4.24. KomHealyja je fara ca Axj = Xz +X3, AX), = X1+ X3, AX; = X1 +X». /loKasaTu
Ila je y IUTalkby XOMOJIOTHja, Te OLPeJUTH IleHTap U ocy. OapeauTH HeKH KOOpAUHAaTHU
CHUCTEM Y YMjUM je aQUHHUM KOOpJHUHATaMa Ta KoJIMHealdja XOMOTeTHja ca IIeHTPOM Yy
Tauku (0:0:1).
KosnHeanyja je jata cucrteMoM jegHaurHa AX = AX, I7ie je MaTpuUIla KOJIMHealyje

011
A=(1 0 1]).
110

PauyyHaMoO KapaKTepUCTUUYHHU IIOJTUHOM

-2 1 1
detA—A1)=|1 -A 1|=-23431+2=-A+1)*1-2).
1 1 -2

111 X1
3al=-1je (1 1 1) (xz) = 0, IIITO BaXKH 3a X + Xz +X3 = 0, ogHOCHO OCy [1 : 1 : 1].
111 X3

-2 1 1 X1 X1 1
3aA=2je| 1 -2 1 Xy | =0,Te | X3 | x| 1 | majeerrap (1:1:1).
1 1 -2 X3 X3 1

KakoBaxku (1:1:1) ¢ [1:1:1], Tojey nuramky XOMOJIOIHja. XOMOTETHja OCUM IIeH-
Tpa XOMOTeTHje PUKCHpa U CBe SeCKOHauHe Tauke. [[poMeHOM KOOpPAWHATHOT CHCTeMa
JKeJIMMO 06e35eIUTH fla oca dy/le 6eCKOHA4YHa IIpaBa, a /ia IeHTap rnocrade (0 : 0 : 1).
MaTpuily IIpesiacka II0IIyEHhaBaMo y CKJIaAy ca ycJaoBuMa. IbeHa IpBa U fpyra KoJI0Ha OfI-
rosapajy deckoHauHUM TaukaMa (1:0:0) 1 (0:1:0), Tako Jja je Ty HEOIIXOJAHO YIIUCATH
HeKe BeKTOpe IIpefiCTaBHUKeE 3a [IBe TayKe ca oce, Ha IpuMep (1,0, -1) u (1,-1,0). Tpe-
ha xosioHa oxrosapa Tauku (0 : 0 : 1), Te Ty YIKCYjeMO BEKTOp IIpe/ICTABHUK I[eHTPa.
OpHoce u3Mel)y HaBeJleHUX BeKTOpa IIpe/icTaBHUKA MOYKEMO BapyUpaTH TaKo Jja pelleme
CBaKakKo HUje je[THO3SHAYHO, a je[JHO pelllelhe je MaTpUIla IIpeJsacka

1 1 1
M= 0 -1 1].
1 0 1
/11 =2
M1=Z(1 -2 1 |,
3\1 1 1

OOK MaTpHIia KOJII/IHeaHI/Ije Y HOBOM CHCTEMY IJIaCH

L/101 -2\ /001 1\ /1 11
M1lAM=_(1 -2 1 101 0 -11

3(1 1 1)(1 1 0) (1 0 1>

L/-1 -1 2N\ /1 11 1.0 0

—2(-1 2 1){o -1 1)=(0 -10],

3(2 2 2)(1 0 1) (0 0 2)

IIITO OUHMIVIEJHO HCIIYyIhbaBa YCJIOBE 3aldTKa. A

IbeH UHBep3 je MaTpULla
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IIpumep 4.25. OxpeuTu QUKCHe TayKe U QUKCHe IIpaBe KoJIMHealldje Koja je maTa ¢pop-
MysmaMa Ax) = 10x; + 6xy — 6x3, AX;, = —3x1 + Xz + 3x3, AX5 = 3x1 + 3x2 + Xx3. M3adparu
KOOPAWHATHU CHUCTEM y KOjeM je KosirnHeanyja apuHa Tako fa je Tauka (0 : 0 : 1) decko-
HayHa ¥ HanucaTu ¢popMyJie KOJIMHeaIlje y HOBUM KOOpAUHaTaMa.

Marpuiia KoJIMHeanyje je
10 6 -6
A=(-31 3 ].
3 3 1

HakoH Kpaher pauyHa 05ujaMo x4 (A) = det(A — A1) = —(A—4)3, Te je jempHa coricTBeHa
BpemHOCT 4 (TpocTpyka Hysta). U3 jemrHaunHa (A —41)X = 0u (AT — 41)X = 0 modujamo
uxcue Tauke {(a : b : a+b) : a*> + b* # 0}, goxkcy {[a : b : b — 2a] : a®> + b* # 0}
bUKCHe IIpaBe, Te je y IUTawy ejanyja ca meHTpoM (2 : —1 : 1) mocom [1 : 1 : —1].
AduHa KoIMHealja UMa 6eCKOHAuYHY IIpaBy 3a QUKCHY IIpaBy, a KaKo >KeJINMO ja TauKa
(0:0:1) dyze deckoHauHa, TO OHA MOpa SUTHU Ha OPUTHHAIHO] GUKCHO] IIpaBoj. 13 cKyIia
pellema QUKCHUX IIPaBUX Y3UMaMO OHY KOja CaZjp Ky Hallly TayKy, a To je IrpaBa [1: 2 : 0].
YV npBe iBe KOJIOHe MaTpHUIle IIpesacka M ynucaheMo Be Tauke ca Te IIpaBe, Ha IIPUMep
(2:-1:0)m(0:0:1),ay Tpehy duo 1rTa Tako fa Baxkxu det M # 0, Ha ipuMep (1: 0 : 0).

Tako modujamo
2 01 0 -1 0
M=(-100), M!'=(0 0 1],
0 10 1 2 0

IIOK je MaTpHIla KOJIMHeaIlHje Y HOBOM CUCTEMY

0 -1 0 10 6 -6 2 01 7 -3 3
MlAM=(0 0 1 -3 1 3 -1 00)=(3 1 3].
1 2 0 3 3 1 0 10 0 0 4

HammomeHuMo /1a aduHa KoIMHeallja MOpa UMaTH HyJIe Ha IIpBa /IBa MeCTa y II0CIe/ b0j
BPCTU H-eHe MaTpHUIle, IIITO HaM Jiaje jefaH BHUA KOHTPOJIE Ja CMO IIOCIeIby MaTPUILY
I06PO U3pavyHaJIH. A

IIpumep 4.26. Heka je KoauHeanyja gata GopmyaaMa Axj = —2Xq — Xz — X3, AXy, = X1 + X3,
AX5 = 3x1 + 3Xy + 2x3. M3adpaTH KOOPAMHATHH CHCTEM y KOjeM je KoJuHealdja apuHa
Tako Aa je Tauka (0 : 0 : 1) SeckoHauHa. Hammrcatu popmysie KoJImHealyje y HOBUM KOOP-
oUHaTaMa.

OBaj 3a7jaTaxK je caCBUM CJIUYaH 3a/1aTKy . MaTpuila KoJIlHealyje je

-2 -1 -1
A=(1 0 1 ].
3 3 2

Hajrpe pauyyHaMo KapaKTePUCTUYHHU IIOJTUHOM ) 4(A) = det(A — A1) = —(A + 1)%(A — 2).
CoIICTBEeHU BEKTOPH 3a BpeJHOCT A = —1 fajy Tauka I1o Tauka GUKCHY mpasy [1 : 1 : 1],
IOK 3a BpegHOCT A = 2 najy ¢ukcHy Tauky (—1 : 1 : 3). lakiie, y IUTa®ky je XOMOJIOTHja
caocoM [1:1: 1] umenrpoMm (—1 : 1 : 3). ApuHa KosmrHearyja nMa QUKCHY SeCKOHad-
Hy IIpaBy, a IIpHje 3axTeBaMo fga Tadyka (0 : 0 : 1) mocTaHe deckoHauHa. /la SMCMO 0BO
OCTBapUJIM HEOIIXO/IHO je [ja IIpoHaljeMo GUKCHY IIpaBy Koja cagpsxu (0 : 0 : 1). To Mmoxe-
MO ypajUTH Tpakehu colcTBeHe BeKTope MaTpuIle AT, ajii KaKo CMO 3aK/bYUHJIH J1a je ¥
IIUTaky XOMOJIOTH]ja, TpakeHa QUKCHa IipaBa je [1 : 1 : 0] kao crojHuna tauke (0: 0: 1)
ueHTpa (—1: 1 : 3). V IpBe [Be KOJIOHe MaTpHIle IIpesacKa YIIUCYjeMO BEKTOpe IIpef-
CTaBHUKe 3a [IBe TauKe ca Te IIpaBe, Ha IIpuMep (0 : 0 : 1) (odpo je y3eTH dalll iy ia SU
ce jaCHO BHJeJIO J1a I1ocTaje deckoHauHa) U (—1 : 1 : 0), 1oK je Tpeha IIpou3BO/bHA TaKO
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masa 4. KonuHeauuje

Ila leTepMUHaHTa He dyze HyJa, Ha IpuMep (1 : 0 : 0) (mo)KeJbHO je UMATH IIITO BUIIIE
Hys1a). Tako [odujamo

0 -1 1 0 01
M=(0 1 o), M!'=(010],
1 0 0 110

IIOK je
0 01 -2 -1 -1 0 -1 1 2 0 3
MAM=(0 1 0 1 0 1 0 1 0)=(1 -1 1
110 3 3 2 1 0 O 0 0 -1
MaTpHlla KoJIMHealyje y HOBOM CUCTEMY. A

ITIpumep 4.27. KosnHearyja je gata opmyrama Ax; = 5x1 —3Xg —X3, AX), = —3X1+5X2+X3,
AXg = 2X1 — 2X3 + 4x3. OfpequTH cBe QUKCHE IIpaBe KOoJHMHealldje, a 3aTUM H3adpaTH
KOOPAWHATHU CUCTeM Yy KOjeM je Ta KoJIMHealyja apuHa, Te HanucaTy GopMylie y HOBUM

KoopAHrHaTaMa.
5 -3 -1
A=|-3 5 1 ].

2 -2 4

Marpuiia KoJIMHealyje je
PauyHaMO ), (A) = det(A — A1) = —(A> —14A% + 604 — 72) = — (A — 2)(A — 6)%. DHKCHe IIpaBe
TPa’KMMO Kao COIICTBEHE BEKTOPE TPAHCIIOHOBAHEe MaTPHIIE.

3 -3 2 Uy Uy 1
3aA=2je (AT -21)U= < 3 2) <u2> = 0, IIITO Jaje <u2> oS (1)

— 1 2 Us Us 0

-1 -3 2 uq uq -1
3aA=6je(AT-61) U= -3 -1 -2 Uy, | =0,mromaje [ up | o< [ 1 ).

-1 1 -2 Us Us 1

Jlakiie, mocToje 1Be uUKCcHe I1paBe, [1 :1: 0Ju [-1: 1 : 1]. ApuHa KoIMHealja uMa
deCKOHauHy IIpaBy QUKCHY, Te SUpaMo jefHY Of IIpoHaljeHUX, Ha mpuMep (1 : 1 : 0], a
3aTHUM Ca e [IBe IIPOU3BOJbHE TauKe, Ha mpuMep (0 : 0 : 1) u (1 : —1 : 0), un”je BeKTOpE
IIpeJiCTaBHUKE YIIKCYjeMO y IIpBe [Be KOJIOHe MaTpHlle IIpesacka. Tpehy KoJIOHY IIOITy-
HhaBaMO IIPOM3BOJbHO, ajIy Jla MaTpUILia OyJe peryjapHa. JegHa o MHOI'O MOTYhHOCTHU

je
0 1 1 0 0 1
M=|0 -1 0}, M'=[0 -1 0],
1 0 0 1 1 0

IOK je MaTpHIla KoJIMHeaIje Y HOBOM CHCTeMY

0 0 1 5 -3 -1 0 1 1 4 4 2
MAM={0 -1 0 -3 5 1 0 -1 0)=(-18 3].
1 1 0 2 -2 4 1 0 O 0 0 2

[IpBa /iBa yJ1a3a y IOC/IeIEb0j BPCTU HOBe MaTpHIle Cy HyJIe, IIITO 3HAYH A je JoSHujeHa
KoJIMHeaIyja apuHa. A

_ W

IIpumep 4.28. OxpenuTy MaTPHUILy XOMOJIOTH]je Koja je ogpeheHa rieHTpoM S(—1 : 1 : 3),
0COM S: X1 + X2 + X3 = 0 M IPOTHUBOCOM U: 3X1 + 3X2 + 2x3 = 0.

IIpoTtrBOCa ce peayusyje Ay>X Tpehe BpCTe, TAaKO a MOKeMO OAMax y By yIHUCaTH
(3,3,2) mau HelITo cpasMEPHO TOM BEKTODY,

a;; a2 ais
A=\ ax axy az;|.
3 3 2
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4.5. ®UKCHWM eneMeHTWN KoNMMHeaunje

CBe Tauke ca oce [1:1: 1] cy puKCHe, TaKo 1a heMo U3ABOjUTHU HeKe JIaKe 3a payyH (1ITO
BHUIIIe HyJIa TO doJbe) monyT (—1:0:1)u (0: —-1:1).

a1 Az g3 -1 a3 — a1 -1 1
ay1 dyy Q3 0 |=|as—ay | x| 0 | x| O |,ogakiuejea;; = a3 —1,
3 3 2 1 -1 1 -1

23

a1 iz a3 0 a3 — aiz 0 0

ax1 Ay A3 1 )]=(a3—ay | x| 1]« 1 , OlaKJ/Ie UMaMoO dqp = dq3,
3 3 2 1 -1 1 -1

Ay = Az3 — 1
Mo>keMO ogMaxX YBPCTUTH 3 = X, Q12 = X, A1 = X — 1, OMHOCHO Az3 =y, Agy =y — 1,
az1 =Y, Te UCKOPUCTUTHU YCJIOB /ia je S UKCHA TaukKa.

x-1 x x -1 3x+1 -1 -2
y y-1y 1 |]=13y-1)| x| 1 )| 2 |,omakueje3x+1= -2,
3 3 2 3 6 3 6

3y —1=2,omH0CHO X = —1,y = 1. Tpa’keHa XOMOJIOTHja ©UMa MaTPUILy

-2 -1 -1
A=(1 0 1 ].
3 3 2

3a Kpaj, JOBOJHHO je IIPOBEPUTH /1a je joIll jerHa TauKa ca [1 : 1 : 1] pukcHa, Ha IpuUMep
(=1:1:0), unme ducmo odesdequu fa [1: 1 : 1] dyme oca, a S(—1 : 1 : 3) dukcHa Tayka.
Kako kosiMHeanyja fjata MaTpUIlOM A HUje UJeHTUTeT OHa Mopa SUTHU XOMOJIOTHja ca
Tpa>kKeHUM 0COSHHaMa. JAN

IIpumep 4.29. Hahu popmyJie KoHeanyje Koja rpase a: X = 0, b:y = 0,¢c: x+y =
1 mpecyiMKaBa pefioM Ha b, ¢, a, JOK Te)KUIITe TPOyIyia KojeM CTpaHUIle IIPUIlafajy TUM
IIpaBaMa IIpecIMKaBa y IIpecek IpaBux X —y = 0 U x —y = 2. Koja npaBa ce cJIuKa y
deckoHauny? IllTa je ciMKa Kpyra OIIMCaHOT OKO TOT TPOyIJa?

AKO KoJIMHeaIdja ©UMa MaTpuily M, oHa ciuka Tauke ca AX' = MX, a npase ca AU =
M'U'. XomoreHe KoopauHaTe IIpaBux cy a[l : 0 : 0], b[0 : 1 : 0], c[1 : 1 : —1], TeXKHUIIITe
Tpoyrnaje T(1/3:1/3:1)=(1:1:3)uoHo ce cimuka y T'(1 : 1 : 0). KoMIuinkauje oKo
IIpaBUX H3deraBaMo BUX0BUM cerumTumMa C=aAb=(0:0:1),A=bAc=(1:0:1),B =
cha = (0:1:1), HaKkoH yera KOpuCTUMO popmyJie camo 3a Tauke C— A +— B — C, T— T
MelyTuM, HeKajla KOJIMHeaIujy HUje Moryhe ofpeJUTH caMo IIoMohy c/IMKa Tadaka, Te
0Baj 3a/jaTaK paguMO JUPEKTHO.

N3a[1:0:0]+— b[0:1:0] umaMo myy; =my3 =0.1U3b[0:1:0]— c[1:1:—1] nodujamo
mqq + My — M3y = My3 + Mygz — Mgz = 0, OMaKJIe Caeau M3y = My + My U M3z = My3. U3
c[1:1:-1)—af[l1:0:0]jemy; = myy = —my3, TAKO J1a MaTpUILla UMa 0OJIUK

mi; My My3z miy mp; —Myy
M= my; my mopsz | = moq 0 0 .
mszy Mgy Ma3 mi1 +my; Mgy —Myq

Kapn yBpcTuMO T o MT nodujamMo

myq myp —Myy 1 —Mmyq 1
msq 0 0 1| = msq x| 1],
miq1 +MmMy1 Mgy —Myy 3 My + M3y — 2Myq 0

OJIaKJIE je —Mqy1 = Myq, My + M3y — 2mMyq = 0, IIITO KOHAYHO Jaje

1 1 -1
Mx|-1 0 0 ].
0 3 -1
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masa 4. KonuHeauuje

MHOKereM MaTpurie M ca U, = (0,0,1) modujamo mmpotuBocy ul0 : 3 : —1], OMHOCHO
mpaBy y = 1/3. Kako Ta IIpaBa cede KpyT y JBeMa TauyKaMa, TO Ce OH CJIUKa y XUIIEPSOJIy.
A

IIpumep 4.30. OxrosapajyhoM MaTpUIIOM OJIPeAUTH CBe Moryhe KoJIMHealllje Koje nMa-
jy TauHo 1Be ¢ukcHe Tauke (0 : 0: 1) u (—1: 0 : 2), duxkcupajy mpasy 2x; + x3 = 0, oK
npasy 3x; + x3 = 0 IIpecjrKaBajy y IIpaBy X1 + X3 + X3 = 0.

Kaxo je (0 : 0 : 1) pukcHa Tayka TO ©IMaMo my3 = 0 L my3 = 0, aKako jeu (—1:0: 2)
dukcHa TO odujaMo my; = 0 U 2mqy; = 2mgz3 — m3;. PuKcHa 1paBa [2 : 0 : 1] qoHOCH
Mmsy = —2mqo U Beh BUhjeHo 2mqq = 2ms3 — M3y, JoK [0:3: 1] — [1:1: 1] gaje mg; = —myqq
U Myy + Mgy + M3y = 3Mss. OfaB/ie 3aK/by4dyjeMo J1a je MaTpUIla KOJIMHeallyje

2a b 0
M x 0 3a+b 0]).
-2a -2b a

061 CMO 08JIMK CBUX KOJIMHeAlHja Koje IIpecnuKaBajy CBe IIITO Tpeda, aik IIpeocTaje
HEeUCKOpUIITheH yCJIOB [ja KOJIMHeaIlja UMa TavyHo JiBe UKCHe TauyKe. Y TOM CIy4ajy He-
OIIXOZHO je Zla MaTpHUIla UMa Ta4HO JIBe COIICTBEHE BPEeIHOCTH, AOK Cy Hallle COIICTBEHe
BPEIHOCTH a, 2a ¥ 3a + b. Kako je 2a # a # 0 36or det M # 0, ToO JUCKYTyjeMO [iBa CIy4aja.
V nipBoM ciy4ajy je 3a + b = 2a, 0fHOCHO b = —a, IIITO HacC JOBOU [0 MaTpPHILe

2 -1 0
Mx| 0O 2 0
-2 2 1

KOja 3a COIICTBEHY BPeJHOCT 2 ¥Ma jeJHOAUMEH3HUOHH COIICTBEHU IIOTIIPOCTOP KOjeM O~
roBapa ¢ukcHa Tauka (—1 : 0 : 2) ¥ 3aT0 jecTe pellewme. Y Ipyrom cay4dajy je 3a + b = a,
OJJHOCHO b = —2a, IITO HAC JOBOAY [0 MaTpHUILle

2 -2 0
Mx|{ 0O 1 0
-2 4 1

KOja 3a COIICTBEHY BpeJHOCT 1 MMa IBOMMEH3UOHU COIICTBEHHU IIOTIIPOCTOP KOjeM O/IT0-
Bapaoca[l:—2:0]>(2:1:0)H3aT0 HYje pelllemne. A
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I'taBa 5

KOHHUKE

5.1 Konuke IlarmocoBe paBHH

KoHuke ce Mory fle¢puHICaTU Ha BUIIIe Pa3/IMYUTUX HAYMHA, KOjU Cy YIJIABHOM eKBU-
BaJIEHTHH, & MU UX YBOAUMO y IIariocoBOj paBHH, OJHOCHO I10/IpasyMeBaMo /ia Bake AK-
cuoMe [1] @ @ U 3.1. KopucTuMO IIpojeKTUBUTET U3Mel)y IIpaMeHOBa IIpaBUX U Ta-
KO 1ocraBsbamo IlMinajuepogy gepunuuujy [[72] Ha ciegehu HauvH. Heka je f: (P)A(Q)
IIPOjeKTUBUTET YCIIOCTaBJ/beH U3Meljy lpamMeHoBa IpaBux y IlarrocoBoj paBHU. KOHUKa
je CKyII CBHX TadyakKa Koje Cy MHIIH/IEHTHe U ca HeKOM IIpaBOM [JOMeHa IIp0jeKTUBUTETA
U ca BeHOM ciuKoM, I' = {X € (p) N (f(p)) : p € (P)}. 3a KOHUKY Ka’KeMo [ia je HegeleHe-
pucaHa axo je P # Q U fHUje IepCIIeKTUBUTET.

AKo je koHMKa I' ofjpeljeHa mpojekTUBUTETOM fTO Kpahe odeseskaBaMo ca f = (P)L(Q).

CBaka mpaBa p € (P) Koja HHUje COIICTBEHa CJIMKa JOHOCU Kao TauyKy KpUBe CeIUIITe
pN(p) € T, pok 3a f(p) = p umamo (p) C I'. Hocroru IpaMeHoOBa CBaKaKo IIPUIIaziajy
KOHUIY, IIITO OYUIJIEHO BaKu 3a P = Q, OK ce 3a P # Q 1paBa PV(Q c/JUKa y IIpaBy
npaMeHa (Q) u gaje Q € I', oK je UHBep3Ha C/IHUKa of, QVP y ipameny (P), e P € T.

JIlema 5.1. Ako je f= (P)L(Q), aga eaxcu P,Q < T.

[TpouenbajMo iereHeprcaHe cilydajeBe KOHUKe. Heka je Hajipe I' KoHUKa ofpeheHa
nepcreKTUBUTETOM f = (P)3(Q) 3a P +# Q. IIo TeopeMmu je f(PVQ) = QVP, Te cBe Tauke
Husa (PvQ) npunagajy I'. [IpousBosbHa 1IpaBa p € (P), lbeHa CcJIuKa f(p) € (Q) U oca s cy
KOHKYpPEeHTHe IIpaBe, Te IIpeocTajie Tayke KOHUKe I' mpunanajy Husy (s). KoHUKy y oBoM
CJIy4ajy IIpe/icTaBJbajy [iBe IIpaBe (Koje ce HapaBHO ceKy), ' = (s) U (PVQ).

V mereHepucaHOM CiIy4dajy P = Q IIOTPeSHO je UCIIUTATU 6p0j GUKCHUX IIpaBUX IIPU
npojexktuutety f = (P)L(P). Ako f HeMa ¢pUMKCHHUX mpaBuX uMaMo I' = {P}. Ako f uma
jenHy ¢ukcHy npaBy p = f(p) oHza je I' = (p). AKo f uMa JiBe QUKCHe IIpaBe p U  OHJA
uMmaMo fajeI' = (p) U (q). AKo fuMma dap TpU GUKCHe IIpaBe OH/a 110 OCHOBHOj TeOpeMU
npojexktuBurera (Teopema ) Mopa duTH f = 1, cBe mpaBe cy puKcHe u 3aTo I' = 7. U3
IIPeTXOJHUX JUCKYCHja 3aK/bydyjeMo Jia lereHeprucaHe KOHUKe MOy SUTH TauKa, IIpaBa,
IiBe IIpaBe (Koje ce CeKy) UM CBe TauKe IIPOjeKTUBHE PaBHU.

Jlema 5.2. HegeleHepucaHa KOHUKA U Tipasa Moly umaitiu Hajeuule gee 3ajegHudke wauxe.
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naBa 5. KoHuke

Jokas. Heka je I HeflereHepucaHa KoOHUKa ogpehena ca f= (P)L(Q) koja ca mpaBoM | uMa
dap Tpu 3ajegHuuke Tauke X,Y,Z € I' N (I). Ykosuko [ He cafgpXu HU P HU Q, Taja je
(PVX,PVY,PVZ) — (QVX,QVY,QVZ), IIITO Ba)XKU U 3a IIEPCIIEKTUBUTET g = (P)%(Q). ITo
OCHOBHOj TeopeMH IIpojeKTUBUTeTa (TeopeMa ) je f = g, Te je fIepCcIeKTUBUTET, a I
je mereHepucaHa. Y CyIIpOTHOM, IpaBa [ cagpyxu P viau Q. Ako | cagpsKu caMo jeIHY Off
BUX, peruMo P, Tazia 1ipeocrasie iBe Tauke X,Y € I' N (l) HapylIaBajy d1MjeKTUBHOCT jep
QVvY =f(l) = QvX. Cnyuaj l = PvQ y3 mogatHo X € I'N (1) maje f(PVX) = QVX, ofaxie cienu
flPVQ) = PVQ, Te je fIIepCIIeKTUBUTET 110 TeopeMu . O

ITo IpeTX0HOj JIeMH, YKOJIMKO KOHHKA CaJip>KU CBe TauKe HeKe IIpaBe OH/Ia je OHa Jie-
reHepucaHa. MehjyTum, I0CTOje mpaBe Koje ca HeJleTeHepHCaHOM KOHUKOM MMajy TadyHO
jemHy 3ajeqHHUKY Tauky. Ha mpumep, ako je f= (P)5(Q) u l = fiPvQ) taga je I N (1) = {Q},
jep ducMmo 3a X eT'n(l) umanu flPvX) = QvX =, ogakine je PVQ =PVX (= QvX=Du
110 Teopemu KOHTPAAUKTOPHO f(PVQ) = PVQ = l. TanieHitia Ha KOHUKY [ je IIpaBa
Koja ca I' ©Mma TauHoO je[IHY 3ajeTHUUKY TaUKYy.

IIpumep 5.1. Kpos Tauky D crpaHutie BC Tpoyriia ABC nmpoJsiasy IIpaBa p Koja cede CTpa-
HUlle AB u AC pefoM y Taukama P u Q. IIpaBe CP u BQ ceKy ce y Tauku X. IIITa je reome-
TPHjCKO MeCTO Tayaka X Kazja p > D?

Kako je X = CPABQ, Tpa>KUMO IIPOjeKTUBUTET [ 3a KOjH je f(BQ) = CP, Ha mpuMep,
f = (B)A(D)AB(C) xoju ciuka BQ +— p — CP. Ilo IllTajHEpOBOj AeGUHUITH}H, TPasKEeHO
reOMeTpHjCKO MeCTO TadyakKa je KoHUKa. Kako Baku BC — BC — BC, fje IIepCIIeKTUBUTET,
Te je KOHUKa JlereHepucaHa U BaxKu I' = BCUs. U3 AB — AD — AC ciiemu ABANAC = A €T,
omakiie je ' = BCUAX, rze je X HeKa TauKa KOHUKe. A

IIpumep 5.2. /laTe cy IIpaBe a ¥ b, Kao ¥ Tauke P, Q U R BaH BbUX. AKO je I 5 R IIPOKM3BOJbHA

IIpaBa U BaXKU A = rAa U B = rAb, olrcaTH CKyII CBUX certuiinTa PAAQB.

IIpojextuBuTeT f = (P)4(R)2(Q) mpecimkaBa PA — r — QB, Te je y INTamky KOHUKA.

AR
OHa je mereHepHucaHa Kaf je f IIepCIIeKTUBUTET, IIITO Ce JielllaBa KaJ Cy Tauke X, Y U R
KoJIMHeapHe 17ie cy X = PQAa u 'Y = PQAD. Hallla KOHUKA je lereHepHCcaHa ako Cy Tauke

P, Q 1 R KoJIMHeapHe WIH aKo Cy IIpase a, b 1 PQ KOHKYpeHTHe. A

IIpumep 5.3. /laTa je HeflereHeprcaHa KOHUKa I' ¥ pasiuuunte Tauke A, B,CcT'uD ¢ T.
3a mpousBosbHO X € I Heka je Y = BXNAC, Te M = AXADY. /loKas3aTH Jia je TeOMETPUjCKO
MecTO Tauyaka M Kaza X € I jeiHa KOHUKA U UCIIUTATH jOj JeTeHePHUCaHOCT.
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5.1. KoHuke [Nanocose paBHU

B

VAN
\‘ /|

&

Kako je M = AXADY, II0TpedHO je HahH IIPOjeKTUBUTET | 3a KojH je f(AX) = DY. To
MOKeMo ca f= (A)%(B)AXC(D) jep Tama Baxxu AX — BX — DY, Te je KOHHKAa Tpa>kKeHO reoMe-
TPHjCKO MECTO Tadaka. /[eTeHepHUCaHOCT /iaje YCJIOB IlepcrieKTUBUTeTa f{AD) = DA, 1ITO
ce ZielaBa YKOJIMKO (A)L(B) cimka AD y BA, 0HOCHO YKOJIMKO je AD TaHreHTa Ha I' y Tau-
Ku A. [lakie, I je mereHeprcaHa ako U CaMO akKo je AD tanreHTa Ha I'.

ITpumeTumo ga AC — BC — DC nioBnauu ACADC = C € T, nok us Jleme El] ITUPEKTHO
umaMo A,D € I'. V ciy4ajy fereHepucaHe KoHUKe je I' = AD U MC, rrie je M HeKa Tadyka

KOHUKE KO0jy CMO Beh o/ipeJuIn. A

IIpumep 5.4. [laTe cy HeJereHepHucaHe KOHUKe ['y 1 'y, Kao ¥ pasyimuuTe Tayke A, € I'q,
Ay eTyuP eTl'1NT. 3a IpoU3BO/BHY IIPaBy p > P mocTaBUMO Tauke M; € I';Np ca M; # P
YKOJIUKO p HUje TaHreHTa Ha [;, 3a 1 < i < 2. /loKasaTH [J1a je rTeOMeTPHjCKO MeCTO TauaKa
X = A1M1NA; M, Kaf, p Iposiasu Kpo3 P, KOHMKA U UCIIUTATH jOj JleTeHepUCaHOCT.

[IpojeKTUBUTET f = (Al)rKl(P)FKZ(Az) naje AyM, — p — A;M; U foKasyje fa je y TUTaBy
KoHUKa. Kako je A, # A,, KOHUKA je ieTeHeprcaHa 3a f(A14,) = AyAq, OTHOCHO aK0 ¥ CaMO
aKo Ipasa A;A; UMa UCTY CJIUKY IIPU [IPOjeKTUBUTETHMA (A1)FK1(P) u (Az)rxl(P).

Hexka A1A; HUje TaHreHTa HU Ha 'y, HU Ha I',. Taza ycioB rioctaje PT; = PT,, ipu yemy
BaXUu Ty € AjAy,NT1u Ty € A1Ay, NTy VKouko je Ty # To, uMmanu ducMo P € T Ty = A4,
U KOHTPAgUKTOpHO Ty = P =Ty, teMopa dutu Ty = T, = T.Taga T € 1 NTy u Ay,A,, T
Cy KosinHeapHe. KOHUKa je fereHeprcaHa ako je P # T, kaou y ciaydajy P =Troe 'y u I’y
UMajy 3ajeJHUYKY TaHTeHTy y P.

A;
Ty I, P T,
Ay Ay Ay
Iy

[IpeTriocTaBUMO Jia je A1A; TaHTeHTa Ha TavyHO jeJHy Off KOHUKa, periuMo Ha I'y. Taga
yciioB 1ioctaje PA; = PT,tneje T € A1A; NT,.3a T # A TpaxxuMo P € A T = A1A, 1ITO
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naBa 5. KoHuke

je HeMmoryhe, Te je KOHUKa JlereHepucaHa 3a T = A, OTHOCHO 3a A € I'y. CHMeTpHUYHO,
ako je A1A; TaHreHTa Ha [y, KOHUKa je fereHeprcaHa 3a A, € I'y. KoHauHO, ako je A1A;
TaHreHTa ¥ Ha I'; mHa I'y lereHeprCcaHOCT &4 [0OHeOo ycIoB PA; = PA;,, ofakiie je P € A A,,
IIITO Ce HUKAJ He [elllaBa. A

5.2 KoHukKe peajiHe IpOjeKTUBHE paBHU

Kako ommcaTtyé KOHHKe y peasiHOj IIPOjeKTUBHO] paBHU? Heka je I' HelereHeprcaHa
KOHHKa ofjpeleHa mnpojekruBureroM f = (A)L(B). Kako f HuUje IepCIIeKTUBUTET, IIpaBe
a =AVB,m = fla) u n = f~1(a) cy pasnuumTe. Heka je p Ipou3Bo/pbHA UKCHpaHa ITpaBa
IpaMeHa (A), pasjiMuuTa 0 a ¥ n, a q = f(p) BbeHa CIuKa. AKO 06esIe)KUMOo Tauke C = mAn
u D = pAg, To he ABCD 6UTH 4eTBOPOTEMEHUK.

ITo OCHOBHOj TeOpeMHU KOJIMHeallje MOXKeMO ITI0CTaBUTH KOOPAUHATHU CUCTEM TaKO
Ila TeMeHa YeTBOpOTeMeHUKa UMajy dasHe KoopauHaTte A(1:0:0),B(0:1:0),C(0:0:1)
uD(1:1:1),ajeqHocTaBaH pavyyH faje

al0:0:1)=AVB, m[1:0:0] =BVC, n0:1:0]=AVC,
pl0:—-1:1]=AvVD, q1:0:-1]=BvVD.

ITo OCHOBHOj TeOpeMU IPOjeKTUBUTETA, f je o;gpeheHo ca (n a,p) — (a,m,q). 3a IIpou-
3BOJBHY IIpaBy X € (A) nocm]e U,V € R Tako /:;a]e X = ud +vn = (0,v, u), nox 3a f(x) € (B)
noctoje ', V' € R Tako faa je f{ f X) = u'm+ v'd. I3adeprMo BEeKTOpPe IIpeCTaBHUKE Y CKJIa-
Iy ca HaIlMCaHUM XOMOTeHUM KoopauHaTtama. [IpoBepoM 3a (u : v) — (' : V') modujamo
(1:0) = (1:0)m3fla) =m, (0:1) = (0: N m3fin) =au(1:-1) —~ (1: -1) w3f(p) = q,
P =1d-T1,q=n— d.Ilo OCHOBHOj TeopeMHU HpO]eKTI/IBI/ITETa TpU QUKCHE TayKe I10-
BJIaYe UeHTHUYKO (U’ : V') = (u : v) 1 3aTo ( ) = um+vd = (4,0,v). Tauka ca KOHHKE je
CeITUIIITe IIPaBUX X U f(X), Te KaKo je

X/\f(X) =X x (—X)> - (O,V,[,l) X ([1,0,\/) - (Vznuzu —‘UV),

IbeHEe XOMOTeHe KOopAuHare cy (V2 : u? : —uv). MehjytuM, Tauka je oSauka (v : u? : —uv)
aKo M caMo aKo 3a/[0B0JbaBa jeJHAYNHY APYTOT CTEIIeHa X3 — X1X; = 0.

KprBa Ipyror pefia y eyK/JINICKOj paBHH je CKYII Tauaka (X,y) € R? Koje 3a[0B0JbaBajy
jeIHaYMHY APYIOT CTEIEeHA a11X> + 2a12XY + A2y + 2d13X + 2023y + dz3 = 0 (IIe HUCY CBU
ai1, a1z, Apo JefHAKHU HYJIHW). AKO XOMOTeHH3yjeMO KOOpAHHATe Ca X = X1/X3 Uy = Xy /X3,
IIPeTXO/{HA je/JHAYMHA, IT0CIe MHOXKEHha €a X3, IJTaCH

allx% + 2a19X1X7 + Clsz% + 2a13X1X3 + 2A33X2X3 + a33X§ =0. (5.1)

140



5.2. KOHUKe peasiHe NPojeKTUBHE PaBHM

CBaka KpuBa Jpyror pena, OAHOCHO jefHauYMHa (@), MOJKe Cce 3aIlcaTH Y MaTPUYHOM
08JIUKY. AKO 08es1eKUMO0 MaTpHUlie

X1 a1 a2 a3
X=1x2], A=|app ayp azs|,
X3 a3 dz3 as3

jeqHauyMHa (@) roctaje X'AX = 0, mpu yeMy je MaTpHUIa A CUMeTPHUYHA.

BpaTuMo ce Ha II04YeTHY HeJlereHeprcaHy KOHUKY I'. HaKOH II0rofiHOr 1360pa Koop-
IUHATHOT CUCTeMa JJOSHJIU CMO jefHAYMHY KOHHUKE X5 — X1X; = 0 K0joj (IT0ocJIe MHO>Kerha
ca /1Ba) oiroBapa CUMeTpHYHa MaTpHUIla

0 -1 0
A=(-1 0 0]. (5.2)
0 0 2

Kako I1acu jejHayrHa KOHUKE aKO IIPOMEHHUMO KOOPJUHATHU CUCTEM HJIH aKo IIpecIu-
KaMO KOHUKY HEKOM KoJInHeaIjoMm? OATOBOP Ha OBA IUTamka je UCTH jep y 0da caydaja
(mTacMBHOM U aKTHUBHOM) Besa u3Meljy cTapux U HOBUX KOOpPJAHHATa je peryjapHa Ma-
Tpuna (Teopema ). KoHkpeTHO, TpaHChOpMaIlfje KOOpAUHATa Cy 06/uKa AX = MX/,
e je det M # 0. 3aMeHOM Y jegHaunHy X'AX = 0, modujamo (MX')TA(MX') = 0, 0THOCHO
XT(MTAM)X' = 0. HoBa jeqHaumHa X'"A'X’ = 0 uMa MaTpuiyy A’ = M'AM, Ipu UeMy OHa
octaje cumeTpuuHa, AT = (MTAM)" = MTAT(M")T = MTAM = A’. Hamta KOHKpeTHa Ma-
Tpuria 13 (5.2) je peryyapHa, a Kako je To ¥ M, uMaMo peryaapHo M'AM, IIITO 3HAYH /A je
HeJlereHeprcaHa KOHUKA o/ipeljeHa jelTHOM CUMETPHUYHOM PeryJIapHOM MaTPHUIIOM.

PasMmoTpuMo o6paT. /la JIu cBaKa CUMeTpHUUYHA MaTpuiia A ofpeljyje HeKy KOHUKY?
[To crexTpanHoj TeopeMu (Teopema @), 3a CBAKy CUMeTPUYHY MaTpUIly A pefa n 4u-
TaB IIPOCTOP je AUpeKTHA CyMa COIICTBEHHUX IIOTIIPOCTOPA, YKOJIHUKO 3a MaTPUILy IIpeJia-
CKa M 1ocTaBUMO OPTOTOHAJIHY MaTPHUILy 4Hje Cy KOJIOHEe COIICTBEHU BEeKTOPHU KOjU YHHe
OPTOHOpPMHpAaHy 5a3y, TaZila KOHUKa Joduja MaTpuity A’ = M'TAM Koja je qujaroHaJTHa.
JlomaTHO ce MOYKe U3BPIIIUTU TpaHChopMalivja Koja HOpMUpa eJleMeHTe Ha JUjaroHalIu.
ITorsejajMo Kako U3Ijiefia padyyH y KOHKPeTHOM CIy4dajy n = 3.

Heka BexkTOpu Vi(mqy,myy,msq), Vo(mqg, Moy, Msy), V3(Mmy3, my3, ms3) YHHE OPTOHOP-
MHpaHy da3y U3 CIIeKTpajJHe TeopeMe, TaKo fa je AV = A4V, AV, = A, V,, AV = A3Vs.
AKO II0CTaBUMO MaTpHUILy IIpeJsacka

miyq mqy mj3
VA VI VA
M:( 1 v, 1 v, 1 V3> _ m‘z11| m|222‘ m‘zs’gl
VR VIR Vi LTI
Vil Vx4l
nodujamo
T
1 1 1 A A A
MTAM:< Vi Vo V3> <1V1 2V, > V3>>
VA v V3| VA1 VA V23]
OTHOCHO
sgn Aq 0 0
A = 0 sgni, 0
0 0 sgn A

OBakKo [10JIa3UMO 10 AUjarOHaIHe MaTpUIle KOja Ha JUjaroHaId KMa caMO BPeJHOCTH 1,
—1 u 0. OBo Ham oMoryhasa Jja jeJHOCTaBHO KJIaCUPUKYjeMO pasjMuuTe TUIIOBE CHMe-
TPUYHUX MaTPUIlA, & CAMHUM THUM M KOHHKa. Heka je A peaslHa CHMeTpUYHa MaTpHUIlA

pena Tpu.
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naBa 5. KoHuke

AKo je A paHra 3 (perysiapHa), HeMa COIICTBEHUX BpeJHOCTH jeJHaKHUX HY/JIU U UMaMO
IBa CYLITHUHCKH pasJM4UTa cjly4aja. Y IIPpBOM je MaTpHUIla AePUHUTHA (CBe COIICTBEHE
BPEeJHOCTHU CYy UCTOT 3HaKa: TPH jeAUHUIIe WU TPU MUHYC jeJUHUILIEe), IIITO [aje jeLHa-
YUHY X% + X% + x% = 0 ca jeguHCcTBeHUM pelierneM (0,0,0) Koje He IIpefCcTaB/ba TAUKY
IIpOjeKTUBHE PaBHY, Te je y IUTaly IIpasaH CKyIL, 1ITo 110 IlITajHepoBOj TeUHUIINjU
HUje KOHUKA. Y IPYyroM cjIydajy MaTpHulia je HejeGUHUTHA (JBe COIICTBEHE BPEeIHOCTH CY
jemHor, a Tpeha CyIIpoTHOT 3HaKa), U OHa Ce OpPTOTOHAJIHUM TpaHchopMaljama CBOAU
Ha X7 + x5 — x4 = 0, IITO je cJIy4aj ¥ ca HAIlUM X5 — X1X; = 0. CAMHM THM IIOCTOjH Op-
TOTOHaJ/IHa TpaHchopMalivja off II0UeTHe MaTPUIle 0 Hallle IIITO Ofpeljyje jeIUHCTBEHY
HeJlereHepucaHy KOHUKY.

AKo je A paHra 2 UMaMo jefHy HYJIy Ha AWjaroHaId U [IBa cjaydaja. Y IIpBOM Cy 06e
IIpeocTasle BPeHOCTH HUCTOT 3HAKA, jeJHAYMHA je X7 + X5 = 0, ITo faje Tauky (0:0:1).V
JIPyTOM CY Te BPeAHOCTH CYIIPOTHOT 3HaKa, jefHAYMHA je X7 — x4 = 0, IIITO je YHHja IpaBUX
X1 —Xg =0H X7 + X2 =0, 0oqHOCHO fiBe mipaBe [1: —1:0j;u[1:1:0].

Matpuria pasra 1 ogpehyje jeqHauuny x? = 0 mro je mpasa [1 : 0 : 0], ZoK MaTpHUIfa
panra 0 je HyJla MaTpHIla U [Ipe/iCTaB/ba CBe TayKe IIPOjeKTUBHE paBHU 7. [I[pMeTUMO [1a
IOUCKYTOBaHU CJIy4dajeBU IIOKPHBAjy CBe JleTeHepHCcaHe KOHUKe (Tauka, IIpaBa, iBe IIpasBe,
CBe TauKe) 13 Hallle TUCKYCHUje HAKOH yBoljewa IllTajHepoBe fedrHUIIM]eE.

5.3 IlackajioBa TeopemMa

V I1ariocoBOj TeopeMH II0JIa3UMO Off TPOjKU A1,B1,C; € (p1) U Ay,By,Cy € (p2), DOK
TeopeMa TBPAU Aa cy ceruinTa (A1VBy)A(A2VBy), (B1VCe)A(B2VCy) U (C1VA2)A(Co VA1) KO-
JIMHeapHe TauKe. AKO CXBaTUMO /iBe IIpaBe (p1)U(p2) Kao ereHeprucaHy KOHUKY, MOXKEMO
ce YIIUTATH Jja JIX Ce HEIITO Mera aKo [TI0UYeTHUX II1eCT TavyaKa II0CTaBUMO Kao Tauke He-
IereHeprcaHe KOHUKe. [IoKyIl1ajMo 1a UMHUTHpPaMO oKa3 [TariocoBe TeopeMe U3 Teopeme
0 IIepCIeKTUBUTETY (foKas Jleme ).

Hexka cy A1, B1,Cq,A2, By, C) pasjinunTe TaukKe HeJlereHepHrcaHe KOHUKe I oxpeheHe ca
(A2)E(Cy). IpupoaHo MHTaRe Koje ce TocTaB/ba je a Jiu cy Tauke K = (A;VB;)A(A;VBy),
L= (Bl\/Cz)/\(Bz\/Cl) uM-= (Cl\/Az)/\(Cz\/Al) KOJIMHeapHe.

YBeguMo Tauke P = (A1VBy)A(AzVC1) U Q = (C1VBy)A(CyVA1), Te IOCTABUMO IIPOjeK-
TUBHTET ca [ = (A1VB3)7(A2)L(C2)7(C1VB,) Koju UyBa CYIITHHY jep Ha MCTH HAUMH Kao
paHuje cIMKa oAroBapajyhe ejieMeHTe,

(A1,K,P,By) — (A1VA2,B1VA;,C1VA3, p2) = (A1VCs, B1VCy, C1 Vo, p2) — (Q,L, Cq, By).

Kaxko fpukcupa 3ajeJHUUKU eJIeMeHT By, y TUTARY je IIePCIIeKTUBUTET U II0CTOjU IleHTap
S Taxo ja je f = (A1VB2)3(C1VBy). OmaBpe cy npase A;VQ, KVL u PVC; KOHKYpPeHTHE V S,
Te je S = M u tauke K, L, M cy KoJIMHeapHe.

Jlema 5.3. Heka cy A1,B1,C1,A,,By,Cy pasiuduine tmiauke HegeleHepucaHe KOHUKe KO-
ja je ogpehena uUpojexitiusuilielliom usmely upameHosa (A,) u (Cz). Taga cy ceyuwiua
(A1VB3)A(A2VB1), (B1VCy)A(B2VCq) u (C1VA2)A(Cy VA1) KOAUHeapHe tnauke.
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5.3. lMNackanosa Teopema

[IpeTxo/Ha jieMa je BapHjaHTa uyyBeHe [lackasioBe TeopeMme. /la 81 0Ha TO 3aUCTa II0-
cTaJjia IOTPeSHO je moKasaTH lllTajHepoBYy TeopeMy Koja rapaHTyje [a UCTy KOHUKY 10dU-
jaMO0 He3aBHCHO OJf U360pa J[Be PasInuuTe TauKe KOHUKe Koje he SUTH HOCHUOIIU ITpaMe-
HOBa U3Meljy KOjUX je yCIIOCTaBJ/beH IIPOjeKTUBUTET KOjH je oxpehyje. [Be Tauke Koje Cy
HOCHOIIM IIpaMeHOBAa U TPU TauKe KOHUKe Koje 10 OCHOBHOj TeOpeMHU IIPOjeKTUBUTETA
jeHO3HAYHO ofpel)yjy IIpOojeKTUBUTET 3aTUM jeTHO3HAYHO ofpeljyjy KOHUKY.

YV Hape[HUM TeopeMaMa YMeCTO h TadyaKa ca HeJlereHeprcaHe KOHUKe roBoprheMo o
TeMeHHMa n-TeMeHHUKa, jep 3axBasbyjyhu JlemHu 5.2 3SHaMO J1a Meljy BbUMa He I10CTOje TPHU
KOJIMHeapHe.

Teopema 5.4 (IllTajHepoBa TeopeMma). Ilocitioju jeguHCiliGeHA HegeleHepuCaHa KOHUKa
Koja cagpacu llemeHa Hekol tellloilleMeHUKA.

Jokas. CylITHHA [oKasa OIjIefia Ce y TOMe Jia Cce SHUJIO Koje Be TaukKe HeJlereHepucaHe
KOHMKe MOI'Y y3eTH 3a HOCHOIle IlpaMeHoBa U3 [lITajHepoBe gebuHuUIMje. [locMaTpajMo
HejlereHeprcaHe Kouuke I' u I koje cy oxpehene ca f = (A)L(B) u g = (A)Y(C), mpu uemy
je (AVC,AVD,AVE) f,(BvC,BVD,BVE) u (AVB,AVD,AVE), 8 (CVB,CVD, CVE). IIo OCHOBHO]
TEOPEMH IIPOjeKTUBUTETA f U g CYy jeAHO3HAUHO oxpeleHu u Baxku A,B,C,D,E ¢ T NT’.
3a npousBosbHO F € T umamo f{AVF) = BVF, Te HeKa je G IIpeceuyHa Tayka IpaBe AVF u
koHUKe I, omHOCHO (AVF) NI = {A, G}.

ITpumena Jleme @ HaD,E F A,C,B €T naje xomuHeapHe Tauke K = (DVC)A(AVE), L =
(EVB)A(CVF)u M = (FVA)A(BVD). Mehytum, npumeHa Jleme 5.3 Ha Tauke D, G,E,A,B,C €
I naje konHeapHe Tauke M = (DVB)A(AVG), L' = (GVC)A(BVE)uK = (EVA)A(CVD). [lasbe
je L = (EVB)A(KVM) = L', ogjakiie CVF = CVG, Te KoHa4HO F = G.

38or Tora Baku I' = I 111TO 3HAYH /ia ITpaMeH (B) MOYKeMO 3aMeHUTHU ITpaMeHoM (C).
Ha cimyaH HayWH M0)KeMO 3aMeHUTH IIpaMeH (A) IIpaMeHoM (D), IIITO foKasyje II0YeTHY
Hjejy. AKO IBe KOHHKE Ca/ip>Ke TeMeHa HEKOT meToTeMeHuKa, A, B, C, D, E € TNI’, To BbuMa
MO>XeMO0 QUKCHUpPATHU HOCHOIE A U B, Te cy 06e KOHUKe ofipeljeHe IIPOjeKTUBUTETOM 3a
Koju Baxku (AVC,AVD,AVE) — (BVC,BVD,BVE), Teje =T". O

Teopema @ oMoryhasa fja 13 Jleme 5.3 yKJIOHUMO HOCHOLe ITpaMeHO0Ba IIP0jeKTUBU-
TeTa U TaKo 06HjeMO0 UHUCTY TeopeMy Kojy je IIpBU ¢popMmyJsircao ITackas gaBHe 1639. ro-
IUHE 0K je jOII SUO IleCHAaeCTOrOAUIIIbaK [17].

Teopema 5.5 (IIackasioBa TeopeMa). Tpu ceyuwlinia HacCupamHuUx ClupaHuua upocitol we-
CINOEeMEHUKA YUUCAHOT Yy HegeleHepuUCaHy KOHUKY CY KOJIUHeapHe thayqkKe.
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A1 1

KonkpeTtHo, ako cy A;,B1,C1,A;,By,C, TeMeHa IlleCTOTEMeHHKa Koja IIpUIlafia-
JY HemereHeprcaHOj KOHMIM, Taja Cy ceruiuTta (A;VBy)A(AzVB1), (B1VC2)A(BaVC) B
(C1VA2)N(Cy VA1) KoTMHeapHe Tauke. IIpaBy Koja cajfp KU KoJIMHeapHe Tauke y Ilacka-
JIOBOj TeopeMH, HasuBaMo Ilackaaoea uipasa.

BaxHo je HanmoMeHyTH fa [lackajioBa TeopeMa Baky U y TPaHUYHUM CjIydajeBUMa
KaJia ce JIBe CyceJHe TaukKe IIPOCTOT IlIeCTOTeMeHHKa II0KJIome. Ha IpuMep, ako y IIpo-
CTOM IIeCTOTeMeHUKY A1B,C1A,B1C, yayIuiaMo TeMeHa ca A; = B, 1odujaMo rpaHUYHU
IIeTOTEeMEHUK, Y KOjeM CIIOJHHUILY A1VB, TpeTHpaMo Kao TAHI'eHTY Ha KOHUKY Y TOj TAUKHU
A;. CylITHHA je [1a IIPOjeKTUBUTET KOjU ofipeljyje KOHMKY MMa O0COSHHY Jia I10Be3yje 3a-
jeHUYKU eJIeMeHT IIpaMeHo0Ba ca 0OAroBapajyhuM TaHreHTaMa, TaKo /ia CBU JOKasH Koje
CMO MMaJIy IIpoJiase U 3a rpaHUyYHe CIy4dajeBe.

CIMYHO MO>KeMO yAyILIaTH jOIIl jeJHY TaUKy U [I0CMaTpaTU rpaHUYHU YeTBOPOTEMe-
HUK, WU Y HajApacTUYHH]jeM CIy4dajy TPaHUYHU TPOTEMEHUK KO/ KOora Cy CBa TeMeHa
yAyILIaHa.

Ca gpyre cTpaHe, Ba)KU U 06paT TBphema, Tako3BaHa OdpaTHa I[lackasoBa TeopeMa U
OHa je 0CHOBA 3a KOHCTPYKIIMjy KOHUKe Koja je 3azaTa ca IleT Tadaka. Ty KOHCTPYKIIU-
jy je 1733. roguHe M3J105KH0 BpeéKerm,I, aJIi IIPUOPUTET OKO TOra KO je IPBU OTKPUO
TeopeMy, OCIIOpHo je MaksopeH?. Ta mprya ITyHa KOHTpaBep3U 3aBpIlleHa je TaKO IITO
TeopeMa JlaHac Hocu uMe odojutie [54].

Teopema 5.6 (bpejkeHpuri-MakIopeH). YK0AUKO Cy tpu ceyuwlitia HacupamHux ciupa-
HUuua upocitiol wectuoilieMeHuKa KoAuHeapHe wauke, twiaga twemeHa ol wecttioitiemeHU-
Ka Uputiagajy HeKoj KOHUUU.

Jokas. Heka je A1By,C1A;B1C, TIPOCT 1I1eCTOTEMEHUK TaKaB /ia Cy CeIlUIlTa HacIIpaMHUX
crpaHuna K = (A1VB3)A(A2VB1), L = (B1VCy)A(BaVC1) B M = (C1VA2)A\(C2 VA1) KOTHHeap-
He TauKe. 3a IPOjeKTUBUTET AT Kao KOMITO3HUIHja (Az)7(A1VB2)Y(C1VB,)7(Cy) Basku

(A1VAy,B1VAy,C1VAy, BoVA;y) — (A1, K, P,By)
— (Q,L,C1,B3) — (A1VCy,B1VCy, C1VCq, B3V Cy).

lwilliam Braikenridge (1700-1762), IIKOTCKH MaTeMaTH4ap
2Colin Maclaurin (1698-1746), IIKOTCKX MaTeMaTHYap
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5.3. lMNackanosa Teopema

KoHuka ozpehjeHa TUM IIPOjeKTUBUTETOM II0 AeQUHUITHJU Cafp KU Tauke A1, B, Cq, By,
Kao U A,, Cy 110 JIemu b.1.. O

V ciy4ajy [1a je IpOjeKTUBUTET U3 IIPETXOJHOT 0Ka3a IIepCHeKTUBUTET, KOHUKA O
dumila fereHepHUcaHa ¥ TeopeMa I1ocTaje odpart [lammocoBe TeopeMe. YKOJIUKO TOBOPHMO O
TeMeHHMa II0TIIYHOT, a He IIPOCTOT IIIeCTOTeMEeHNKa, Ta KOHUKA je CBaKaKO0 HeJlereHepU-
CaHa U y IIUTawy je odpar IlackasioBe TeopeMe. /lakiie, YKOJIUKO Cy CEITUIIITAa HaCIIpaMHUX
CTpaHUIIA IIeCTOTEMeHUKA KOJIMHeapHa, Ta/la je Taj IIeCTOTeMeHUK YIINCaH y HEKY He-
IereHepucaHy KOHUKY.

IIpumep 5.5. [ate cy Tauke A, B, C, D, E HefiereHepucaHe KoHUKe I' 1 npaBa p € (A). KoH-
CTPYHCATH APYIY IIpeceyHy TauKy IIpaBe p U KOHHKe I

[IpumeHa IlackajsioBe TeopeMe Ha IIPOCT IiecToTeMeHUK AXBCDE, 17ie je X TpakeHa
Tauka ca I' N (p) = {A,X} naje konmuHeapHe Tauke P = AXACD = pACD, Q = XBADE 1
R = BCAEA, Te cy npaBe XB, DE, PR xoHKypeHTHe y Q. KoHcTpyuiuemo Q = PRADE u
X = BQAp.

AJITepHaTUBHO, MO’KeMO KOHCTpyucaTu X = pAf(p), Ihe je IpojeKTUBUTET (A)A(B)
oxpelhen ca (AC,AD,AE) — (BC,BD, BE). A

IIpumep 5.6. /laTte cy Tauke A, B, C,D HeJiereHepHrcaHe KOHUKe [' 1 lbeHa TaHIeHTA a €
(A). KoHcTpyucaTtu TaHreHTy Ha I''y Tauku C.

ITpuMmeHa IlackasioBe TeopeMe Ha IIPOCT TPaHUUYHU 4yeTBOpoTeMeHUK AABCCD pnaje
KOoJIMHeapHe Tayke P = anc, Q = ABACD U R = BCADA, 11ie je ¢ € (C) Tpa’keHa TaHIeHTa.
Konctpywuremo P = aARQ u ¢ = PC. A

IIpumep 5.7. Heka cy A,B,C,A’,B’,C’, P TauKe HeJlereHepricaHe KOHUKe. AKO Cy IIpaBe
AA’, BB’ 1 CC' KOHKYpeHTHe, JoKa3aTH ja cy Tauke A’PABC, BPAACu C'PAAB KoJIMHeapHe.

Obenexxumo Ay = A'PABC, By = B'PANAC, Cy = C'PAAB, Te HeKa cy 1ipaBe AA’, BB’
U CC' KOHKypeHTHe y TaukH S. [IpuMeHa I[lackasioBe TeopeMe Ha IIPOCT IIIECTOTEMEHHUK
A’'PB'BCA paje KomuHeapHe Ay, By, S, 10K ripuMeHa Ha B'PC'CAB f1aje KosiiHeapHe By, Co, S,
ofakJie cy Ay, By 1 Cy KOJIMHeapHe. A
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IIpumep 5.8. Heka cy A, B,C,D Tauke HeJlereHepucaHe KoOHUKe I'. Heka je P cemuiiTe
TaHreHTH Ha [' y Taukama A U C, a Q celuIliTe TaHTeHTH Ha ' y Taukama B u D. AKo je
R =ABACD u S = ADABC okasaTu Jia cy Tauke P, Q, R, S KOJIMHeapHe.

[TpruMmeHa [TackasoBe TeopeMe Ha IIPOCT IPaHUYHU YeTBOpoTeMeHUK AABCCD paje Ko-
JMHeapHe P, R S, oK npuMeHa Ha ABBCDD [faje KoJiHeapHe R, Q, S, ojtakiie cjaeau TBP-
heme. A

5.4 Kopenanuje

KosmmHeanyja IIpojeKTUBHE PaBHU je SHUjeKTUBHO IIpecjrKaBambe Koje IIpeciruKaBa
TayKe y Tayke, a IIpaBe y IIpase. /Ipyradyuju TUII IIpecIuKaBama Ha JBOJAUMEH3NOHUM
odjeKTHMa 30BeMO Kopesangja. Kopeaauuja 1pojeKTUBHE PaBHU je SHjeKTHBHO IIpe-
CIMKaBame Koje TauKe CJIMKa y IIpaBe, a IIpaBe y TaukKe, IIpH YeMy YyBa peJialiyjy UHITU-
IeHIyje.

[Ipertu3Hyje, 110 KOpeJIallfjoM IIpojeKTUBHE paBHU (7, P, Z) IIogpa3syMeBaMo SHjeK-
THUBHA IIpeciauKaBamwa fr: 7 — P U fp: P — T Koja 4yBajy MHIIUEHIIH]Y, y CMHCJIY [a
aKo BaKU AZp 3a HEKO A € T U p € P, Tajia BaXXu U fp(p)Zf7(A). UTHBapujaHTHOCT peJia-
I1¥je UHITUIeHIHje 3a pasiuuuTe Tauke A, B € T naje fp(AVB) = fr(A)Afr(B), OHOCHO 3a
pasiuuuTe mpase p,q € P faje fr(pAq) = fr(p)Vfr(q). Kao Koz KosMHealyje, IIpecaInKa-
Bame fr HHAYKYje fp ¥ 06paTHO, Te UX 0deJiekaBaMO HCTHUM CJI0OBOM [ U T0>KHUBJ/baBaMO
Kao TpaHcpopMaIllujy AUCjyHKTHe yHUje T LI P.

IIpojexinueHa Kopeaauuja je xopenanyja f udja je pecrpuknyja f1,: (p) — (fip))
Ha CBaKy IIpaBy p IIpojeKTUBUTeT. Kao y ciy4dajy KosmuHeanyje (Jlema @.3), Z0BOJBHO je
IIPOBEPUTH /1A je peCTPUKIHja Ha jeJHY IIpaBy IIPOjeKTUBUTET.

Jema 5.7. AKo je pectupukyuja kopeaauyuje UpojekiliugHe pagHU HA HeKY tpagy tpojeKiuu-
guilleill, OHga je OHa UpojeKiuusHa Kopeaauuja.

/Aokas. Hexka je f xopesianiyja IpojeKTHBHE PaBHU TaKBa /ia je f], IPOjeKTUBUTET 3a He-
Ky mpaBy p. Heka je ¢ # p mpousBoOJ/bHA IIpaBa, a Tauka S IIPOU3BOJbHA KOja HUje UH-
IIUeHTHA HY Cca p HHU ca . [IepCrieKTUBUTET (q)3(p) cinka Tauky AZq y Tadky BZp Tako

ma cy A, B, S xosimHeapHe, ofakie cy f(A), f(B),f(S) KOHKypeHTHe IIpaBe, Te CJIeqH Ja je
fiq = @S®)*(fip)Y'? (flq)) mpojextusuTerT. O

TeopeMma 5.8 (OcHOBHA TeopeMa Kopesianuje). Ilociioju jeguHcilieeHA UpojeKTUUBHA KO-
peaauyja ITatiocoge pagHu Koja ttiemeHa uelgopoiiemeHuka ABCD cauka pegom y ciipa-
Huue ueitigopociipaHuka a’b’c'd'.

Jokas. Jlokas ce U3BOAU CIMYHO [0Ka3y OCHOBHe TeopeMe KosimHeanyje (Teopema @).
Heka je fipojekTHBHa KopeJiariyja [larrocoBe paBHY, I7ie je (A, B,C, D) — (a’,b’,c’,d'), ipu
ueMy je ABCD 4yeTBOpPOTeMEHUK, a a'b’c’d’ ueTBopocTpaHuk. Tauka M = (AVB)A(CVD) ce
KopeJlalijoM f Mopa Ipecaukarty y upaBy m’ = (a/'Ab’)v(c’'Ad'), KoK je f]4,p 10 OCHOB-
HOj TeOpeMHU IIPOjeKTUBUTETA jeTHO3HAYHO ofpeleHo ca (A,B,M) — (a’,b’,;m’). CacBuM
CIUYHO, Tauka N = (AVD)A(BVC) ce KopesanujoM f Mopa IIpecjauKaTH y IpaBy n' =
(a'nd)v(b'AC'), moK je f14,p jesHO3HauHO ofpeheHo ca (A,D,N) — (a’,d',n’).

3a mpou3BOJbHY IIpaBy pZA nmamo cenuinra X = (AVB)Ap 1 Y = (AVD)Ap, Te ©MaMO
p = XVY, mto ce kopesanyjoM fcauka y P’ = fl4,5(X)Af1ayp(Y). LJOBOJBHO je TI0Ka3aTH /ia
ce KOHKYpeHTHe IIpaBe CJIMKajy y KoJIMHeapHe Tauke. [locmMaTpajMo paMUIHjy IIpaBUX p
KOje Cy KOHKYpeHTHe y HEKOj TaUYKHU S U IIPOjeKTUBUTET

h = (@YY ey (AVB)S(AvDY e (@ nd')

A
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3a Koju BaXXu X' — X — Y — Y. lakyie, uMamo h(x') =y, anu u h(a’) = a, Te je h mepcuek-
THUBUTET, OJjaKJle Cy Tayke P’ = x' Ay’ KoJlMHeapHe O

IToaapuitiein je THBOJIYyTUBHA KopeJialiyja. 3a IojapuTeT BaXxkH f(f(A)) = A, OGHOCHO
us fr(A) = a ciiepu fp(a) = A. YoduuajeHo je 1a ce Tauka A = f(a) y TOM CJIy4ajy 30Be 0
uipaee a, 10K ce 1paBa a = f(A) 30Be floaapa mauke A. Tako cy oarosapajyhe tTauke u
IIpaBe CIIperHyTe Be3oM I10JI-I10J1apa.

AKo Tauka A JIe>KUM Ha I1paBoj b, Tazia a = f(A) cagprxu TauKy B = f(b) 1 KaXkeMo [1a cy A
U B KkoHjyioeaHe iiauke, OTHOCHO J1a CY a U b KoHjyloeaHe tipage. YKOJIVKO y3 a = f(A)
Baku U AZa, OHJIa je A cCAMOKOHjylogaHa Mma4kKa, oK je a cCamMOoKOHjyloeaHa uipaea.

HcmocTaBJba ce 1a CBaKa HeJlereHepHrcaHa KOHMKA o/ipeljyje jefjaH mosapuTert. /la du-
CMO IIPHUIIPEMHIJIN [I0Ka3 TOT TBpljeme II0TpeSHa HaM je HapeJHa JieMa.

Jlema 5.9. HegeleHepucaHa KOHUKA MOJce UMAlliu Hajeuule gee WaHleHille Koje cy UHUU-
geHiliHe ca gaitiom a1KoM.

Jokas. Heka je marta Tauka P ¢ T 1 Heka KOHUKa ' UMa [1Be TaHTeHTe U3 P ca IOaUp-
HUM TaukaMa M u N. AKo je K IIpor3BOJ/bHa TauKa Ca KOHUKe pasiuyurta o M U N, ne-
¢uHuImMMO S = (MVN)A(KVP), 1 Heka je L TakBa Jja Baku H(PS; KL). IIpojeKTUBUTET
(MVP,MVN,MVK) — (NVM,NVP,NVK) oxpehyje I' u Baxxuu H(MVP,MVN; MVK,MVL) 1
H(NVM,NVP; NVK,NVL), Te Taj IIpOjeKTUBUTET caIuKa MVL y NVL, omakie BaxKu L € T
U PVK HUje TaHTeHTa. O

Teopema 5.10. Cseaxka HegeleHepucaHa KOHUKa ogpelhyje tionapuitet.

Joka3. 3a HeKy HeJlereHepUcaHy KOHUKY ' neUHUIITUMO IIpecirvKaBame f: 7 — P Ha
cinenehu HauuH. V ciaydajy P € T, Heka je f(P) = p, te je p TaHreHTa Ha [' y Tauku P. V
caydajy P ¢ T mocMaTpajMo HeKe IIpaBe m U n npaMeHa (P) tako faje (m)NT' = {A,B} u
(n)nI' = {C, D} (oHe cBaKaKo I10CTOje 110 JleMU @). JlujaroHasIHe TauKe YeTBOPOTEMEHUKA
ABCD cy P, Q = (AVD)A(BVC) 1 R = (AVC)A(BVD), Te tocTaB/baMo f(P) = p = QVR.

Heka cy U = mAp u V = nAp cenuiTa ceuuria ca f(P). 3 yuetBoporeMeHUKa CDRQ
cienu H(AB; PU), IOK U3 yeTBOpoTeMeHUKa ABRQ cienu H(CD; PV). CelfUILITe CEUUIIE U
IIpaBe p IIpefcTaB/ba TAYKY Koja je y Iapy ca P XapMOHHjCKHU KOHjyroBaHa ca I1apoM Ta-
YaKa [0SHjeHUX y IIpeceKy Te Ceuulle U KOHUKE.

3a cBaky ceuuiy m, rge je (m) N I' = {A, B}, IIOCTOjU jefWHCTBeHa Tauyka U TakBa /ia
je H(AB; PU). [IpuMmeHoM [lackaysioBe TeopeMe y TpaHHUYHOM CJIy4ajy Ha IIPOCT YeTBOPO-
TeMeHUK AACBBD nodéujaM0 KOoJIMHeapHe Tayke Q, R ¥ aAb, rie cy a U b TaHTeHTe Ha
I' y Tauxkama A u B. IlackasioBa IIpaBa je p = QVR U OHa je UHITW/IEHTHA Ca CeIJUIITeM
TaHTeHTH a U b. Tako je p ogpeheHa TaukoM U ceyuriie AVB 13 XapMOHHjCKe YeTBOPKe U
CelUINTeM TaHTeHTH y IIpeCeUHUM TayKaMma Te ceuuliie. Kako p cafip>XU ¥ XapMOHU]jCKHU
KOHjyroBaHe TauKe U CeI[MIITa TAHTeHTH 3a JiBe CeYMIle, TO UX OHJIa CaJp KU 3a CBe ce-
4yulle, OflaKJIe CIe/IH Jla IIpaBa p He 3aBUCH OJf ©U360pa CeUUIla m U n, Te je IIpecIuKaBambe
f moépo nepmHUCAHO.
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Hapegnu Kopak je rtokasatu fia P € f(Q) moBimaun Q € f(P).3aP e Tunu Q € I cTBap je
OYHUIJIe[IHA, Te HeKa je P, Q ¢ I'. [IpetriocTtaBUMO P € f(Q) 1 HeKa je [ IpOM3BOJbHA CEUHIIA
Kpo3 Q taksa 1a je (I) NI = {A,D}. YBegumo Tauke B u C tako na je (AvP)NT = {A,B}
u (BvQ)NnT = {B,C}. Kako (AVB)A(CVvD) u P npunazajy mnpaoj f(Q) # AVB, To [odujamo
(AVB)A(CVD) = P utiociefuuHo Q € f(P).

Ca mpyre cTpaHe, IpOKM3BOJ/bHA IIpaBa | = PVQ je ciuka tauke L = f(P)Af(Q), Te ce f
MO>Ke IIPOILIIMPUTH Ha IIpaBe. Ha OCHOBY IIPeTXO0IHO IT0Ka3aHUX 0COSMHA JIaKO je BUIETU
Ia je f dujeKIyja Koja YyBa UHIIUJEHIIHN]Y, KA0 U MHBOJIYIIHja, CAMUM THUM U II0JIAPUTET.

O

VKOJIMKO TIOCTOje IBe TaHTeHTe Ha [ Koje mpoJsiase Kpo3 P, Tafia moJsiapa of P Mopa
rpecehH KOHUKY Salll y JOAUPHUM TauKaMa TaHTE€HTH, IIITO HaM Jiaje MpaKTUYaH HaulH
opehyBama TaHTeHTH M3 TauKe Ha KOHUKY. 3a /la/by aHAIM3y IIOTPedHa HaM je ersu-
CTEHITHja XUITEPSOJTHYKOT MHBOJTYTHBHOT ITPOjEKTUBUTETA Ca KOjHM CMO Ce aHAJTUTHUKH

cycpenu y Jlemama U .

Jema 5.11. 3a paszauuuine tiauke A u B ioctioju tipojekiuuguitieill hUxoee CUojHUlUe Koju
¢ukcupa A u B, gok octuane wwauke X tpecauxkasay Y wwaxko ga saxcu H(AB; XY).

JAoka3. Axo je H(AB;XY) TO 110 e QUHUITU]U [IOCTOjH YeTBOPOTEMEeHUK PQRS TaKo /1a Ba-
Xu ciauka: A = (PVS)A(QVR), B = (PVQ)A(SVR), X = (SVQ)A(AVB), Y = (PVR)A(AVB).
Ako o3HauuMo IpaBe p = AVBu l = AVT, ifie je T = (PVR)A(SVQ), To je f = (p)3(DE(p)
IIPOjeKTUBUTET KOjH je 110 OCHOBHO] TeOpeMHU IIPOjeKTUBUTETA jeJHO3HAYHO OjipeljeH ca

(A,B,X)— (A,B,Y).

IToTpedHO je mokasaTu ga H(AB;X;Y;) nmoBiaud f(X1) = Y;. 3a IpOM3BOJBEHY TauKy
Xy, € (p) nmocraBraMmo Tp = (X3VS)Alu Y1 = (T1VR)Ap, mTo oMmoryhasa f(X;) = Yi, Te
IIpeocTaje JoKas3aTu Aa Baxku H(AB; X Yy). 3a Py = (AVS)A(RVT,) 1 Q1 = (AVR)A(SVTY)
TpoTeMeHUIU PTQ 1 P1T1Q1 Cy IepCIIEKTUBHU Y OAHOCY Ha ITeHTap A, Te Cy 110 [[e3apronoj
TeopeMH IIePCIIeKTUBHHU Y OJJHOCY Ha HeKy ocy. Ta oca cajgp>xu Tauke R = (PVT)A(P1VT1),
S = (QVT)A(Q1VTy) u (PVQ)A(P1VQq), OaKJIe cienu fa cy PvVQ, P1VQ; 1 SVR KOHKYpeHT-
He, OJHOCHO Tauka B = (PVQ)A(SVR) jexxu Ha P1VQ,. KoHayHO, 4eTBOpOTeMeHUK P Q1 RS
nokasyje H(AB; X1Y1). O

Jlema 5.12. ITonapuitieiti ogpeheH HegeleHepUCAHOM KOHUKOM je UpOojeKiliu8HAa Kopeaauuja.

Joka3. Heka je I' HelereHepricaHa KOHUKa U HeKa A, B € I'. AKo je f1iosapureT ofpeheH
KOHUKOM I', Tazia je 11oJ1 mpaBse p = AVB, Tauka P = f(p). Kako 1oyiapa Tauke X € (p) mpo-
J1a3u Kpo3 Y 17ie je H(AB; XY), To je fiX) = PVY, ofakie ciaequ aa je f1, = (p)~(p)x(P) mpo-
JEKTUBUTET IIPU UeMy je (p)A(p) IpOjeKTUBUTET U3 Jleme . Kako je f1, IpojeKTUBUTET,
TO je 1o Jlemu 5.7 f TIpojeKTHBHA KopeJiaryja. O

ITosaputeT f ogpeleH HeflereHeprcaHOM KOHUKOM I je IIpojeKTUBHA KopeJialiyja, ofi-
HOCHO Fer0Ba PeCTPUKIH]a f1, Ha IPOU3BOJbHY MIPABY P j€ IIPOjeKTUBUTET KOjU MOYKEMO

148



5.4. Kopenauuje

je/{HOCTaBHO 06€eJIeXKUTH Ca f1, = (P)X(f(p)). lakie, cBaku map moJi-rrosiapa (P, p) reuHU-

11e mpojekTuBuTeT (p)L(P), Kao U HeroB HHBepP3, IIPojeKTUBHUTET (P)L(p).

[TpumenoM IIpHHIHIIA TyaTHOCTH Ha KOHUKY I06HjaMO gya/iHy KOHUKY, Ka0O CKyII
CBHUX CIIOjHUIIA O/ITOBapajyhux Tayaka Bajy HU30Ba U3Mel)y KOjUX je yCII0CTaBJbeH IIPO-
jeKTUBUTET. [eOMeTPH|CKU CMMCAO0 AyaiHe KOHUKe OIyIe[ia ce y ciaefehoj TeopeMu Kojy
npunucyjemo lamny [16].

Teopema 5.13 (IIlaytoBa Teopema). Cee iliaHleHilie HegeleHepucaHe KOHUKe YuHe gya/iHy
KOHUKY.

Jokas. Heka cy p ¥ q TaHreHTe y TaukaMma P u Q HeflereHepucaHe KOHUKe I' U § = pAq.
3a npojextusurer f = (p)L(P)L(Q)L(q) Baxku (P,S) — (p,PVQ) — (PVQ,q) — (S, Q). Heka cy
Tauke A U B (pasiuuute of P, S, Q) TakBe 11a je f(A) = B. AKo je a 11os1apa of, A, a b mosapa
ox B, Taza je anb = T € T. Kako je PVT = a rios1apa oz, A 10 je AVT TaHreHTa Ha KOHUKY Y
Tauku T, a Kako je QvT = b rtostapa oz, B To je 1 BVT TaHTreHTa Ha KOHUKY y Tadku T. 13
jeIUHCTBEHOCTU TaHTeHTe CJIe[U [1a je AVB TaHreHTa Ha KOHUKY y Tauku T. /lakJie, cCBaKa
TaHIeHTa Ha HeJereHeprcaHy KOHUKY I’ Koja je ompeleHa mpojextusureToM (P)L(Q) je
3aTO CIIOjHUIIA O roBapajyhux Tayaka [IpHU IIPOjeKTUBUTETY f, IIITO J0Kasyje TeopeMy. [

[TpuMmeHuMo [IpUHIUIL AyaTHOCTU Ha IlackasioBy TeopeMy. AKO Cy dq,b1,c1,az, by, ¢y
IIpaBe Koje IIpHUNOazajy HeJereHepHCaHO] IyaslHOj KOHHIIM, OHAA Cy CIOjHUIle
(agAb2)V(azAby), (biAcy)V(baAc1) B (c1Aaz)V(CaAGp) KOHKYpeHTHe. Kako TaHTreHTe
Ha HeJleTeHeprcaHy KOHUKY UMHe IyaJHy KOHUKY (TeopeMa ), TO 06HjaMO TeopeMy
KOjy je 1806. mokasao bpujaHIioH [13].

Teopema 5.14 (bpujaHIIOHOBa TeopeMa). Tpu cilojHUUe HACUPAMHUX TeMeHAa UpOoCitiol
wectiocitipaHuKka otiucaHol 0ko HegeleHepucaHe KOHUKe Cy KOHKYpeHIlHe lipase.

[TomyT [TackasioBe TeopeMe U bpHjaHIIIOHOBA TeopeMa Ba)kU Y TPAaHUYHUM CJIy4yajeBU-
Ma, O[THOCHO Ka/la TAHTeHTe He YHHe I11eCTOCTPaHUK, Beh ITeTOCTpaHUK, YeTBOPOCTPAaHUK
WJIV HajApacTUYHYje TpocTpaHuK. Tauka y K0joj cy oAroBapajyhe CriojHUIle KOHKYPEHTHe
30BeMO BpujaHuoHnoga auka.

IIpumep 5.9. /laTe cy TaHTreHTe a,b,c ¥ fofvpHe Tauke A € a, B € b HefereHepucaHe
KoHHKe I'. 3a maty Tauyky T € ¢ OgpeqUTH APYTY IIpeceuHy Tauky npaBe AT U KOHUKe I
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O6enexxumo aAb = D, anc = E, bac = F. lonupHy TauKy C TaHTeHTe C J06HjaMo IIpU-
MeHOM bpHjaHINIOHOBe TeopeMe Ha IIPOCT I'paHUYHU TPOCTpaHUuK aabbcc. IlpaBe AF, DC,
BE cy KOHKypeHTHe, Te umamMo M = AFABE u C = MDAc. IIpumeHa IlackaioBe TeopeMe
Ha IIPOCT IPaHUYHU YeTBOPOTeMeHUK AXBBCC, r7ie je X Tpa)keHa TaukKa Jlaje KOJIMHeapHe
Tauke P = AXABC = ATABC, Q = bACA, R = XBAc, ofakiie je R = PQAcu X = ATABR. A

IIpumep 5.10. [laTe cy Tauke A, B, C, D HeflereHepucaHe KOHUKe I' 1 Tauka T ¢ I'. AKo je
AT taHreHTa Ha I', KOHCTpyHuCcaTH gPYyTy TaHTeHTY us T.

[TpruMeHa ITackasioBe TeopeMe Ha T paHUYHU 4eTBOpoTeMeHUK AABBCD fiaje TAaHTeHTY
by B, a npumena Ha AABCCD paje TaHreHTy ¢ y C. I[IprMeHa BpujaHIIIOHOBe TeopeMe Ha
TPaHUYHU YeTBOPOCTPAHUK aatbbc naje t > T TpaKeHy TaHIeHTY Y3 KOPHUIIIhewe yCI0Ba
ant = T, tne je a = AT TaHTeHTa. AN

IIpumep 5.11. KoHcTpyHcaTy JOLUPHY TauKy C TaHreHTe ¢ Ha I1apadoJly, ako Cy JaTe
TaHTeHTe a, b, c 1 Tauka A € a r1apadoure.

[TapadoJsia mogupyje SeCKOHa4yHY IIPaBy Us, Y TaUKU U,. YBegumo Tauke D = aAb,
E = cAb, A = AUy, Coo = CAUs. [IpMeHa BpHjaHIIIOHOBe TeOpeMe Ha I'paHUYHU Ye-
TBOPOCTPaHUK aabccu., faje KOHKypeHTHe IipaBe AC, DCo, U EA, Te 3a M = DC NEA
nmamo C = AMAc. KoHCTpyKIyjy rouneMo ca D = anb u E = cAb, 3aTuM je M celyIiTe
mIpaBe Kpo3 D 1mapaJiesiHe ¢ U IIpaBe Kpos E nmapaJiesiHe a, Te KoHa4yHo C = AMAcC. A

IIpumep 5.12. JlaTe cy Tauke A, B, C mapadoJie 1 mpaBail o' leHe oce, Kao U IIpasa p > A.
KoHCcTpyucaTH ApyTy OpecevyHy TauKy IIpaBe p U mmapadouie.

3ammapadosy I' ca ocom 0 u TeMeHOM T BaxKU I'N0 = {Us, T}, THE je T'NUo = {Ux }, JOK
u3 o' || oumamo U,, = oA0'. [IpumeHa IlackayioBe TeopeMe Ha IIPOCT TPaHUYHU IIeTOTeMe-
HUK U, U, AXBC 3a TpaxeHO X € I' N p paje KosrHeapHe Tauke P = u AXB, Q = U, ,AABC
U R = AXNCU,, = pA\CU,, ogakiie P € QR, mTo fraje P = QRAU,,, Te KOHAYHO X = PBAp.

KoncTpykiiyja je ciefeha: Tauka Q je mmpecek rpase BC U IpaBe Kpo3 A IapasiesiHe o/,
TayKa R je IIpecek IIpaBe p U IIpaBe Kpo3 C ImapasesHe 0/, Tauka X je IIpecek IIpaBse p U
IIpaBe Kpo3 B mapasenHe QR. A
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IIpumep 5.13. /laTe cy Tauke A U B u 11paBe a U p. KoHcTpyucaTH 1ieHTap xurepsose I
aKo A, B € I 1Ipu yeMy je p aCUMIITOTA, /10K je a TaHTeHTa y A.

AcuMIITOTe p U q XullepdoJie I' cy TaHreHTe Koje foaupyjy I' y deckoHaUHMUM TauKaMa
P, ¥ Q., IOK Ce IIeHTap XUIIepsdoje Hajlasu y BUXOBOM IpeceKy O = pAq. IIpeocrtaje
IIpoHahu Apyry acumnToty q. [IppMeHuMo IlackajoBy TeopeMy Ha IIPOCT TPaHUYHU Ye-
TBOPOTeMeHUK QP P, BAA. IlackasnoBy 11paBy yuHe K = Q. P, A\BA = U ABA, L = pAa,
M = P BANAQ, ofakie je M = KLAP.B, Te Qo = AMAU., IIITO 3HAa4H Ja je q || AM. HoBa
IIpuMeHa IlackasioBe TeopeMe Ha IIPOCT IPaHUYHU YeTBOPOTEMEHUK Q- Q- P-.BAA naje
[TackasioBy 1IpaBy Kojy unHe X = gABA, N = u,,Aa, M = P .BAAQ.. lajbe je X = NMABA,
3aTUM q = XQ., U KOHa4YHO O = p/Aq.

Ha ocHOBY IIpeTX0/iHe aHa/Ii3e KOHCTPYKIIHja je caefeha. Tauka L je IpeceK IIpaBUX d
U p. Tauka M je I1pecek IipaBe Kpo3 L rtapajiesHe BA v ipaBe Kpo3 B mapasiesiHe p. Tauka X
je IIpecek 1paBe BA U ipaBe Kpo3 M mapaJiesiHe a. [IpaBa q Iposiasud Kpo3 X ¥ IapaJjiejiHa
je ca AM. TpaxeHu 1ieHTap O je IIpeceK IpaBUX p U q. A

IIpumep 5.14. /laTte cy Tauke A ¥ O, Kao U IIpaBe a U p. AKO je A TogUpHa TauyKa TaHTeHTe
a Ha xuIiepdoLy, O IIeHTap Te XUIIepSdoJie, a p jelHa leHa aCUMIITOTa, OAPEeNUTH APYTY
HeHYy aCUMIITOTY.

Tauka B cuMeTpHhYHa Tauku A y ogHocy Ha O (A # B € AO n k(O,0A)) nipuriaza Ko-
HUIU. Heka je P, = pAlUs U Qoo = qA\U~, ITIE je q Apyra acuMnToTa. [IpumeHna I1ackaso-
Be TeopeMe Ha IIPOCT TPaHUYHU YeTBOPOTeMeHUK P, P AABQ., [laje KOJIMHeapHe TauKe
O = pNAB, V=P, ANBQ~ U U = aNu., ofakiie je V= OUAP, A, Te Q. = BVAU,, U KOHAY-
HO q = 0Q... KoHCcTpyKITHja je cieneha: Tauka B je cuMeTpuyHa A y ogHOCY Ha O, TaukKa
V je mipecek 1paBe Kpo3 O mapaJiesiHe a U IIpaBe Kpo3 A IapaJiejiHe p, IpaBa ¢ IIpoJiasyu
Kpos3 O u nmapaJjiesiHa je ca BV.
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ATepHATUBHO, 33/laTakK je Moryhe ejlerTaHTHO pelIUTH yIIoTpeSoM BpujaHIIIOHOBE TEo-
peMe. Heka je P = anp, Q = anq U S = PooQAQ~P. Kako je PSAOQ = Q- U QSAOP = P,
TO je PS || OQ u QS || OP, Te je yeTBopoyrao PSQO mapaJsiesiorpaM. [IpumeHna bpujaHiio-
HOBe TeOopeMe Ha IIPOCT 'PaHUYHU TPOCTPAaHUK ppqqaa faje KOHKYpeHTHe IIpase P, 0,
OA u Q..P OpaBrie S € OA, Te A = PQAOS, a Kako ce JujaroHasie rapaJjiejorpama IIo-
JioBe TO je PA = QA. KoHcTpyulieMo Q Kao CUMeTpU4YHY ca P y ogHOCy Ha A (OHOCHO
P+ Qecank(A,AP)), Teje q = 0Q. A

IIpumep 5.15. [laTe cy acumnToTe p u q xuitepdosie I', kao u tauke A € ' u T € p. KoH-
CTpyucaTyd TaHreHTy U3 THa I.

Hexka cy Po, = pAlUx U Qo = AU~ SOAUPHE TauKe acUMIITOTA. [IprMeHa IlackasoBe
TeopeMe Ha TPaHUYHU TPoTeMeHUK AAP P, Q- Q- Jaje TAHTeHTY a y TauKu A. [IprMeHa
BpHjaHIIIOHOBE TeopeMe Ha TPaHUYHU YeTBOPOCTPAaHUK tppaqq Ihe KOPUCTUMO tAp = T
Iaje TpakeHy TaHTeHTY t > T. A

IIpumep 5.16. [laTe cy IpaBe a U t, Kao ¥ Tauke TU M ca ipase t. AKO je T TeMe I1apadoJie
U aKo Cy a U t ’beHe TaHTeHTe, KOHCTPYUCAaTHU APYry TAHTeHTYy U3 TauKe M Ha Ty I1apadoJy.

Heka je x TpaskeHa TaHreHTa u3 M. VBeIUMO TauKe L = aAt, Aoo = AU, Xoo = XAUoo,
{Usx} =T Nuy. Tauka Uy, je 6eCKOHaYHa TayKa oce I1apadoJie 0 Koja je HopMaJiHa Ha TaH-
reHTy ty TeMeny T. IIpruMeHa BpHjaHIIIOHOBE TeOpeMe Ha IIPOCT T PpaHUYHU YeTBOPOCTpa-
HUK XU U@ Jaje TIpaBe 0 = TU, p = (tAX)V(Uso/NA) = MA, 4 = (XAUso)V(ant) = XooL
KOje cy KOHKYpeHTHe y bpujaHIIIoHOBOj TauKu. 3a N = oAp uMaMo N € g, Te je X, € NL.
CBe je crIpeMHO 3a KOHCTPYKIIH]jy. [IpaBa o mmposiasu Kpo3 T ¥ HOpMaJiHa je Ha t, JOK IIpaBa
p IIpoJiasu Kpo3 M u IlapaJjiesiHa je ca a. /lajbe je N = oAp, L = aAt, 1 KOHa4yHO X je IIpaBa
Kpo3 M mnapasiesiHa ca NL. A

IIpuMmep 5.17. /laTe cy IIpaBe p U ¢, Kao U TaukKe P € p U Q € ¢. AKO IIpaBa p J0JUpyje
napasdousy I'y P, aripaBa q gogupyje I' y Q, KOHCTpyHUcaTy TaHTeHTY Ha I Koja je IrapasiesiHa
pasoj PQ.

[IpuMeHa bpujaHINIOHOBe TeopeMe Ha I'paHUYHU YeTBOPOCTPaHUK XU..PPqq, ILe je X
Tpa’keHa TaHTeHTa, /laje KOHKYpeHTHe I1paBe (PQAU )V (PAQ), (PAU)VQ | (qAX)VP. Bpu-
JAHIIIOHOBY Ta4yKy B KOHCTPYHUILIEMO Kao CEeILUIIITe IIpaBe Kpo3 pAqg Koja je I1apaJjiesiHa ca
PQ u mpaBe Kpo3 Q Koja je mapaJsiesiHa ca p. Caja cy npase BP, ¢ U X KOHKYPEHTHE, T€ je X
mpaBa Kpo3 BPAq Koja je mapaJsiesiHa ca PQ. A

IIpumep 5.18. /laTe cy pasjuuuTe IIpaBe a U 0, Kao U Tauka A € a. KoHCTpyucaTu TemMe
napadoste I' ca 0coM 0 K0joj je a TaHTeHTa y TaUKU A € T.
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5.4. Kopenauuje

Heka je U, moAVpHA Tayka Ilapadojie U U.,, a Tadyka T TpakeHO TeMe Itapadose T.
Tauka B xoja je cumMeTpuyHa Tauku A € I' y ofHOCY Ha oCy 0 Takohje mpumaza I'. Ako
npuMeHUMO [TackasoBy TeopeMy Ha rpaHUYHU YyeTBOpoTeMeHUK AABU, U, T nodujaMo
ITackasioBy IIpaBy KOjy UHHe P = aAUy, Q = ABAU.T = ABNo, R = BUATA. Cajiaje R =
BU.,APQ ukoHauHO T = 0AAR. Ha 0CHOBY aHa/I13e, KOHCTPYKIIH]y U3BOLUMO Ha ciiefehu
HauuH. KOHCTpyHUIlleMOo TauKy Q Kao II0JHOKje HopMaJie U3 A Ha IIpaBy 0, a 3aTUMA # B €
AQNk(Q,QA). labe je R cerpuIliTe IIpaBe Kpo3 B ItapaJsiesiHe o U IIpaBe Kpos Q rapaJjeaHe
a. KonauHo T je cenjuInTe IpaBux 0 U AR. A

IIpumep 5.19. [laTa je mpaBao U Tauke T € 0 U A ¢ 0. AKO je A TauKa IapasdoJie I' ca ocoMm
0 ¥ TeMeHOM T, KOHCTpYHCaTH TaHTeHTY Ha Ty 1apadoJly y TaYKH A.

Heka je U, JogupHAa TaykKa I1apadoJie U U, a t TaHTeHTa y TeMeHy T r1apadosie I'. OBe
eJleMeHTe MMaMO Ha pacroJarawy dyayhu gaje T € t L o u Uy, = 0AU. IpuMeHOM
[IackasioBe TeopeMe Ha TpaHUYHU TpoTeMeHUK AATTU, U, 10dHjaMO KOJIMHeapHe Tay-
ke aATU,, = ano = P, ATAu» = Q, tAUA = R. lasbe je P = QRAO 1 KOHa4YHO a = AP.
Jlakiie, KOHCTPYKIHja ce U3BOAHU Ha ciefiehu HauMH. Hajipe je R celuIliTe IIpaBe Kpo3 A
IapaJjiesiHe 0 U IIpaBe t, a 3aTHUM je P celUIlITe IIpaBe Kpo3 R napasiesnHe AT U Ipase o, Te
je 3aBpIIHO a = AP Tpa’keHa TaHTeHTa. A

IIpumep 5.20. /laTe cy Tauke A, B, T u 11paBa p. AKo xuIiepdosia I' iMa acCUMIITOTY p, TaH-
reHTy ATHU A,B € I', KOHCTpyHUCaTH APYry TaHreHTy U3 T Ha I

IIpaBa a = TA je jerHa TaHreHTa Ha I, a Heka je x > T fipyra Tpa’keHa TaHTIeHTa. /la
SU oJipeIUJIN X IIPUPOJHO je IIPUMeHUTH bpHrjaHIIIOHOBY TeOpeMy I7ie a U X II0CTaB/baMOo
3a cycefiHe cTpaHHUIle. Meh)yTHM, Kako HeMaMOo /I0BO/bHO TaHI'€HTH 3a IIPUMeHY, IIPBO he-
MO OJpe[uTH TaHreHTy b 5> B. AKo je P, = pAlU, JOAVIPHA TauKa aCUMIITOTeE, IIpUMeHa
[IackasioBe TeoOpeMe Ha IPpaHUYHU TpoTeMeHUK AABBP P, fiaje b. 3aTUM IpUMeRYjeMO
BpHjaHIIIOHOBY TeOpeMy, Ha IIpUMep, Ha TpaHUYHU YeTBOPOTEMEHUK aaxppb. A

IIpumep 5.21. Heka cy A, B, C TauKe HeJlereHepucaHe KoHUKe I, a d IIpaBa Koja je I1apa-
JleJiHa ca TaHreHTOM Ha 'y B. Heka je D = ACAd, E fogupHa Tauka [ 1 HeKe ibeHe TaH-
reHTe Kpo3 D, F = BEAd 1 G # A TIpeceyHa Tauka IipaBe AF U KOHUKe I'. AKo je H Tauka
KoHUKe I TakBa fja cy GH u d mtapaJsiesiHe, fokasaTu fa cy Tauke C, F, H KOlMHeapHe.
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[TpuMeHa [1ackajioBe TeopeMe Ha TpaHUYHU IleToTeMeHUK EEBCAG fiaje KOJIMHeapHe
tauke D, F, P, rnie je P = BCAEG, 1iTo 3Hauu J1a P € d. HakoH Tora, mpuMeHa IlackajioBe
TeopeMe Ha 'paHUYHU IleToTeMeHUK HCBBEG f1aje KoJinHeapHe Tauke P, B, u HCABE, Tie
je Bo, 6eCKOHayHa TauKa TaHTeHTe y TauKu B. MelyTuM, 13 IapaJie;IHOCTH CIeu B, € d,
IIITO 3HAYH Jia je [TackasoBa IIpaBa y IIPeTXOLHO] IPUMeHHU TeopeMe yIIpaBo IIpaBa d, Te
cy npase HC, BE 1 d KOHKypeHTHe Yy F, ofHOCHO TauKe H, C, F cy KOJIMHeapHe. A

5.5 Ilou m moJsiapa peaJiHe IIPpOjeKTHUBHE paBHU

PasMOTPUMO KOHUKE Y peaiHOj IIp0jeKTUBHOj paBHHY, I7le Ce IIPUPOIHO I10CTaBJ/ba IIH-
Take KakKo IITO JIaKIlle TohM /10 jefHauYMHe TaHTeHTe Ha KOHUKY, OJTHOCHO KaK0 peaJju-
30BaTH Be3y I10JI-110J1apa.

Hexka je P Tauka, a [ Ipor3BoJ/bHA IIpaBa Kpo3 P Koja ceue HeJereHeprcaHy KOHUKY
I'y nBe Tauke, I' N (1) = {A,B}. 3HaMo Ja I1oj1apa p 3a IoJI P IIpoJiasyd Kpo3 TaukKy X 3a
KOjy Baku H(AB; PX). AKO TIOCTaBUMO KOOP/ITUHATHH CHCTeM Ha IPaBoj |, QUKCHparmbeM
BEKTOpa IIPe/ICTaBHUKA A U B ca HOpMUpaHUM P = A + B, u3 H(AB; PX) je (ABPX) = 1,
ogHOCHO X = A — B. Heka je G MaTpuiia KOHHKe I', OTHOCHO peTryJlapHa CMMeTpHYHa
MaTpHIla TakBa ja Y € T ako u caMo ako je Y'GY = 0. Kako je ATGA = 0u B'GB = 0, T0
je P'TGX = (A + B)'G(A - B) = BTGA — ATGB. MehyTuMm, TpaHCIIOHOBAEM JI0SHjaMO
BTGA = (B'"GA)" = ATGB, ozmakie cienut PTGX = 0.

ITosapa Tauke P je mpaBa Koja cafp>Ku Tauke X 1 3aTO je P = PTG, OJIHOCHO P = GP.
Jlakiie, MHOKeH-eM I10JIa CjleBa MaTPUIIOM KOHUKe 061jaMo I10J1apy.

Teopema 5.15. Ilonapa tiauke Py ogHOCY Ha HegeleHepucaHy KOHUKY ggpebeHy petyaap-
HOM cumeiipuuHom maitpuiom Gy RP? je tipasa p ogpehera ca p « GP.

IIpumep 5.22. /laTa je KoHUKa I : 2x§ + X% — 2x§ — 6X1X2 +4X2x3 = 0. OgpeiuTH jefHAUUHY
nosiape Tauke A(1: 0 : 1). Hahu, ako 1mocToje, TaHreHTe 13 A Ha KpuBy ['. Hahu nost ripaBe
X3 = 0.

JemHaunHa KoHHKe je X'GX = 0, T7ie je lheHa MaTpHIla

2 -3 0
Gx|-3 1 2 ].
0 2 -2

[Tosrapa Tauke A ce jeTHOCTaBHO padyyHa

R 2 -3 0
polAxGA o [ -3 1 2
0 2 -2

[
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Te je polA = [2 : —1 : —2]. MeljyTumMm, KaKo je A W = 0To A € polA U 1I0CTOjHU caMoO
jelHa TaHreHTa Kpo3 A Ha KOHUKY U TO je dalll 11oJiapa [2 : —1:-2]

Tlox pase g[0 : O : 1] TpakuMo u3 § o Gpolg, Te je polq « G-1q. JefaH HauuH je
UCKOPUCTUTU UHBEP3HY MaTPHUILY

1/-6 -6 -6
G*1:6 -6 —4 4|,
-6 —4 -7

0/ KOje HaM je II0OTpeSHa caMo KeHa Tpeha K0JI0Ha, I1ocJie yera je polqg = (6 : 4 : 7).

_

AKO je Ipo&ieM Hahy HHBEP3HY MaTPHILY, MOYKEMO pacIucaTi ¢ « Gpolq ca

2 -3 0 X1 2x1 — 3xy 0
-3 1 2 X | = -3x1+x3+2x3 | x| 0],
0 2 -2/ \x3 2X3 — 2X3 1

oflakiie je 2x1 — 3xy = 0 1 —3x7 + X3 + 2x3 = 0. [lasbe je x; = 3x,/2, Te 7xy /2 = 2X3, OHOCHO
X3 = 7xy/4, miTo fajepolq=(3/2:1:7/4)=(6:4:17). A

IIpumep 5.23. JlaTa je KoHUKa I : 3X% — x% — x% — 2X1X9 — 2X1X3 + 2X9x3 = 0. Ompenutu
TaHTreHTe U3 Tauke A(1:1: 1) Ha KoHUKY I'. /la 11 je 11paBa x3 = 0 TaHreHTa Ha I'?
JemHaumHa KoHUKE je X'GX = 0, I7ie je ¥lbeHa MaTpHUIlA

3 -1 -1
Gx| -1 -1 1 ].
-1 1 -1
Tpaxumo 11oj1apy Tauke A ca

. 3 -1 -1 1 1
polAxGA x| -1 -1 1 1|1=1-1],
-1 1 -1 1 -1

Te je polA = [1 : —1 : —1]. lopypHe TauyKe TaHIeHTH [OSHjaMO Y IIpeceKy KOHHKe U
1os1ape. PerlraBarbeM CHCTeMa jeJHAUMHA 3X3 — X3 — X5 — 2X1 X2 — 2X1 X3+ 2X2X3 = 0 (KOHHKA)
U X1—X2—X3 = 0 (1rosiapa) rodujaMo Ba perterna, Tauke M(1:0: 1) mN(1: 1: 0). TpakeHe
TaHreHTe cy npaBe AM[1:0: —1]u AN[1: —1: 0], 0HHOCHO X1 = X3 H X1 = X».

Jla 711 je HeKa IIpaBa TaHTeHTa Ha KOHUKY MOKeMO O/ITOHETHYTHU Ha BUIIle HAYMHA.
Ha npumep, MoxeMo ITpoHahu mmoJt P(x; : X3 : X3) TeupaBep =[0:0: 1] ca

- 3 -1 -1 X1 3x1 — X2 — X3 0
polPxGP x| -1 -1 1 X | = —Xx1—Xx24+x3 | x| 0] = ﬁ,
-1 1 -1 X3 —X1 + X2 — X3 1

oJlaKJIe odujaMo cucTeM 3Xx; — Xy — X3 = 0, — X3 — X3 + X3 = 0 umje je pemrewe P(1:1: 2).

MelyTuM, IIpoBEpPOM Y jefHAUNHY KOHUKe BUAUMO J1a P ¢ T, Te X3 = 0 HUje TaHTeHTa.
ANTepHATUBHO, ITpecek I ¥ ItpaBe X3 = 0 iaje 3x5 — x5 — 2x1X2 = (3X1 +X2) (X1 —X2) = 0,

IIITO 3HAYH /la Hallla [IpaBa ceue KOHUKY Y IBe TaUKe U He MO’Ke SUTU TaHTeHTa. A

IIpumep 5.24. Hahu jeqHauMHy KOHHMKe Koja Aogupyje ocy Ox y Tauku (3,0), ocy Oy y
Tauku (0, 2) ¥ goArpyje SeCKOHAYHY IIPaBY.
JemHaunHa KoHUKe je X'GX = 0, I7ie je (beHa MaTpHUITA

a;; a2 ag3
G | az az a |-
a3 Qaz3 Ass

155



naBa 5. KoHuke

HMmamo e Bese mosr-rostapa: (3 :0:1) < [0:1:0m(0:2:1) <« [1:0:0]Ha
KOje IIpUMeyjeMOo m x GA. U3 IIpBe Be3e fodujaMo 3ai; + a3 = 0 ¥ 3a;3 + ass = 0,
IOK U3 ApyTe 2dy) + dz3 = 0 U 293 + azs = 0. Omatie je a3 = —3ayq, ass = —3a;3 = 9dy1,
p3 = —ass/2 = —9a11/2, azy = —azs3/2 = 9ay1 /4, IITO HAC 3a a = dy1/4, b = a;2 [OBOAU 10

ai ain —3(111 4a b —12a
G x a2 %aﬂ —%an = b 9a —18a | .
—3a11 —%an 9a11 —12a —-18a 36a

KoHwuKa 4ax3 +2bx1 Xz — 24ax; X3 +9ax3 — 36ax,x3 +36axi = 0 goxupyje x3 = 0, IITO 3HAYH Ia
II0CTOjH JyILJIO Pelllekbe KBaJpaTHe jefHaunHe 4ax3 + 2bxy Xz +9ax = 0. JUCKPUMHHAHTa
oBe jeqHaunHe (2b)%2 — 4 - 4a - 9a = 4(b*> — 36a) Mopa SHUTH HyJIa, IIITO HAC JOBOJH 0
IIOTEHIIWja/IHUX pelllera b = +6a. Kako je det G = 36a(—36a® + 12ab — b?), a KOHHKa HUje
IleTeHepurcaHa, To oTIiaza b = 6a, Te mpeocraje b = —6a. KoHa4HO, Tpa’keHa KOHUKA UMa
jemHauUMHY 4X% — 12X1X2 — 24X1X3 + 9x% — 36X2x3 + 36X3 = 0. A

IIpumep 5.25. Oxpenutu GaMIINjy CBUX HeJleTeHePHCAaHUX KOHUKA KOje cafpiKe TaukKe
(2:0:1)m(0:1:1),asaTaHreHTe uMajy 1mpase x; = 0 1 x; = 2x3. OgpeguTu napadoJsie
U3 oBe pamuimje.

Kakoje(2:0:1)e€[1:0-2u(0:1:1) € [1:0: 0], To *MaMoO ABe Be3e II0JI-I10JIapPa.
AKo je G = (a;);; MaTpUIla KOHUKEe UMaMO

2 2a11 + aq3 1
GO0 ) =1 2a;+ay | x 0 ,
1 2a,3 + dss —2
0 aiz + 13 1
G(l) = <a22+a23> x ( ),

1 az3 + as3

oJlaKJie M0d1jaMO YeTUPH jeqHAUYUHE: 2(2a;1 + aq13) + (2a13 + asz) = 0, 2a12 + azs = 0,
Ay + a3 = 0, azs + ass3 = 0. Mo)KeMO U3PaAsSUTH Ap3 = —2dqy, Ap2 = 2a13, 33 = 2012,
2a11 + 2a13 = —aqp. 3a a;p = 0 je ounmienHo detG = 0, Te MOKeMO MaTPUIy CKaJIMpaTH
ca ap; = 2, 0fjaKJe je najbe azs = —4, azy = 4, ass = 4, a;; + a;3 = —1. MaTpuiia KOHUKe 3a

a=apje
a 2 —-a-1
G x 2 4 —4 )
-a-1 -4 4

Pauynamo det G = —4(1—a)?, Te cay4aj a = 1 aje ereHepHcaHy KOHUKY. TpaskeHe KOHH-
Ke FMajy jeHAYUHY ax3 + 4x3 + 4x5 + 4x1X2 — 2(a+ 1)x1x3 — 8x2x3 = 0 3a a # 1. [TapasoJa
MMa TaHTeHTY X3 = 0 IIITO y IIpeceKy ca KOHHKOM fiaje ax; +4x3+4x;1X; = 0, JOK je JUCKPH-
MHHAHTa 0Be KBaJ[paTHe jeHauMHe HyJIla caMo 3a d = 1, IIITO HHje J03B0JbEHO, OJJHOCHO
Tpa’keHa IapadoJia He IOCTOjH. A

[N}

IIpumep 5.26. [Jate cy Tauke apuHe paBHU A(0,0), B(1,0), C(1,1) ©u D(0,1). V XOMOTeHUM
KOOpAWHAaTaMa OJ[pefUTH popMyJie KOJIHHeallHje f IpU K0joj cy Tauke A ¥ C PUKCHe, T0K
ce Tauke B u D 1IpecjMKaBajy peloM y 6eCKOHa4yHe TauKe IIpaBUX AB u AD. OxpequTu
CJIMKe YHYTPalllkOoCTH KBagpaTa ABCD, kao u Kpyra k(C, CB) mpu KosnuHeanuju f. Koja je
adurHa jerHaunHa Kpuse f(k)?

IIpesrackoM Ha XoMoreHe xoopguHate uMamMo A0 : 0 : 1), B(1: 0:1),C(1 : 1 : 1),
D(0:1:1).IIpaBa AB uMa jefHauuHy X, = 0, Te je ’beHa decKoHauHa Tauka E(1 : 0 : 0).
[IpaBa AD uma jegHaunHy X; = 0, Te je tbeHa 6ecKkoHa4yHa Tauka F(0 : 1 : 0). KostmHeanyjy

Xi aj;; Qi Qi3 X1
Al xy | = an axn axp X
X5 as; Qasz dass X3
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jemHO3Ha4YHO oxapelyyjemo us yciosa (A,B,C,D) — (A,E,C,F).

O=ai3|0#a1+ai3 | A=an+a2+a13 | 0=as2+ass
0=ay3 | 0=ay +a | A=azx +ax+ax | 0+#ax+ax;
0#az3 |0=az; +az |A=az +as+asz | 0=as;+ass

OmMax je ay3 = azz = Ay = aj;p = 0, a godujaMo U A = ay; = Az = A3z = Azy = —dss.
TpakeHa Ko/IMHeaIlyja je

AX] = X1
AXYy = X
/
AX3 = X1 4+ X2 — X3

F

D

)
N

JenHauuna xpyra k(C,CB) je (x — 1)? + (y — 1)? = 1, IIITO XOMOT€HH3AII¥jOM JOHOCH
jemHAYHHY X% + X3 + X5 — 2X1X3 — 2X,X3 = 0. IHBep3Ha KOJIMHeaIHja je X; = X;, Xz = Xj,
X3 = Xy + X, — X}, Te 3AMeHOM Y jefiHaUMHy HoCIe cpehuBama gosujamo X;* — 2x)x, = 0,

IIITO je Xurepdosia X'y’ = 1/2. A

IIpumep 5.27. /laTa je KOHUKA [': x% + 4x§ — 2X1Xy —4X1X3 + 2X9x3 =0uTauka A(1:2:1).
OppenyTH TAaHTeHTe U3 TaukKe A Ha KOHUKY I'. Ao cy T1 U T, JOoAMpPHE TauKe TAHTeHTH U3
A HaT, ofpeUTH jolll HEKY KOHUKY KoOja cafp>Ku Tauke 17 ¥ To M ©UMa 3a TaHTeHTe IIpaBe
AT, u AT,.

ITomiemajMo MaTPUIy KOHUKe U padyH 3a I1oapy

0 -1 -2 N 0 -1 -2 1 —4
Gx|-1 1 1 ], polAxGA x| -1 1 1 2 1=( 2 ].
-2 1 4 -2 1 4 1 4

[Tosiapa Tauke A je mpaBa polA = [-4 : 2 : 4] = [-2 : 1 : 2] ¥ Ty JIeXXe JOAVPHE TaykKe
TaHreHTH, polANT = {Ty, T, }. Haslasumo ux U3 cucreMa x%+4x§—2x1x2—4x1x3+2x2x3 =0,
—2X1 + X2 + 2x3 = 0. HaKOH IIITO 3aMeHUMO 2X; = Xz + 2X3 Y IIPBY jelHAYMHY A0SHjaMO
x% +4x§ — (X2+2x3)X3 — 2(X2 4+ 2X3) X3+ 2X2X3 = 0, 0OBHOCHO —2X,x3 = 0.IIoCTOje ABa pelllewa,
y IIPBOM je x, = 0, mrro fgaje T1(1 : 0 : 1), ogHocHO TaHreHTy AT = [1: 0 : —1], 10K je y
npyrom xs = 0, rro gaje To(1: 2 : 0), ogHOCHO TaHTeHTy AT, = [2: —1:0].

YV IpyroM [festy 3ajaTKa I10CTaB/baMo JIBe Bese I10JI-I101apa. M3 IpBe iMaMo

. ;1 a1z Qs 1 a1 + a3 1 .
G'Ti= | a2 axp axz O0|=[(az+ays | x| 0 | =AT,
Q13 a3 Aas3 1 13 + asz -1

IIITO J1aje dqy + a3 = 0 ¥ ayq + 2a;3 + ass = 0. I3 gpyre umamo

. a;1 Q12 Qi3 1 a1 + 2as2 2 .
G'Ty=| a2 axp a; 2| =|az+2ax | x| 1] =AT,,
a3 a3 ass 0 ay3 + 203 0
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OflaKJIe je aq3 + 2az3 = 0 U ayq + 4ayp +4azy = 0.3aa = %16111 U b = ay3 UMaMo a3 = —2b,
a,; = —b, az3 = —4a + 4b, ayy; = —a + b, OMHOCHO

4a -b —-2b
Gx| -b —a+b b )
—2b b —4a +4b

JlerepmunanTa je detG' = 16a® — 32a%b + 20ab? — 4b® = 4(a — b)(2a — b)?, Tako na He
oaromapajy caMo b = au b = 2a. IloueTHa KOHHUKa ouyurieqHo uma a = 0,b = 1, a gpyry
KOHKPETHY KOHHKY MO>KEMO JJOSUTH ca a = 1,b = 0 1mTo faje 4x3 — x% — 4x§ =0. VAN

Ipumep 5.28. OfpeuTH jefHAYNHY Kpyra x* + y?> = 1 y KOOpAMHATHOM CHCTEMY ca 5a-
3HUM Taukama Aq(1,0), A,(0,1), A3(—1,0), B(0,—1).

Kako 3HaMO cTape 1 HOBe KOOpJUHAaTe Ha TaukaMma Aq,A;, A3, B To MOKeMO ITpoHahu
MaTpuIy Bese. [IpyMeTHMO /1a 3a/jaTakK 3axTeBa CJIMKY KOHUKe, Te je 3aXBaJIHUje TpaKu-
T MaTpuny M 3a Kojy je AX = MX'. 3a Tauky A; umaMmo (1 : 0: 1) — (1 : 0 : 0), ogakiie
je mg; = mqq, my; = 0. 3a Tauky A, umamo (0 : 1 : 1) — (0: 1 : 0), ogakie je my; = 0,

M3y = Myy. 3a TauKy Az umamMo (—1:0:1) — (0:0: 1), ogakie je mg3 = —mys, My3 = 0.
KonauHo 3a Tauky Bje (0: —1:1) — (1:1: 1), ogakye godujaMo myq + myp + my3 = 0,
Mmsq +Mso+Mg3 = —My1 — My —My3, IIITO ,qaje my3 = —My1 ¥ My = —My1. TaKO CMO ,ZI;OSI/IJII/I
MaTpUILy

1 0 -1
Mx|O0 -1 0 |.
1 -1 1

1 —_ v/ / _ / — v/ / / ] ]
M3 KOje UMTaMO Be3y Axj = X —Xs, AXy = —X}, AX3 = X] — X}, + X5 KOjy MEEHaMo Y jeIHaurHy
Kpyra X3 + x5 — x4 = 0. lodujamo (X} — xj3)% + (—x5)? — (x} — X} + X4)* = 0, IITO TOCIIE
cpehuBama mocTaje 2x) X, — 4x}X5 + 2x,x5 = 0, OIHOCHO XuIiepdoaa X'y’ — 2x' +y' = 0. A

IIpumep 5.29. HoBU XOMOreHM KOOpPAWHATHU CHUCTeM 3a dasHe Tauke mMa Aq(2,0),
A(0,2),A3(3,1),B(—1,1). Konuka I' cagp>xu Tauke A,,A,, A3, B 1 fogupyje x-0cy y CTapoM
apuHOM cucteMy. OfpeIUTH jeJHAUNHY KOHUKe [ y HOBOM CUCTEMY.

Kako 3HaMo cTape ¥ HOBe KOOpAHHAaTe Ha TaukaMa A1,A;, A3, B pauyHaM0 MaTpPHILy
M npomeHe koopauHaTa AX = MX'. 3a Tauky A; umamo (2 : 0: 1) — (1 : 0 : 0), omaksie
je my; = 2mgq, my; = 0. 3a Tauky A, umamo (0 : 2 : 1) — (0 : 1 : 0), omaxiie je myy; = 0,
Mgy = 2M3,. 3a TAaUKy Az uMamo (3:1:1) — (0:0: 1), ogakie je my3 = mss, my3 = 3mss.
Konauno 3a Tauky Bje (-1:1:1) — (1:1:1), omakiye godujamo —(myq + mqp + my3) =
My1 + Myy + My3 = M3y + M3y + M33. HAKOH MaJsio padyHa IrII;OSI/I]'EIMO

2 0 -3
Mx |0 2 —-1].
11 -1

Harrra TaHreHTa je x-oca, Koja uMa KoopauHate U[0 : 1 : 0], Te mpumeHom U’ = M'U po-
dujaMo weHy cauKy U'[0 : 2 : —1] Koja je TaHTeHTa Y HOBUM KOOpAMHAaTaMa. JefHauYMHa
KOHUKe Y HOBOM CHUCTEMY je OIIITer 0&/IUKa

a11X,12 + a22X/22 + ClgngZ + 2a12x’1x’2 + 2a13x’1xg + 2(123X/2X§ =0.

N3(1:0:0),0:1:0),(0:0:1) € Tcegut ayy = axy = ass = 0. [Ipuge je [0 : 2 : —1]
TaHreHTa y TauykH (1 : 0 : 0), caMUM TUM H-eHa [10J1apa, OfaKJie BaXKU

0 a2 ags 1 0 0
a;z 0 az O)=(aw|x| 2 |,
a3 azz 0 0 a3 -1
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5.5. lMon v nonapa peanHe NpPojeKTUBHE PaBHU

IITO Jlaje a;p = —2a;3. U3 yeioBa (1 : 1 : 1) € T godujamo ay + a3 + azs = 0, 0THOCHO
az3 = aq3. OfaBze oSujaMo TparkeHy jeIHAaUHHY KOHHKeE 2X71 X, — Xj X5 — X5X5 = 0.

OBO je 610 HAjOPIKU YT Ka pelleny. AJITEpHAaTUBHO, MOKEMO TPaKUTHU jeTHAYUHY
OpUTUHAJIHE KOHUKE U J0OUTU x% + SX% + 4x§ + 2X1X9 — 4X1x3 — 12x9x3 = 0, Te oHIA 1abe
IIpec/JIUKaBaTU. BpeMe MOKeMO0 U3TrySUTH U TpakehU AUpPeKTHY TpaHchopMalyjy Koja

UMa MaTpHUIly
-1 -3 6
Mlx|=-1 1 2],
—2 2 4

Iia SUCMO TeK OHJ]a CXBATHJIH JIa je 3a IIpec/IMKaBalbe KOHUKe II0TpesaH leH UHBep3. A

IIpumep 5.30. Heka KosirHearyja f ipeBoau Tauke A1(1:0:1),A2(1:0:0),A3(0:1:0),
B(2 :1:1)penoMm y 6asHe Tauke. Heka je I' mapadoJia Koja npunajga ¢aMuiIrjyu KOHUKA
{X3+4x3+axi+2ax1X2+2x1X3+4X2x3 = 0 : a € R}. OfpeJUTH CIUKY Of I IIpH KOJIMHeaIHju

f
[IpornalhuMmo cBe mapadosie U3 fate GaMuIvje KOHUKA. YCJIOB oAupa ca X3 = 0 JoHOCH
JIBOCTPYKO pelllerhe KBapaTHe jeJHaYHHe X7 + 2ax1 Xy + 4x% = 0, 0{HOCHO HyJIa JUCKPH-
MHUHAHTY, IIITO je eKBUBAJEHTHO YCI0BY a’ = 4. OBO je IT0TpeSaH yCJIOB, [OK je JOBOJ/baH
YCJIOB peryJapHOCT MaTpUIie Hallle KOHHUKe
1
a

1
Gx | a
1

Kako je detG = —a® + 8a — 8, To MOpaMO0 UCK/bYUMTH CIyYaj a = 2, Te IIpeocTaje a = —2
Ka/ja je detG = —16 # 0, OfHOCHO I': X3 + 4X3 + —2x3 — 4X1X3 + 2X1X3 + 4X2X3 = 0. Ca py-
re CTpaHe MOXKeMO IIOTPakKUTU MaTpUlly A 3a Kojy je AX = AX', mrto he pehu maTpuna
kosuHearyje f~1. Kako cy faTe Tauke TeMeHa YeTBOPOTEMEHHKA TO je 10 OCHOBHO] Teo-
peMU KoJIMHealllje MaTpUIia A jeTHO3HaYHO o/ipeljeHa /10 Ha cpasMepHoCT. Ha ripuMep,

BHIUMO Jla MaTpHUIla
110
Ax |0 0 1
1 00

HUCIIy’haBa Ta)keHe Bese M3Mel)y ueTHpH I1apa Tadaka. 3aMeHOM OpHUTHMHaJja CIMKaMa y
jemHaYMHY KOHUKe WU IpuMeHoM dpopMmysie G = ATGA modujaMo

1 01 1 -2 1 110 1 2 0
Gx|1 00 -2 4 2 0o01)=12 1 -2]|.
010 1 2 -2 100 0 -2 4

OfaBJie Tpa>keHa CIMKa KOHUKe I IMa jeTHAaUMHY X3 + X5 + 4X3 + 4x1Xp — 4Xox3 = 0. A

N Q

IIpumep 5.31. [laTecynpaBea: x; = 0,b: X, =0,c: x3=0uTaukeP(1:1:1)uQ(1:2:3).
AKo je fKosmHeanyja 3agara ca f(a) = b, flb) = ¢, f(c) = au f(P) = Q, ogpeputHu cauKy f(T)
aKo je KOHUKA I': X3 + 2x3 + 3x% + 4x1x2 = 0.

Jla 61uCMO KOJIMHeaIrjoM f IpecJuKaIu KOHUKY II0TpeSHA HaM je MaTpuIiia M 3a Kojy
je AX = MX', 0THOCHO MHBEep3HA MaTpPHIIA Of f, T/le ce IMpaBe CIUKajy ca AU = M'U. U3
1:0:00—[0:1:0mmamomy; =my3=0,u3[0:1:0]— [0:0:1]jemy; =my, =0,
noku3 [0:0:1]— [1:0:0] zodujamo ms, = ms3 = 0. Mimajyhu y Buny f(P) = Q, 0fHOCHO
Ma x ﬁ, CIeU My = 2Mg3q, M3 = 3Mgq, IIITO ofipeljyje MaTpUIly

030
Mx|0 0 2],
6 0 0
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naBa 5. KoHuke

ofHOCHO popmyre Ax; = 3X5, AXy = 2X5, Ax3 = 6X). AKO je G MaTpuIia KoHuKe I' oHza
Tpa’keHa KOHUKA y CJIMIIU UMa MaTpully G = M'GM, anu je jeqHOCTaBHUje 3aMeHUTH
dopmyste y jexHaUMHY KOHHKe 3a (3X))? + 2(2x5)% + 3(6x))? + 4(3x})(2x;) = 0, OZHOCHO
108x3 + 9x3 + 8x% + 24x2x3 = 0. A

5.6 PasHu mpuMepH

IIpumep 5.32. KoHCcTpyHcaTH IIpecek IIpase t ca KOHUKOM I

KoHuKa ce yoduuajeHo 3ajaje ca I1eT ejleMeHaTa. IIpeTIiocTaBUMO /ja ©UMaMO TPH Tad-
Ke KOHUKe A, B,C € T u1Be TaHTeHTe a > A, b > B. YKOJIUKO Cy JaT¥ HEKU JPYTU eJleMeHTHU
[0 HaBeJleHUX ejleMeHaTa [j0J1a3suMo IlpuMeHaMa IlackasoBe miau bprjaHIIIOHOBe Teope-
Me, aJId OBe TeopeMe HaM He MOTY CYILITHHCKH PeIlIUTH 3a4aTakK.

[TprMeTHMO 8 JIEEbHUPOM U IIIeCTapOM MO>KeMO J1a KOHCTPYHIIIEMO KPYT, aJIk He U KO-
HHUKY, IOK ca Jpyre cTpaHe MOKeMO KOHCTPYHCATH IIPOM3BO/FHO MHOI0 TayaKa KOHHUKeE.
Taxole, KOHCTPYKIHja JIEEHLUPOM U IlIeCTapoM IIo/ipasyMeBa Ja MOKeMO KOHCTPYHUCaTH
IIpeceK IIpaBe U KPyra, 0K je 3a KOHCTPYKIIHjy IIpeceKa IpaBe U KOHUKe II0TPeSHO BUIIIE
Tpy/Za Koju ciaenu. OCHOBHA Hjieja je IIpoHahy KoJIMHeaIujy Koja KOHUKY IIpecIfKaBa Ha
Kpyr. KosimHealyja IpecjarkaBa TaHIe€HTe Y TAHTeHTe, Koje Cy Y C/Iy4ajy Kpyra HopMalie
Ha OroBapajyhu IoJyIpeyHUK. AKO IIPeTIIOCTaBUMO Jia Hallla KoJIMHealrja GuKcupa
Tauke A, B, C 0J1a3UMO 10 TOTa /ia TaykKa P = aAb Upe y celfyIlTe (Q TAHTeHTH Y TayKa-
Ma A ¥ B Ha Kpyr k omnrcaH oKo Tpoyria ABC. [lakiie, ako je O IleHTap OIIKCaHOT Kpyra
Tpoymia ABC, Tauka Q je ceruinte HopMaJie u3 A Ha OA U HopMaJie U3 B Ha OB.

X

N8
_ ,;_» ‘Ib'

ITo OCHOBHOj TeOpeMU KOJIMHeAIlMje, KOJIMHeallyja je jeIHO3HAYHO 3a/1aTa Ha /iBa ye-
TBOPOTeMeHMKa, TaKo fa f nepuHuinemo ca (A,B,C,P) — (A,B,C,Q). Konuka I je jemHo-
3Ha4YHO ofipeheHa TaukaMa A, B, C Koje cy GuUKCHe U TaHTeHTaMa PA U PB Koje ce CJIUKajy Y
QA u QB. Mehytuwm, A, B, C € k, 10K cy QA 11 QB TaHTeHTe Ha K YrMe je KOHHUKA jeJHO3HaY-
HO ozpeheHa, ogHOCHO BakU f(I') = k. VKOJIMKO je t IIpOU3BOJbHA IIpaBa, IIpeocTaje HaM
Ia npoHahemo IIpaBy f(t), 3aTUM Jja B0M IIpeceueMo KpyT k 3a kN f(t) 1 0HZla 0JipeIUMO
FUkN ).

Kaxko cy Tauke A u B puKcHe, TO je AB ¢puKcHa 1n1paBa. PecTpukiiyja f Ha By je Xxumep-
SO0JIMYKHU IIPOjeKTUBUTET ca QUKCHUM A U B. 3Hamo fa je ABACP = U — V = ABACQ,
a IIMTaMo ce IIITa je CIUKa Tauke M = ABAt. XUAIlepSOJIUUKHU IIPOjeKTUBUTET MOXKEMO
IIpe[iCTaBUTH Kao KOMIIOSUIH]Y ABa IlepclieKTUBHUTeTa. Hajlpe ysuMaMo IIPOM3BOJBEHO
D € UPC, 1ipy yeMy TeOpPeTCKU MO>Ke SUTU D = C, ajlu je IIPaKTUYHO 50J/be M3adpaTu
IIOTO/IHUjY TAyKy (Zla ciIMKa He u3alje BaH mamupa). 3aTUM IocraBbaMo E = VPABD u
IIPaBHMO IIPOjeKTHBHUTET f; = (AB)2(AP)E(AB). Kako je A 3ajefHHUKa 3a JOMeHe U KOZ0-
MeHe OHa je QUKCHA, a KaKo 3a I[[eHTpe I[IepClIeKTUBUTEeTa UMaMO B € DE TO je ¥ B QUKCHa.
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5.6. Pa3Hn npumepu

[To caM0j KOHCTPYKIUjU uMamo U — P — V, Tako a cMo 110 OCHOBHOj TeOpeMHU IIpOojeK-
TUBUTETA pacTaBUWIH flup = fi. AKo moctaBUMoO L = MDAAP u N = ELAAB, [o6HjaMo
M +— L — N, ogHOCHO f(M) = N.

OBO MO>XeMO IIOHOBUTH 3a GUKCHY IIpaBy AC. 3HaMo 1ia je ACABP = I — | = ACABQ,
a IIMTaMo Ce I1ITa je CIMKa Tauke F = ACAt. Y3UMaMo IIpOU3BOJBHO R € IPB, 1Ipu yeMy
Moyke SUTH R = B, Te S = JPACR U IIpaBHMO IIPOjeKTUBUTET f, = (AC)X(AP)3(AC). OBO
odesdehyje nma f, uma ¢uKcHe Tauke A U B, Kao U I — P +— ], Te nodujaMo fT4c = f>. AKO
rnocraBuUMo H = FRANAP u G = SHAAC, podujamo F — H — G, ogHOCHO f(F) = G.

3a cagma cmo npoHauuta (M,F) — (N,G), Te je ipaBa NG ciauka npase t = MF. V
CJIUIIA CeyeMO IIpaBy W KpyT, perMo kK N NG = {X,Y} (YKOJIMKO IIpeceK He II0CTOjU
ouza I' 1 t HeMajy IIpecekK), Te IpeocTaje ga mpoHahemo f~1(X) u f~1(Y). Kako je PC —
QC, To je MFAPC = K — T = NGAQC, ofiakjie MOXeMO paCTaBUTHU IIPOjeKTUBUTET
(M.K,F) — (N,T,G). Ha npumep, 3a W = AKACT, nioctaB/kaMo f; = (MF)4(WN)$(NG),
e je (M,K,F) — (N,W,?) — (N, T,G), Te Mmopa 6UTH f3 = f];. Cama modujamo X; = XCAWN
u X' = X1,AANMF, onHocHO Y1 = YCAWN u Y = Y{AAMF. OBaKo J0J1a3UMO 10 TPa>KeHUX
mnpeceka X' = f1(X)uY = f1(Y) xouuke I' 1 mIpaBe t. A

IIpumep 5.33. [IpojeKTUBHA KoWHealyja [larrocoBe paBHU MMa TavyHO a GUKCHUX Ta-
vaka. Kostuku je 6poj Tadyaka y TOj paBHHU YKOJIMKO je a) a = 6; 6) a =7; B) a = 8?

V IlartocoBoj paBHU Ba>kKu OCHOBHA TeopeMa KOJIMHeallHje 110 K0jOj YKOJIUKO IIPOjeK-
THBHA KOJIMHeallrja uMa QUKCHA TeMeHa YeTBOPOTeMeHHKa OHAa MOpa SUTU UIEHTUTET.
HIeHTUTET je MOryh camMo YKOJIMKO je §poj Tauaka 08JIuKa 1> + r + 1, IIITo ce JelaBa ca-
MO IIOf &) Kaf je r = 2. Y CyIIPOTHOM HeMa QUKCHUX TeMeHa YeTBOPOTEMEeHHUKa, Te 3a
a > 4 110CTOje TPU KoJIMHeapHe QUKCHe TauKe. PeCTpUKIIHja KOJIMHeallyje Ha ofroBapa-
jyhy mmpaBy faje IIpojeKTUBUTET KOjU UMa TPU QUKCHE Tauke, Te 110 OCHOBHO] TeOpeMH
IIPOjeKTUBUTETa MOpa SUTU UH/IEHTUTeT. /laKJie, y 0BOM C/Iy4dajy paBaH MOpa UMaTH 0cCY,
Te je y IUTawy IlepClieKTUBHA KoyInHeanja. Kako je 6poj QUKCHUX TayaKa KOHa4yaH Iiep-
CIIeKTHUBHAa KOJIMHeallyja Mopa SUTU KOHauYHa ¥ UMaTHU HeKU peJi I, a Spoj Tavyaka Ha CBa-
KOj IIpaBoj OH/ia U3HOCH " + 1. [IepclieKTUBHAa KOJIMHeallyja MOXKe SUTH XOMOJIOTH]ja Koja
MMa I[eHTap BaH oce U Tajia je a = (r + 1) + 1, OMHOCHO eJ1aliyja Koja MMa I[eHTap Ha OCU
U Tazaje a = r + 1. lakie, yKOJIUKO KOJIMHealllja HUje UeHTUTeT, OHZa je XOMOJIOTHja
Yy PaBHHU pefia a — 2 WK ejlaliyja y paBHU pefa a — 1. /logaTHO, IIpojeKTUBHA paBaH He
MO>Ke SUTH pefia 6, pertMo 110 bpyk-Pajsep Teopemu (Teopema E) Kapna oxpenumo pep,
r IIPOjeKTUBHE PaBHU OHA MOpa UMaTH > + r + 1 Tauaka Tako /ia je CBe CIIPEMHO 3a OIr0-
BOpe. a) Moryha je XomoJioruja y paBH# pezia 4 (F4P?) koja uMa 21 TauKy WU eJalyja y
paBHH pefia 5 (ZsP?) koja mMa 31 Tauky. §) Moryh je maeHTHUTET y paBHH peja 2 (PaHooBa
paBaH) Koja ¥Ma 7 TayaKa MJIM XOMOJIOTHja y paBHH pefia 5 (ZsP?) koja uma 31 Tauky. B)
Moryha je jequHO estaruja y paBHH pefa 7 (Z7P?) koja uMma 57 Tauaka. A

IIpumep 5.34. M3pauyHaTH 6poj IepCIIeKTUBHUX KOoJIMHealyja [e3aproBe paBHU peja
n.

[lepcnekTUBHE KoJIMHeaIyje f /lesaproBe paBHU reHepHIILy ce 110 TeopemMu @ Ocas
MOYKe SUTH SHJIO Koja ITpaBa, Te je SupaMo Ha n? + n + 1 HaurHa. 3aTUM SUPaMo I[eHTap
S, IITO Zjaje n + 1 HauMH 3a eJIallHjy MK h? HaduKMHa 3a XOMOJIOrH]jy. Ha Kpajy uKcupamo
IIPOM3BOJBPHY TaUKy A ¢ (S) U {S} Koja ce C/IMKa y TAYKY ca IIpaBe AVS IIpA 4yeMy He MOJKe
oTMhu HU Y S, HU V (AVS)AS (jep cy TO QUKCHe Tauke), av HU V A (jep je f # 1), ITO
naje n — 1 HauMHa 3a eJIalrjy, OAHOCHO N — 2 3a XOMOJIOTHjy. MHOKeHeM O/iroBapajyhux
&pojeBa mosujamo (n — 1)(n+ 1)(n? + n + 1) examuja u n(n — 2)(n? + n + 1) XxoMoJIoryja,
IITO Y 36upy Aaje (n® — n? — 1)(n? + n+ 1) mepCIeKTUBHUX KOJIMHeaIyja. A
IIpumep 5.35. M3pauyHaTH 6poj (IIOTIIYHUX) TPOTEMEHUKa, YeTBOPOTEMEHUKA U I1eTO-
TeMeHHKa, Kao ¥ 6P0j XOMOJIOTH]a, eJIalltja U HeJleTeHeprucaHUX KOHUKa PaHOOBe paBHHU.

daHoOBa paBaH MMa 7 Tauaka U 7 IIpaBUX. Bpoj Heypel)eHUX TPOjKU TauyaKa U3HOCU
7-6-5/3! = 35, TOK OHUX TPOjKH I7ie Cy TauKe KOJIMHeapHe MMa KOJIUMKO U IIPaBUX, OJJHOCHO
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7, TaKo Jia je Spoj TpoTeMeHUKa 35 — 7 = 28. Tauke PaHOOBe paBHU KOje HHUCY TeMeHa He-
KOT 4eTBOPOTEMEHHUKA CYy HeroBe iujaroHaIHe TauKe, a OHe Cy KOJIMHeapHe jep je CBaKHU
4eTBOPOTEMEHUK aHTU-PAaHOOB, TAKO /ia IIOCTOjU dUjeKIlrja U3Mel)y UeTBOpOTeMeHUKa
U [IpaBUX, Te je Sp0j UeTBOPOTEMEHMKA jelHaK 7. 3a IIPOM3BO/PHUX 5 TayaKa, Kpo3 HeJ[0-
cTajyhe Be TauKe IIpoJIasy YKYIIHO 5 IIpaBUX, TAKO Jja II0CTOje ABe TPOjKe KOJIMHeapHUX
Tayaka y I1I04eTHO] QUIypH, IIITO 3HAUU J1a Y PaHOOBOj paBHU He II0CTOjU [IeTOTeMEeHUK.
daHooOBa paBaH je /[lesaprona, Te U3 3aZaTka 3a n = 2 uMaMo 21 esanyjy, 10K XOMO-
JIOTHje He 110cToje. HerereHepricaHa KoHUKa PaHOOBe PaBHU CaCTOjU Ce OJf TPU CeITUIlTa
o/iroBapajyhux mpaBUX, OJHOCHO Y IIUTaKY je TPOTEMEHUK, Te je Tpa’keH! dpoj 28. A
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I'taBa 6

APNHA TEOMETPHJA

Eykanzicka reoMmeTpHja Ce 4eCTO KOPUCTH Kao CPEICTBO 3a yUere aKCUOMAaTCKOT METO-
na (Bupetu Cekryjy 2.1) Mehytum, eykimcKka reoMeTpHyja CaAp KU IPUJIIMYHO IT0pasy-
MeBaHUX II0jMOBa Kao IITO CY UHIIU/EHIIHja, pacTojamke, AyKUHA, yrao, HeIIPpeKUHOCT,
pacriopefi. AKO yKJIOHHUMO CBe OBe II0jMOBe, a 3a/ip>KUMO0 CaMo I10jaM UHITHU/IeHITHje, IIPU-
MeTHheMoO [1a je IIpeocTajia reOMeTpHja U Jajbe IIPUJINYHO OUapaBajyha 1 BeoMa HeTpHU-
BUjasIHa.

Adguna teomeiupuja je youITeme eyKIHUICKe TeOMeTpHje y KojeM 3a60paB/baMo Me-
TPHUYKe KOHIleIITe. IlojaM Itapajie/IHUX IIpaBUX jellaH je of K/byYHUX II0jMOBa KOjU He
3aBHCe OJf MeTpHKe, TaKO a y apuHOj reomeTpuju IlinejpepoBa akcroma (y I1akeTy ca
aKcroMaMa HHIUJIeHIIYje) urpa 3HadajHy yJory. Peu aguna nmotuue ox Ojsiepa, KOjU y
CB0jOj KbU3U U3 1748. ropyHe [25] KOPUCTH JIaTUHCKY ped affinis, IIITO 3Ha4YU CPOJHO,
O/THOCHO II0B€3aHO...

AdurHa reoMeTpHja MOXKe Ce pasBHjaTHU Ha [Ba CYIITHHCKHA eKBUBaJIeHTHA Ha4YMHa.
[IpBU IIPUCTYII je CHHTEeTUYKHY, Ty je apMHU IIPOCTOP CKYIl TavyaKa KOjU je II0Be3aH ca
CKYIIOM IIpaBHX, TaKO /ia je 3a/l0BOJbeH CIIMCAaK HEeKUX aKCHOMa. /IpyTH IIPUCTYII je aHa-
JINTUYKY, & ’beT0BAa OCHOBA je JIMHeapHa ajredpa. Mu hemo ce oBJie BUIlle 0C/IaBkaTU Ha
0Baj APYTH.

KpuBe 1 IOBPIIIHU CY CKYIIOBU TayaKa ca HEKUM CIIeITUPUIHUM CBOjCTBUMA U OHE KU-
Be Y IIPOCTOPY KOjH Ce cacToju of Tadyaka. [IpeMeT Halller M3y4yaBarmba Cy reoMeTpHjCcKa
CBOjCTBa KOja Cy UHBapUjaHTHa 1107, opejeHUM TpaHCcHopMmalirjaMa, Ha IIpUMep, TpaHC-
JlalijaMa, poTalgjaMa, Ipojeknyjama. Kako ImocraBUTH MojeJ Tadyaka mpocropa? Ilo-
YeTHa HJieja je y3eTH BeKTOPCKU IIPOCTOP 3a MOJeJI IIPOCTOpa Tadaka, ajli 0BO pellleme
HUje 3a710Bo/baBajyhe 13 6pojHUX passora. Ha ripuMep, Tauka Koja oiroBapa HyJia BeKTO-
Py BMa I10CeSHO MeCTO Kao KOOPAUHATHHU I104YeTaK, JOK He II0CTOjU J0dap pasJIor 3allTo
61 HeKa TayKa SHJjIa IIpUBUWIeroBaHa. 3aTUM, I10jaM ITapaJIe;IHOCTH Ce MOYKe peaIn30Ba-
TH CaMO Ha IIPUJINYHO HeIIpUPOAHe HauHHe...

MehyTuM, 1yd/pU passior je Taj IITO BEeKTOPCKU IIPOCTOP U apUHU IIPOCTOP IIOCERy-
jy pasnuuute reoMeTpuje. [eoMeTpHjcKa CBOjCTBa BEKTOPCKOT IIPOCTOpa Cy HHBapHjaHT-
Ha II0J] TPYIIOM OHjeKTUBHUX JINHeapHUX IIpeC/IMKaBama, 0K Cy TeOMeTPHjCcKa CBOjCTBa
adUHOT IIpoCcTOpa UHBapHjaHTHA 10 I'PYIIOM dUjeKTUBHUX apUHUX IIpecjIrKaBama, a
Te JIBe Irpylie HUCYy u3oMop¢He. I'pydo roBopehu, ma BUIlle apUHUX HETOJIU JIMHEAPHUX
IIpecIuKaBamba.

AHMHU IIPOCTOP IIpYyrKa reOMEeTPHjCKU 50/be OKPY Kere jep HaM omoryhasa Jja pagu-
MO Cca TauKaMa, KpUBUM U II0BPIIIKMa He3aBHUCHO O/f U360pa KOOPAUHATHOT crcTema. Ha-
PaBHO, KOOPAMHATHY CUCTEM MOpPa SUTH M3adpaH Jla 61 ce padyyH CIIPOBEO /10 Kpaja, ajIn
Ba)KHO je [1a ce Cy3Ap KHMO OJf M360pa KOOPAUHATHOT CUCTeEMa CBe 0K TO He II0CTaHe
3aMCTa HeOIIXOHO.

BeJIMKy IpeTHOCT /laje HaM YU -EHUIA /1a CKOPO CBaKM aQUHU KOHIIEIIT UMa CBOj I1aH-
IaH y HEKOM KOHIIeIITy JIMHeapHe ajaredpe. Huje jromre aguHM IpocTop ImocMaTpaTy Ha-
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IIamaBsajyhu QU3UUKY UHTepIIpeTaliyjy I7ie Cy YeCTHULIe IIpe/icTaB/beHe TayKaMa, a CUJIe
BeKTOopuMa. Ha mprMep, MokeMo IIocCMaTpaTH YeCTHUIly Koja ce Kpehe y TpOAUMEH3HO-
HOM IIPOCTOPY, @ >KeJIMMO /1a OITUIIIEMO IIyTaky Te yecTUlle. YeCTHUILY IIpe/icTaB/ba TauyKa,
JIOK je IToJI0yKaj Te Tauke ogpeleH y oHOCY Ha perep y R3 kao BeKTOp, 0K je perep ype-
hen map (O, (e1, ez, e3)) Ihe je Tauka O KOOPJAUHATHU II0UYeTaK, a (eq, e, e3) dasa.

Ha mmpumep, cTaHgapAHu perep y R3 uma koopauHaTHU modyetak O(0, 0, 0), 10K je Sa-
3a e1(1,0,0), e(0,1,0), e3(0,0,1). ITosoxkaj Tauke X je mepuHMUCAH jeJUHCTBEHUM BeK-
TOopoM of O ka X. Y cTaHZapHOM pelnepy Tauka X = (X1,Xy,X3) IMa BEKTOP II0JI0)Kaja
0X = (X1, X2, X3) LLITO Ce IIOKJIAIIa Ca CAMOM TavyKOM, OJTHOCHO MOKeMo pehu fja ce y cTaH-
IapHOM pellepy TauKe ¥ BeKTOPU UeHTUQUKY]Y.

MehyTum, cTBapy ce Merbajy ako IIocMaTpaMo perep ca APyravyujuM KOOpJUHATHIM
II0YeTKOM Q = (w1, w,, wW3), DOK dasy (eq, ey, e3) 3agpxumo. Taga 36or OX = OQ + QX u
0% = (w1, Wy, W3) UMaMO QX = (X1 — W1,Xy — Wy, X3 — W3), OAKJIe BUIUMO Jja Ce TaUuKe He
UIeHTUOHUKY]Y ca BEeKTOpPHUMa I10J105Kaja, OJHOCHO TayKe HUCY BEKTOPH.

Tauke ¥ oco6MHe Tauyaka IIOTPESHO je nTedHHUCATH TAKO Ja dyAy MHBapHjaHTHE Y
OoiHOCY Ha periep. IlomiefajMo HajIIpe Kako ce IIOHAIlla JIMHeapHa KOMOHWHAIMja BEKTO-
pa. Heka cy BeKTOpPH u(uq, Uy, Us) ¥ v(vi,Vy,V3) AaTH KOOpPAHWHATaMa y OZHOCY Ha 6asy
e = (eq, ey, e3), Tafa au + fv UMa KOOpauHare (au, + vy, auy + Bvy, aus + Bvs). 3adepumo
HOBY dasy € = (e},¢€),e}), a ca P 03HaUMMO MaTPHILy IIpeJIacka ca dase e Ha €/, O[THOCHO
3a P Baxku € = eP. Cajia ce BEeKTOPU MOTY U3pasUTH Ha [IBa HAYMHA, Te je eu = e'u/, Te u
U U’ TIpeficTaB/bajy KOJIOHA MaTPHIle Ca CTapUM, OJTHOCHO HOBUM KoopauHarama. Orase
je mpoMeHa KoOpAMHATa JjaTa ca U = Pu’, omHocHO U’ = P~lu. Cajia 3a TMHeapHy KOMSH-
Hallljy Baku

au; + pv) uy V1 auy + pvq
auw, +pvy | =aP | uy | +BP vy | =P | aup + Bvy |,
aus + pvy Us V3 aus + Bvs

IIITO 3HAYH /I je INHeapHa KOMSUHAIIMja BEKTOpa He3aBUCHA 0]] U360pa dase.

MelhyTuM, YKOJIHUKO ca peliepa (O, e) mpelemo Ha periep (2, e), rhe je OQL = (w1, Wz, W3),
Tajia Tauka A(aj, dz, az) Mema KoOpAuHarte y (aj, a;, as) = (a3 — w1, 0 — Wy, dz — w3), I0OK
uUX Tauka B(by, by, bs) Mmemway (b}, b5, bs) = (b1 — w1, by — w3y, b3 — w3). Caja i-Ta KOOpAHMHATA
(i € {1,2,3}) o aa + Bb y pemnepy (L, e) usHocH aa; + Bb; = aa; + pb; — (a + B)w; 1mITO Ce
pasyvKyje off KOOpAuHaTe aa; + fb; — w; y penepy (O, e) ocuM y ciay4dajy Kagje a + f = 1.
OBpie ce BUU K/bYUYHA pasjvKa u3Mel)y BeKTopa U Tauaka. JInHeapHa KOMOUHaIMja BeK-
TOpa He 3aBUCH Off 6ase, IOK JIMHeapHa KOMOMHAIYja TadaKa 3aBUCH Off M360pa perepa.
[Tojam TMHeapHe KOMOHHAIIY]je TadaKa MOJKe Ce CIIaCUTH pPeCTPUKIIMjaMa Koje 3aXTeBajy
Ia cyMa KoeduiiyjeHaTa U3HOCH 1.

Mo>keMo HaIllpaBUTH JiBe KoIthje o R3, /e MpBa KOIIKja oroBapa Taukama (y CMUCITY
Ila 3a60paB/baMoO CTPYKTYPY BEKTOPCKOT IIPOCTOPA), a Apyra oAroBapa BeKTopuMa (oBe
je CTpYKTypa BEKTOPCKOTI IIPOCTOpa BajkHa). 3alpaBo, BEKTOPCKHU IIpocTop R3 mejcrByje
Ha CKyII Tauaka R3, TaKo IIITO 3a CBaKy TaUKy A = (q, Az, A3) ¥ CBAKKU BEKTOP V = (V1, V3, V3)
II0CTOjU TayKa A + v = (ay + V1, ay + Vg, ds + V3) KOjy LOXKUBJ/baBaMO Kao pe3ysTaT TPaHC-
JlallFje Tauke A 3a BeKTOp v. OBO fejcTBo +: R3 x R3 — R3 3ajoBosbaBa HeKa K/by4YHA
cBojcTBa. Ha mpumep A +0 = A, ok je (A +u) +v = A+ (u+ V). lIpyze, 3a CBaKe iBe Tauke
A, B 1I0CTOjH jeIUHCTBEHU BeKTOp AB 3a Koju je B = A + AB.

OBe ocodrHe Cy OHO INITO HaM je ITIOTPEeSHO /ja allCTPAKTHO YBe/leMO I10jaM agHHOTr
mmpocTopa. OCHOBHA H/igja je /ia IJocMaTpaMo /iBa pasiau4nTa cKyna E u E, riie je E cKyIl
Tavaka (&e3 CTPYKType), AOK je E BEKTOPCKH ITPOCTOP KOjH /iejCTBYje Ha CKyI E. UHTyH-
THUBHO MO)KeMO FOBOPHTH 0 eJleMeHTHMa U3 E 4Hja cuita oMepa Tauke u3 E rocMaTpajy-
hu ux Kao JecTHILe. Edexar nmpumeHe cuiie u € E Ha Tauky A € E je TpaHciaanyja. Jakie,
nejcTBo cuile u € E je 1a cBaKy TauKy A € E TIoMepH y TauKy A + u € E, Ipu ueMy ce pea-
JIM3yje TpaHCJIallyja Koja ofroBapa BeKTopy u. Kako ce TpaHciaryje Mory KOMIIOHOBAaTH,
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IIPUPOIHO CJIENU 1A je E BEKTOPCKHU IIPOCTOP.
Kao stutepaTypy MOKeMO IIPeIIOpyIUTH I‘aJII/I]eaE] [32] ka0 1 CKpUIITY KOjy Cy HaIIUCa-
JIU KaJIa]I,II/Ih@ u 'BOpI/IhE [44].

6.1 AdMHHU IPOCTOP U MOTIIPOCTOP

Adpunu uipociuiop je Tpojka (E, E, +), Ime je E CKyIl Tadaka, E BEKTOPCKU IIPOCTOP
TpaHcIanyja, a +: E x E — E [ejCTBO 3a KOje BaKu:

(VAEE) A+0=A4; (6.1)
(VAGE)(Vu,vef) A+u)+v=A+ (u+v); (6.2)
(VA,BEE) Qe E) B=A+u (6.3)

JemuHCTBEeHU BeKTOp U € E U3 (@) 3a Koju je B = A + u xpahe odesexxaBaMo ca AB
Wwiu ca B — A, Tako Jja 3a ¢cBako A, B € E MOXXeMO ITUCaTU

B—=A+AB.

Cneulﬂ'aJIHo, 3aB=AjeA=A +A_A, olaKJie U3 (@) cne;u/IA—A = 0. Takohe,3acBako A € E
Hv c E BaXu
AA TV =,

jep je 1o (6.3) y nuTamy ]e,Z(I/IHCTBeH BEKTOP 3a KO]I/I je A A+v=A+ A(A + V).
Hs (6.2) 06H]aMOA+AC C=B+BC= (A +AB) +BC=A+ (AB+BC) 3a IIPOH3BOJbHE
TpH Tauke A, B, C € E, ofakiie (.) naje Illanoe ugeHimuineiu,

AC = AB + BC.

CrerrpjanHo 3a C=Aje 0 = A_A A—B> + ﬁ O/{HOCHO BA = —AB.

/lofaTHO, KaKo je AB + BC = AC = AD + D DC TO Ba>kH 3aKOH iapanaeaoipama Koju
Kake 11a je AB = DC axo U CaMo aKo je AD = BC.

BekTopcKHU IIpocTop E je gupekipuca aguHol upociuopa, a gu_zyteu3uja agunoi
upocuiopa je frMeH3Hja beroBe JUPeKTPHUCe, OAHOCHO dim E = dim E.

WHTYUTHUBHO, CKyI10BU E U E IIpeficTaB/bajy UCTe 08jeKTe, ajik IIocMaTpaHe Ha pasJiv-
YuTe HaYMHe. F1360poM IIpor3BOJbHE TauKe A € E, Koja ce MOXKe II0CMaTpaTH Kao KOOP/H-
HaTHU [104YeTak, CBe TauKe 13 E MOXKeMO TOOGUTU Kao TpaHCIupaHe Tauke {A+u: u € E}.
OBy pu4y Mo>keMo $opMaIi30BaTH Ha ciiefiehr HauuH. R

3a (1)I/IKCI/IpaHO A € E MoxxeMo JeduHUCATH |- E — Eca fluy=A+u,xaoug: E— E
ca g(B) = AB. Taza je uf A+u g AA+u) =u, KaonBiABLAJrE = B, Tako fma
uMamo gof =1z U fog = 1, oakie je jacHo ma cy fu g dujexnuje. Kag uaieHTHPUKYjeMO
EcaE IIpeKo IIpecIuKaBama g: B — AB, xaxeMo [la je BEeKTOPCKHU IIPOCTOpP I0CTaB/beH
M350pOM Ta4yKe A 3a KOOP/UHATHH II0UeTaK. Pajiil jeAHOCTaBHOCTH YecTo hemMo apuHU
rpocrop (E, E, +) odeJiexxaBaTu camo ca E.

Tpeda SUTH IAXK/PUB Ca KOPHUIIThenheM cCuMboJ1a +. Caduparse U + v je 08po feduHu-
CaHo 3a BeKTope U, v € E,Kao ¥ TpaHciaanuja A+vTauke A € E3aBeKTop Vv € E. Mehjytuy,
cadupame A + B Tayaka A,B € E HeMa CMHCJIa HaKo je 0O3HaKa offysuMame B — A = AB
CMUCJIEHA.

CBaKU BEKTOPCKHU IIPOCTOP E uma CTPYKTYPY aQHHOT IIPOCTOPA, TaKO IITO II0CTaBU-
MO E = E, JIOK je JIejCTBO + 06MYHO cadupame Y BeKTOPCKoM mpocTtopy E. Tako modujamo

Jean Henri Gallier (1949), ppaHITyCKO-aMepHUYKH MaTeMaTHIap
2Tojko Kamajiuh (1948), CpIICKHM MaTeMaThdap
$Mupjana Bopuh (1957), cpIicka MaTeMaTH4YapKa
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aQMHU IIPOCTOP (f, E ,+), Ka0 KAHOHCKY apUHY CTPYKTYpy Ha E . TlocesHo, y CJIy4ajy Bek-
TOpCKOr IIpocTopa R", nodujamo A" = (R",R", +) peaanu ajpuHu upociuop nuMeHsHje
n. V OIIITHjOj IPUYU CBAKK BEKTOPCKH IIPOCTOP je HaJ HeKUM Io/beM [, KOju He Mopa
HY>KHO 6UTH R HaKo je TO HajyelllhH cIy4aj ca KOjUM pasuMo, Te TaKo J0dujaMo apuHU
apoctop A = (F' F* +).

MehytuM, adpmHU IPOCTOP He MOpa SUTU BEKTOPCKU IIPOCTOP, SapeM He Ha OYuIIe-
nan HauwH. Ha mpuMep, Heka je L = {(x,y) € R? : x+y—1 = 0} ¢ R2. CKyI1 L MO>KeMo IIO Jie-
GUHUIYJY HAUMHUTH aQUHUM IIPOCTOPOM, TaKO IITO e GUHUIIIEMO 1ejCTBO +: LxR — L

a(x,y)+u= (Xx+uy—u)3acBako u € R. OgaB/e 3a IIpOU3BOJbHO (X,y) € L 1odHujamMo
x+u)+(y—-u—-1=x+y—-1=0,Teje (x,y)+ u € L, 10K ce jeJHOCTaBHO IIpOBepaBa /ia
HUCIIyHaBa CBe TPU aKCHUOMe.

JInHeapHa KOMO&UHAaIlHja je OCHOBHU KOHIIEIIT IMHeapHe ajiredpe. Oarosapajyhu KoH-
enT y apuHOj TeoMeTpHjU 30BeMO adpuHa KOMOMHAIMja UIU SdapulieHTap. Heka cy
a1,ds,...,0, € F ckamapy, a Aq,A,,...,Ax € E Tauke, Tazia 3a HeKO B € E Mo>keMO0 I10CMa-
TpaTH TayKy B+ Zi-‘zl ailﬁ; Y MOTHUBaIUjU CMO IIPUMETUJIIH /1A je HeOIIX0JaH HeKH JofaT-
HU yCJIOB J1a 61 adprHa KOMOUHAalMja TayakKa UMaJjla CMUcia. Mcrocrassba ce 1a HaM je
noTpedaH 36up KoepHIUjeHAaTa jefHAK 1, TAKO /1a IPETHOCTaB/baMoO a1 + Ay + - - -+ A = 1.
HNmamo

k k k k
B+ aBA; =B+ a;(BC+CA;) =B+ (Zai>B_C'+ZaiC?§

i=1 i=1 i=1 i=1

K K
=B+BC+) aCA;=C+ > aiCA;,
i1 i—1

IIITO ITI0Ka3yje [ja [IOYeTHH U3pa3 He 3aBUCHU Off U350pa Tauke B.
3a pamuminje Tauaka A; € Eu ckanmapaq; € F3al < i < k, 1pu uemy je Zle a =1,
nebUHUIIIEMO dapuueHiuap Kao Tauky

k k
ZaiAi :B—aniBj;
i=1 i=1

KOja He 3aBHUCH OJf U3dopa Tauke B < E. bapulieHTap je 3anpaBo apruHa KOMOUHAIH]ja
Tayaka Kojy CMO JKeJlesIv J1a AeUHUIIIeMO, IIpU YeMy He CMeMO UCITyCTUTH U3 BUZA [a
je HeoIIX0oZaH YyCJI0B Zle a; = 1. YecTo yMecCTO IojefHHAYHUX paMUIMja TOBOPUMO O
TeKMHCKUM TaukKaMa (4;, ;) € ExF, 0JHOCHO TauKaMa A; KOje UMajy TeXXUHY ;. PUSUUKU
CMHCaO0 Ce OIVIe/ia Y IIeHTPY Mace CUCTeMa Off K TauaKa Koje UMajy CBOj I10JI0Kaj U Macy,
IIpU YyeMy Cy Mace HOpMaJH30BaHe TaKo Ja je 25:1 a; = 1, IOK Cy ¥ HeraTUBHe Mace
TakKohje 03BOJbEHE.

3a dapurieHTap X = B + Zl 1 a;BA; i U3 (@) rMaMo BX = Zl 1@ {BA;, Te YKOJIMKO H3a-
depemo dair B = X modujamo Zl 1 aXAl = 0. Y 0BOj popMysiu ca dapuUlleHTPOM dUTAH
je caMo O/THOC TeKHHa, jep ce jefHauYMHa 6e3 II0CIeJUlla MOKe IIOMHOKUTU SUJI0 KOjUM
CKaJIapOM.

YV JIMHeapHOj a/redpu IOTIIPOCTOP Ce MOKe OKapaKTepucaTH Kao HellpasaH II0/ICKYII
BEKTOPCKOT IIPOCTOpa KOjH je 3aTBOPEH 3a JIMHeapHe KOMOUHaIYje. Y aQruHUM IIPOCTO-
puMa, oarosapajyhu mojam je aQuHHU IIOTIIPOCTOP U MO>KEMO T'a IIPUPOJHO fePUHUCATH
Kao IIOJCKYII Tadyaka aQUHOT IIPOCTOPA KOjH je 3aTBOPEH 3a aprHe KOMOUHAIIH]je, OHO-
CHO SapulleHTpe. ApuHu tomuipocimop abuHor mmpocropa (E, E, +) je moxckyn V ox E
TaKaB /ia 3a CBaKy paMuinjy (4;,a;) € Vx F, i € {1,2,...,k} 3a Kojy je Zﬁ;l a; = 1, Baxxu
Zg{:l aA; e V.

V ckiagy ca gepUHUIIMjOM IIpasaH CKYII je TPUBUjasIHO apUHU IIOTIIPOCTOP, a HUje
TEIIKO IIPUMEeTHUTH [Ia je CBAaKH IIpeceK apHUX ITOTIIPOCTOPa TaKolje apHU ITIOTIIPOCTOP.
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[TprMep apHUHOT IMOTIIPOCTOpPa MOYKe SUTH CKyIl U C R? Koju je mepuHuMcaH ca
U={(x,y) € R*: ax + by + ¢ = 0},

IJle IPETIIOCTaB/baMo Jia a ¥ b HuCy ucToBpeMeHo Hya (a? + b? > 0). YV IUTamy je CKyII
pelllera jefHaunHe ax + by + ¢ = 0, a IOTPESHO je ToKa3aTH Ja 3a k Tadaka (x;,y;) e Un
CKajape q; 3a Koje je aj + - - - + ai = 1, BaXKu Zf-‘zl a;(xi,y;) € U.

Kaxko (x;,y;) € U gaje ax; + by; + ¢ = 0, To cyMUpamkaM OBUX jefHaUMHA MHOKEHUX Ca
Qa; /1061/1jaM0 Z{-‘Zl a;(ax; + byi +c) = O, OJHOCHO azle aix;i+b Zle ay; + czle a; = 0.
360r Zl 1Q; = 1, Tauka (Zl 1 QiX;, El Q) = Zl 1 Ai(X3, ) 3a/10BOJ]>aBa ax+by+c=0
U 3aT0 IpHIaja U, mTo jokasyje fa je U aQHU IIOTIIPOCTOP OFf A?,

AduHu notipocTop U SJIMCKO je II0Be3aH ca I0ACKYIIOM U= {(x,y) € R? : ax+by = = 0},
KOjH je apUHU IOTIPOCTOP Kao CIIeIHjaHU CIy4yaj IPeTXOQHOTr padyHa 3a ¢ = 0. U je
CKYTII pelllela XOMOTeHe jeTHauYrHe ax + by = 0, a KaKo CMO yCJIOB Zle a; = 1 KopucTHIN
caMo y3 ¢, 6e3 UKaKBUX pPeCTPUKIIHja 3a CKaJlape a; BayKuhe Zle a;(x;,y;) € U, OJlaKJIe je
U BEKTOPCKH IIOTIIPOCTOP o R?. ZoZaTHO ce MOyKe IIOKAa3aTH Jia 3a IIPOHU3BOJbHY TauKy
(X0,¥0) € UBaxxu

U= (Xo,y0) + U = {(Xo +X1,Y0 +y1) : (x1,y1) € U}.

U3 axo + byo + ¢ = 0 max; + by = 03a (x1,y1) € ffje a(xo +x1) + b(yo +y1) +¢c =0,
Te IMaMo (Xo,Yo) + U C U. Ca pgpyre crpaHe (x,y) € U nosmauu ax + by + ¢ = 0, Te je
a(x — xo) + b(y —yo) = 0, mTo faje (x — Xo,y —Yo) € U, U3 uera ciefu (X, y) € (Xo,Yo) + U,
opgHOoCcHO U C (Xg,Yo) + U.

Mlakiie, abuHa npaBa U (kao pelnerse jefHauYnHe ax + by + ¢ = 0) fodujeHa je TpaHc-
JIalljoM HK>0j ImapasiesHe mpaBe U (ca jeqHaulHOM ax + by = 0) Koja IIpoJiasu Kpo3 KO-
OpAMHAaTHU IoyeTak. OBa IIpHUYa Ba)kH Y OIILITHjeM C/Iy4dajy I7ie ce IIocMaTpajy pellema
crucTeMa JIMHeapHUX jeJHauYMHa.

CBaku apuHu notrpocrop V adpuHor mpocropa (E, E ,+) MOXKe ce BH/IeTH Kao ahuHU
rpocTop. /la SMCMO OJipeININ HeT0BY JUPEKTPUCY HOCManaMO CKyIL Vg = {BX XeV}
3a HeKO uKcHUpaHo B € V. luHeapHa KOMOUHAaIHja ¥ VB je 21:1 alBAl, rmeA; e V,a; € F.
MehyTtuwm, B + Zi‘ 1@ ﬁ +(1- Zi‘ 1 )ﬁje dapwuileHTap, ofjaKie je B + Z{‘ 1Q; ﬁ eV,

Te UMamo B(B + Zl 1Q; .BA; ) Zl 1B, BA € VB, IIITO ,Z[OKa3Y]e Ia ]e Vs IIOTIIPOCTOP OF,
E.3aHeko C € V umamo CX = BX - BC ¢ Vs, Te je Vs = VC = {XY X,Y € V}, omakue
IIPHUPOJHO Ba’KU V= VB u(V, V +) je 3amucTa jefaH aQUHU IIPOCTOP, I7E je v IIOTIIPOCTOP
BEKTOPCKOT IIpOCTOpa E.

Ca APyTe CTpaHe, ako je VHOTHpOCTop ()i EuAc E, oHJ1a 3a TEXKUIITHE TayKe (A+V;, Q;)
riejev; € Vua EFBaH(I/IZl 1 QA+ V) = A+ YK @AA+v) =A+ 3K av;, omake
crerupajeV=A+ V= {A+v:ve V} a$HHHU MOTIPOCTOp off E.

/lakire, CBaKH aQUHHU IIOTIIPOCTOP apHHOT pocropa (E, E ,+) je obimka A + v, I7e je
v IoTIpoCTOp Of E. IToTmipocTopy o E cy apHHU ITOTIPOCTOPH Koju cazpske 0. /lejcTBo
+: Vx V — VHUHAYKOBaHO [iejcTBOM +: E x E — E 0de3dehyje apuny ctpykrypy (V, V,+)
0BOM apHHOM IIOTIIPOCTOPY V. AQMHU IIOTIIPOCTOP AHUMeH3Hje 1 30BeMo iipaea, a 1u-
MeH3Hje 2 30BeMO paeaH. AQUHU IIOTIIPOCTOP KoAUMeHsHje 1 30BeMO XuiieppaeaH.

KaxxeMo /ia cy apunu norpoctopu U u V lapaienHu ako UMajy UCTe TUPeKTPHCe.
Kako je Taza U=V,umamoU=A+UuV= B+ U sa IIpou3BO/LHOA € UU B € V, Te je 3aT0
V modujeHo us U TpaHC/IaIlMjoM 3a BEKTOP AB. 3a adrHe IOTIIPOCTOPE PasIUUUTUX -
MeH3Hja M0>KeMO [J03BOJIUTH U peJlaKCUpaHUjy BapHjaHTy l1apajessHoCcTH. Kakemo fia cy
aQUHU IIOTIIPOCTOPHU WaApA.1eAHU AKO je JUPEeKTPHCca jeJHOT Of] FbUX ca/ip KaHa Y TUPeK-
TPUCH OHOT IPYTIor, OAHOCHO muiemMo U || V ako ¥ caMo aKo je UcC Vum V C U. OBaKo
nepuHMCaHa peJaliyja I1apaje/IHOCTH jecTe pedieKCMBHA U CUMeTPUYHA, ajIkd He Mopa
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OWUTHU TPaH3UTHUBHA. AKO Cy IIOTIIPOCTOPH AUCjYHKTHH, a HUCY ITapaJIejIHH, OHJ[a Ka>keMo
Jla Cy OHH MUMOUAA3HU.

IIpaBa je oxpeljeHa TaukoM A € E U HeHyJla BEKTOPOM V € E, O/THOCHO y ITMTamy
je CKyII Tayaka o&yinKa A + av 3a a € F. KaxeMo za cy Tauke A, B,C € E KoauHeapHe
aKo Cy BeKTOpH AB 1 AC JIMHeapHO 3aBHUCHU. PaBaH je ompeheHa TaukoMm A € E U ca jBa
JIMHeapHO He3aBHCHAa BEKTOpa U,V € E, O/{HOCHO TO je CKYII Ta4aKa 06JIMKa A + au + fv
3a a,p € F. KaxxeMo fa cy Tauke A, B, C,D KollaaHapHe aKo Cy BEKTOpHU AB, AC u AD
JIMHEeapHO 3aBUCHU.

3a matu apunuU mpoctop (E, E, +) ¥ HeIlpasaH IIOACKYII S C E, HajMawkbU apUHU I10T-
IIPOCTOP KOjU Cafp KU S 30BeMO adduHu omoiuau CKyIa 1 odesexkaBamo ca (S). ApuHu
oMOTaY (S) je 3alIpaBo IIpeceK CBUX aQUHUX IIOTIIPOCTOPA KOjH caZip>Ke S, a OUUIVIEHO Ce
pazu o CKyIly CBUX dapuIleHTapa 3a Tauke U3 S. /lakiie, 3a paMminjy Tadaka Ay, ..., Ay € E
adrHU 0MOTaY je apUHU IIOTIIPOCTOP

k k
<A1,...,Ak> = {ZaiAi : Zai = 1} .
i=1 i=1

OBy Teopujy aQHUHUX IIPOCTOPA MOXKEMO II0Be3aTH ca aKCHOMaMa eyKIHUZCKe (CHHTe-
THUYKe) TeoMeTpUje. Ha mpruMep, cBaka ITpaBa je UHITHU/IeHTHA ca dap [IBe TaukKe, jep IIpaBoj
A + av IIpUIiaziajy Tauke Koje cy fodujeHe 3a eeMeHTe 0,1 € F Koju I10CTOje Y CBAKOM II0-
Jby. Takolje, aKo IBe paBHU Y TPOJAUMEH3UOHOM IIpocTopy (dim E=3) UMajy 3ajeJHUYKY
Ta4uKy OH/la UMajy dap joll jeqHy 3ajeHHUKYy Ta4uky. Hamme, u3 I'pacMaHOBe popMmyite
dlm(U N V) dim U+dimV— dim(U + V) 3a paBHu U 1 V umamo dim U=dimV =2, Te
KaKo je U+V<E nodujaMo dlm(Um V) 4 — d1m(U+ V) > 1.

6.2 AdwuHa nmpeciIMKaBamka

Adpuno tipecaukaearse je IpecirKaBarbe Koje uyBa dapuiieHTpe. [Iperusnuje, 3a
aduHe npocrope (E, E,+) u (E', E',+') u”je cy gUpeKTpUCe HaJl UCTUM II0JbEM, IIpeCIU-
KaBame f: E — E’ je aQMHO aKo 3a CBe TeXKHUIIIHe TaukKe (A;,q;) € E x F, I1e je Zi-‘zl a; =1,
Baku

Teopema 6.1. Ako je h: E— E JUHeapHo tpecauxkasarse, maga je 3a ukcupaHo A € E u
B e E' cafl(A+v) =B+ h(v) geppuHucaHo agpuHo tpecauxasare f: E — E'.

Jokas. 3a > X a; =1 umamo

k k K K
fO @A) =flA+ > aAA) =B+ h()_ aiAA) =B+ ) aih(AA)
i=1 i=1 i=1 i=1
k __ K . k . K
=B+ aB(B+h(44) =) aiB+h(AA)) =) aflA+A44A) =) aflA).
i=1 i=1 i=1 i=1
Jlakiie, IlpeciIvKaBame fje 3aTBOPEHO 3a dapUIIeHTpe, Te je 0HO apHHO. O

TeopeMma 6.2. 3a ceaxo agﬁuHo upecauxkasarse f: E — E, uocquu jeguHciugeHo /WUHeAapHo
lipecaukasarse f E — E' waxeo gajeflA+v)=flA)+ f ,3a c8ako A € Euceakov € E.
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6.2. AdPunHa npecnmkasama

Jlokas. AKo IIpecIvKaBambe f II0CTOjH, Mopa & dutu f (v) = f(A)f(A + v). OBaj u3pas He 3a-
BUCH OJf U3d0pa TauKe A jepusB+v=A +AB +AA+V)+ (- 1)AA B+ (A+v)+(-1)A
cnepu f(B+v) = f(B) + flA +v) + (—1)f(A), ogakiie 1odHujamo

fBf(B +V) = fIBIflA + V) - fIBIfIA) = LA)fLA + V).

Kaxko ? MopaMo febrUHUCATH ca 7(\/) = flA)f(A 4+ v), jeIUHCTBEHOCT je OUUIJIe[HA, Te IIpe-
0CTaje I0KasaTH Jia je ? JIMHeapHo.

KakojeA+av=A+adAA+v)+ (1- a)A_ﬁ =a(A+ L+ (1-a)A, To MMaMo jemHauYnHYy
fld+av) = af(A+v)+(1-a)f(A), osake mosmjamo flA) + f (av) = a(flA)+ f () +(1-a)f(A),
Te 3a MHOYKEHhe CKaJIapoM J[061jaMo 7(av) = af( V).

CanuHo, U3 flA+u+v) = f[1(A+u)+1(A+v)+(—1)A) = flA+u) +flA+v) — flA) uMmamo
flA) + ?(u +v)=(flA) + 7(11)) + (fla) + ?(v)) — f(A), ojakiie 3a cabupame BeKTOpa Baku
?(u +v) = 7(11) + ?(v). Jaxie, ? je 3aTBOpPEHO 3a MHOYKeHhe CKaJIapoM U cadUpambe, TaKo
[la jecTe JIMHEeapHO. O

JInHeapHO IIpeCIUKaBambe 7 E — E' 30BeMo /AUHeapHu geo aQUHOT IpecIuKaBa-
wa f. Bpenu HaTIOMEHYTH Jla YCJIOB flA+v) = f( ) + f (V) cata MOXXeMO eKBHBaJIEHTHO
3aIIcaTH (3aMeHOM v = AB) Kao f(B) =f(A) + f (AB) 150051

f(AB) = flAf(B). (6.4)

Takohe, ako je f UHjeKTUBHO WU CYPjeKTUBHO OH/a je TAKBO U 7

Kako apuHO Ipec/irKaBame YyBa dapUIleHTPe U KaKo je aQHUHU NOTIIPOCTOP 3aTBO-
peH 3a dapulleHTpe, caukKa f(V) apuHor nmormpocropa V jecTe apuHU IIOTIIPOCTOP Of E'.
Ha mpuMep, cjIMKa IIpaBe je TauKa WU IIpaBa, AOK CJIMKa paBHU MOKe SUTH TaukKa, IIpaBa
UM paBaH. AQUHa IIpec/IMKaBamwba UMajy 10CcTa MHBapHjaHTH, a IIpe CBera Ty je KOJIUHe-
apHOCT Tayaka. UyBame SdapUlleHTapa 3alpaBo F'OBOPH Jja Ce YyBajy U OJHOCHU y KojeM
TaykKa Jiesu ayK. /logaTHo, U3 feUHULIM]e JIJaK0 BUAUMO Jla Ce YyBa U I1apajiesIHoCT. /la-
KJIe, aQUHO IIpecIMKaBambe yyBa: SapUlieHTpe, aprHe IOTIIPOCTOPe, KOJIMHEAPHOCT, O/
HOC JleJberha Iy>KU U I1apajleTHOCT.

AdUHY He3aBHUCHOCT MOKEMO CXBAaTUTH Kao YOIIIITekhe INHeapHe He3aBUCHOCTU. 3a
dbamMunjy Taukaka Ag,Aq, . .. ,Ap U3 E KaXkeMo 713 je apuHO He3a8UCHA aKO Cy BEKTOPHU
ApA1, ..., A¢A, TMHEAPHO He3aBUCHU. JIMHepHa He3aBHCHOCT OBUX BEKTOpa He 3aBHCH
of1 IIepMyTalliyje Tavaka, jep 3a i # 0 jerHauMHa

0= qAili=> qAiAo+ ) ajAch;= - (Zaj>M+ZajM,

ji ji ji jAi J#10

3a IMHEeapHO He3aBUCHE AgAy, . .., A¢An 1aje a; = 0 3a cBaKo j # i (Hajpe 3a cBaKo j # i, 0,
a oOH/a U3 Z#i a; = 0 cnemu u qp = 0).

AxKo ) Cy TauKe Ag, Ay, ..., Ay € E abUHO He3aBUCHE, OH/IA BEKTOpHU ApA1,...,ApA, UHHE
6asyy E. CBaky Tauky X € E Mo>xeMo 3anucatu ca X = Ag + ApX, Te IOCTOjH jeTUHCTBEHA
ypeheHa n-TopKa ckasnapa (Xi,...,Xp) TaKBa gaje X = Ag + xlm + ... XpA¢An, IIITO UMHH
KOOp/JAMHAaTe TauKe y OAHOCY Ha (Ag, (ApA1,-..,A¢An)). Kako je

n n n
X=Ap+ ZXiAOAi =(1- in)AO + ZXiAiv
i=1 i=1

To ce U X € E MO’Ke jeJHO3HAYHO PacTaBUTH ca X = > L, a;A;, IpH ueMy je > 1 a; = 1,
recy cMeHe qp =1- Y1 x;uaq;=x;3ai=1,...,n
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Heka je (E, E ,+) aduHuU npocTop. AguHu peiiep ca KOOPAUHATHUM IIOUYETKOM Aj je
damumnmja (Ao, . ..,An) O n + 1 Ta4aka U3 E TaKo fa je (ApAy,...,ApAn) 5a3a BEKTOPCKOT
npocropa E. VpeheHI/I nap (Ao, (ApAyq,...,ApAn)) Takohe 30BeM0 agpuHu peiep.

Teopema 6.3. Ako je E agpuHu tipociiop gumeHsuje n u (Ag, A1, ..., An) appunu petiep 3a E,
maga 3a upouseosbHU aguHu tipoctuop E' u duno kojy pamuaujy (By, By, . .., By) lavaxka us
E', ioctuoju jeguHctugeHo agpuHo upecauxkasarse f: E — E' tnaxkeo gaje f(A;) = B;j3a0 < i< n

/Jloka3. AKO UCITyH-aBa yCJI0Be fMOpa SUTH TaKBO 1A f(agAg+- - -+anAn) = agBo+- - - +anBn,
Igeje ap+ - -+ ap = 1, ITO jeTHO3SHAYHO AeUHUIIIe aGUHO IIpecIuKaBame Ha E dynyhu
naje (Ao, A1, ...,An) abuHuU perep. O

V3 momoh apuHUX penepa, ahpHHa IIpecIHKaBakha MOTY Ce IIPe/ICTaBUTH MaTpPHUIlaMa.
Heka je f: E — E apuHO npecanKaBame. Taga uMaMo f(Ag + V) = f(Ag) + f(V), OMHOCHO

Aof(Ao +V) = Aof(Ag) + f (V) (6.5)

CBe BeKTOpe U3 (@) MOYKEMO H3pasHUTH IPeKo §a3HUX BEKTOpa ca Vv = Y & xiAo—A;,
Te Aof(Ao) = Y11 biAoA; 1 Aof(Ao + v) = >t yiAo_A;. AKO Te BeKTOpe 3alHIleMo IIpe-
KO KoopauHaTta ca X = (X1,...,Xn), B = (b1,...,bn), Y = (y1,....yn) H TPETHPaMO Kao
KOJIOHa MaTpHIfe, JOK ca A 06eJIe>KHMo ManI/Iuy JIMHeapHOT IIpecIrKaBamba f y 6asu
(A0A1, . AoAn) TaJa jefHaYNHA (@) I10CTaje jefHOCTaBHO Y = AX + B.

Huje jyiomie HamoMeHYTH Ja f(Ag) # Ao noBjaauu B # 0. Takohje, y omirreM ciay4ajy f
HUje JIMHeapHa TpaHcdopMaliyja, a jecTe yKOJIUKO UMa GUKCHY TAUKY.

AduHa Ipec/IMKaBamka YyBajy SapUILIeHTPE, Te Cy U BbUXOBe §0Mn031/1unje ad)nrm_} pe-

caukaBama. 3af:E > Eug: E — E'je gflA+V)) = gflA) + f(v)) = g(flA)) + g(f(v)),
oJlakJIe cJefu

gof=gof.
V3 iMHeapHe ajredpe sHaMO /ia CKYIl CBUX JMHEAPHUX TpaHChopMalija Ha HeKOM

BEKTOPCKOM IpocTopy E unHU 1uHeapHy rpyiy GL(E). YV apuHOj reoMeTpHjU ITocMaTpa-
MO CKYII CBUX 8MjeKTUBHUX aQpUHUX IIpecrKaBama f: E — E'Koju odesesxaBaMo ca GA(E)

1 30BeMO agpuna ipyua. Kako cBakoM f € GA(E) oroBapa Heko f ¢ GL(E), TO je f+— 7
jemaH xomomopdusaMm rpymna GA(E) — GL(E ).
HajjeqHocTaBHUje IMHEapHO IIpecIuKaBame je KOHCTaHTHO IIpec/IuKaBambe, ajikd OHO

HHje SHjeKTHBHO. TaKo 0/Ia3UMO 10 UAEHTHUYKOr f = 1y, IIITO je OCHOBHHU IIPUMED 3a
7 € GL(—’) Y Tom cnyqajy us (bopMyJIe (@) umamo flA)f(B) = f(ﬁ) — AB, O/laKJIe 3aKOH
IIpaBOyraoHUKa faje Af( ) Bf( ). 3aTo je f ca UIeHTUYKUM JIMHeapHUM J[eJIOM 3aIIpaBo
TpaHCcJIaIyja 3a BEKTop Af( ) (LITO He 3aBUCH Off U350pa TauKe A).

Tpancaauuje cy npeciukaBama 7, € GA(E) 3au € E nepunucana ca ty(A) =A+uu
Tajga je u = Aty (A) = Bty(B). Kommosuiiyja iBe TpaHCIalyje je TaKole TpaHcayja jep

(Tuo)A)=TuA+VvV)=A+V)+u=A+V+u) =Tyru(4)

Aaje
Tu©o Ty = Tv+u-

Cky1l cBux TpaHcinanyja T(E) je moarpyma apuHe rpyre GA(E), e je HeyTpaJl TpaHCIa-
IIMja 3a HyJIa BEKTOP 7o = 1. lllTaBuIie, Kako 3a f € GA(E) BaXXu

(Fo tuof )(A) = ff 1(A) +u) = AF1(A) + Fw) = A+ Fw) = T7,,(4),

TO je
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IIITO 3HAUU /1a je T(E) HopMaJIHa oarpymna ox, GA(E).
YecrTo je 3rofHO 1a abUHO IIpecarKaBamke nMa GUKCHY TauKy. HapaBHO, TpaHc1aiyja
pasiu4uTa off 7o HeMa GUKCHHUX TavyakKa, ajld BaXKu ciefieha Teopema.

Teopema 6.4. 3a upoussobHo P € E, csako f € GA(E) ce HA jeguHCIl8eH HAHUH pa3aadice ca
f=tuog igejet, € T(E), a g € GA(E) inakeo ga je g(P) = P.

Joka3. U3 ycioBa TeopeMe ciuend f(P) = t,(g(P)) = tu(P) = P+ u, Te Mopa éutu u = Pf(P),
IIITO jefTHO3HAYHO ofpelyje TpaHCJIaLu/ij Tu = Tpppj> @ KAKO CY y MTUTAkDY dujeKkiyje TO

MMaMo jeTHO3HA4YHO g = ( lof= Tip)p zof. O

YV najbeM TeKCTy
@r={XcE:flX)=X}
O3HavaBa CKYII CBUX QUKCHUX TadaKa apUHOT IIpeciuKaBama f: E — E.

VkosnKo je @, HempasaH, To 3a P € @y Baxkd f(X) = f(P + PX) = f(P) + f(PX) = P +
f(PX), Te ako je momatHo X € ®; uMamo f(X) = X = P + PX, oguocHo f(PX) = PX. Jlame
je (f — ]lf)(P_)f) = 0, ogHOCHO PX € Ker(f —1z) < E. Jlakre, CKyIl QUKCHUX TayaKa
®r = P+ Ker(f — 1¢) je jema auHU IOTIIPOCTOP UHja je UpeKTpuca Ker(f —1%).

Axo je P TIpasaH, To 3a ¢UKCHUpaHy TauKy P € EucBako v € E uMamo f(P +vVv) #
P +v.Taga je f(P) + f( ) # P + Vv, OGHOCHO (f 1z)(v) ;éf( )P 3a CBaKo Vv, 0JjaKJjie cjaeau
fiP)P ¢ Im(f — 13). OmaBpe je dimKer(f — 1) = n — d1mIm(f 1z) > 1, ogHOCHO
Ker(f - 17) # {0}.

Teopema 6.5. Axo je @y # () oHga je Dy adpuHu TOTWUPOCIUOP Ca gUPeKTUPUCOM Ker(? —1z).
AKo je r = () oHga je Ker(? —1g) # {0}.

Kaxko je flA)f(B) = ?(/Té), TO 3a TpaHCIauujy Baxu f(A)f(B) = AB, opakie ciean
napasesHocT (A,B) || (f(A),f(B)), OZHOCHO TpaHCJall{ja IpecJrKaBa IIpaBy y H0j IIa-
pasiesHy IipaBy. IlocTaB/ba ce IPHUPOJHO IIUTAE Jla JIU IIOCTOje jOoIlI HeKa adHHa IIpe-
C/IMKaBamwba KO]a nuMajy OBy JIeTry ocoSI/IHy [TapaseJIHOCT IIpaBe U HeHe CIUKe II0BJIaYU
fLAf(B) = AAB, 0IHOCHO f (AB) AAB, 3a HeKo)t eF.

ITocmaTpajMo GQYHKIHjY A: E—TF IaTy ca f (x) =A(x)x3ax e E.3a JIMHeapHO He3a-
BEICHE U,V € E MMaMo f(u +v) = f(u) + 7(\;), OJHOCHO A(U + V)(u + V) = A(u)u + A(v)v,
Te (A(u+v) — A(u))u+ (A(u+v) — A(v))v = 0, omakiie je A(u +v) = A(u) = A(v). lakie, aKo
je cIMKa cBake IIpaBe ITapaJjieiHa CBOM OpUTHMHAJIy Taja je 7 = A1y 3a HEKO QUKCHUPAHO
A#0.

#V caydajy A = 1 TaKBO apUHO IIpecIvKaBame je TpaHclaaluja. Y CyIIipoTHOM UMaMo
A ¢ {0,1} a Kako je Ker(f 1z)=Ker(A-1)1z) = {O} 110 TeopeMH@BamH @ # (), Te

mocroju ¢pukcHa Tauka S € @y KoHauHo, f € GA(E) u f Alz majy

fiX) = fiS+SX) = fiS) + f(5X) = S+ ASX.

IIpecrkaBare Koje je opeleHo ca xg,(X) = S+ ASX je xomouneimuja ca HeHTpOM S U
KoeQUIIjeHTOM A.
[TorsieajMo padyyH 3a KOMIIO3UIIH]Y IBE XOMOTeTHje.

Xs.a© X18X) = Xsa(T+ BTX) = X5 4(T) + Xs.4(BTX) = S+ aST + apTX
= P+ PS + aPT — aPS + aBPX — aBPT
=P+ (1-a)PS+a(l— B)PT+ aBPX.
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V cayudajy fia je aff # 1 MokeMo HU3adpaTu dapUlleHTap
1-a a—ap
P= 1—aBSJr 1-ap
1ITO I10BJIavuu (1 — a)leS +a(l- B)P_f" = 0, omakJe cienu
XSa© XT,ﬁ(X) =P+ aBP—f( = Xp,ap-
V caydajy fa je aff = 1 umamo

T,

Xsa©XrpX) =P +PX+(1-a)PS+ (a—DPT =X+ (1-a)TS = 7;_qr(X).
Y cBakoM ciy4dajy Kako je ﬁg = 7 o g TO TpaHcIaIHje U XoMoTeTHje HT(E) yBeK uMajy

JIMHeapHHU JIe0 cCpa3MepaH HAeHTUTETY U 3aT0 YKMHE jeJHY IToArpyny of GA(E).

6.3 IlapaJjie;THO IpPOjeKTOBame

3a iBa adpuHa normpocropa I1 u I' KakeMo /ja Cy cyilieMeHillapHuU YKOJIUKO Cy TaKBe
IbHXO0BE IUPEKTPHCE, ONHOCHO YKOJIUKO je Il & I' = E. V Tom ciy4ajy w € E ce jegHo-
3HAYHO pacTasjba ca W = 11 (W) + mp(w) 1me je my(w) € II u my(w) € I'. Ha mpuMmep, y
aQUHOj paBHHU [iBe IIpaBe Cy CyIIeMeHTapHe aKo U caMO0 aKo HUCY napasienHe. CIMYHY
CTBap M0O>XeMo pehu 3a IIpaBy ¥ paBaH y TPOAUMEH3HOHOM aQHHOM IIPOCTOPY.

CyrieMeHTapHU aQUHH IOTIPOCTOPH MMajy TaYHO jeHY 3aje IHUYKY Ta4uKy. Haume,
Kakojell =P+ ul'=Q+T3aPeclluQ eI, tanace PQ € E jefHHCTBEHO PACTaB/ba
caPQ=u+v,rrejeucll,ve I .Tagaje Q=P+ (u+v) = (P+u)+v, ofakie ciegu
Q-v=P+u=SclInl,teuslInT = {0} cnegu IINT = {S}.

3a mpousBoOJbHO X € E U cyluleMeHTapHe apuHe oTiipocrope II u I' MoykeMo 1mocMa-
Tpatu apuHH normpoctop I' = X + T | T xoju je cymuieMeHTapaH ca Il ¥ ImocTaBUTH
X' € INT'. YV ToM cy4ajy je SX = S_X7+ﬁjep;HHCTBeHo pacraB/bame y E =TT uBaxu
(X, X'y C T'. IlapaneaHo tipojeKiniogarse je mpecinkaBame X — X', otHOCHO f: E -+ II C E
3agaro ca f(S+ w) =S + my(w), 3a CBaKoO w € E. Kako je IIpojeKIiija Ha BEKTOPCKUM IIPO-
CTOpHMa JIMHeapHa, TO je IapaJIesiHo IIPojeKToBame aQUHO IIpeciIuKaBambe.

[lapaJie/iHO IIPOjeKTOBamhe HHje SHjeKTHUBHO U 3a Hhera BaykKH f> = f. M0>KeMO IIOT0{HO
n3ladparu 6a_3:y TaKoO JJa MaTpHUIia I1apaseJHOT IIP0jeKTOBaka f, OTHOCHO HeTr0BOT JIMHE-
apHor fesna f, dyze gujaroHajHa MaTpHIla ca HyJlaMa U jefUHUIlaMa Ha JUjaroHasy, Te
MHUHUMAaJTHU TIOJIOHOM 3a 7 usHocH A2 — A

JelaH o1 0CHOBHUX U HajCTapHUjUX pesyiiTaTta apuHe reoMeTpuje je TasecoBa TeopeMa.
[TorsiegajMo jefHO O MOTYRHUX YOIIIIITE KA.

Teopema 6.6. Heka cy Hy, H,, H3 tipu pasauduitie tiapa/ieiHe XxutieppagHu agpuHol upocino-
paE, al uA gee tipase Koje Hucy ca vuma tiapanente. Ako je {A;} =TI N H; u {B;} = AN H;
saie {1,2,3}, iwaga eaxcu A1As : AyAy = B1Bs : B1Bs.
Joka3. 13 mapaJeJHOCTH XHIIEPPaBHH [J06HjaMo I—J—{ = H_—é :_)H? = H, gokdiml' =1wm
dimI'+dimH; = dimE gajy E = T @ H. Ogripojexkuyje 1: E =T @ H — T 110 TeopeMu El]
rpaguMo apuHo IpecivkaBame f: E — T ca f(By +v) = Ay + 1(v). lodujamo

f(Bi) = f(B1 + B1B;) = A1 + m1(B1B;) = A1 + (B1A1 + A14; + A;By)

= A1 + 71(B1A7) + T(A1A) + T(AB;) = Ay + AA; = Ay,

jep je m(B1A;) = 7(A;B;) = 0 350r B1Aq,AB; € H, a m(A1A;) = A1A; 360T A14; € T. 3ato je
f(B1) = Ay, f(By) = Ay, f(B3) = A3, Te KaKo aQUHO IIpecJIrKaBame YyBa OJHOCE Jie/berha
Iy>KU BakKuhe TBpheme TeopeMe. O

OSpar TasiecoBe TeopeMe JOKasyje ce JUPEKTHO. AKO je SA : SA; = SB; : SB, = 6, To je
A1B1 =8By — SA; = GSBZ - QSAZ = Q(SBZ - SAz) = GAsz, omaxkiie je <A1,Bl> H <A2,Bz>.
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6.4 /uraranyja M TpaHCBEKIHja

Ckyn pukcHUX Tadaka @ 3a apuHy TpaHcopmanwjy f € GA(E) je aHUHHU ITOTIIPOCTOP.
HajjegHoctaBHUje je @y = E 3a f = 1. [locMaTpajMo 110 je/IHOCTABHOCTH HAPETHU CIy4aj
Kaza f pukcupa n aUHO HE3aBUCHUX Tavaka, OJHOCHO QUKCHpa xumeppasaH I = @y.
Tapa je fio Teopemu @ ozpeheHo jour ca P — f(P) # P, a MU Ce IIMTaMO KaKO Ce CJIMKa
Tauka X ¢ II. L

Vkosuko je (P, X) N II = {S} Tazma ce uyBajy ogHocHu SX : SP = Sf(X) : Sf(P), Te je 10
O6paTHOj TaJIeCOBO] TeopeMu (P, f(P)) | ) |l (X.f fiX )> V cympoTHOM je (P, X) H II, Te HOCTO]e
A,B € II ca PX = AB, ofakiie ]ei)f( ) =] f(PX) f(AB) fLAf(B) = AB = PX, Te u3

3aKOHA IIpaBOyraoHWKa Baku Pf(P) = Xf( ). 3aKJby4yjeMo [1a Y CBAKOM CJIy4ajy ©UMaMo

TIapajieTHOCT
(P.f(P)) || (X, f(X)). (6.6)

/lajbe TUCKYTyjeMo ciIy4dajeBe y 3aBUCHOCTH Jia JIU I1paBa (P, f(P)) cede xurieppaBaH II.

TpaHcdopMmanyja Koz Koje 1octoju mpecek (P, f(P)) NII = {Py} 30BeMO guaaimauuja.
Y ToM cay4dajy U3 (6.6) cienu ga moctoju u npecek (X, f(X)) N II = {Xo}, rme je Xp Ipojek-
yja Tauke X ‘Ha XUIleppaBaH I1, mapaJiesiHo 11paBoj (P, f(P )> Axo je a € F ckasap 3a Koju
je Pof(P) = aP,P, 0P, Tajia Kako a(I)I/IHO 4JyBa OJHOCe UMaMOo XoX : PP = f(Xo)f(X) : f(Py)f(P),
Te 10dujaMo Xof(X) aXoX. Capza je jacHo rre je f(X), Te HaM je 3a gUIaTalyjy IOTpe-
daH KoepUIMjeHT a, nIpaBal Pf(P) u xuneppasaH II. IlorogHUM M360pOM dase MaTpHUlia
JIMHeapHOT Jiesia JuaaTaliyje iMa 08JIUK

a 0 - 0
01 . 0
0 0 - 1

TpaHcdopmalyja Koy, KO]e je (P,f(P)) || II soBeMoO impaHceeKkuuja. 113 (@) MO>KeMO
Hamnmcati f(X) = X + A(X) f( ), ojakie 3a X = S+vr,ae]e86 MuveE, umaMmo f(X) =
fS+v)=8+ 7 (v) = S+V+/\(S+V)m O/THOCHO f( ) = V+A(S+V)W Huje Temko
YOUUTH [1a je u: E — F pgato ca y( ) = A(S+ V) jeqHa simHeapHa popma u y(v) = 0 ako 1
camo ako v € I, IIPU YeMY BaKU f (V) =v+ u(V)W. [TorogHUM M360pOM as3e MaTpuIla
JIMHEeapHOT JieJia TPaHCBeKIHje UMa 08JIUK

1 0 --- 0
0 0 - 1

6.5 Eyximacku apMHM NIPOCTOPH

Adunu 1ipoctop (E, E ,+) CHad[leBeH CKaJIJapHUM IIPOU3BOJIOM ( -) (CHMEeTpPUYHOCT,
KOMITaTUSUJTHOCT, ,III/ICTpI/ISYTI/IBHOCT IIO3UTHUBHA /IeQUHUTHOCT) II0CTaje eyKAUgCcKu
adunu uipociuop. Ha oBaj HaUNH CBAaKOM BEKTOPY V € E IIPUAPYKYjeMO UHIlleH3uiliell,
V|| = W CkaJylapHU IIpOU3BOJ oMoryhaBa HaM I10jaM OPTOTOHAJIHOCTH, I7ie 3a BEKTOpe
X,y € E KakeMo /ia Cy OpilioIoOHAAHU ¥ ITUIIIEMO X L y aKO U caMo aKo je x -y = 0.

BexTopcku notnpocropu U, V € E cy opiitoionaanu u nuieMo U L V ako u caMo
aKo 3a CBAKO X € U H CBAKO y e v BOXU X L y. OpiioloHaA TIOTIIPOCTOPA YUHHU CKYII
CBUX BEKTOPA OPTOrOHATHUX Ha Ibera Ut = {x € E : x L U}. Mo>keMO IPUMETHUTH [ia je
U L V aKo 1 caMo aKo je U < VL OJTHOCHO aKO ¥ CaMo akKo je V < UL
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naBa 6. AdunHa reomeTpuja

3a iBa apuHa motnpocropa II 1 I' ka>keMo /a cy OpillolOHATHU aKO Cy TAaKBe BbUXOBe
nupexTprce. Tazga je IT < T, a ykosmuko Baku I1 > T+ ouzma cy IT u T yiipaenu.

OpiuoioHaHo UpojeKiiioearse je CIieljaTHY CIy4aj IIapasieTHoT IPO0jeKToBatha Ha
a¢uuu motmpoctop I Kaj ImpojekTyjemMo mapasiesHo ca I1+. Ako je IT apuHM IIOTIIPOCTOP
U A € E Ipou3BOJbHA TauKa, Taja je A + ot jeIUHCTBEH IIOTIIPOCTOP KoguMeHsuje dim IT
KOjH cafp>KU A ¥ OpTOroHasIaH je Ha II.

Teopema 6.7. IIpasa je opilioloHAHA HA PABAH AKO U CAMO AKO je OpliOTOHA/IHA HA HeKe
gee reHe HellapaJie/iHe Upase.

Aoxkas. 3aT; =T;+ Span{u;}, i=1,2 ycaoB I'1 } I'; IoOBJIaYM IMHEapHy HE3aBUCHOCT U U
Uy, MOK V | Uy, Uy majev L Span{uq,usy}. O

V eyKJIUJICKOj TeOMeTpHjU I103HaTa je Teopema o ilipu Hopmane.

Teopema 6.8. Heka je A Uipousso/bHa mauka (lUpoguMeH3UOHOT eyKAUGCKOT agpuHOl Upo-
ciiopa) 8aH pagHu I1, u Heka ce upasa A Hana3u y I1. AKo je B logHOdiCje Hopmane us A Ha
I1, a C tiogHod4cje HOpMmanie u3 B Ha A, taaga je tipaga AC HOpmaaHa Ha A.

Aoxkas. U3 (A,B) L II > A ciienu (A,B) L A, Te Xako je u (B,C) L A, u3 Teopeme @ “UMaMo
(A,B,C) L A, Teu (A,C) LA. O

3axBaspyjyhH cKaslapHOM IIPOHU3BOJIY YBOAVMO paciuojare rsMel)y Tadyaka A,B € E

Ca
8(A,B) = |AB| = \AB - AB.

PacTojare nMa Heke Jielle ocoduHe, §(A,B) > 0, 6(A,B) =0 < A =B, §(A,B) = §(B,A).
Takohe Baxu U HejegHaKocT Tpoymia §(A, C) < §(A,B)+8(B, C), urto je mocsenuiia Komu-
-[ITBapIioBe HejeHAKOCTH X - Y < ||x|||[y||, Xoja ciremu u3

X y 2_ X-y
o<z~ il =2 2oy

6.6 H3omerpuje U cCUMeTpHje

[Tox, usomeinpujom rogpasyMmeBamo IpeciarkaBame f: E — E eyKIUICKOT IIpoCTopa
KOje yyBa pacTojama, OJJHOCHO 3a CBaKo A, B € E Baxu 6(f(A), f(B)) iS(A,B). 3a TpaHc-
Jgaruje Baxku §(7y(A), Ty(B)) = S(A+Vv,B+ V) = [[(A+V)(B+V)| = ||AB| = §(A,B), Te cy
OHe OCHOBHU IIpUMepHU U3oMeTpHja. Takolje, KOMII03UIHja H30MeTPHja OUUIJIESHO jecTe
HU30MeTpHja.

3a omeparop ?: E — E xaxeMo 73 je opiuoioHaAaH aKo UyBa CKaJlapHU IIPOU3BO/,
OJTHOCHO 3a CBaKoO X,y € E BaH f(x) : f(y) =X-y.

Teopema 6.9. IIpecauxkasarse f: E — E je usomeilpuja ako u camo ako je f agpuHa wpaHc-
gdopmavuja ca opitiolOHANTHUM AUHEAPHUM §enoM f.

Joka3. Axo je fusomeTpuja, pukcupamo P € E u feUHUIIIEMO ?(v) = f(P)f(P +v). [la éu

—

f 610 adprHO IOTPESHO je U AOBOJHHO II0KA3aTHU Jia je 0BAKO JePUHMCAHO f JIMHeapHO.
Kako je fusomeTpuja ©MaMo

1F 00— F)ll = IFPYP + x) — fP)fP+ )| = IftP + )P+ x|
= [[P+Y)(P+1)[l = lx =yl
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6.6. VI3omeTpuje n cumetpuje

_ Cnergjasas cirydaj 3a f (0) = 0 moHOCH jefHAUHMHY || f (X)|| = ||x||, omakJie JodujaMo

1F 00— FOI2 = 1F 012 =270 F o)+ 1 F )11 7 =2 = [1x][2 = 2(x-) + |[y]|>- Onase

cienu f (x) - f (y)=x-y,Teje f OPTOrOHAJIHO. 113 OPTOTOHAJIHOCTH JIAKO CJIeSH

1 f(ax+ By) — af(x) = BFD)I? = [l(ax + By) — ax — By|* = 0,

IIITO 3Ha4U¥ Ja je f suHeapHO. O6paTHO, YKOJHKO je f apHUHO ca OPTOrOHAJIHUM [, TO

mvamo || F(x) — £ )] = [x —y|, ogaxe [P+ y)f(P +x)|| = | (P +y)(P + x|, Te je fusone-
TpHja. H

M3omeTpuje cy adprHa pecinKaBamba, a Oy je jeaH abuHU IOTIPOCTOP. 3aHUMA Hac
T1071 KOjHM yCJIOBHMA TPaHC/IaIHja KOMyTHpa ca u3oMeTprjoM. Kako je for,of 1 = 7o)

—

TO je KOMYTaTMBHOCT eKBMBAJIeHTaHa Ca Tz, = Ty, OHOCHO ca v € Ker( f-1) = D

/lakiie, TpaHC/IanKja 7y KOMyTHpPa Ca ©30METPHjOM f aKo U caMo aKo je v || @y

MaTpuIia JTUHeapHOT fieJia U30MeTpHje je OPTOTOHATHA MaTpHUIIa, Te u3 AAT = 1 3a-
K/byudyjeMo detA = +1. AKO je JeTepMHHAaHTa I103UTUBHA (detA = 1) Ka)keMo [ia je H130-
MeTpHja gupeKiltHa, 10K je y CyIIpOTHOM (3a det A = —1) uHgupeKiuHa.

Hexka cy A, B € E 1Ipou3BOJ/bHE TauKe. PA3SMOTPUMO IIITaA je CKYII CBUX TayakKa II0Jje/I-
HaKO y/Ja/beHUX o] BbUX, {X € E : §(A,X) = 6(B,X)}. IlocMaTpajMo Hajupe pasy (A, B) 1
Tauke ca e, X = aA + (1 — a)B. Kaxo je AX = (1- a)AB u BX = aBA, To je \|AX|| = ||BX\|
aKo M caMo aKo je |1 — a| = |a|, 0AHOCHO Kaf je a = 1/2, IIITO OAroBapa CPefuILITy Ay>KU

=(1/2)A+ (1/2)B.

Hexa je P Tpou3BOJbHA TAYKA 3a KOjy je HAPH HBPH .a Pp OpTOroHaIHA ITPOjeKIIKja U3
P Ha 1paBy (A, B). Tafia us [|APg |2 + ||PoP||* = | AP||* = |[BB|? = ||BP;||? + [|PoP||* saxmy4y-
jeMo HAP0|| HBPOH OJTHOCHO P\ = S. /lakJie, Tpa’kKeHHU CKYII Ta4aKa je MeLHjaTpuca Iy>KU
AB, ogHOCHO XHIleppaBaH Kpo3 S = (1/2)A + (1/2)B opToroHa/iHa Ha IIpaBy (A, B).

Teopema 6.10. Cxkyu csux wmauaka eykaugckol aguHol upociiopa E koje cy tiogjegrako
ygaseeHe 0og A, B € E je megujatupuca gyxcu AB.

Cumeiipuja y ofHOCY Ha HeKH abuHU 1oTIIpocTop II je mpecinkaBame o : X — X' 3a
KOje Ba)KU Jia je OpTOroHAaJIHA IIpojeKiyja Xy Tauke X Ha II cpepuinte gy>ku XX, 0THOCHO
Xo=(1/2)X+(1/2)X'. CumeTpHja y ogHOCYy Ha Tadyky (dim IT = 0) je ueHimipaana, y ogHOCy
Ha npaBy (dimII = 1) je ocHa, a clleniyjajiHU Cily4daj cUMeTpHUje Kaf je II xureppaBaH
(dimII = n — 1) 30BeMoO pedaekcuja.

JloKa>X1MO Jia je cuMeTpHja usoMeTpHja. 3a pukcupaHo P € II Baxxu PX = 2PX, — PX.
OpTOI‘OHaJIHa npOJeKuH]a 7 Ha niormpocTop I je adpuHa (aIu HHje H30MeTpPHja), OfaKIIe
je og = 27 — 1, Te je og JIHEaPHO. Kako je T(X) — x = XXO 1o Span{7(x), 7(y)} u
CJIUYHO 77 (y) —y L Span{7(x), 7 (y)}, TO ©MaMo

+(7(x) = x) - (RY) + (FY) —Y))
= X))+ (A(X) — x) - (A (Y) —y)
7E(X) = X)) - (F(y) - (TY) —y)) =Xy,

OflaKJie je oy OPTOrOHAIHO, Te Teopema @ IIOBJIAYH /1A je Oy U30METpHja.

V morogHo M3adpaHoj 6a3u MaTpHUIla CUMeTpHje je AujaroHaIHa ca BpefHOCTUMa +1
Ha fujaroHauu. Taga je det o = (—1)" 41 Te MokeMO AUCKYTOBATH /ia JIH j€ CHMETPHja
oUpeKTHa WU UHAWpeKTHA. Ha mpuMep, ocHa cMMeTpHja y TPOJUMEH3HOHOM IIPOCTOPY
je IUPpeKTHa, 10K je cBakKa pedJieKcyja UHAUPEKTHA.

Teopema 6.11. H3omeilipuja je cumeitipuja ako u camo ako je uHeo yuuja.
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naBa 6. AdunHa reomeTpuja

Joka3. CuMmeTpHja je UHBOJIYIIHja, Te IPETIIOCTaBUMO Jla je U30MeTpHja [ UHBOJIYIHja.
3a npousBo/bHY Tauyky X € E je X — X' — X, ogakie cnegu S = (1/2)X + (1/2)X — S.
Ckyn GuUKCHUX Tauaka @ > S je HempasaH, a KakKo je f ©130MeTpHja TO Cy UKCHE TauKe
nofjeqHaKo ygasbeHe og X 1 X', Te mo TeopeMu npunajaajy Mmeaujatpucu Il gy»xum XX'.
Jlakiie, umamo () # @ C IT L (X, X'), Te je fcumeTpHja y ogHOCYy Ha @ O

ITox KOjUM yCJIOBMMA CUMeTpHja oy KOMyTHpa ca usoMeTpujoM f? Kako je o THBOJTY-
11mja, To je fo op o f~! Takole uHBOyITH]ja, Te 110 Teopemu B.11], fo o o f~1 je cumeTpuja y
OHOCY Ha dukcHe TaUKe Pp g op-1 = f®o, = fII. lakie, o U f KOMYTI/Ipajy aKo U caMo aKo
je fII = II. Ha mpuMep, TpaHcIalyja 7, KOMyTHpa ca gy YKOJIUKO je v || II.

Teopema 6.12. H3omettupuja fje pedpaekcuja ako u camo axo je @ xutieppasaH.

Joka3. Axo je @y xureppaBaH HU3adepUMo IIPOU3BOBHO X ¢ @r. 3a cBako P € @y BaXKu
6(P,X) = 6(P,flX)), Te P ipuniasia MegujatpucH I1 ny>xu Xf(X). Kako je I xuneppaBaH Koja
cajpoKu cBe QUKCHe Tauke TO Mopa SutH Il = @y, omakie je fpedsiekcuja. O

V crenyjajHOM cjIydajy n = 2 IpeTXO0/iHa TeOpeMa 3Hauu fa je f pedyekcuja ako U
CaMo aKo je HHAWPEKTHA U UMa QUKCHY TauKy. Haume, 3a P € ®ru X ¢ @y Baku ja P mpu-
najga Megujatpucu ay>ku Xf(X) miro je Heka 1ipasa II. [IpeciirkaBame oy o fje AUpeKTHa
HM30MeTpHja Kao KOMIIO3UIIYja Be MHAUPEeKTHe u3oMeTpHje. Kako fupeKTHa M30MeTpU-
ja Huje pedJiiekcyja, a oyjof uKcHpa Tauke P U X, Te ¥ XulleppaBaH (P, X), To 3Ha4U Jjla UMa
jorn puKcHUX Tauaka. lakie @ s = E, OTHOCHO o7y o f = 1, offakiie je f = oy pedexcuja.

Pediiekcuje cy 0OCHOBHe IpajiBHe jeIlUHUIIe M30MeTpHja. Y3 cTaHLapAHU (TOII0JIO-
IIIKK) AOTOBOP Aa je dim () = —1 MO>KeMO ITOCTaBUTH ciiefiehy Teopemy.

Teopema 6.13. Csaka usometupuja f je komtiosuyuja He guwie og n — dim @y perexcuja.

Joka3. basa uHayKIyje je jacHa jep 3a dim®; = n je f = 1, ok je f3a dim®; = n — 1 1o
Teopemu .12 pedsrexcuja. 3a Kopak HHAYKITHje TocMaTpaMo X ¢ @, 171e je @ cagprkaHo
y Mmeaujatpucu I1 gy>xu Xf(X). HoBa usomerpuja oy o f pukcrpa cBe u3 @p Kao U Tauky X,
Te je dim @, r > dim &, Ha 0CHOBY MH/YKITHjCKe IIPETIIOCTABKE Op o f je KOMITO3HITHja
He Buille of n — dim @, .- pepsiekcuja, Te je f = oy o (oy o f) KOMIIO3UITHja He BHIIE Off
n+1-—dim Dy of <N — dim @ IUX, O

IToce&HO, pe3ysITaT 0Be TeopeMe Kaske [1a YKOJIMKO U30MeTpUja HeMa QUKCHUX TavyaKa
OHJIA je y TUTakby KOMITO3HITHja He BUIIIE Of N + 1 pedirekcHja, 0K je 3a @y # () KOMII03U-
I[{ja He BUIIle O n pedekcyja.

6.7 Kiaacupukanmyja M30MeTPHja U CAMIYHOCTH

[TojaMm IIOAYAAPHOCTH Y €YKIKUACKOM apHUHOM IIPOCTOPY MOXKEMO AePUHUCATH IIOMO-
hy ekBUBaJjIeHIIje

(Ag,A1) = (Bo,B1) <=  6(Ag,A1) = 6(Bo, By).

ITo y3opy Ha kiachuuHU craB CCC 0 mOAyZapHOCTH TPOYIJIOBA, TO Ce Jjasbe YOoIIlllTaBa Ha
Behu 6poj Tauaka, Te AeGUHUIIIEMO IIOAYLAPHOCT (Ao, A1, ..., Ax) = (Bg,B1,...,Bk) ako 1
camo aKo 3a cBako 0 < i,j < k Baxku §(A;, 4j) = 6(B;, By).

AKo je (Ag,A1,...,An) aOUHO He3aBUCHU CUCTEM Taudaka U (B, By, ...,Bny) BeMy II0-
oyLapaH CUCTeM, Tafia II0CTOjU M30MeTpHja f TakBa fa je flA;) = B;3acBako 0 < i < m.
[IITaBUIlle, YKOJIUKO je m = n Ta U30MeTpHja je jeAUHCTBEHA, 0K 3a m = n — 1 11ocroje
TAa4vyHO JIBe TaKBe usoMeTpuje. OBO TBphewe oKa3yjeM0o MaTeEMaTUUYKOM UHIYKITU)jOM I10
m.
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6.7. Knacudwukaumnja nsometpuja n CIMHHOCTU

[IpeTiocTaBUMO Jja II0CTOjU U30MeTpHja f TakBa Jla BaxKu f(4;) = B;j3a0<i<m-1ca
nonaTHUM f(Apm) = B. Heka je B # Bjy, UHa4e CMO pellIId Kopak UHAYKIje. Kako je

8(Bi, Bm) = 6(Ai,Am) = 6(flAi), flAm)) = 6(B;, B),

TO Tauka B; 110 TeopeMu npumnajga Megujatpucu I ny>xu BB,,. Kommosuiiyja oy o fje
HU30MeTpHja 3a Kojy BaxKH (oyy o f)(4;) = on(B;) = Bj, Kao " (o o f)(Am) = on(B) = Bn.

Kan nsomerpuja Hema QUKCHY TauKy, 4eCTO ce 110 y30py Ha Teopemy (.4 pasyake Ha
TpaHCIallujy U K30MeTpHjy Koja UMa QUKCHUX Tadaka. /[odpo je ma pemociel KOMIIO3U-
IIFje HYje SUTaH, OJHOCHO Ia UMaMOo f = T, o & = g o Ty, IIITO Ce JelIaBa Kaf je g(v) = v,
OJJHOCHO @, || v. Tako 01a3MMO 10 TeOpeMe 0 KaHOHCKOM pasjiaramky H30MeTpHje.

Teopema 6.14. Ceaxa usomeiupuja ce jegHoO3SHa4HO pasaadxce ca f= 1,0 gy3 ) # ®g || v.

OcHOBHa HJieja je IIocMaTpaTh BEKTOPCKHU IIOTIIPOCTOP Ker(? —1) < Ewu Tauky P € E.
Kako je f = Ty 0 § = g, BUAUMO CyIUleMeHTapHe rmpocTope IT = P + Ker(? 1) || ®gu
=P+ Ker(f —1)+.380rT L @, je gT L gP, = g, a KaKO g ©Ma GUKCHY TAUKy S I7e je
®, N T = {S}, Mmoxxemo 3ak/byuuTH fa je gI' = I, ogHocHo fT' = 7,I. Y3 ycaoBa v || @4 ce
jeIMHCTBEHOCT 3a V JIaKO BHU/IU.

Ba’XHO je IPUMeTHUTH [1a y CIIeIWjaJIHOM CIydajy KaJZl g MMa caMo jefHy QUCKHY TauKYy,
&, = {S}, ycmoB v || {S} maje v = 0, IITO 3HAYH /1a HEMa TpaHC/IaLHje!

Kiracudukanujy nsoMeTpyja BpIIMMO TaKO IITO II0JIa3UMO O MAKUX AUMEH3Hja N
U HUzieMo Ka Behum. Hajrpe npumMmenyjemo Teopemy KOja KaHOHCKH pasJiake U3oMe-
TPHjy f = Ty o g T7iE je () # Dg || v. 3aTUM BPIIMMO JUCKYCH]jY 110 0 < dim @, < n, 1€ ce, 110
Teopemu 6.13, g pasja’ke Kao KOMIIO3HIIHja He BHIle o1 n — dim ®¢ pediekcHja.

PasmoTpumo Hajipe apuHy npaBy, n = 1. 3a dim®, = 0 je &, = {S} uv = 0, Te
f= g Ilpurom @, je xuneppasas, Te je f pepsiekcuja, 0HOCHO UEHIPAAHA cumellipuja
ca 11eHTpoM S. 3a dim P, = 1 je , = E, ogHOCHO g = 1, Te je f = 7, WipaHcaayuja (1
mocedHO 3a v = 0 UIeHTHUYKO).

Cirepehu ciayuaj je apuHa paBa, n = 2. 3a dim®g; = 0 je @, = {S}, Te f = g, omaxie
UMaMo f = g4 o 03, IPU YEeMY Cy a U b IIpaBe (XUIIleppaBHU) Koje ce ceKy y S, Te je f po-
mauuja. 3a dim ®; = 1 je g = 04, TaKo Jia Cy omLyje pedaexkcuja f = o, u Kausajyha
pedaekcuja f = 7 o g,. HapaBHo, 3a dim @, = 2 je g = 1, Te je filipancaayuja.

JloJ1a3uMO 10 H30MeTpHja (TPOJMMEH3HOHOT) IIpocTopa, n = 3. 3a dim®; =3 je g =1,
Te je fiipancaayuja. 3a dim &, = 2 je g = 04, TaKo Ja Cy omniyje pedaexkcuja f = o4 U
Kausajyha pegpaekcuja f = 7t o g,.

Ciyyaj dim®; = 1 je KoMIUIMKOBaHHjHU. Kako je &g mmpaBa, To Kpo3 X € E 1ocToju
jequHCcTBeHa paBaH I ca X € IT 1 @, Taga je gII L gb, = g, Kao u g(Xo) = Xo 3a opTO-
npojexknujy u3 X Ha &g, Te Backu gII = II. PecTpukiiuja gl je usoMerpuja y II ca TauHO
jeIHOM QUKCHOM TauyKoM X, Te je y HUTawy poTanuja. To ce felraBa y CBaKoj TaKBOj paB-
HU II, Te I106asIHa U30MeTpHja [jaje U jeJHAKe YIJIOBe poTalije U 10d1jaMo [ia je £ OCHa
powmauuja. lofaTHO UMaMo OIILH]Y f = T o g, IIITO je Y OBOM CJIy4ajy 3a80jHO Kpeiuarse.

[Mocreasy cayuaj dim®; = 0 Kao ¥ paHuje HeMa TpaHCIanuyjy, f = g u @y = {S}.
Mo>keM0 UCKOPUCTUTH IIeHTPaIHy CUMEeTPHUjy Og Ja SUCMO KOHCTPYHCAJIU U30METPU]Y
OsofKoja je TUpeKTHa (jep je fUHANpPeKTHA Kao KOMIIO3UIMja TpU pedJieKcHje), Te Mopa,
ropen S UMaTH joil GUKCHUX Tavaka. [IpBa omiuja je gs o f = 1 Koja [jaje ueHiupaany
cumeiupujy f = os. /pyra omniyja je s o f = pr g OCHa poTarfja oko mpase I' = @5 > S
3a yrao 0. Kako je 05 = dgo pr, 1aeje S € II L I, To uMaMo f = 050 prg = Ono Prg,, ¥
IOSWJIU CMO potliauuoHry pedprekcujy.

AKo ce pacTojame IIpecJHuKaBambeM [ Meba IIPOIIOPIIMOHATHO, OAHOCHO YKOJIHUKO Ba-
XU S(fX),fY)) = A8(X,Y) 3a HeKo A > 0, y IUTawy je caAudHociu. HapaBHoO, crieryjajaHu
CJIy4aj CJIMYHOCTH 3a A = 1 je nsoMeTpuja. OCHOBHU IIpUMep CJIUUYHOCTH je XOMOTeTHja
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naBa 6. AdunHa reomeTpuja

jep 3a By BaXKH,

8(Xs.0(X), Xso(Y)) = (S + 0SX, S + OSY) = [ (5 + 65X)(S + 65
— ||6SY — 6SX]|| = ||6XY]|| = |0]|XY]| = |0|5(X, Y).

KoMIrosuiiyja CJIMYHOCTH je CJIMYHOCT ca KoeQHUIIHjeHTOM KOjH je jefHaK IIPOU3BOLY
KoeduIlMjeHaTa. VKOJIMKO CJIMYHOCT fUMa KoeQUIIMjeHT PasjIuduT of 1, oHZia f He MOoXKe
UMaTHU BUIlle off jeqHe GUKCHe TauKe. MeljyTuM, Kako je Ker(f — 1) =0 To fMopa UMaTH
$UKCHY TauKy, OflaKJle 3aK/by4uyjeMo J1a je GUKCHA TauKa jeJUHCTBeHa. 360I TOra, CJINY-
HOCT ca KOeQHUITHjeHTOM A # 1 ¥ QUKCHOM TauKOM S MOKeMO 3aIlMCaTH Kao X, o f Ime
je fusoMmeTpuja Koja ¢pukcupa S. IIposackoM Kpo3 KiacuPUKaILujy I/I30MeTpI/1ja7Ha 0Baj
HayMH jeJTHOCTAaBHO A0S6HjaMO KJIaCUPUKAIIU]y CUUYHOCTH.
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I'taBa A

TOJATAK

A.1 CormcrBeHa CTPYKTypa KBaJgpaTHe MaTpHIie

JIuHeapHe TpaHcpopMalivje Ha KOHAYHO JUMEH3NOHOM BEeKTOPCKOM IIPOCTOPY MOTY
ce MCKa3aTU II0MOhy KBaJjpaTHUX MaTpHUIla. Y Ty CBpXy KOPUCHO je IMaTH Ha paclioJara-
Y aJlaTe U3 JIMHeapHe ajredpe KOjU ce TUUY COIICTBEHEe CTPYKType KBaJlpaTHUX MaTPHU-
1a.

Heka je A Ipon3BOJ/bHA KBaJipaTHA MaTPHUILa. YKOJIUKO 3a HEKH HeHyJla BeKTOP (K0JIo-
Hy) VU 6poj A € R Baku jegHauriHa AV = AV, Taia KaKeMo Jia je A coticiieeHa epegHOCi
MaTpulie A, 0K je V BeH collcilieeHU éeKop KOjUu O[roBapa TOj COIICTBEHO) BpeJHO-
cTtu. OBaj yCJI0B eKBUBAJIEHTAH je XOMOIreHOj jeqHauuHU (A — A1)V = 0, Koja y ciay4dajy
det(A — A1) # 0 UMa jeAMHCTBEHO pellleke V = 0, TaKo /1a Tajia HeMa COIICTBEHUX BeEK-
Topa. /lakjie, COIICTBeHHU BeKTOP V II0CTOjHU caMO aKo OJroBapa COIICTBEHOj BpeLHOCTH A
KOja je HyJla KapaKiliepucitu4Hol 10AuUHOMAa

Xa(A) =det(A — A1)

Halre MaTpulle A. CKyIl CBUX COIICTBEHUX BeKTOpa KOjU O[Ir0oBapajy HeKOj COIICTBEHO]
BPEHOCTH A, 3aje/JHO ca HyJla BEeKTOPOM, YMHe collciieeHU totuipociuop Ker(A — A 1).
BeKTopH U3 Pas/IMUYUTUX COIICTBEHUX IIOTIIPOCTOPA CY CYLITHHCKU PASJIUYUTU O YeMy
TOBOPH HapegHa JieMa.

Jlema A.1. ColiclieeHu 8eKilopu Koju ogloeapajy pasauduiium couciti@eHUM 8pegHOCTiLU-
Ma cy AUHeapHo He3asuUCHU.

Jokas. Heka je k MUHUMaJIaH SpOj IMHEapHO 3aBUCHUX BeKTOpa KOjU OAroBapajy pa-
3JIMYUTHUM COIICTBEHUM BpeaHoCcTHMa MaTpulie A. Heka a1X; + --- + ;X = 0 BaXKu 3a
HeKe BeKTope X; U a; € Rca AX; = AX;3a1 <1 < k e cy A; € R pasnmuuuta. MHo-
JKeleM CJleBa MaTpUIioM A fnodujaMo ajA1 Xy + ... + aqpAXx = 0. AKO o7 0Be jefHaUNHe
0/ly3MeMO IIPeTXOAHY MHO>KeHy ca A1 fodujaMo ay(A; — A1)Xz + ... + ax(Ax — A1)Xk = 0.
Kako je k dupaHO MUHUMAJIHO, TO Cy Xo,...,X) JIMHeapHO He3aBUCHU OJlaKJle CJIelu
a(Ay — A1) = ... = ax(Ax — A1) = 0. ConcTBeHe BPeSHOCTU A; Cy PA3IMUUTE U OTyAA
KOHTPAZUKTOPHO dp = ... = ay = 0. O

Beoma yecTo cpehemo ce ca CHMeTPUUYHOM MaTPHUIIOM A, a y TOM C/Iy4ajy Ha paclioJia-
ramky UMaMo JofjaTHe deHeduUTe.

Jlema A.2. ColicilieeHe 8pegHOCTIU CUMeTUpUUHe Matlipuye Cy peasiHe.

Jlokas. V omiuTeM ciy4ajy IIOJIMHOM X 4 (A) ce daKToOpHILle HaJ| I10/beM KOMILJIEKCHUX 6PO-
jeBa C, Te 3a COIICTBeHY BpeaHOCT BaXKh A € C. YciI0B AV = AV eKBUBaJIEHTaH je CBOM
KoHjyraTy AV = AV, rzie je V KoJIoHa Koja ce cacTOjHu of KOHjyraTa ejeMeHaTa KoJoHe V,

179



masa A. JoaaTak

IIOK je MaTpHUIla A caMa cedU KOHjyrarT jep 3a yJia3e UMa peaJiHe SpojeBe. 13 jeTHOCTaBHOT
padyHa B B B S -

AWV =VAV=(VAV) = VIAV=AVTV = A(V'V)T = ATV,
fodujaMo (A — A)V'V = 0, a kako je V'V cyma KBazpaTa HOPMHU eleMeHara u3 V # 0, To je
V'V > 0, omakiie ciefu A = A, IIITO foKasyje A € R. O

CoIICTBEHU BeKTOPH U3 Pa3/IMUUTHUX COIICTBEHUX IIOTIIPOCTOPA Cy IMHeapHO He3aBU-
cHU (JIema [A:JI), aJIM y CJIy4ajy CHMeTpUYHe MaTpHUlle OHU MOpajy SUTHU Mel)yCOSGHO OpTo-
TOHAJIHHU.

Jema A.3. ColiciligeHU 8eKIOpU CUMeIUpUUHe mailipuue Koju oglogapajy pasauduiium
COUCIUB8EHUM 8pegHOCTIUMA CY MelyCOSHO OPTUOTOHAAHU.

Joka3. YKomuko BaXXKU AV =AVu AW = uW, taza je
AWV = WAV = (WAV) = VIAW = uV'W = u(VVW)" = uw'v,
ofaxJie cienu (A — u)W'V = 0. VeiioB A # u moBaauu W'V = 0, oqHoCcHO W -V = 0. O

IllTaBHIIle, HapeJHa CileKilipaAHa ilieopema HaM [J03B0/baBa CIIeKTPaIHY JeKOMIIO-
SHITHjy YATaBOT BEKTOPCKOT IIPOCTOpa Ha JUPEKTHY CyMy COIICTBEHHX IIOTIIPOCTOPA, Of-
HOCHO

R" = (P Ker(A — A1).
P

Teopema A.4. IIocitioju opiioHopmupaHa dasa tipoctiopa R™ Koja ce caciuioju og couciuge-
HUX 8eKlllopa gaie cumetlpuiHe maiipuue pega n.

/Jlokas. 3a COICTBeHy BPeJHOCT A, 110 JleMu je A € R 1 mocToju BekTop E; # 0 TakaB
naje AE; = AE1, a He yMawyjyhu omirrocT Eq; MOXKeMO CKaJIMpaTH OJHOCHO cMaTpaTH Ja
je jemnHMYaH. Kako je EJAX = XTAE; = AX"E;, BUJIMO /la CBaKo X OpTOroHaJIHO Ha E; fla-
je AX oproroHanHo Ha E;. Ta ”HBapHjaHTHOCT HaM oMoryhaBa /ia IIpU4y pecTpHUKYyjeMo
Ha BEKTOPCKH ITpocTop Span{E; }* mITo je moTmpoctop ox R nuMeHsuje n — 1. UHAYKITH-
ja HaM [aje opToHOpMHUpaHy &asy E, ..., E, y Span{E;}+ Koja ce cacToju 0j] COTICTBEHUX
BeKTOpa U JoIyyje ca E; 10 KOMILIeTHe 6a3se y R™. O

A.2 Teopuja dopojeBa

V 0BOj CeKIIUjU U3JI0KUIU CMO HEKe CTape pesysTaTe U3 Teopuje SpojeBa KOjU Cy HaM
IIOTPedHH J1a 06pas/IoKUMO HeKe HalIpeiHe pesyJiTaTe KOjU Cy yIJIaBHOM Be3aHU 3a Bpyk-
-Pajsep Teopemy (Teopema ).

OjJ1epoB UeHTUTET 0 UeTHPU KBaIpaTa, I10jaBJbyje ce y 0jiepoBOM ITUCMY Fon,qéaxyﬂ]
u3 1748. roguHe [28].

Jlema A.5 (Ojep). Badcu ugeHitiuiliel (a5 +a5+aj+ag)(bi+b3+b5+b3) = ci+c5+cs+c3,
ig€j€ 1 = aib1+asby+asbs+agby, ¢ = a1by—asby+asbs—agbs, 3 = a1bs—asbs—asbq+agbo,
Cy = A1bg + azbg - agbz — Qgb;,.

Jloka3 je OUMIJIelaH U Pajl ce KOHKPETHOM ITPOBEpPOM. BajKHO je IpUMETHUTH Ja je
JIMHeapHa Be3a

1 by by b3 by a
¢\ [ ba b1 by —b3 a
cz | \ b3 —=by —b1 by az
C4 by b3 —by —by a,

!Christian Goldbach (1690-1764), HeMauKy MaTeMaTH4ap
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A.2. Teopwuja 6pojeBa

laTa MaTPHUIOM jeTepMuHaHTe (b% + b3 + b% + b3)? # 0 SHjeKTHBHA, OJHOCHO JJa MO>KEMO
JIMHEeapHO U3PasUTH 05paT

aq b1 bz bg b4 C1
as . 1 bz —b1 —by bg Cy
as |  b?+b3+b3+b3\ bs by —by —by C3
as by —-bs; by -—by Ca

0jJIepoB UAEHTUTET YIIOTPedUo je JlarpaH:K, ja 61 1770. 1oKa3ao CBOjy TeopeMy 0 YeTUPU
KBajzparay [50].

Jema A.6 (JIarpamk). Ceaku UpupogaH Spoj Modxce ce Upegcilasuiiu Kao 36up demupu
Keagpaiua ueaux dpojesa.

JAoka3. 3axBabyjyhu JleMu @ IIOBOJBHO je IoKasaTH JieMy 3a HellapHe IIpoCcTe SpojeBe
p. Kako oTIiyHHu KBajgpaTu UMajy (p + 1)/2 pasjiMuuTHUX oCTaTakKa I10 MOAYJIY p, TO IIO
JIMpUXJIE0BOM IIPHHITUILY ITOCTOje IIeJIM SPojeBH a U b TakBHU fia p mesu a? + b? + 1, mro
IIOBJIAYH JIa TIOCTOjH N < p TaKBO fia je a® + b? + 12 + 0> = np. Heka je m € N HajMamu
TaKaB Jia je mp = X2 + X + x4 + x2. AKo yBefieMo y; = x; (mod m) 3ay; € [(1—m)/2,m/2]
UMaMo y? + y3 + y% + y2 = mr 3a Heko r < m. U3 HOBe IIpuMeHe Jleme nodujamo
mpmr = (X3 + X5 + X5 + X5)(Y? + Y5 + Y5 +y5) = z3 + 25 + z% + z5, tAe y; = X; (mod m)
naje z; = z3 = z4 = 0 (mod m), Kao u z; = y? +y3 +y% +y2 = mr = 0 (mod m). 3ameHa
W; = Z;/m TIOBJIA4H rp = w? + w3 + wZ + w car < m, anu KaKo je m SUpaH Kao HajMambu
TO MOpa SUTH M = 1, OZHOCHO p = X% + X4 + x4 + X4 je 36Mp UeTHpHU KBajpara. O

Jlema A.7. Ako je nx*> = y? + z? 3a yesodpojHe n, x,y, z, Waga je n 36up gea keagpaiua.

Jlokas. Heka je p Heku IpocT pakTop Spoja n, uMamo y? + z> = 0 (mod p), Te HOCTOjH
HajMarbH I TaKo 71a je rp = y* + z? 36up iBa KBajpaTa. AKO yBeieMo u =y (mod r)uv =z
(mod r) Tako aa je |u|, |v| < r/2 umamo u? 4+ v? = y? + z2 = 0 (mod r), Te je u® + v> = rs.
Jlodujamo jemHauuHY 12sp = (rp)(rs) = (y? +22)(u? +v?) = (yv — zu)? + (yu + zv)?, omHOCHO

e (2

380TyV —zu=yz —zy =0 (mod r) uyu + zv = y? + z> = 0 (mod r). MehyTrM, KaKo BayKu
HejeHaKOCT

g TS _ WAVt (52+(5)? r

r r r 2

TO CJIeJU Jia je Sp 36Up [Ba KBajiparTa 3a S < r. 3aro je r = 1, OTHOCHO p je 36Up ABa KBa-
npara. Beh Buljena tpanchopmarimja (y? +z2)(u? +v?) = (yv —zu)? + (yu+zv)? omoryhasa
7la IPOU3BO/I 30MPOBA /IBa KBa/ipaTa U Jlajbe Syze 36Up ABa KBaparTa, Te GaKkTopHUsaIyja
dpoja n Ha IIpocTe SpojeBe oMoryhasa ja oH dyze 36Up Ba KBajpara. O
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NHAEKC IIOJMOBA

aKcuomMma, 53, 55
JIoSaueBCKOT, 56
IIartocoBa, 102
[L1ejpepoBa, 55, 163
daHoo0Ba, 108

Andepry, JleoH batucra, 50

Anumnuh, BpaHka, 52

AriosioHyje, 51

apuHoOCT, 122

dasa
BEeKTOPCKOT IIPOCTOpa, 6
IleCHO OpHUjeHTHCaHa, 8
JIeBO OpUjeHTHCcaHa, 8
OPTOHOPMHpAaHa, 11
IIO3SUTHUBHA, 8

baméepr, [lon, 107

dapwurieHTap, 166

baxmMmaH, ®pugpux, 110

besaButHC, BycTo, 2

Bep, Pejuxosg, 116

SJI0K
KoppaHos, 130

baymentaut, Jlyasur OTo, 53

bodujuje, ETjen, 51, 61

bokaH, Hema, 52

Boc, Adpaxawm, 78

boyc, Parx Yaxzpa, 71

Bbpejkenpuiy, Buiujam, 144

BpujaHitos, [laps Xyijen, 149, 51

Bpyk, Puuapn Xjydept, 74

bpyHesnecku, ®uruiio, 50

BaH JIMHT, Jakodyc XeHIPUKYC, 69

Bapum0H, IIjep, 2

BebieH, OcBaJin, 52, 85

Benep&epH, [losed, 106

BEeKTOp, 2
HeHyJ1a, 3
HyIa, 3
I10JI0’Kaja Tauke, 13
IIpeJcCTaBHUK, 3, 59
COIICTBeHH, 93, 179
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CyIpoTaH, 4
BEeKTOpHU

HCTOT IIpaBIIa, 3

KOJIMHeapHy, 3

OpPTOroOHaJHY, 6, 173

CYIIPOTHOT IIPaBIia, 3
Buicon, Puuapg Majkii, 69
BOJIMJbA

KOHUKe, 19
BpegHOCT

COIICTBEHa, 93, 179
BpcTa, 69
BpX

KOHYyca, 18, 42
Bykmuposuh, Cphas, 52
l'anyje, )Kan AupH, 165
l'asoa, EBapuct, 68
layc, Kapsa ®pugpux, 72
reHepaTpuca

IIOBpIIY, 41
reoziesujcka, 45
reoMeTpyja

aHAJIMTHUKa, 1

aduHa, 163

IIPOjeKTUBHA, 50
I'mucon, Evapy, 111
Tosnpdax, Kpucrujas, 180
rpyra

aduHa, 170

KitajHoBa, 70
HAaHpenuH, JKepMuHal, 18
JBopasmepa, 90, 91
IBOTAUKa, 2
IBOyTao

coepHy, 48
Jesapr, >Kupap, iii, 50, 59, 77
Jekaprt, PeHe, iii, 1
IebouHUIM)a, 53

[ITajHeposa, 137
JlexoMoreHu3aIyja, 86, 90
IujameTtap, 35
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oujaMeTpu

KOHjyroBaHy, 35
JlukcoH, JleoHapy JyuivuH, 106
nuiaranyja, 173
OTUMeH3Hja

a¢uHOT 1IpocTopa, 165

BEKTOPCKOT IIPOCTOPa, 6
TUpeKTpHca

aduHor IIpocTopa, 165

KOHHKe, 19

II0BpIIY, 41
JAupuxiie, JoxaH Iletep I'ycras JlexxeH, 70
tokas, 53
oy>KHUHA

BeKTopa, 3
eKBUIIOJIeHIIH]a, 2
eKCIIeHTPUIIUTEeT

KOHUKe, 19

JIMHeapHH, 22
esanyja, 117, 122, 130
EnxemenTH, 1, 52, 53
eJjiuIica, 19
esmaricomn, 37

HUMaruHapHH, 37
Eykimup, 1, 52, 53, 91
Kepros, XKosed, 51, 57
JKIDKa

KOHUKe, 19
Koppan, Kamuj, 130
3aKOH

mnapaJsiesiorpama, 165
36up

BeKTopa, 4
UEeHTUTET

Ojsiepos, 180

IITaJsioB, 165
H3BOJHUILA

KoHycCa, 18

IIOBPIIY, 41
U30MeTpHja, 174

IHUpeKTHa, 175

HUHAWpPeKTHa, 175
UHBOJIyIIYja, 96
UHTEH3UTEeT

BeKTopa, 3,173
UHIUEHIY]ja, 54
JaHr, [loH Becy, 52
jeqHavyMHa

BEKTOpPCKa paBHY, 14

eKCILUIUITUTHA IIpaBe, 14

OIIIIITa IIpasBe, 14

OIIIIITa paBHH, 14

jenHaunHe
KaHOHCKe IIpaBe, 14

ImapaMeTapcke mpase, 13
ImapaMeTapcke paBHH, 14

IIeHTpa KOHUKe, 32
KapHo, JIasap, 51
KarapuHa BeJsmka, 72
KBajpart, 69

TPYKO-JIATHHCKH, 70

JIATUHCKH, 69

MarmuHy, 70

XUIIeP-TPUKO-JIaTUHCKH, 70

KBagpaTHu

KOMILJIeTaH cucTeM, 70

OpPTOroOHaJIHY, 69
KBasurpyma, 65, 69
KBaTepHUOHY, 106
Kejuu, Aptyp, 51
Kerwutep, JoxaH, 50, 59
Kuaju, Mopuwuc, 52
Kiaycen, Tomac, 72
KoepHUITUjeHT

IIpaBIia IIpase, 14

KokceTep, XapoJz, 110, 52

KOJIMHealtyja, 113, 126

IepcreKTuBHa, 116, 117

IIpOjeKTUBHa, 114
I1eHTpaJsHa, 116
KOJIOHA, 69
KOHUKa, 137, 140, 18
JlereHepucaHa, 137
JyasHa, 149

HeJlereHepucaHa, 137, 142, 143

KoHOM, 43
IapadoJIMyKy, 43
IIpaBy, 43

KOHYC, 42
eJIUIITUYKH, 38
IIpaBH KPY>KHH, 18

KoHuUrypanuyja, 76
reoMeTpHjcKa, 76
Jlesaprosa, 78
IIammocoBa, 98

CHUMeTpHUYHa reoMeTpHjCcKa, 76

KOOpJAHHAaTe
BeKTopa, 11
rosiapHe, 17
Tauke, 13
XOMOTeHe, 59, 61

KopeJiariyja, 146
HHBOJIYyTHUBHa, 147
IIPOjeKTUBHaA, 146
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KpeMmoHa, JIyuhy, 51
KpuBa

Ipyror pezxa, 23
KpoHnxajm, ApHo, 99
KpyT, 17

BeJIUKH, 44
Jlarpamx, JKosed Jlyj, 181, 74
Jla Up, ¢wmui e, 50
Jlam, KitemeHT, 74
JieMa, 53
Jlens, Xanopun, 111
Ju, Codyc, 52

JlobaueBckH, Hukosaj iBaHOBUY, 56

MaxJiopeH, KosuH, 144

MaTpuIia
HHIUJeHIYje, 73
mpeJsiacka, 12

Meéujyc, Ayryct ®epauHanz, 51, 61

MeHeuaj, 91
MuTtposBuh, Munas, 52
Mmofe, 53

aHaJIUTHUUKH, 60

UHTYUTUBHU, 58
MoutoH, ®opect Pej, 79
Monx, I'acriap, 50, 51
Harusd

mpase, 14
He3aBHCHOCT

aduHa, 169
HejeHaKOoCT

Tpoyria, 48
HU3

Tavaka, 76
Huue, Buiko, 52
Hojmasn, XaHa, 111
HOpMa

BeKTopa, 3
HOpMaJia

MHMOMJIa3HUX IIpaBUX, 16
OjJiep, JTeoHapx, 180, 69, 70, 72
oMOTa4u

aduHy, 168
orieparTop

opToroHaJsay, 174
oreparyja

ceuema, 56, 61

CIlajama, 55, 61

TepHapHa, 64
opToroHais, 173
oca

KoJInHealyje, 113

KOHYyca, 18
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KOOpPAUHATHOT cucTeMa, 17
mmepcreKxTuse, 77
IOBpIIY, 43
[ajep, ®pen, 52, 66
[Taaman, /IOMUHUK, 52
ITamoc, 51, 91, 98
rnapadosa, 19
rapadoJiouf,
eJIUIITHYKH, 38
XUIIEePS0INYKY, 38
IIackau, bies, 143, 50
IlenTHiia, Tum, 107
IepcreKTUBUTET, 77, 83
IeT/ba, 65
IIeTOCTPaHUK, 76
IIeTOTEMEHHUK, 76
ITuxept, ['uHTED, 66
ITjepu, Mapwuo, 52
IL1aToH, 53
I1ejdep, IloH, 55
[Inukep, Jynujyc, 51, 62
TIOBPIILI
Ipyror pezxa, 36
KOHYCHa, 42
MUJIUHAPUYHA, 41
IIOBPIINA
IIpaBOJIMHU]CKE, 41
I10JI
KOOpAUHATHOT cucTeMa, 17
mpase, 147
rnoJsiapa, 147, 154
roJjlapurert, 147
IIOJIMHOM
KapaKTepUCTHUYHH, 93, 179
TIOJIYIIPeYHUK
Kpyra, 17
1oJsbe, 106
I'astoaoBo, 68
KOHAuHO, 68
ITonceute, JKaH-BukTop, 51, 57, 85
IIOTIIPOCTOP
aduHy, 166
COIICTBeHH, 179
IIOTIIPOCTOPHU
MHMOMJIa3HH, 168
opTOoroHasiHy, 173, 174
rnapaJsejaHu, 167
CyIIeMeHTapHHu, 172
yIpaBHH, 174
IoyeTak
KOOpAWHATHY, 13
npasa, 167, 39
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aHaAJIUTUYKA IIPOjeKTUBHA, 86
SdecKoHauHa, 58
oyujaroHasHa, 109
ITammocoBa, 98
ITackaJjioBa, 144
CaMOKOHjyroBaHa, 147
TaykKa I10 TaukKa QUKCHa, 113
¢ukcHa, 113
IIpaBary
BeKTopa, 3
mpase, 54
KOHjyTOBaHe, 147
KOHKYpeHTHe, 54
MHMOMWJIAa3He, 16
rapaJiesHe, 58
IpaMeH
IIpaBUx, 58, 76
[IpBanoBUh, MuseBa, 52
IpeceK
KOHYCHH, 18
IIpecIuKaBame
aduHo, 122, 168
IIepCIIeKTUBHO, 77
XapMOHU]CKO, 125
IIPUHITUIL
Aupuxieos, 70
IyaJIHOCTH, 55, 57, 110
IIPOU3BOJ
BEKTOPCKHY, 8, 60
IBOCTPYKH BEKTOPCKH, 10
MEIIIOBHUTH, 9, 60
CKaJIapHY, 6, 60
IIPOjeKTUBUTET, 83
eJIMIITHYKH, 94
HUHBOJIYTUBHY, 96
rnapadoyiuky, 94
XUIIEePS0INYKY, 94
IIPOjeKTOBamke
OpPTOroHaJIHO, 174
IapaJiesHo, 172
IIPOCTOP
a¢uHy, 165
eYKJIMJCKU adpuHY, 173
IIPOjeKTUBHY, 81
peasHu apuHH, 166
IIpoTHUBOCa, 115, 127
IIPCTEeH
JIMHeapaH TepHapHY, 66
TepHapHY, 64, 66, 71
paBaH, 167, 40, 81
aHaJIMTUYKA IIPOjeKTHUBHa, 60, 62,
85,102, 106

baxmaHoBa, 110
JleTeHepHUcaHa I[IpOjeKTUBHA, 56
Jesaprosa, 78, 83, 106
JIHUPEKTOpHa, 43
eYKJIH/ICKA, 55, 57, 61
UHTYUTHBHA IPOjeKTUBHA, 58
KOMIUIEKCHA IIPOjeKTUBHA, 126
KOHauvHa IIp0jeKTHUBHa, 67
MoJiTOoHOBA, 79
He-/le3aprosa, 79
IIamtocosa, 98, 106
IIPOjeKTUBHA, 57
peasiHa IIpojeKTUBHA, 61, 126
daHoOBa, 66, 67, 73, 107
XUIIepdoJINUKa, 56
paBHU
UMarvHapHe napaJseJsHe, 40
KOje ce ceKy, 39
napaJeJsHe, 40
Pajsep, Xepdeprt IloH, 74
pexn
KOHauHe IIPOjeKTUBHE paBHY, 68
KOHa4yHe paBHH, 68
I1oJpa, 68
pesanyja
eKBUIIOJIeHIIYje, 2
UHIYIeHIY]e, 54
pemnep
aduuy, 170
pediekcuja, 175, 177
kiuusajyha, 177
potaiioHa, 177
PuxTtep-TedepT, Jupren, 52
CasmMow, Ilopyy, 51
CBepy, CreH, 74
cemio, 38
CepBoa, Ppancoa-Kozed, 51
CeruiInTe, 56, 61
cuMboJI, 69
cuMeTpuja, 175
eHTpaJsaHa, 175, 177
CUCTEM
JlekapToB KOOpAHUHATHH, 13
KOOpAUHATHY, 13
II0JIapHU KOOpAUHATHY, 17
IIPaBOYIJIM KOOPAMHATHH, 13
CKYII
mpasas, 37, 39, 40
CJIMYHOCT, 177
cMmep
BeKTOopa, 3
HCTH, 3
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CyIIpoTaH, 3
CMHUITamse, 122
CIIOjHUIIA, 55, 61
Cranuh, 3opaH, 52
CtuBeHCOH, Ppenepuk Buaujam, 117
CtuHCcoH, Jarsnac Podepr, 72
CTpaHUK, 76
IIOTIIyHH, 76
mpoct, 77
CTpaHuUIla
coepHor Tpoyria, 45
burype, 76
CTpaHule
HecycenHe, 107
cycenHe, 77, 107
Crpaywm, Ennap JeHc, 52
chepa
JlaHmesrHOBa, 18
Tapwy, l'acTon, 72
Tayka, 37
SecKoHauHa, 58
bpujaHiioHoBa, 149
nujaroHasiHa, 107
CaMOKOHjyroBaHa, 147
¢ukcHa, 93, 113
Tauke, 54
KoJIMHeapHe, 54, 168
KOHjyTOBaHe, 147
KoIIaHapHe, 168
TBpheme, 53
Jlesaproso, 78
IyaHo, 55
O6patHo /le3aproBo, 78
O nepcriekTuBuTETY, 101
OCHOBHO IIpOjeKTHUBUTETA, 101
[TarrocoBo, 98, 102
TeJs1o, 105, 106
TeMe
KOHYyca, 42
coepHor Tpoyria, 45
burype, 76
TeMeHa
HacrpamHa, 77
cycenHa, 77
TeMeHUK, 76
IIOTIIyHHU, 76
mpoct, 77
TeopeMa, 53
Bbpejkenpuni—MaxkJiopeH, 144
BpujaHIioHoBa, 149
Bbpyk-Pajsep, 74
BenepdepHoBa, 106
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Jesaprosa, 77
KOCHHYCHA, 46
JlarpaH>koBa, 181
maJsia depmaosna, 67
OépartHa ITackasioBa, 144
O nepcriekTuBUTeETY, 102
OcHOBHa KoJIMHeallyje, 114
OcHOBHa Kopesanuyje, 146
OcCHOBHa IIpOjeKTUBUTETA, 88, 102
OCHOBHA CpepHe reomeTpuje, 46
0 TpH HOpMaJte, 174
IIamtocoBa, 98, 102
ITackasioBa, 143
CUHYCHAa, 47
CIIeKTpaJIHa, 36, 180
Xecenbdeprosa, 100
[TasoBa, 149
[ITajHepoBa, 143
TeopHja
akKcuoma, 54
aKCHMOMAaTCKa, 53
KaTeropuvHa, 54
He3aBUCHA, 54
HeIIpOTUBpPEeYHa, 54
II0TIIyHa, 54
Tueu, Jlepy, 74
TpaHCBeKIyja, 122, 173
TpaHcaanyja, 122, 170, 177
TpaHchopMalyja
pasHy, 18
TPOCTPaHUK, 76
TPOTEMEHUK, 76
Tpoyrao
IoJlapaH Tpoyriay, 49
coepHy, 45
yrao
usmMmel)y BeKTopa, 6
coepHor Tpoyria, 45
dano, buHo, 52, 66
depwma, IIjep ge, iii, 1
¢durypa, 76
durype
IepcreKTuBHe, 77
dojepdax, Kapsa Busixenw, 51, 61
dokyc
KOHUKe, 19
XaJ1, Maprmas, 66
XamMmuiToH, Bunujam PoyaH, 106
XapTcxopH, PoduH, 52, 82
XejTHUHTI, ApeHf, 52
XeJIUKOUS, 43
Xepuort, Tomac, 49
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Xecendepr, 'epxapm, 99
Xundeprt, laBug, 52, 53
xuriepdoJia, 19
XUIIePSOJIOUT
ITBOJIeJIHH, 38
jemHOmesIHH, 38
XuIiieppaBaH, 167
Xjy3, JaHujes, 52, 66
xXoMoJioryja, 117, 122, 130
XoMoTeTHja, 122
XOPHU30HT, 115
I[eHTap
KOJIMHealyje, 113
KpuBe, 32
Kpyra, 17
repcrexKTuse, 77
[UIHaap, 41
eJIUIITHYKH, 39
HUMarvHapHU eJIMIITUYKY, 39

rapadoInyKy, 40
IIpaBU KPY>KHY, 41
XUIIepSoInuYKY, 39
YeTBOpPKa
XapMOHUjCKa, 107, 109
YeTBOPOCTPAHUK, 76
4YeTBOPOTEMEHUK, 76
a"HTu-®aHoOB, 108, 111
daHoo0B, 108, 111
IloHc, AntexcaHzep Pejmonp, 91
ITas, Muime, 149, 51, 52, 91
I1eCTOCTPaHUK, 77
IIIeCTOTEMEHHUK, 77
[ITHajzep, 3aropka, 52
[ITajuep, 143
[ITajHep, Jakos, 137, 51
IItayT, Kapa ¢on, 51, 52, 85
ITymaxep, XajHpux Kpucrujas, 72
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