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YBon

Geometrijom su udi pogeli da se bave jox u najranijoj istoriji, a 1iho-
vo Interesova e nastalo je iz praktignih potreba. Do preokreta u enom
razvoju doxlo je u staroj Grgkoj. Ona je u VI veku pre n.e. pogela da poprima
elemente formalne matematigke discipline, da bi u Ill veku pre n.e. staro-
grgki matematiqgar Euklid u svom delu Eaemenmu iz1o 10 jedan od prvih
pokuxaja enog aksiomatskog zasniva a. Kako je vreme da e odmicallo ona se
razvijala, a pogetkom XVIII veka stupila je u svoje zlatno doba. Pokuxaji da
se doka e V Euklidov postulat doveli su do nastanka novih geometrija. Po-
javila se projektivna geometrija koja nam je dala jednu potpuniju sliku o teo-
remama, poput Paposove i Paskalove, za koje se znalo da va e u euklidskoj ge-
ometriji. U ovom periodu su otkriveni 1 mnogi fundamentalni geometrijski
koncepti koji su prevazixli Euklidove Faemenme. Nastala je i neraskidiva
veza algebre 1 geometrije. Nemagki matematigar David Hilbert postavio
je geometriju na algebarske osnove i u svojoj k §zi Ocnosu zeomempuje pre-
dstavio sistem aksioma kojim je popunio praznine u Euklidovim Eaemenmuma.
Bogatstvo algebarskih struktura, i ono Xto su one mogle da pru e, prirodno
je dovelo do stvara a algebarske geometrije. U ovoj oblasti ura eno je
mnogo, ali jox uvek postoji otvorenih pita a Xto je gini interesantnom i
primam ivom za da a istra iva a.

Ovde emo pokuxati da prika emo kako veoma jednostavna teorema mo e
biti dragocena i voditi ka prougava u mnogih naprednijih koncepata. U
radu e biti isprepletane ideje 1 povezane na izgled veoma razligite obla-
sti matematike, sa posebnim akcentom na projektivnoj 1 algebarskoj geome-
triji. Na pogetku emo razmotriti nekoliko dokaza i varijacija Paposove
teoreme. Predstavi emo razliqgite pristupe I metode kojim se ona mo e
dokazati. Ve ina dokaza e biti algebarska 1 zasniva e se na prevo e u
geometrijskih qi enica u algebarske identitete. Pokuxa emo da prika emo
i da je, iako u svojoj biti skromna (u enoj Formulaciji se jav aju samo dva
elementarna pojma - pojam tagke i pojam prave, kao i jedna relacija - relacija
incidencije) ona pogetak niza interesantnih teorema i velika pokretagka
snaga u matematici. Zatim pa u preusmeravamo na Paskalovu teoremu koju
mo emo smatrati enom generalizacijom. Navex emo i dve generalizacije
Paskalove teoreme, a one e nas odvesti do teme d-konstruktibilnih krivih.
Kriva S stepenat je d-konstruktibilna ako postoji d+t crvenih pravih 1 d+t
plavih pravih koje se seku u (d+t)? razliqitih tagaka od kojih d(d+1t) le i
na krivoj C stepena d, a preostalih t(d +t) na krivoj S. Naxa pa a bi e
usmerena na pita e: Koje su to krive d-konstruktibilne 1 u kojim stepenima
je d-konstruktibiInost gusta.

I stigemo da je prvi deo rada zasnovan na istra iva u Rihtera-Geberta
([210]). U okviru rada izlo eno je i1 nekoliko dokaza pomo u binomnog metodal
predstav enog u radovima [12] & [6]. Ovo je pravi trenutak da naglasimo
da su u radu, iako to nije u "geometrijskom™ duhu, u pojedinim dokazima
tagke imenovane brojevima. Motivacija za ovakav "raqunarski” zapis potige
upravo iz rada [12]. U drugom delu rada izlo eni su rezultati iz [14].

1 egova osnovna ideja je izragunava e izraza u kojima se pojav uje proizvod odre enih
determinanti a koji su posledica hipoteza teoreme, kao i onih koji bi mogli da izraze za-
k uqgak, te tra e e pogodne kombinacije prvih tako da se odre eni ponixte ostav aju i za
sobom izraz koji odgovara zak ugku.
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1 IIamocoBa Teopema

Posled 1 od antigkih velikana geometrije bio je Papos iz Aleksandrije (IV

vek). egovo delo Koaexuyuja vrsta je enciklopedije koja predstav a skup do-

tadax i1h matematigkih zna a i jedan je od glavnih izvora informacija o

antigkoj matematici. U ovom delu objav ena je 1 teorema koja danas nosi
egovo ime.

Teopema 1.1 (Ilanocosa meopema) Neka su a 1 b dve prave i neka su A, B i C
tagke incidentne sa a, a A’, B" i C tagke incidentne sa b. Tada su tagke
X =BC'\B!C, Y =AC'\A'C i Z=AB"\ A'B kolinearne.

Slika 1.1. Paposova teorema

Hamomena 1.1 Prava na kojoj se nalaze preseci X, Y 1 Z obojena je na slici
1.1 crvenom bojom i u nazivamo Ilanocosa npasa.

Mnoxtvo je razloga zaxto se Paposova teorema danas mo e smatrati izu-
zetnom. Prvo, pristupaju 1 joj iz raznih uglova mo emo povezati delove
matematike na izgled veoma razliqite. U to emo se i uveriti kroz naredne
ode ke gde emo razmotriti nekoliko enih dokaza i varijacija. Zatim,
jedna od upegat 1ivih karakteristika Paposove teoreme je da se u enoj fo-
rmulaciji jav aju samo dva elementarna pojma - pojam tagke i pojam prave, kao
i jedna relacija - relacija incidencije. Preciznije, konfiguracija Paposove
teoreme se sastoji od tagno devet tagaka i tagno devet pravih, pri gemu
svaka prava sadr 1 tri tagke i u svakoj tagki se seku tri prave. Stoga se
ona smatra najma om teoremom incidencije. Tako e, ona je I pogetak niza
interesantnih teorema.

Ve ovde istigemo da, kako bismo u naxim dokazima izbegli degenerisane
slugajeve, kao va nu pretpostavku uvodimo da se nikoje dve tagke 1 nikoje
dve prave iz Teoreme 1.1 ne poklapaju. Va nost uvo e a ove pretpostavke
ogleda se u tome xto nas ona spreqava da prilikom sprovo e a algebarskih
dokaza do emo u sitaciju de e a nulom na Xta nas degenerisani slugajevi
primoravaju. Ukoliko nam pored e budu neophodne i dodatne pretpostavke

ih emo u dokazima posebno naglasiti.

Pre negoli zapognemo naxu kolekciju dokaza i varijacija, napomenimo jox
i da se svaka prava Teoreme 1.1 mo e uzeti za Paposovu pravu. Konkretni
primeri kako mo emo izabrati Paposovu pravu dati su na slici 1.2

— 5
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Slika 1.2. Paposova prava

1.1 Dobit prelaska sa eukl1dske na projektivnu geometriju

Tokom vekova mnogi matematigari su se bavili dokaziva em Paposove
teoreme. Sam Papos je svoju teoremu dokazao koriste i metode euklidske
geometrije, a nastankom projektivne geometrije u XIX veku, prona eni su i
brojni naqini da se ona doka e enom primenom. Naravno, interesantno je
pita e koja je dobit prelaska sa euklidske na projektivnu geometrije?

Projektivna geometrija nastaje kada na eukl idsku ravan dodamo beskonagno
daleke tagke i1 beskonagno daleku pravu. O tome emo deta nije prigati u
ode ku 1.2. Ono xto je u ovom trenutku za naxu prigqu va no jeste da se
svaki pramen paralelnih pravih seqe u beskonagno dalekoj tagki, i da sve
beskonagno dalake tagke Formiraju beskonagno daleku pravu. Dakle, u eukli-
dskoj geometriji mo emo govoriti o pravama koje se seku 1 o pravama koje su
paralelne, dok u projektivnoj geometriji za svake dve prave postoji presegna
tagka. Stoga, ukoliko Teoremu 1.1 posmatramo u euklidskoj geometriji, neo-
phodno je da za svaki par pravih pomenut u enoj Fomulaciji postoji presegna
tagka. Me utim, ukoliko je posmatramo u projektivnoj geometriji, ena mo
postaje jox ve a, jer mo emo govoriti 1 o preseku paralelnih pravih.

Dakle, odgovor na pomenuto pita e jeste da e Teorema 1.1 va iti i U
slugaju da su prave koje su u parovima pomenute u enoj Formulaciji pa-
ralelne, a ne nu no konkurentne u euklidskom smislu. To nas dovodi 1 do
narednog zanim 1ivog slugaja euklidske verzije pomenute teoreme.

Teopema 1.2 Neka su A, B i C tri tagke na pravoj a i A’, B" i C" tri tagke

na pravoj b. Ako je AB"k BA! i BC'k CB!, tada je i AC'k CA' .
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Slika 1.3. Paposova teorema

Dakle, kako je AB! k BA! to se ove dve prave seku u beskonagno dalekoj
tagki Z1. Sligno, kako je BC'! k CB! to se one seku u beskonagno dalekoj
tagki X4. Ove dve tagke odre uju beskonagno daleku pravu, te e ona biti
Ianocosa npasa i 0j, prema Teoremi 1.1, mora pripadati Y = AC'\ CA', t;j.
bi eY =Y4. Odakle i va i AC"k CA".

I lustracija prethodnog razmatra a data je na slici 1.4.

Slika 1.4. Presek parova paralelnih pravih u beskonagno dalekim tagkama

U nastavku predstav amo dva razliqgita euklidska dokaza Teoreme 1.2.

Dokaz pomo u Talesove teoreme

Teopema 1.3 (Tanecosa? meopema) Neka su a i b dve prave koje se seku u tagki
O, P i Q dve tagke prave a, a R i S dve tagke prave b. Tada su PR i QS
paralelne ako i samo ako va i

OP _OR.
0Q OS’

Hanmomena 1.2 Neka su O, X i Y tri kolinearne tagke. Odnos 2% smatramo

pozitivnim ukoliko su tagke X 1 Y sa iste strane tagke O, a u suprotnom
negativnim.

2Starogrgki Filozof i1 matematiqgar Tales iz Mileta (VII-VI vek pre n.e.)

—7—
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Slika 1.5. Talesova teorema

Zbog znagaja Talesove teoreme i kompletnosti izlaga a navodimo en dokaz.
ITora3: Razmotrimo najpre slugaj kada tagka O ne razdvaja par tagaka P i
Q, odnosno R i S (slika 1.5 levo).
Pretpostavimo da je PR k QS. Visine iz temena P trouglova POR i POS
se poklapaju te va i da je odnos povrxina trouglova jednak odnosu du ina
osnhovica tj.

Papor _ OR, (1)
Papos OS’

Ako posmatramo trouglove ROP i ROQ sligno dobijamo da je
Parop _ OP. @)
Paroo OQ

Da e, kako trouglovi SQP i QSR imaju zajednigku ivicu SQ i odgovaraju u
visinu, povrxine su im jednake. Odatle sledi i1 da su povrxine trouglova
POS i1 ROQ jednake jer predstav aju dopunu trouglova SQP 1 QSR do trougla
SQO. Konagno,

OP _ Parop _ Papor _ OR,
OQ Pgrog Papos OS
Obrnuto, pretpostavimo da je

OP _OR,
0Q OS’

1z (1) 1 (2) sledi

Parop _ Papor

Paroqo Paros
tj. Parog = Papos. Odatle je 1 P4gsr = Pasgp. Konagno, QSR 1 SQP imaju
zajednigku ivicu SQ te je PRk QS.

Neka sada tagka O razdvaja par tagaka P 1 Q, kao i par tagaka R i S
(slika 1.5 desno). U tom slugaju posmatrajmo tagke simetrigne tagkama P i
R u odnosu na tagku O i oznagimo ih redom sa P; 1 R;. Kako je PR k P1Rq,
OR =OR;1 1 OP = OP; dokaz sledi direktno iz prethodno dokazanog sluqgaja.

|

Pre imo sada na dokaz Teoreme 1.2.
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ITokaz: Posmatrajmo sliku 1.6.

Slika 1.6. Paposova teorema - dokaz pomo u Talesove teoreme

Kako je AB’k BA! primenom Talesove teoreme dobijamo da je

OA OB’

OB _ OAV )
a kako je BC'k CB! da je

OB OC!

oc ~ os" @

pri tome nijedna od xest tagaka teoreme nije podudarna sa O, pa nijedan od
imenilaca nije nula.

Ako izmno imo dve leve strane i dve desne strane jednaqina (3) i (4)
dobijamo
OAOB _ OB’ OC!
OBOC OA'OB!
tj.
0A _ocC’,
OC  OA"
Pa opet, upotrebom navedenog tvr e a, zak uqujemo da je AC'k CA’.
|

Problem koji se jav a kod ovakvog dokaza je da on u potpunosti zavisi
od postoja a tagke O, pa u slugaju kada su a i b paralelne i tagka O ne
postoji, dokaz ne mo emo izvesti koriste 1 Teoremu 1.3. Stoga u nastavku
predstav amo dokaz koji koristi samo Xest znagajnih tagaka Teoreme 1.2.

Dokaz metodom povrxina

Navedimo najpre nekoliko qi enica koje e nam biti korisne za nax naredni
dokaz.

(1) Hospwuna u opujenmanyuja mpoyeaa

Pretpostavimo da je trougao ABC zadat u ravni koordinatama temena
A(Xa;¥a), B(Xg;yB) T C(Xc;Yyc). Orijentisana povrxina trougla ABC je
1
P(A:B:C) := XB XA ¥YB YA _

2 Xc Xa Yc YA %«XB Xa)yc  ya) (Xc  Xxa)lys YA

—9—
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i ona osim informacije o povrxini trougla sadr i i informaciju o egovoj
orijentaciji.

Podsetimo se da je trougao ABC pozitivno orijentisan ako je smer obi-
laska egovih temena A, B, C suprotan smeru kreta a kaza ke na satu i
tada je P(A;B;C) = 0, a u suprotnom je negativno orijentisan i tada je
P(A;B;C) <0.

Napomenimo i da je, ako su A, B 1 C kolinearne tagke, trougao ABC de-
generisan i egova povrxina je jednaka nuli.

(2) Hospwuna u opujenmayuja 4emeopoyzia

Kako svaki prost getvorougao mo emo triangulisati, egovu povrXinu
mo emo izraqunati kao zbir povrxina trouglova iz triangulacije. Dakle,
orijentisanu povrxinu prostog orijentisanog getvorougla ABCD mo emo
definisati na slede i nagin:

P(A;B;C;D)=P(A;B;C)+P(C;D;A):

C

A B
Slika 1.7. Povrxina prostog getvorougla

Ako umesto prostog getvorougla posmatramo getvorougao ABCD koji ima
samopresek tada su trouglovi ABC i CDA suprotne orijentacije, te su i
P(A;B;C) i P(C;D;A) suprotnog znaka. Primetimo da e u ovom slugaju
povrxina getvorougla ABCD biti jednaka nuli ako i samo ako trouglovi
ABC i CDA imaju istu povrxinu, a kako oba trougla dele ivicu AC oni

e imati iste povrxine ako i samo ako su visina iz D i visina iz B iste
du ine, tj. ako su BD i AC paralelne. Dakle,

BDkAC O P(A;B;C;D)=0:

A C
Slika 1.8. Povrxina getvorougla koji ima samopresek
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Sada, kada su nam poznate ove gqi enice, ci nam je da doka emo Teoremu
1.2.

ITokas: Neka su A, B, C i A’, B, C" tagke ravni giji polo aj odgovara
slici 1.9.

A B
Slika 1.9. Razlaga e trougla ABC na trougao A'B'C’ i tri getvorougla
AA'C'Cc, BB'A'A i CcC'B'B

Trougao ABC mo emo razlo iti na tri getvorougla AA'C'C, BB'A'A i
CcC'B'B i trougao A'B'’C'. Zbir ihovih povrxina odgovara povrxini trougla
ABC. Odatle sledi da je

P(A;B;C) =P(A;A,CC)+P(B; B, A A)+P(C;C’B"; B) + P(A"; B, CY);
tj.
P(A;A’;C%C)+P(B;B" A A)+P(C;C"; B B)+P (A B C") P(A;B;C)=0: (5)

Izraz sa leve strane je polinom koji ne zavisi od tagnog polo aja tagaka
A, B, C, A, B' i C!, te prethodna formula va i za proizvo an polo aj
tagaka. Stoga, neka ovih Xxest tagaka odgovara tagkama Paposove teoreme
(slika 1.10).

Slika 1.10. Paposove teoreme - dokaz metodom povrxina
Kako su A, B, C i A', B, C’ dve trojke kolinearnih tagaka to je

P(A;B;C)=P(A’;B"C") =0;
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a kako je AB'k BA? i BC'k CB" getvorouglovi BB'A'A i CC'B'B nisu prosti,
te je
PB:B% A" A)=P(C;C"B"B) =0:

Pajeiz ()i
P(A; A" C';C)=0;

odakle, poxto AA'C'C nije prost, proizilazi da je CA"k AC":

1.2 Projektivni dokazi Paposove teoreme

U ovom poglav u Paposovu teoremu dokazujemo u realnoj projektivnoj ravni
RP?2, a jedan od nagina da u definixemo je da uvedemo homogene koordinate.

Po imo od euklidske ravni E. u pomo u koordinatne reprezentacije
identifikujemo sa R?. Dakle, svakoj tagki euklidske ravni pridru ujemo
(x;y) 2 R?, a prave smatramo skupovima tagaka (x;y) koje zadovo avaju impli-
citnu jednaginu uix + uy +usz = 0. No, kako pravu elimo da tretiramo kao
poseban objekat, a ne kao skup tagaka, mo emo je predstaviti preko parame-
tara (ui;up;us), pri gemu u; i Uz ne mogu biti istovremeno nula. Primetimo
ida( ug; up uz)za 60 predstav a istu pravu kao i1 (ug;uz;usz).

Smestimo sada euklidsku ravan E u R® tako da ne sadr i koordinatni
pogetak, na primer neka je to ravan data jednaginom z = 1.

Svaku tagku euklidske ravni E identifikujemo sa pravom koja sadr 1 tu
tagku i koordinatni pogetak, a za vektor predstavnik te tagke uzimamo ma
koji vektor pravca te prave. Dakle, ako posmatramo vektor (x;y;z) 2 R® gde
je z & 0 prava qiji je on vektor pravca sege euklidsku ravan u tagki (3; %; 1)
tj. u tagki (3; %) 2 E. Vektore koje ovim razmatra em nismo obuhvatili su
vektori oblika (x;y;0) 2 R®. Prave qiji su to vektori pravca su paralelne
ravni E 1 1hov presek sa ravni E ne postoji. To znaqgi da nemamo euklid-
sku tagku koju identiFfikujemo sa tom pravom. Dakle, vektori ovog oblika
odgovaraju beskonagno dalekim tagkama. Ako tagka ima vektor predstavnik
(x;y;z) ka emo da ta tagka ima homogene koordinate (X :y: z).

Pravu euklidske ravni E identiFfikujemo sa ravni iz R® koja sadr i tu
pravu i koordinatni pogetak. Dakle, jednagina prave u homogenim koordi-
natama e biti upXx+uyy +uzz =0 i1 predstav amo je sa [u; : uz : ug]. Ako
posmatramo ovu jednaginu u R3 vidimo da je (ug; uz;u3) normalni vektor odgo-
varaju e ravni, i on je vektor predstavnik date prave. Presek te ravni sa
smextenom euklidskom ravni z = 1 daje euklidsku jednaginu prave u ravni
uiX + Uy +uz = 0. Jedini tip vektora kome ne odgovara euklidska prava je
(0;0;u3), gde je uz & 0. Uzmemo 11 takav vektor dobijamo xy-ravan koja ne seqge
ravan E. Taj vektor e odgovarati beskonagno dalekoj pravoj koja sadr i sve
beskonagno daleke tagke.

Dakle, tagke realne projektivne ravni e biti prave koje sadr e koordi-
natni pogetak, dok e prave biti ravni koje sadr e koordinatni pogetak, i
sve tagke i sve prave se mogu predstaviti nenula vektorima iz RS.

Na slici 1.11 crvena prava predstav a beskonagno daleku tagku (Xp : Yo :
0), zelene prave predstav aju konagne tagke realne projektivne ravni gije ko-
ordinate imaju oblik (x:y:1), a plava ravan jednu pravu realne projektivne
ravni.
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Slika 1.11. Realizacija RP? u R®

1.2.1 Dokaz ponixtava em determinanti

Prvi u nizu projektivnih dokaza Paposove teoreme je baziran je na slede 0j
primedbi.

ITpumenta 1.1 Ukoliko elimo da proverimo da i su tri tagke kolinearne
mo emo proveriti da li su prave sa kojima ih identifikujemo komplanarne,
azatonammo e poslu iti mexoviti proizvod. Dakle, ako su A(Xa : Ya : Za),
B(xg :yB :2zg) 1 C(Xc :Yc : zc) tri tagke, uvedemo 11 oznaku

XA YA Za
[A;B;C]:= X8 ¥YB ZB ;
Xc Yc Zc

A, B i C e biti kolinearne ako 1 samo ako je [A;B;C] =0.
Radi lakxeg sprovo e a dokaza oznaqimo tagke koje se pojav uju u Formu-

laciji Teoreme 1.1 brojevima od 1 do 9 (pogledati sliku 1.12). Motivacija
za ovakav "'raqunarski' zapis potige iz rada [12].

Slika 1.12. Paposova teorema - dokaz ponixtava em determinanti
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IToka3z ITamocose Teopeme: Neka su tagke 1, 4 i 7 nekolinearne. Uko-
liko primenimo odgovaraju e projektivno preslikava e mo emo obezbediti
da pomenutim tagkama odgovaraju koordinate (1:0:0), (0:1:0) i (0:0:1) re-
dom. Koordinate preostal ih tagaka oznagimo na slede 1 naqin: 2=(a:b:c),
3=(d:e:f),5=(@:h:i),6=(G:k:D),8=(mM:n:0) i 9=(p:q:r).

Svaku od osam kolinearnosti koja je pretpostav ena u formulaciji Teo-
reme 1.1 mo emo izraziti preko mexovitog proizvoda. Dakle,

[1;2;3] =0; [1;5;9] =0;
[1,6;8] = 0; [2;4;,9] = 0;
[2,6;7] = 0; [3:4;8] =0;
[3;5;7] =0; [4;5;6] = 0:

Primetimo da zbog specijalnog izbora koordinata tagaka 1, 4 i 7 i qi-
enice da svaka trojka tagaka kolinearnih po uslovu teoreme sadr 1 jednu
od tih tagaka, pomenutih osam kolinearnosti mo emo predstaviti determi-
nantom reda 2.
Recimo kolinearnost tagaka 1, 2 1 3mo emo predstaviti naslede 1 nagin:

[1,2;3] =

oV -

® T o

-h O O
Il

® o

=h O

a kako je
b ¢
e T

konagno dobijamo da kol inearnost tagaka 1, 2, 3 mo emo predstaviti jednaqgi-
nom bf ec =0, odnosno ec = bf.
Dakle, pokazuje se da:

=bf ec;

[1;2;3] =0=) ec=bf; [1;5;91=0=) qi = hr;
[1;6;8] =0=) ko=nl; [2;4;9]1=0=) ar = pc;
[2;6;7]1=0=) jb=ak; [3;4;8]=0=)» mf =do;
[3;5;71=0=) dh =ge; [4;5;6]=0=) gl =ji:

(6)

Primetimo i da, zbog pretpostavke da se nikoje dve tagke i nikoje dve
prave ne poklapaju, nijedno od slova koje se pojav uje u koordinatama tagaka
2,3,5,6,819nemo e biti nula.

Na primer, posmatrajmo tagke 1, 2 i 4. One su zbog prethodno pomenute
pretpostavke sigurno nekolinearne (u suprotnom bi se prave 1-2-3 i1 4-8-3
poklapale) te je determinanta [1;2;4] & 0, a kako je

1
[1;2;4] = a
0

P o o
o o o
I
o

sledi c & 0.
Ako izmno imo leve i desne strane jednaqina (6) 1 izvrximo odgovaraju a
de e a dobijamo
mq = np;

— 14—
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odakle sledi da je
[7:8;9] =0;
odnosno da su tagke 7, 8 1 9 kolinearne.

Primetimo da se prethodni dokaz u potpunosti osla a na pogodan izbor
koordinata tagaka 1, 4 i 7. Sva egova jednostavnost upravo je posledica
toga. Skrenimo pa u 1 da, ako su tagke 1, 4 i 7 kolinearne, ihovu ulogu
u ovom dokazu mo e imati neka druga trojka tagaka koje to nisunpr. 3,6 1 9
ili 2, 81i65.

|

I staknimo jox strukturu datog dokaza. Na slici 1.13 u pravougaonicima
su zapisane kolinernosti koje se pojav ujuu emu, a koje mo emo povezati sa
odgovaraju im determinantama. Ono Xto smo pri izvo e u dokaza primetili
je da se jedno slovo pojav uje u dve razliqite determinante. Takve determi-
nante smo re ali jedne pored drugih. Time smo dobili mre u zalep enu po
ivicama na nagin koji sugerixu ute i zelene strelice na slici 1.13. Da e
je jednostavno uoqiti da ovaj dokaz topoloxki ima strukturu torusa.

g (753) h (159) i (4%6)g
d 4 L
0(483) m (789) n (186) o
f P k
b(123) ¢ (429) a (726) b
e r J

Slika 1.13. Struktura dokaza - torus

Dodatno, navodimo i sliku preuzetu iz rada [5] kanadskog geometrigara
Koksetera na kojoj je tako e predstav ena kombinatorna struktura Paposove
teoreme (slika 1.14). Oznake Ai, Ci1, B1, Ay, Cy, By, Az, C3, B3 odgovaraju
redom naxim tagkama 1, 2, 3, :::, 9.

B,

By

C
A3

Az

B,
G

Ay

F16. 14. The regular map {6, 3}1.0. Fi1G. 15. Another view of the
Pappus graph.

Slika 1.14. Slika preuzeta iz [5]

— 15—
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Na slici je prikazan graFf nacrtan na dva nagina. Graf se sastoji od
devet crnih tagaka (tagke pored kojih oznaka nije navedena) i devet belih
tagaka (tagke oznagene sa Ap, Ci, Bi, Ay, Cy, By, Az, C3z, B3). Crne tagke
predstav aju prave, a bele tagke znagajne tagke Paposove teoreme. Pri tome,
dve bele tagke su povezane crnom samo kada postoji prava Paposove teoreme
kojoj obe pripadaju. Tako e vidimo da svaka tagka pripada trima pravama tj.
da je svaka bela tagka povezana sa tri crne, kao i da svaka prava sadr i tri
tagke, odnosno da je svaka crna tagka povezana sa tri bele. Ukoliko bismo
levi graf zalepili po ivicama na naqin prikazan naslici 1.15 dobili bismo
torus.

Slika 1.15. Lep e egrafa ¥ torus

1.2.2 Dokaz Grasman-Plikerovom relacijom

Za razliku od prethodnog dokaza koji se osla a na koordinate tagaka u na-
rednom dokazu koristi emo isk ugivo svojstva determinanti, a sam dokaz
bazirati na Grasman-Plikerovoj relaciji.

Teopema 1.4 (I'pacmand-Ilauxeposad peaayuja) Za proizvo ne tagke A, B, C, D,
E 2RP2va i:

[A;B;Cl[A;D;E] [A;B;DJIA;CE] +[A;B;EJIA;C; D] = 0:

IToxa3: Bez gubitka opxtosti pretpostavimo da je A= (1:0:0), a da su tagke
B, C, D i E (ukoliko je neophodno ovo mo emo obezbediti odgovaraju im
projektivnim preslikava em) konagne tagke gije su homogene koordinate B =
xXg:yg:1),C=Xc:yc:1),D=Xp:yp:1) 1 E=Xg:ye:1). Ovim
determinante postaju jednostavne razlike tj. dobijamo

1 0 0 1 0 O 1 0O 0 1 0 O 1 0O 0 1 0 O
xg8 Y8 1 Xp yp 1 X8 YB 1 Xc Yo 1 +Xxg yB 1 Xc yc 1
Xc Yc 1 Xe Yy 1 Xxo Yo 1 xg ye 1 Xxe Y 1 Xp yp 1

3Nemagki matematigar i lingvista Herman Grasman (1809-1877)
4Nemagki matematiqgar i1 Fiziqgar Julijus Pliker (1801-1868)
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=@ Yc)yp Ye) (B Yp)yc VYe)+(ys Ye)lyc Vo)
=yYBYD YBYE VYcYp tYcYE VYBYc tYBYE +*YDYc YDYE tYBYC YBYD

YeYc + YEYD
=0

IMocaemuia 1.1 Bz prethodne relacije sledi da ako je trojka tagaka A, D,
E kolinearna tj. [A;D;E] = 0 va 1 [A;B;D]J[A;C;E] = [A;B;E]J[A;C;D]. 1
obratno, ako znamo da va i [A;B;D][A;C;E] = [A; B; E]J[A; C; D] tada je kolin-
earna trojka tagaka A, B, C i1li trojka tagaka A, D, E.

ITokas ITamocose Teopeme: Kao 1 u prethodnom dokazu Paposove teoreme
oznaqimo tagke koje se pojav uju u enoj Formulaciji brojevimaod 1 do 9 i
pretpostavimo da trojka tagaka 1, 4 1 7 nije kolinerna.

Za pogetak posmatrajmo tagke 1, 4, 7, 2, 3 i primenimo na ih Grasman-
Plikerovu relaciju koriste i kolinearnost tagaka 1, 2 i 3. Odatle zak uqu-
jemo da je:

[1;4;2][1;7; 3] = [1;4; 3][1; 7; 2]:

Analogno, za svaku od osam kolinearnosti pretpostav enih teoremom za-
piximo odgovaraju u jednaginu koja iz e sledi.

U nastavku, sa leve strane je navedena trojka kolinearnih tagaka, a sa
desne jednagina koja 1z te kolinearnost sledi.

(1;5;9) = [1;4;5][1; 7;9] = [1; 4, 9][1; 7; 5]

(1;6;8) => [1;4;8][1;7;6] = [1;4,6][1;7; 8]

(2;4,9) = [4,7;2][4,1;,9] = [4,7,9][4; 1, 2]

(3;4;8) =) [4,7,8][4,1,3] = [4,7;3][4; 1, 8]

(4,5;6) =) [4,7;5][4;1;6] = [4,7,6][4, 1, 5]

(2,6;7) =) [7,1,2][7;4,6] = [7;1,6][7; 4, 2]

(3:5:7) =) [7:1;5][7;4,3] = [7; 1, 3][7; 4, 5]

Preostalo je jox da izmno imo leve 1 desne strane i izvrximo potrebna
de e akoriste 1 se pri tome slede Im svojstvima determinante:

1. [A;B;C]l= [B;A;C]
2. [A;B;C]=[B;C;A]l=[C;A;B]

Na taj naqin dobijamo,

[7;1;91[7; 4, 8] = [7; 1, 8][7; 4; 9]

Odavde bi sledilo da morava iti kolinearnost tagaka 8, 9, 7 ili tagaka
1, 4, 7. No, kako smo pretpostavili da su tagke 1, 4, 7 nekolinearne konagno
mo emo zak ugiti dava 1 kolinearnost tagaka 8, 9 i1 7.
|
Tehnika dokaziva a korix ena u ovom ode ku (tzv. binomni metod) pri-
me ena je u radovima [12] i [6].
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1.2.3 Dokaz pomo u Qevine teoreme

U nastavku Paposovu teoremu dokazujemo pomo u teoreme koju je 1678. godine
otkrio italijanski matematiqar ovani Qeva (1647-1734), qije ime ona danas
i nosi.

Teopema 1.5 (Yesuna meopema) Neka su X,Y 1 Z tagke redom na stranicama

BC, AC i AB trougla ABC. Tada se prave AX, BY i CZ seku u jednoj tagki
ako 1 samo ako

AZBXCY _

ZBXCYA

c

A 7 B
Slika 1.16. Qevina teorema

Qevinu teoremu mo emo jednostavno dokazati ukol1ko odnos du 1na posma-
tramo kao odnos povrxina odgovaraju ih trouglova. Naime, ako je P tagka
preseka pravih BC 1 AjA; (slika 1.17) tada va 1

AP P(B;C A1),

PA,  P(B;CAY)’
gde su pomenute povrxine zapravo orijentisane povrxine o kojima smo nexto
vixe rekli u ode ku 1.1. Ovakav metod dokaziva a Qevine teoreme predsta-

vili su Grinbaum i Xepard u radu [7]. egova direktna primena na odnose
koji se pojav uju u Formulaciji teoreme vodi enom dokazu.

Al P AZ

. _ - = . — P(@B,CA
Slika 1.17. Princip povrxina: QlAPz = ﬁ

No, vratimo se sada naxoj temi. Bstaknimoda emo pod Yesunum mpoyzsom
podrazumevati trougao na qijim se stranicama BC, AC i AB nalaze redom
tagke X, Y i Z takve dava i

AZBXCY

ZBXCYA
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i razmotrimo slede u situaciju.
Dva Qevina trougla ABC 1 ABD su zalep ena du zajednigke ivice i na
oj delle tagku Z (slika 1.18 levo).

Slika 1.18. Lep e e Qevinih trouglova

Za pogetak posmatrajmo trougao ABC. Kako su AX, BY i CZ konkurentne
primena Qevine teoreme nam daje:

AZBXCY

ZBEXCYA )

A, ukoliko posmatramo trougao ABD zbog konkurentnosti pravih AU, BV i
DZ va i:
AV DUBZ _

VDUBZA _ © ®)

Izmno imo L1 leve i desne strane relacija (7) 1 (8) dobijamo:

BXCY AV DU _
XCYAVDUB

Dakle, odnosi koji odgovaraju zajednigkoj ivici se ponixte te dobijamo
relaciju u kojoj se pojav uju samo odnosi koji odgovaraju granici Figure
koju saqi avaju zalep eni trouglovi.

Lep e e trouglova koji su oprem eni Qevinom teoremom jedan za drugi
na prethodno opisan naqin mo emo nastaviti (slika 1.18 desno), 1 uvek e
se, u konagnoj relaciji, jav ati samo odnosi koji odgovaraju granici nastale
figure.

ITorasz ITamocose teopeme: Bdeja narednog dokaza se sastoji u tome, da
najpre posmatramo sliku 1.19 desno i uogene Qevine trouglove na oj le-
pimo jedan za drugi po odgovaraju oj zajednigkoj ivici, a zatim primenimo
zak ugak prethodnog razmatra a. Stoga pogledajmo trougao XA'A.




