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0.1 JlejcTBO rpyne Ha CKyn

0.1.1 Jle¢pmHumnuja nejcrBa U OCHOBHU IOjMOBU

Hepunnmnmja 0.1. Heka je G 6uio roja rpyna n X Henpasas ckyn. lejcrsBo rpyme G Ha
ckyn X je cBako npecnukaBame - : G X X — X 3a koje Bazkm: 1) g-(h-x) = (gh)-z; 2) ez =z
3a cBe g,h € G, x € X, npu yemy je e HeyTpaJu rpyune G.

Iedpuuaunmja 0.2. Hera je G 6uno roja rpyma u X mHenpasan ckyun. llejcrBo rpyme G Ha
ckyn X je cBaku xomomopduzam ¢ : G — Sx, rue je Sx cumerpuuna rpyna ckymna X (rpymna
CBUX mepMyTanuja ckyma X ).

IToxazahemo ma cy oBe nBe neduHUIVje €KBUBAJIEHTHE.

Hepl = Ied2:

Ako je - jemHO mejCcTBO, KAKO OHO MHAYKYyje xoMomopouszam ¢ : G — Sx?7 -CBakoM eseMeHTy
g € G npunpy:xuhemo nmepmyramujy m, € Sx, onpebeny ca m,(z) = g - z. 3a mouerak Tpeba
IPOBEPUTH O3 CMO 3aKCTa JOOMIM IepMyTalujy, OTHOCHO Omjeknujy ckyma X: mg je 71-17
jep mg(z) =my(y) & ga=gy & gl-(g2)=9"(gy & (g9 =" 9y e
er=ec-y & r=y

Ty je ma’ jepy =my(a) & y=gr & g ly=g'(gr) & g ly=(9"9)r & g ly=
e-x & x=g 'y Ilarue, 3a cBaro g € G npeciurasame 7, je nepmyranuja us Sx. Cana
Tpeba mokasaru na je mpuapyxuBame ¢ : G — Sx, ¢(g) = 74 jenan xomomoppuzam rpyna G u
Sx: 6(gh) = Tgn = mgomh = 6(9)06(h) jep () = (gh)-x = g-(h-z) = my(ma()) = (my0m)(a)
3a cBe ¢ € X.

Hed2 = Hedl:
Heka je cama ¢ : G — Sx jeman xomoMopdusam rpymna. Kako ma momohy mera medurUIIeMo
npecaukaBame - : G X X — X koje 3amoBossasa yciose 1) u 2) u3 nupse nedpuannuje nejcrsa’?

~Crasutieso gz = ¢(g)(z). Hposepasaro 1): g- (h-x) = ¢(g)(@(h)(x)) = (¢(g) o b(h))() =
o(gh)(@) = gh-x 2) e~ 7 = 9(e) (x) = Idx (a) = @

CBako nejcTBO MHAYKYje OBe BPCTE MOACKYHOBa, jemue on X, a mpyre ox G.

Hedunumnuja 0.3. Hera rpyna G mejcrByje Ha Hempas3uHoM ckymy X. Ako je z Omio koju
eseMmentT (rauka) uz X, opbuma Tauke x je

O, ={g-z:9€G}.
W3 ycaoBa n3 meduHUIMje nejcTBa OOMAaX CIEAN A j€ Ca

T~y y e,
nepuHUCAHA jeTHA peJlallija €KBUBAJICHI]E:

pediekcuBHOCT: * ~x < x € (), a OBO je TAUHO jep £ =€ T
CUMETPUYHOCT:Z ~ Yy <& Yy E€Q, & y=g- - 3a HeKO g € G, omakie je x = g~ ' -y, 1a
ey, Tj. y~z



TPAH3UTUBHOCT: T~y AN y~2z & ye€Q, N 2€Q, & y=g-vNz=Dh-y3a Heke
g,h € G, aonnajez=h-(g-z)=(hg) z, na z € Q, OXHOCHO T ~ Z
Knace oBe ekBuBaJsieHnuje cy ympasBo opoure:

Co={yeX:z~yl={yecX:yeQ,} =Q,.

Onasne ciequ BeoMa BaskHa 0coOMHA opbuTa, kKojy hemo KopucTtuTu Bulie nyTa y HACTABKY:
pasznuuure OopoUTe Cy OUC]YHKTHE M HUXoBa yHUja je ympaso ckym X. Takobe, 3a mejcTBO
KaKEeMO J1a je MmpaH3umuero ako mMa TadvHo jenny opbury. To 3Haum ma 3a cBake aBe Tauke
z,y € X nmocroju g € G 3a roje je y =g - x.

Ilpyra BpcTa MOACKYNIOBa KOje MPUIAPYKYjeMO jeqHOM nejcTBY Hastasu ce y G u 3a Bux
he ce ucnocraBuTu na cy m noarpyuna.

Hedbununmuja 0.4. Cmabuauszamop enementa (tauke) x € X y OJHOCY Ha YOUEHO NEjCTBO je
Y,={9eG:g -z =ux}.

[TorOoBO KOpPUCTHMMO yCIOBe U3 MepUHUNUjE NEejCTBA A MOKAKEMO Ha je X, MOArpyIa Of
G: u3 IpBOr yCIJOBa cylemu na ako g,h € ¥, tj. g-x =x u h-x =z, ouna (gh)-x =g-(h-x) =
g-x =z, onHOoCHO gh € X¥,; u3 mpyror je e € ¥, (jep e-x = x) u Ha Kpajy U3 g € Y, Tj.
g-x = x MHOEKemeM ca g ! mobujamo g~!-(g-x) =g ! x, ommocno (g lg) -z =¢7 ' x wm
=g t-x,mag €%,

Teopema 0.1. Axo je - : G x X — X buno xoje dejemeo xonaune zpyne G na ckyn X, o6poj
eaemenama opbume npousgonne mavke r € X je jednar undexcy menoz cmabuiu3amopa y epyni

G:

2] =[G : 3]

Jloka3. 3HaMo 1a je MHIEKC Heke MOoArpylle Opoj BheHuX JeBUX (MiIr JecHUX ) KoceTa, OJHOCHO
[G:%,] =|G/E,|. da 6u msa ckyna 6una uctobpojua, tpeba nahu 6ujerunjy nsmeby mux.
W3 came me¢pumuumiuje opbure m KoceTa, OAMAX MMAaMO IPUPOMHO IpeciukaBame f : Q, —
G/%,, naro ca

flg-z) = g%,

[Mokasxmmo na je f wmjextusuo: f(g-7) = f(h-7) & ¢¥, =h¥, & g 'he¥, & (¢7th)-v=
r & gli(hz)=2 ©g-x=h-

U CYyDjeKTUBHO: akKo je ¢, € GG/¥, npousBo/aH KOCET, 3a eJleMeHT g Koju ra onpebyje
je flg-x) = g%

Hakae, f je oujexmuja u || = |G/E,] = [G : £;]. OBo ce MOke HammcaTu U Kao
10| = & wmn [Q,||5,] = G- =

BepncajnoBa sema

Cunenehe tBpheme je ocmoBHO cpenctBo 3a oapebuBame Opoja opbura mejcTBa KOHAUHE
rpylIe Ha CKYII.
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Teopema 0.2. (BepucajnoBa sema) Heka je - : G x X — X dejemeo xonaune epyne G na
konavwar ckyn X u wexa je Fix(g) = {x € X : g-x = x} cxyn mavaka xoje Purcupa eaemenm
g € G. Osnauumo ca X/G cxyn ceux opéuma osoz dejcmea. Tada je

X/G| = ﬁ S |Fin(g)]
geG

Iokas. Ilocmarpajmo cxyn {(z,9) : g- = z}. Hbera Mmoskemo na npebGpojuMo Ha JBA HAUUHA,
?ya3myk” m mompero”:

{(z,9):g-x=2a}| =) |Fiz(g)| = > _ [Sa.

geG reX

Cana us ) g |Fiz(g)| = > ,cx |Ez| n mperxomme Teopeme nobujamo

S |Fiz(g) = 3 |Li,

geG reX
OJHOCHO 1 1
= > _|Fiz(g)| =) :
G| |2y |
geG z€X

Heka je 2, npoussosmua opbura. Ona uma |{2,| enemenara, u pasiomak IQill ce mojaBipyje y
-

CyMM HA IECHOj CTPAHU MPETXOMHE je THAKOCTH IO jeITHOM 3a CBako ¥ € (), makme || myTa
ykynHo. To 3Haum na cBaka opbura TOj CyMH NONa jeOUHUILY, IIa je NeCHa CTPaHa y CTBapHU

Opojau opbOura:
1
= 1=1X/G|.
S i X 1w
z€X Qex/G

Capnma caMoO mM3jeIHAYMMO Ca JIEBOM CTPAHOM M n00OMjeMO TpaskeHy (GopMyiy 3a Opoj cBuX
opbuTa youeHOr nejcTBa

X/G| = ﬁ S |Fiz(g)]

geG

Ilpumepu nejcraBa

1) Hekra je G rpymna cBux poramuja eykInacke pasHu F oko ¢urcupame tauke O (1aKo
ce mpoBepu na je G rpyma, KOMIO3uIuja ABe poranuje oko tauke O je poraunuja 3a 30up
BUXOBUX YIJIOBa, UACHTUTETA je poramnuja 3a 0 cTemeHW, poTanuja WHBEP3HA POTAIUU 34
yrao 6 je poramuja 3a —0). G nejcrByje Ha E Tako mTo poramuja p momepu tauky A y
p(A4). Omuer ce nako Buau ma poramuja 3a @, Ia 3a 6, rauky A moMepa MCTO Kao poramuja
3a ¢ + 6, a ngerTuTeTa QUKCUpa CBe TAUKe, OJHOCHO Aa CY 3aJ0BOJLEHU YCJIOBU IEjCTBA.
IIra cy opbure n crabunuzaropu oBor nejcrBa? - Opbure Ccy CBU KOHINEHTPUUHU KPYTOBU
ca nearpoMm y O. CrabususaTop cBake tauke je id.



2) Heka je G rpyna u H noarpyna rpyne G. Osmaunmo ca X kommuauuku ckyn G/H u
nocMaTpajmMo npeciukaBame - 1 G X X — X ompebeno ca g (aH) = gaH. IlpaBonunujckn
ciem na Cy UCIyHeH! yciaosu u3 neduaumuje nejcrsa: 1)g- (h-(aH)) = g- (haH) = ghaH =
(gh) -aH; 2) e-aH = eaH = aH. Tspaumo ma je 0BO HEjCTBO TPAH3UTUBHO: ako je aH
¢urcupan kocer u bH npousBoman, ouna bH € Q,y jep jennaunna ga = b uma pemnieme 10 g
y rpyuu G, na je g-aH = bH. Ilakne, nocroju camo jensa opbura osor xejcrsa, Q.p = G/H.

3) Hera je G = C,, = {z € C: 2" = 1} - rpyna n-tux ropena jeaunure C, = {COS%T‘” +
isinsz” :0 <k < n}, na omvax caemu na je Cp, muzomopdua mukanunoj rpymnu C,. G mejcryje
HA KOMILIeKCHe 6pojeBe Ha ciemehn mauuwu: ¢ -z = gz - MHOKEHE IBa KOMILIEKCHA Opoja,
[a TPUBUJAJHO BaMKE yCJIOBU 3a JEjCTBO (F€OMETPUjCKU OBO je POTaluja OKO KOODIAUHATHOT

[IOYETKA 33 yrao %T’T)

Axo je z # 0, Q. :{z(cos%T”+isin%T”):O§k<n}:{ze%Tﬂ :0<k<n}, aQ=
0. Opbure Tauvaka z # 0 cy m-TousjaHe, ma Cy IO TeOpeMU O OPOUTU U CTAOUIU3ATODPY,
crabunusaropu jemHounanu, Y, = 1, z # 0, Mok je opbura HyjIe jenHOUIAHA, HA je HEH

crabunuzarop nesa rpyna G, g = C,.

-Jom jeman Ba:kaH mpuMep IEjCTBa je MejCTBO Ipyle Ha caMy cebe, KOHJYTallljoM.

0.1.2 FKomjyramuja u jemHaumHAa KJjaca

Heka je G mpoussosmua rpymna. 3a X = G mocmarpajmo npeciukaBame - : G X X — X nmaro
ca g-x = grg !, g,r € G. Ilposepumo ma je oo 3amcta jemmo mejctso: 1) g- (h-x) =
g- (hxh™Y) = ghah=tg=! = (gh)z(gh)~ = (gh) -z 2) e-x = exe ' = x.

OBO 1ejCcTBO 30BEMO [IEjCTBO I'pPyIle Ha caMmy cebGe KOHJyTallljoM.

Xajme ma Habhemo opbure u crabuamsaTope OBOT IEjCTBA.

Q ={g-2:9€G}={grg!: g€ G} = K, - kraca koHjyranuje ejeMeHTa T y TDyIH
G. TlpumeruMo ma OHO MTO 3HAMO Oa BaskKU 3a opOuTe OBIE MMa 3a MOCIEAUINY na Cy IBe
pasnuyunTe Kiace KOHJyranuje u QUCjyHKTHE 1 1a je rpyna G yHUja Kiaca KOHJyraluje beHnX
ejieMeHaTa.

Y.={9€G:g-x=a}={g€G:g2g ' =2} ={g9€G:gx =g} =C, - nearpamuzarop
eneMenTa r y rpymu G

Ako je rpymna (G xkoHauHa, U3 TeopemMe O OopbuTu u crabuiauszaropy s3Hamo xa |Q| | |G].
[TuTamo ce mTa 3HAYM ma je opOUTA HEKE TAUKe MPU OBOM IEjCTBY j€THOUIAHA:

|=1 & |K,|=1 & grgl=2,V9eG & gr=xg, Vg€ G & z€Cs=2Z(G)

Iarne, k1aca KOHJyTaluje eJIeMeHTa T je jeIHOUIaHa aKKO je Taj eJIeMEHT Y IeHTPY Tpyme
G, ma je 6poj jemHOUWIAHUX Kjaca KOHJyraluje ynpaBo pen IeHTpa rpyme. llame, 3Hamo na
je cBaKM CKyI Ha KOjU HEKa Ipylla NejCTBYje, YVHHja OUCjYHKTHUX OpOmTa TOr IEejcTBa, Ia
je G = | |Q; = | |K, wro mmnnuuupa ma je pen rpyme G 36up OpojeBa esemeHara moa
IVIC]YHKTHUM KJIacaMa KOH]yTalluje:

Gl= 1Kl = Y IKul+ D 1Kl =[Cal+ Y K|

|K.|=1 [Ke|>1 [Ke|>1
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IonaTtHo Basku na 6poj eseMeHara y cBakoj opbutu menu pexn rpyue G (jep je jeanak UHICKCY
crabunusaropa omrosapajyhe rtauke): |Q,| = |K;| | |G|, na je mpyra cyma me camo mo
6pojesuma BehnMm ox 1, Hero mo mekmMm memmormMa |G| Behimm ox 1. OBuM cMo mokaszanu
TBpheme Koje nMma nmocebaH HA3WB U NOCTA NPUMEHA y HACTABKY:

Teopema 0.3. (Jempaumna raaca) Axo je G konawna epyna, Cq wen yenmap u K, wene xaace
Kom)yeayuje ca bap no dea eaemenma, onda |Ky| | |G| u

Gl =Cal+ Y |Kal-

[Kz|>1

ITpumep 0.1. Axo je G rpyna umju je pex p", rae je p mpocT, a n NPUPOAaH Opoj, OHAA
BeH neHrap Huje rpusnjanaan, Cqo # {e}.

-Us jemnaumne knaca muamo |G| = |Cal+ 3 k|51 [Ke|, npu wemy Gpojesn |Ky| nene |G|
Ospze je |G| =p", na cy u cBu |K,| obmuxa p* 3a 1 < k. Ilakne, p | 2|k, >1 [ Kal, a cBarako
p| |G|, ma onna p | |G| = 3k, |>1 [ K|, mTo je ynpaso pen nenrpa. To sHaum na pen menrpa
HUje 1, u Oa je meJbuB ca p.

Hedumaumnuja 0.5. I'pyna yuju je pen cremer mpocTor 6poja p 30Be ce p-rpyma.
- Ha mpuwmep, rpyna pena 49 je 7-rpyna, a rpyna pema 125 je 5-rpymna.

IIpumep 0.2. Cpaxa rpyma pena p2, The je p IpocT 6poj, je KOMYyTaTUBHA.
-N3 JlarpamxoBe TeopeMe UMaMO Ia pen LHeHTPa IeJiu PeX I'PyIe, a U3 IPETXOTHOT IpUMepa
crenu na pen nenrpa ose rpyne muje 1. Ocrajy aBe moryhuocTu: pen neHrpa je p maum pen
nerTpa je p?. IlpBa ormazna jep axo 6u pen meHTpa 6UO p, OHIOA OM U HErOB UHIECKC Y TPYIN
G Ouo p, a 3HaMO OJ paHuje Ha ' UHIEKC LeHTpa Huje npocT 0poj”. Ilakae, pem menTpa je
ucto p?, ma je Cg = G, a camum TuM je u nena G KOMyTaTUBHA.

Tarobe, npema TeopeMu 0 KiIaCHUPUKANN]U KOMYTATUBHUX I'PYIa, MOKEMO y IOTIyHOCTU
Ia ONMMUIIEMO OBAaKBE I'PYIE: OHE CY WU IMUKJINYHE WIN AUPEKTHU TPOU3BOAU OBE IUKIUYHE
rpyme:

IGl=p* = G=Z: V G=Z,x Z,

ITpmep 0.3. Bpoj paszmuuuntux kKoHjyrara noarpymne H y komauwoj rpymu G jenHar je
UHIEKCY HEHOr HOPMaJM3aTopa y TOj TPYIIU.

-Ila ce momceTuMo miTa je HOpMAJIU3aTOp Hekor ckyma Sy rpymu G, S C G: Ng={g € G :
9S = Sg}. To je ysek moarpyna rpyne G (uposepure ako Hucre 10 cana). lloceGuo, 3a S
MOKEMO 14 y3MEMO HeRy HMOArPYIly U OHAa KobujaMo HopMammsaTop noarpyne Ny = {g € G :
gH = Hg}. To je monrpyna rpyne G roja canpsku H m 3ampaso je majseha moarpyma rpyme
G y xojoj je H mopMmausinHa, jep ce meUHUNMja HOPMAJIU3ATOPA MOMKE HAIMCATH U OBAKO:
Ny ={9€G:gHg ' = H}.

Bparumo ce cana ma Ham npuMep. Younmhemo nejctBo rpyne G Ha ckyn X CBUX HOATPYIA
rpyme G: X = {H : H < G}, nmato ca g- H = gHg™!, g € G, H € X (uposepa na je oBo
IeJCTBO je MCTa Kao KOJ NejCTBa KOH]JyralujoM Ha ejieMeHTe). JacHO je ma cy y opburtu
rauke (Tj. moarpymne) H cBu meHU KOHJyrarTu, na je Opoj ereMeHara y opouTu jemHax 6pojy
pasauuntux koHjyrara moarpymne H. Illra je crabuamsarop taure H?

Yy ={9€G:9g-H=H}={9g€G:gHg!=H}={9g€e€G:9gH = Hg} = Ny -
HOpMaJsm3aTop noarpyne H y rpymu G.

W3 Teopeme o opbutu um crabuiamsaTtopy ciaeau ma je Opoj emremenara y opbutw jen-
HaK MHIEKCY CTabuian3aTropa, a KOJ HAC TO TAYHO 3HAYU Aa je OPOj PA3NIMUYNUTUX KOH]yraTa
moarpyne H jemnak wmEAekcy meHOT HOpMaJsau3aropa y rpymu G.



0.1.3 KomujeBa sema

W3 JlarpamkoBe TeopeMme 3HAMO na peX eJeMeHTa y KOHauHoj rpynu G menau pem came
rpyne. OOGpHYTO, HApDABHO, HE BaKU: 3a CBaku Opoj k koju menu |G|, y G me mopa na
noctoju eixeMenT pena k. Mebyrum, ako je k mpoct, To he BaxKuTH.

Teopema 0.4. (Kommjesa siema) Axo je ped xonaune zpyne G demus npocmum bpojem p, onda
y G nocmoju eaemenm peoa p.

Ioka3. Ilpe cBera, mpuMeTuMo na je €JIEeMEHT ¢ pela p, TJEe je p MPOCT, aKKO je g # e
u g° = e (oo cimemn w3 g* = ¢ = w(g) | k). Hera je C, = (a) musauuma Tpyma pena
p. Iocmarpahemo ckyn X oHuX p-TOpkr ca koMmMmoHeHTaMma u3 G YUju je TPOM3BOI jeTHAK
HeyTpaJy e rpyme G,

X ={(g91,92,---,90) €G" : g192-- - gp = €}

n npeciankasame - : Cp x X — X naro Ha remeparopy ca a-(g1,92,---,9p) = (92,93, -+ 9p, g1)
(omHOCHO Ha OmiO KOM eneMeHTy a' ca a' - (g1,92,---,9p) = (Gi+1,9i+2+--+9p, J1s---+Gi)-)
IIpe cBera tpeba mpoBepuTH Ja CMO OBUM IUKJINYHUM [IOMEPAMmEM KOMIIOHEHATA OaTe p-
TOpPKe OCTaJu y CKymy X, ONHOCHO Ha U3 §ig2 - 'Jp = € CIemn gags---gpg1 = €. OBo je
TAYHO jep MHOKEHmEeM IIPBe jeTHAKOCTU CJIeBa Ca gl_1 mobujaMo go - gp = gl_l, a KaJga OBY
jemMHAKOCT IOMHOMKHMO Ca ¢ 3I€CHA HOOHjaMO yIpPaBO ¢a2g3- - gpgi = e. llaiwe, MHOXKEHEM
OB€ jeIHAKOCTH Ca g;l Jobuny 6ucMoO g3 - - - gpgi1g2 = € UTI.

Jacuo je ma je oBo mpecaukaBame jenHo nejcrso nukiamuxe rpyne Cp, Ha X (MHORkeHme ca
a' moMepu MpBUX i KOMIIOHEHATA P-TOPKE Ha Kpaj, a Jajhe MHOeme ca a’ mpebamu ciremehux
j eleMeHaTa M3a OHWX i - epeKaT je WCTU Kao Ja cMo MHOuIM ca a'/; takobe, e = aP
[OMEPU IUKINYHO P-TOPKY 34 P MECTa, OAHOCHO OHA OCTaje UCTA).

ITpuMeTnMO o JIaKO MOKEMO Oa OApeIuMo 6poj ememenara y ckyny X -y (g1,92,---,0p)
38 KOjy je gig2---gp = € MOXeMO IPOU3BOJLHO Ha mu3abepeMo ¢i,92,...,Jp—1, & OHOA je
gp onpebero ca g, = (g1g2--gp—1)"'. 3Ba csarku ox mpeux p — 1 enemenarta umamo |G|
moryhuoctu, na je |X| = |G|P~1. Toce6buo, momro p | |G|, ciemn na p | |X| (mrasume,
X)),

Kan cmo onpemnum | X | moemo Ha cymMupame IO AUCjYHKTHUM opOuraMa:

X=QUQU-LUQ,

| X| =]+ Q] + - + Q]

3HaMoO na je Opoj exeMeHara y opOUTH jeqHAK MHIAEKCY cTabuian3aropa oarosapajyhe rauxe,
ITO 3HAYM Ja Jeldu pejl rpyne Koja gejcrByje. Kako je xom mac To rpyma C),, ciaemm na
%] € {1,p} 3a cBako 1 < i <n. Jemny jemnownany opOUTy CHIypHO HMaMO, TO je Qe . )-
TepanMo ma mMopa mocTojaTu 6ap jomr jemna jemHodnana opburta, jep 6mcMO y CymIpOTHOM
UMAJIN:

|X[ =14 (n—1)p,

amu p | |X|, ma 6u caemuno ga p | 1, kourpamuknmja! Jlakme, m opOuTa HeEke TaUKe
(91,92,---,9p) je jemnounana. Illra To 3HAYM?

a- (91,92, 9p) = (91,92, 9p) = (91,92,---,9p) = (92,93, - -+, 9p, 91),
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a 0BO Haje ma je g1 = gs = --- = gp (= ¢). Iaxrme, cBe KoMIOHeHTe Te Tauke cy MebhycoGHO
jemaare (M pa3auumMTe OX € jep je TO Apyra Tauvka uuja je opbura jemHounana). Canma mu3
TOra Ja Ta Tadyka IpUnana CKymy X mmaMmMo g-g---g = e, g # e, oqHOCHO gP = e u g # e.
IIpema nmpBOj peueHU Yy AOKA3y, ¢ je €JIEMEHT pena p. L]

0.1.4 Teopema o darTOopujey

Teopema 0.5. (Teopema o dpaxropujeny) Hexa je H nodepyna epyne G xonaunoz undexca n.
Tada nocmoju nopmaarna nodepyna N zpyne G xoja je cadpacana y H u 3a wuju undexc y epynu
G saomcu:

[G: N]|nl

JHoxa3. Hera je X = G/H. Jacuo je na je | X |= [G : H] = n. Vmanu cMo KO mpuMepa

mejcraBa ma je npeciukaBame - : G X X — X nedunucano ca g- (aH) = gaH jemso nejcTso

rpyne G wa ckyn X. Cerumo ce apyre neduHUANUje OEjCTBA - OBO je €KBUBAJEHTHO TOME A

je ¢ : G — Sx naro ca ¢(g)(aH) = gaH xomoMop¢dusam rpyna. Je3rpo oBOI XOMOMODP(U3Ma

je mopmasHa nmoarpymna on G. TBpaumo na je oma canp:xkana y H:

Hexa g € Kerg, to 3maun na je ¢(g) = Idx < ¢(g9)(aH) = aH 3a cBaro a € G, 0QHOCHO

gaH = aH 3a cBakxo a € G. Ilocebuno, gH = H, a omasne g € H, mro naje Ker¢ C H.

Cana npumenumo IIpBy Teopemy o mzomopgusmuma rpyna: G/Ker¢g = Im¢, amu Im¢ <

Sx = Sp, ma [Im¢| | |S,| = n!, omrocuo |G/Kerg| | n! unu exsusanentno [G : Kerd| | nl.
Haxrne, Ker¢ je TpaskeHa HOpMaJIHA MOATPYIA - caap:kaHa je y H 1 KOHAYHOT je MHIEKCA.

O]

Wcnocrasma ce na je Ker¢ = CoreH, rne je CoreH medunmncana Kao Npecek CBUX KOHJyrara
noarpyne H: CoreH = (),cq aHa™! - xapakTepusanuja ose moarpyme je ma je To zajseha
noarpyna on H koja je mopmamna y G! (%)

Ker¢p = CoreH.:

C: Ker¢ je moarpyna on H koja je mnopmasna y G, a CoreH je majseha taksa, ma Kerg C
CoreH

D:mexa g € CoreH, onna g € aHa ',Va € G & gacaH Vac G & gaH =aHVa€G &
6(9) = Idx = g€ Kero

x: Hera je H < G u CoreH =), aHa™'. TIpe csera, CoreH je moarpyna oxm G kao
Ipecek HeKUX HoArpyna (KOHJyraru HOArpyle Cy IOArPyIe; IPeCceK NPOU3BOJbHE (haMUIMje
noarpyna je omer moarpymna). CoreH C H jep je m H meby momrpynama uumju je CoreH
npecek. Hame, CoreH <1 G: y3Mmumo npousBosHO b € G u nocmarpajmo bCoreHb™ !,

bCoreHb™ ' =b(() aHa ' )b~ = (] baH (ba) ™" = CoreH.
acG a€G

Tlocnemma jemHakoCT ciienu M3 TOTA IITO je MHOMKEIEe y TPYyIN Oujernuja, ma kam a upobe”
neno G ucrto ce mecu u ca ba 3a ¢urcupano b € G. Ha kpajy, ako je K HOpMaJgHA moarpyna
on G campsxana y H, tazna je 3a ceako a € G, K =aKa™' CaHa™ ', na je onma K canp:xana



u y mpeceky cBux koHjyrara on H, a To je tauno CoreH, K C CoreH. Harne, CoreH je
majseha momrpyna ox H koja je Hopmanna y G.

ITpumep 0.4. Heka je H moarpymna rpyme G 4uju je MHAEKC P HAjMamU OPOCT OpOj Koju
nemu |G|. Tana je H mopmanna moarpyna rpyme G.

-IIpumenumo n!-reopemy: [G : CoreH| | p!. Bpoj [G : CoreH] uma cBojy dharropusanujy
obmura plpy?---pp*, rme cy cBum p; > p 300r ycioBa da je p HajMamM IPOCT OGpoj Koju
menu |G|, a [G: CoreH] je jeman menmuan 6poja |G|. Omasme ciemu na 3a csaxo 4, p; | pl.
C npyre crpame, y p! ce He mojaBmyjy mpoctu 6pojeBu Behu om p, mro maje p; = p 3a
cBe i. 3arayuyjemo ma je [G : CoreH] = p*, a ouma u3 p* | p! mobujamo o = 1. Iaxkue,
[G : CoreH] = p, mro ynopebeno ca [G: H| = p u CoreH C H ronauno naje H = CoreH, a
camuM TuM je u H mopmasua nmoarpymna ox G.

[Iprmena nl-dpaxkropujen Teopeme mme y ABa IpaBma: Hekaa HOKaszyjemMo ma je H =
CoreH uume nmobujamo na je H mopmasHa, a HEKana CaMO TPAKUMO NMPAaBy HOPMAJIHY IOI-
rpymy on G (ro fie 6uru CoreH) na 6ucmo nokasauau na G Huje mpocra. Y CBAKOM CIyYajy
3a H Oupamo moarpymy MaJjior WHIEKCA.
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0.2 Teopeme CuioBa

Ha ocumoBy Jlarpamxose teopeme, ako je H momrpyma komaune rpyme G, tama |H| | |G|.
O6part oBor TBphema He BakM y OLIITEM CIydYajy: ako HeKu Opoj meaw pexn rpyue G, G He
MOpa Ja UMa HOACPYIy TOr pena (BUIeaM CMO [a OBO HIP. BaKU KOJ IUKJIUYHAX IPYHA).
Nnak, noarpyue onpebenux penosa (koju cy npoctu OpOjeBU UM CTEIEHU IPOCTUX OpOjeBa)
IOCTOje y CBakOj KOHAUHO] rpynu. Bume madpopmanuja o muMma najy Ham teopeme Cuiosa.

0.2.1 IIpBa Teopema Cumaosa

Teopema 0.6. (IIpsBa teopema CuioBa) Hexa je G epyna wuju je ped |G| = p"m, 2de je p
npocm 6poj, m u T npupodru, u m wuje dewue ca p. Tada epyna G uma nodepyny peda p’.

Iloka3. Jloka3 u3BOAMMO MHIYKIMjOM IO pemy rpymne (G, OOHOCHO u 1O 7 W MO m. Dba3a
uHAyKnuje cy ciaydajesu 7 = 1 nnmu m = 1. Axro je r = 1, tBpheme ciaenun n3 Komujese neme,
IOk je 3a m = 1 cama rpyna G Tpaskena moarpymna. [IpermocraBumo cana na tBpbheme Baku
3a cBe rpymne pena p°n npu yeMmy je miau 1 < s <7 wmmu 1 < n < m m HAPABHO D HE OEJU N.

Paznuryjemo mBa ciydaja:

1) ¥ G nocroju npasa noarpyna H Taksa na p He menn uanexc |G : H.
N3 Jlarpamxose Teopeme je |G| = |H||G : H] = p"m, na nomro p we nenu |G : H]|, 6ulie
|H| = p"n, roe n auje memus ca p u n < m. Ha OCHOBY MHAYKTUBHE IpeTHOCTaBke, H uma
moArpymy pena p’, WTO je OHAA ¥ TpaskeHa moarpymna rpyme G.

2) p menu WHIEKC cBake Ipase noirpyue rpyune G.
Osne npumemyjemo 3 TBphema Koja 3HaMO On paHuje.
-IIpso je jemmaumna rnaca: |G| = |Cal+ 32k, > [Kal, npu uemy cy Gpojesn [Ky| = [(]
na cy jemHakm mHAekcnMa oarosapajyhux crabummmsaropa [G : X,]. Csu oBu mHIEKCH CY
IEJbUBU Ca p, U3 dvera caenu na je u pen nenrpa |Cg| memus ca p.
-Ilasme, Ha ocHoBy KomujeBe eme mocToju eaeMeHT T U3 HeHTpa unju je pexn bam p. [Tocma-
rpajmo noarpyny H = (z) koja je takobe pena p. IllraBume, oHa je M HOpMAaJHA IOArPYIIA
rpyne G, jep x mpumaia IEHTPY, a KOMyTupa ca cBuM esneMmeHTuMa u3 G. Ilakie, mmamo
|G/H| = p"~'m u orna MOskeMO TPUMEHUTU UHAYKTUBHY Tpernoctasky: G/H mma moarpymy
K pema p"~1
-Ha xpajy, npumemyjemo Tpehiy Tteopemy o m3omopdusmmMma kKoja kasxke na K Mopa OGutu
obaura K = K/H, rae je K noarpyna rpyne G xoja canpxu H (K ={a € G:aH € K} niu
K =7"YK), rme je m: G — G/H npupomau emumopduszam). Ouma je

|K| = [H||K/H| = |H|IK| = pp"~" = p"

u K je moarpymna rpyme G KOjy CMO TPayKUIIN. ]
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Jepunuaunmnuja 0.6. Axo je G rpyna uuju je pen |G| = p"m, rze je p upoct 6poj, 7 > 1 um
npuposad 6poj Koju HUje NeJbuB ca p, Tana cBaky noarpyiy ox G pema p” 3oBeMo Cusaosmesa
p-nodepyna epyne G unu kpahe S,-nodzpyna 2pyne G.

Ilakne, mperxonua Teopema TBpau ga CuinoBibeBe p-noarpyne rpymne G mOCToje 3a CBaKu
npoct 6poj p Koju meau pen rpyne G.

0.2.2 JIpyra Teopema CuioBa

Teopema 0.7. (Ipyra teopema CuioBa) Hexa je G 2pyna wuju je ped |G| = p"m, 20e je p
npocm 6poj, m u T npupodru, u M wuje dewus ca p. Tada:

1) Ceaxa p-nodepyna epyne G cadpacana je y nexoj Cunosmeso] p-nodepynu epyne G.

2) Cee Cunosmese p-nodepyne 2pyne G cy mehycobno xomnjyzosare.

3) Bpoj ceux Cunosmesur p-nodepyna deau |G|.

JHoxa3. Hera cy H nu K mpomssomue nmoarpymne rpyne G u X = G/K. Ilpecaurasame
H x X —» X nedunucano ca (h,aK) — haK je jemno mejcTtBo (MMaJu CMO KOI IpUMEpa
mejcraBa - kKoceT mejctBo, (G menyje Ha CKyI KOCeTa HEKe mheHe noarpyne). llomTo oBO
BaykM 3a OMJIO KOje mBe moArpyme, cama hemo cykunecusHo bupatu H u K tako ma mobujemo
’KeJbeHa TBpDhema.

-IIpso y3umamo ma je K mera CuioBmeBa p-noarpymna rpyme G. Ilomro je K pema p”, cryn
X nma |X| = |G/K| = % = p;l" = m enemenara. IIpebpojmo cama X oo OWUCjyHKTHUM
opburamMa youyeHOT IejcTBa:

m = |X| = ]+ [Qof + -+ 4 [Dn].

W3 ycaosa ma p me meau m mobujamo ma Opoj ememenara y 6ap jemHoj opburtu HUje ne/buB
ca p, Heka je To opbura Heke tauke ak, |Q,x| HUje memus ca p.

-Ilame yamemo na je H p-moarpyma, |H| = p¥. Ha ocmoBy Teopeme o opbutu u crabuiamsa-
topy |H| = p* = |Qur||Sax|, rme je aK xocer ms mperxonme pedenure. OmaBae MMaMo
na 6poj |Qux| Huje memus ca p, a menm p¥, u3 dera 3akmydyjemMo ma oH Mopa ga Oyae 1:
|Qux| =1, omaocHO na je Qo = {aK}. To name 3naun na je haK = aK, Vh € H. Tlomro aK
HUje moArpyma, moMHOokuheMo ca a” ! ma mobujemo moarpymy: haKa ' = aKa™', Vh € H.
Hakne, 3a moarpymy K = aKa™! je hK = K 3a cBako h € H, omsocao HK = K, mro
mosnaun ga je H C K. Mebymuu, |K| = |aKa ' = |K| = p", na je u K Cunosmesa p
moArpyma.

Tume cmo mokaszasnaum na je mpowsBosbHA p-moarpymna H canpskana y #Hexkoj CuioBibeBOj p-
noarpymu K.

-Ha kpajy hemo yseru na je u H Cumosmesa p-moxrpyma. Cana uz H C K u |H| = |K]|
cnemu na je H = K, 1j. H =aKa ', ommocuo H n K cy xomjyrosame. To mokasyje ma cy
cBake ase CusoBsbeBe p-moarpyie mehycoOHO KOH]JyroBaHe.

Ilakne, yrynan 6poj CunoBmeBUX p-MOArpyNa je jenHak 0pojy CBUX PA3IUUYUTUX KOHJyraTa
oumo koje onm mux. Mmamm cmo Beh ma je 6poj KOHjyrara HEKe MOArPYyIe jedHAK WHACKCY
HEHOI HOPMAaJIM3aTopa, MITO HOBJIAYM Ia Taj Opoj menu pexn rpyne GG, u TUMe je HOKA3aHO U
nocsenme TBpheme oBe Teopeme. O
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Axo ca S, o3Haunmo ckyn cBux CumiloBibeBUX p-IIOATPyIa U ca S, = |S,|, 3a cama mmamo
P Yy y p pls
sp||G].
Keaumo ma moraskeMo na je 6poj S, KOHIPpYEHTAH ca 1 o MOLyAy p. 3a TO HaM HAjIpe
P
Tpeba caenehe nomohuo Tepheme.
3a 6uio koje mejctBo - : G X X — X, o3HAUMMO Ca

X¢={zeX:g-x=u, Vg€ G}

CKYII lb€TOBUX CI)I/IKCHI/IX TavaKka.

Jlema 0.1. Axo je G p-epyna v X xonauwarn ckyn, onoa je
G| —
| X" =p [X].

JIloka3. Kao u panuje, Opoj ememenara y ckymy X jemHak je 30Mpy IO OUCjYHKTHUM Op-
ourama: |X| = [Qu|+ Qo+ + Q| = X0, 121 Q| + 2010, 151 [Q]. TIpmmeTimvo omMax ma cy
OpojeBu eeMeHaTa y BUIIEWIAHUM opburaMa nemuBu ca p jep je || =[G : X,] = Ing,l’ ma
1 < Q| | p" moBnaum p | |Q,|. C mpyre crpame, Q=1 & g-x =z, Vge G & x€ XC.
To ynpaBo 3HAUYM 1A je CKyI CBUX (PUKCHUX Tadaka YHUja jeIHOUIAHUX OPOUTA, A MOYeTHA

jemmaxoct nocraje | X| = |X%| + p(...) u3 wera cuemu p | | X| — |XC| mTo je exBuBamentHO ca
X =, |X]. 0

Teopema 0.8. Hexa je G zpyna wuju je ped |G| = p"m, 2de je p npocm 6poj koju ne deau m.
Dpoj Cunosmesur p-nodepyna 00 G konzpyenman je ca 1 no modyay p:

sp =p L.

Jlokas. Heka je X = S, ckyn cBux CunosmeBux p-moarpymna rpyne G. Y3MuMo jenHy
CunosmeBy p-moarpymny, H € S, 1 mocMarpajMo HEHO JejcTBO Ha X KOHJyrOBameM:

-t HxX — X, h-K =hKh™! (umamm cmo Beh na je xomjyrammja mejetso, a H € S, =
hKh™1 € S,).

[Tokazahemo ma je ckym ¢ukcHMX Tadaka OBOT mejcTBa jemmounam, X = {H}. Jacuo je ma
H e X" jepje h-H=hHh™' = H 3a cBako h € H. Hera cama K € X", To 3maun na je
h-K =hKh™! = K, 3a cBaro h € H, omaocuo hK = Kh, 3a cBaxko h € H, unu HK = K H mTo
3HAMO 12 je exBuBasieHTHO ToMme aa je HK < G. YcmyT cmo uz hKh™! = K, 3a cako h € H,
nobunu na je H canpskana y mopmasnuzaropy on K, H C Nig. Cana uz H C Ngx u K C Nk
cnenu HK C Nk, na je nocedbno K <HK. Ilpumemyjemo pyry TeopeMmy 0 m30MOpHU3MUMA
rpyna: HK/K 2 H/HNK, omuocuo [HK : K] =[H : HNK]. Mebyruwm, |[HK]| | |H||K|, mTo
nosnaun ga je HK p-nomrpyna rpyne G, amu |H| < |HK| < p", na je |[HK| = p". To name
nvmnupa na je [HK : K] =1, omsocuo [H: HNK] =1, tj. H=HNK. Opo 31aun na je
H C K, u jomr cy uctux penosa, ma je komauno H = K.

Naxne, X = {H}, na je npema nperxonnoj nemu |X| =[S,| =, |X| =1, omrocno

sp =p L.
]

ITomro cmo Beh morazanu ma sp||G|, cama u3 sy[p"m u s, =, 1 crenn sp|m. Ilakme, 3a
. T _
6poj Cunosmesux p-noarpyna rpyne G pena p'm Baxku sp|m u s, =, 1. To mam omoryhasa
na cy3suMo 6poj MOryhux BpPemHOCTH 3a S, M y HEKUM CIydajeBnMa gobmjemo camo s, = 1.
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3amto je oo Bakuo? Ilo meny 2) Ipyre teopeme Cunosa, cBe CuioBieBe p-oArpymne cy
Mebyco6HO KOHJyroBaHe, ma je s, 6poj ycTtBapu Opoj koHJyrara 6mio koje onx mux. Axo je
sp =1, ouna je ta (jemuucrserna) CunoBibeBa HOArPYIa U HOpMaiHa y rpynu G

Takobe, ako 3a HeKy rpymy U CBe IpocTe OpojeBe KOoju meiie HmeH Pel BaxKu Aa Cy OAro-
Bapajyhe CunoBibeBe mMOArpyIne jeqUHCTBEHE, a TUMe U HOPMaJiHe, Mo0ujaMo pasjarame Te
rpyne y AUpeKTaH Ipou3BoM meHuX CUIoBI/BEBUX MOArPYIIA.

Tspbeme 0.9. Konauna 2pyna je dupexman npouseod ceojur Curo8me8uUL nodepyna aKo u Camo
axo ¢y me nodepyne u HOPMaAHE.

IHoxa3. Axo je rpyna G muperraH npousBoa cBojux CUIIOB/BEBUX HOArPYIA, OHE Cy CBAKAKO
HOpMAJIHE.

Hera cy cama cse CunoBsmese moarpymne rpyme (G M HOpMaJiHE W HEKa je pen Te Tpyne
|G| = n = p'py?---pt. BpojeBu p;’ cy HapaBHO y3ajaMHO IPOCTHU, AU IPUMETUMO O CY
u OpojeBu m; = ﬁ y3ajaMHO IPOCTU, ¥ CMUCIY Oa je BUXOB HajBellM 3ajeqHUYKM meuialg
1: (ml,mz,...,m;) = 1. 3a mBa mpupomna Opoja CMO MUMaJM A& OHIA TMOCTOJU HUXOBA
” nuHeapHa KoMOuUHanMja” ca nerobpojHuM koepunujeHTIMA Koja je jemnaka 1. MHmyknumjom
ce JIaKO MOoKa3yje ma To Baxku u 3a oBux k 6pojesa (H3II om m; u H3I-a on ma, ..., my je
takobe 1, ma KpeHeMo O Te KOMOMHAIje U OHA HAM [aje KOMOWHAIM]Y CBUX M1, M3, ..., M
unja je Bpenuoct 1). Ilakie, mocroje neau 6pojesu nq,ne,..., Ny 3a Koje je

miny + mang + - - mpng = 1.

IToacerumo ce ma ¢MO OBy jeAMHMIY y 3amalyMa Ca PEIOBHMA €JIEMEHATa YEeCTO KOPUCTUIN
na Heku ejeMeHT rpyrne G "paszbujemo”’ y mMpoOM3BOX IBa WM BUIlE ejeMeHaTa. Tako hemo
ypamuTu 1 caga. Heka je g € G mpoussoman. Uz g = gl = gmimitmenat—mine pogujamo na je
g=gmngm"2 ... g""  ONHOCHO g = g1g2 -+ gk TO€ je g; = ¢"". IlpumeTnmo cama na kan

n T
T NiP;

CBaKU g; CTENEHyjeMO ca p;' nobujamo gfil = gmi”“’:i =g =g""i = (¢g")" = e =e.
To 3HauwM Oa pel eJIeMEHTa g; Nenu p;', ma je oH y Hekoj CHIOBLEBOj p;-HOArPYNU IpPyIe
G. Anu, mo mpernocraBuu, Te mMOArpyne cy jeauncrtsene. Jlakne, g; mpunana H;, vme je
H, jemumncrBena CumioBieBa moarpyma pena p;' 3a cBe ¢ € {1,2,...,n}, U CBAKM eJeMEHT
g € G je mpousBon g = g192 -+ gr. Omasne je G = HiHy--- Hi. Ycuos H; <G Beh umamo, na
ocraje ma ce mpoBepu jorr camo Tpehu yciaoB 3a pa3nokuBoctT rpyne Gy IUPEKTaH ITPOU3BO I
nonrpyna Hy, Ha, ... Hy, koju rnacu (H1Hy - -- H))NH 41 = {e} 3a cBako 1 <[ < k—1. ¥Y3mnmo
IIPOM3BOJLHO § = §1G2...Gg; € H1Hy--- H;. Penosu nonrpyna H; cy y3ajaMHO IPOCTU U CBe
OHE Cy HOpMAJIHE, I1a OCUM TOra ITO Cy MPECENU ABE N0 ABE TPUBUjAJHU, OHE Nie KOMYTUDATU
wiad no wiad (Baku: H, K <G u (|H|,|K|) =1 nosnaun HNK = {e} u hk = kh 3a cBaro h €
H, k € K: 3a mpecek je 1aKo, a 3a KOMyTHUpame mocMarpaMmo hkh k™! - or npunana u jexHoj
u npyroj jep hkh™' € K, k~! € K, na u npoussox npunana K, a takobe h € H, kh~'k~' € H,
na u npousson npunana H; nakne, hkh='k=' € HN K = {e}, a hkh™'k~' =e & hk = kh).

. roro T roro T P2 om prlor T
To amaun aa jo P! = (gug. gt = (g et (g~ e
pen enementa g memu pilpy?---p;'. C mpyre crpane, g € Hi4q, na meros pex Mopa aa Ieju
pf_ff. Mebyrum, 6pojesu pi'py* - --p;' u plr_l:ll cy y3ajaMHO IPOCTHU, Ila je Taj pel 1, 0QHOCHO
(HlHQ s Hl) N HlJrl = {6}

Ilakne, ucnymena cy cBa Tpu yciuoBa u Baku G = Hy X Hy X -+ - X H. ]
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0.3 IIpcrenu

0.3.1 JledbmHunuja u OCHOBHE OCOOMHE MPCTEHA

Jepuuunmuja 0.7. IIpcmen je anrebapcka crpykrypa (R, +,-), rae je R menpasan ckym, a +
u - aBe OuHapHE omeparnuje, Koja 3aA0BOJHABA YCIOBE

1) (R,+) je ABenosa rpyna:

e 3a cBe a,b,c€ RBaxu (a+b)+c=a+ (b+c¢)

e noctoju eidemenT 0 € R TtakaB ma 3a cBe a € RBaxknu a+0=0+a=a
e 3a cBako a € R mocroju —a € R TakaB na je a+ (—a) = (—a)+a=0
e 3acea,be RBaxna+b=>b+a

2) (R,-) je cemurpyma:

e 3a cBe a,b,c € RBawu (a-b)-c=a-(b-c)

3) Omnepauuja - je aucTpubyTUBHA IpeMa +

e 3acse a,b,ce RBawua-(b+c¢)=a-b+a-cu (b+c¢)-a=b-a+c-a.

Hanowmena 0.5. Y nepununmju npcrena ymecrto (R,-) je cemurpyna moske na croju (R,-) je
MOHOUI, I Yy TOM CJIy4dajy He Pa3iUKyjeMO IPCTEHE Ca jeOUHUNIOM U Oe3 je IUHUIE.

Heduuumuja 0.8. IIpcren (R, +,:) y KoMe mocroju enxeMeHT 1 Takas ma 3a csBe a € R Baskn
a-1=1-a=a Ha3suBa ce npcmen ca jeOURUYOM.

IIpumep 0.6. Crpykrypa (5Z,+,) rue cy + u - cabupame 1 MHOMKEEEe HeJdux 6pojeBa, 3a10-
BOJbABA CBE aKCUMOME IIPCTeHa, aju HeMa jemuuuny. OBO je mpuMmep mnpcreHa 0es3 jeIuHUIE.

Y HacraBky heMo ce GABUTH CKOPO MUCKJ/PYUYUBO IPCTEHUMA CA j€IUHUIOM.

WNaxko mam je Behumua mojMoBa y Be3u mpcTeHa mo3HaTa on paunuje, pehu hemo map peun o
o3HakaMma u tepMmuHosoruju. Ouepamnuje npcreHa Hajuemhe 03HAYABAMO Ca + U - U 30BEMO
cabupame m mHoxcewe. He HarmamaBaMo UX aKO ce IMOAPA3YMEBa]y, IMa KaKEeMO CAMO NPCMmeH
R ymecro npemen (R, +,+). I'pyny (R, +) 30BeMo adumuena 2pyna npcrena R. Hben meyTpan
hemo 3Batu wyaa npcmena R. VluBep3 enemenTta a € R iemo, ka0 u 10 cana Kan je omepanuja
O3HAUeHA aQUTUBHO, 3BATU CYNPOMaN esemenm ejleMeHTa ¢ (ma OUCMO ra PasyiMKOBaJIU O[
VHBEDP3a y OIHOCY Ha MHOMKEHE).

Cemurpyny (R, -) 30BeMO myamunaukamuena cemuepyna npcresa R. Axko je y muramy npcTeH
ca jemuuunoM, omrosapajyhu momoun (R, 1) je myamunaukamuenu monoud npcrena R, a
ka0 mro cMo Beh medumHMCcann, meros HeyTpadu je jedunuya npemena R. 3a mpcreH rakemo
a je KOMYmamuear ako je HeroBO MHOKEH€ KOMyTaTUBHO (jep cabupame CBaKako jecre),
OMHOCHO ako je ab = ba 3a cBe a,b € R. Ilame, 3a €JIeMEHT @ KaKeMO IA je uH8ep3ubusah
y IPCTEHy ca jeAnHUIIOM R, aKo je MHBep3uOMIaH y H-erOoBOM MYJITUIIUKATUBHOM MOHOULY,

1 1 -1

ONHOCHO aKo mocToju a~ - € R 3a koje je a-a™" =a " -a = 1. Y KOMyTaTUBHOM IPCTEHY
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1 b

WHBEP3 eJIEMEHTA @ O3HAYaBaMO W Ca G = = % jep je omma 6e3 3abyme ¢ !-b=0b-a"! = o
Cryn unBep3ubuinux eixemenara MoHouzna (R, -, 1) 3saliemo ckyn unBep3ubuiiHux egemenara
npcrera R u kao u panuje o3HavasaTu ca R* (3HaMo na je R* rpyma y omHOCY HA MHOKEHE,
jep je (a-b)"* =b"t-a !t u (a!)"! = a). Tarobe, 3a egeMeHT a KaxKeMO ma je pezyaapar
y upcreHy R ako je perymapan y BEroBOj MyJITUNIMKATUBHO] cemurpymu (R,-), OQHOCHO
ako momnymra kpalieme (peeyaapan caesa ako a-x =a-y = T =Y, Pe2Yaapar 30€CHA aKO
T-a=y-a = x =y, peryjapaH ako je peryJjapaH U CJeBa U 31eCHA).

Sakmyuar koju ce namehe je ma ocobume mpcreny maje MHOMeme (jep 3a cabupame Beh
BAKM CBE IITO MO/KE I BayKMU).

ITocnemune akcrmoMa MJM IpaBMJIa payyHama y IPCTEHY

Hexa je (R, +, ) npcren. Cse mWTo 0 paHuje 3HAMO Ja BasKU 3a KOMyTaTHUBHE TDyIe, Baxkulie
y rpymu (R, +), na u y camom npcreny R. Vcro To ce oqHOCH HA CBE OCOOMHE CEMUTPYIIE iU
monouna (R,-). Taxobe, oBe mBe omepamuje cy mosesaHe AUCTPUOYTUBHUM 3aKOHOM. Kao u
KOJ BEKTOPCKUX MPOCTOPA, OH C€ MOKE JIAKO YOIIITUTU HA KOHAYHO eJeMEeHATa IIPCTEeHA:

e (ap+as+--+ap)-b=a-b+azy-b+ -+ a, b (1oKaA3yje ce MHAYKOUjOM IO M -
O3HAUMMO Ca @ = a1, & CA C=dg + - Qy), Ha cremu u3 (a+c)-b=a-b+c-b)

e a - (by+by+---+by)=a-by+a-ba+---+a-b, (uEAYKIMjOM TIO N)

o(a1+a2++am)(b1+bg++bn):z CLi‘bj

4,9

Tepbemwe 0.10. VY npcmeny R saxncu:
1)a-0=0;0-a=0
2) (=a)-b=—(a-b); a-(=b) = —(a-b)

Hoxa3s. 1) Hyna npcrena je meros HEyTPAJ 3a cabuUpame U 3aTO HUje aKCMOMAaMa MOBe3aHa
ca MHOkemeM. VckopuctulieMo qucTpubyTUBHOCT [ je MOBEKEMO ca MHOYKEHEM, a KpeHyhemo
on rtaune jemnaroctu 0+ 0 = 0. [ToMHORUMO OBY jemHakocT caeBa eixemenToM a: a- (04 0) =
a-0, uckopuctumo muctpubyrusaoct: a-0+a-0=a-0. Caga je 0OBO jeIHAKOCT y aAUTUBHO]
rpymu (R,4), a y 10j MOKeMO JIaKO Oa padyyHaMo: & + & = &, rae ¢MO o3Haumau & = a - 0,
HAM TIOCJIe moJaBama —x Ha obe crpame maje ((—xz) 4+ z) +x = (—x) + z, omaocuo 0+ x =0,
1j. £ =0. 3a 0-a =0 oner kpehiemo ox 0+ 0 = 0, caMO mMTO MHOKUMO Ca @ C JECHE CTPAHE.
2) Ospme kpehemo on mepunumyhie pesmanuje ememenrta (—a): TO je eJeMeHT Koju cabpaH
ca a naje myay upcrena, (—a) +a = 0. ITomuokuMo oBo 3necua ca b: ((—a)+a)-b=0-b
© uckopuctumo aucrpubyrtusroct: (—a)-b+a-b=0-b. U3 1) je 0-b = 0, na uMamo
(=a)-b+a-b=0. OBo je oner nedpunumyha pesanuja CyompoTHOr eJIeMEHTa 3a €JIEeMEHT a - b:
"uemro” miyc a-b je Hysa 3HaYM ga je o "Hemro” yupaso —(a-b), ogaocHo (—a)-b = —(a-b).
3a npyry penamujy MHO®%UMO b+ (—b) = 0 caesa ca a. O

Y ceMUrpymm CMO yBEJIM N-TH CTENEH eJleMeHTa, rue je n € N, ma Tako u y mpcreHy
MOKEMO & FOBOPUMO O @ =a -G -+ - a. Onna 6u (ab)™ 6uo npousson (ab) - (ab) - ---- (ab) n
nyTa. AKO je mIpCTeH KOMyTaTUBAaH, OBaj MpousBoa he Ooutu a™b™:

ab=ba = (ab)" =a"b".
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On paHuje 3HAMO nOa W CTeleH 30upa [Ba peajHa WM Ieja Opoja MOMXKEMO JIEeno Ia
sammmenmo. IlpumerrmMo ma c¢Mo 3a TO (HEIPUMETHO) KOPUCTUIM KOMYTATUBHOCT H>UXOBOT
MHOXKEHa. Vl y CcBAKOM KOMyTATUBHOM NPCTEHY le BaxkuTum OMHOMHA (GopMmyiia, Koja ce
JOKAa3yje WHIYKIN)OM:

(a+b)" = En: (Z) akpnk,

k=0

Taxobe, Baskn u cieneha popMyna kKojy cMo uMmanu 3a peajHe Opojese:

a” —b" = (a—b)(a" '+ a" 2+ a" 3 + -+ aD" T a2 Y,
a 3a HemapHO N U

a" 4+ b = (a+b)(a" Tt —a" P+ a" 3 — o 4 a2 — b2 Y,

IIpumerumo ma mperxonHe GOpMyJie Baske U y HEKOMYTATUBHOM MPCTEHY AKO €JIEMEHTU G U
b komyTupajy, TO ject ako je ab = ba.

IIpuMmepu npcreHa

1) Ckyn neaux 6pojeBa y oqHOCY Ha cabupame U MHOKEHE, (Z,+, ), je KOMyTATUBAH IPCTEH
ca jemuHUIoM. VHBep3uOUIHN €JI€MEHTU OBOT IPCTEHA CYy

7 ={1,-1}

2) Ckyn ocTaraka IpU €yKIUICKOM Aesbemy ca n, Z, = {0,1,2,...,n—1} je upcren y omsHocy
Ha cabupame U MHOXKCHE 110 MOLYJIY T

T+, s =rest(r+s,mn), r-,s=rest(r-s,n).

(Zy,, +n,n) je TakoDe KOMyTATUBAH NPCTEH Ca je quHUIOM. Hberosu MHBEpP3UOUIHN €I1eMEeHTH
Cy OHM T MamW OI N KOju Ccy y3ajamuo mpoctu ca n: Z+ ={r € Z, : (r,n) = 1}.

3) Ckyn cBUX peajHMX KBAIAPATHAX MaTPUIA Pela N je IPCTEH y OAHOCY Ha cabupame u
MHOkeme Marpuna, (M, (R),+,:). Oso je npcren ca jemuuunom (To je E, - jenunudna ma-
TpULa pena n), Koju Huje KoMyTaTuBaH. HberoBr MHBEDP3UOUIHU €JIEMEHTU Cy CBE MATPUIE
paHra n, OOHOCHO neTepMuHaHTe pasnuuurte on myue: M,(R)* = {A € M,(R) : detA # 0}.
Takobe, ymecro R oBme Moxke ma croju 6wmio koju npcren R. Jenuuuna HEKOMYTaTUBHOT
npcrena M, (R) y Tom cayuajy je mujaroHajnHa MaTpulla KOja Ha JUjarOHAJMA UMa j€IUHUIE
npcrena R, a ®eroBu MHBEP3UOUIHU €JE€MEHTU Cy CBE MATPUIE Yhja je AeTEePMUHAHTA WH-

Bep3ubunna y upcreny R: M, (R)* = {A € M, (R) : detA € R*}.

4) Ckyn moJrHOMa Ca PEAJHUM KOe(QUIMjeHTUMa je IPCTEH y OMHOCY Ha CAabUPame U MHOMKEHE
nosuroma, (R[X],+,-). To je koMyTaTuBan OPCTEH Ca je MUHUIOM, YUjU Cy UHBEDP3UOUIHU €JI-
€MEHTH CaMO CKaJiapy (KOHCTAHTHU IOJIMHOMM) pasnuuntu of Hyne: R[X]* = {a € R:a # 0}.
W oBme moxemo ymecto moma R craButu Ouno koju npcrer R, mobmhemo omer xomyTarTu-
BAaH NPCTEH Ca JeIUHUIOM, YUjU Cy WHBEDP3UOUIHKU €JIEMEHTU CaMO WHBEP3UOWJIHU CKAJapU

R[X)* = R*.
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Hamomena: U1 y oBoM 1 y IpeTX0oAHOM IPUMEPY, MPCTEHN KOju OOOUjeMO ce Pa3JIUKYyjy akKo
je R camo mpcren onm omux rae je R u mome. Pasznmka he 6utu BUOLUBUjA Y HACTABKY.
Y samanuMa v IpuMepuMa e, Kao U OO Cajna, MaTPUIE U MOJUHOMU OUTU yIIaBHOM HAI
oJbeM peaJiHux OpojeBa.

5) 3a mpcrene (Ry,+1,'1) u (Rg,+2,2), Ha ckymy R; X Rp mmMaMo CTPYKTYPY HOpCTEHA y
OIHOCY Ha omepanuje + U - JaTe ca

(x1,22) + (y1,92) = (T1 +1 Y1, T2 +2y2)

(£U1,902) : (yl;y?) = (€E1 ‘1 Y1, T2 -2 yz),

3a cBe T1,y1 € Ry v cBe g, ys € Ry, unja je myna (Og,,0g,) u jenununa (1lg,, 1g,)(uposepure
AKO JKeJIUTe).

0.3.2 Ilornpcrenu m XOMOMOP(PU3IMU

Hepuaunuja 0.9. Hera je (R, +, ) upcren ca jeauaunoMm li. 3a upcren (K, 4+, ) kakemo na
je nomnpcmen nupcrena R ako je (K, +) noarpyna agurusse rpyue (R, +), a (K, ) nogmonounz
MyJaTANIMKATUBHOr MoHOouaa (R, -). To smaum na je K mempasan moickyn ckymna R 3a xoju
BaKU:

)a,beK = a-beK,

2)a,be K = a-beK,

3) 1z € K.

Hamomena 0.7. Axo je (R, +,) npcTeH 6e3 jenuHue NPEeTXOIHO] Ae(OUHUNN]NU N30CTABJII-
J ) T p J ; Y 1P J )

jamo ycuos 3). Haname, cBu nupcrenu koje hiemo nmocmarparu fie Gutu npcrenu ca jenuHu-

OM.

IIpumep 0.8. (Z,,+n, n) HUje moTnpcren upcreda (Z,+,-), jep HUje 3aTBOPEH 3a HErOBE
omeparyuje.

IIpumep 0.9. Cryu cBux marpuna u3 M, (R) uuje cy cBe KOMIOHEHTE jenHAKe je KOMYTATHU-
BaH IPCTEH y KOM Cy CBU He-HyJa ejleMeHTU mHBep3ubumanu. Mebyrtum, oH Huje morupcren
npcrena M, (R), jep He canpsku jequHMUHy MaTpuly (HEroBa jeUHUNA je MATPUIA Yuje CY
cBe kommnonenTe 1)!

Jepuunnuja 0.10. Heka cy (R1,+1, 1) u (Re, +2,2) ABa upcrena ca jeaununoM. [Ipecaura-
Bame f: Ry — Ry je zomomopdusam npcrena Ry y npcren Ry ako je ICTOBPEMEHO XOMOMOD-
¢uzam rpymne (Ri,+1) v rpyny (Rz,+2) u monouna (Ry,-1) v Monoun (Rz,-2), OMHOCHO ako
3a0BOJbABA yCJIOBE:

1) f(a-+1b) = f(a) +2 Fb),

2) f(a-1b) = f(a) 2 f(b),

3) f(lpq) = 1g,.



0.3. IIPCTEHU 17

XomoMop¢u3aM KOju je MHJEKTUBAH 30BE Ce MOHOMOp(®U3aM, a OHAj KOjU je CypjeKTuBAaH,
enmuMopouzaMm. BujekTuBan xoMoMOp@M3aM IPCTEHA je M30MOpQU3aM IPCTEHA. 3a HPCTEHe
Ri m Ry kaskeMo ma cy usomop@nu ako mocroju 6ap jenan mzomoppusam f: Ry — Ry m Tana
mumemo R & Rs.

IIpumep 0.10. Ilpecaukasame f : Z — Z, mebunucano ca f(m) = rest(m,n) = p(m,n) -
OCTATAK KOJU M Haje IPU eYKIUICKOM HeJbelhy ca N, je jeman xoMoMopéuszaMm npcreHa (OBO
MPECANKABAILE je carjacHoO ca cabupameM U MHOKEHEM, Tj. OcTaTak 30upa jemHak je 30upy
OCTaTaKa 1 OCTATaK IPOM3BOAA jeTHAK je IPOM3BOLY OCTATAKA - IPOBEPUTE aKO HUCTE PAHU]E
KOJ KOHI'DYEHIja [0 MOILYIY 7).

ITpumep 0.11. Hexka je f: Ry — Re xoMoMoOp¢du3am npcrera. Hberosa cimka, Koja ce meduH-
ume ka0 Imf = {f(a) : a € R1} je jemanm morupcren npcrena Ry. OBO ce jako mposepasa:
f(a’)+2f(b):f(a+lb) EImfa f(a)Qf(b):f(alb) Elmfa I/IjOHI 1R2 :f(1R1) GImf

0.3.3 Wneanu mpcreHa

Heka cy matu npcrenu R u K. Haname hemo onepanuje oBa naBa mpcTeHa 03HAYABATU UCTO,
+ u -, a U3 KOHTEeKCTa e OUTU jacHO y KOM IPCTEHy ce pamama memasa. lakobe, mpomsson
enemenaTa a m b hemo ckopo yBek o3nauaBaru ca ab ymecto a-b. Bumenau cmo ma je ciauka
cBakor xomomop¢usma f : R — K jemanm mornpcren npcrena K. Hberoso jesrpo, koje ce
nehuHUIe Kao

Kerf={x e R: f(z) =0k}

je 3aTBOpEHO 3a cabupame W MHOKEHE, ald ako Ou My IpUIafaia jeouHuna npcreHa R,
ouna 6u 6uno f(a) = f(a-1g) = f(a)- f(1r) = f(a) -0k = Ox u 3a cBe exemente a € R, na
1r € Kerf camo y cayuajy mymna-xomoMopdusma. Ilakie, je3arpo HHUje HOTIPCTEH, ajd UMa
crenehy ocobuny: DOBOJLHO je Ja HEKM €JIEMEHT IPUIana je3rpy Oa OU meroB MPOU3BOL €A
OUJIO KOjUM eJIEMEHTOM IPCTEeHa Ouo OmeT y je3rpy, jep

acKerf = f(ax) = f(a)- f(z) = f(a) - O = Ok

3a cee x € R. Ucrto Basku u 3a za. To Hac moTruBuIne na nedpunumeMo cieneny noacTpykTypy
IpCTEHA:

Hepunnmnuja 0.11. Heka je R npcren u I menpasan noxackyn ox R. I je udean npcrena R
aKO BayKI:

1) (I,+) je noarpyna aaurusHe rpyue npcrera (R, +),

2)3acBex € Ruacl jeax, za € I.

Ia je I nunean npcrena R o3nauasamo ca I < R.

Hamomena 0.12. IIpBu yciaoB u3 mepurHUIIje ce MOXKe 3aMEHUTH ycioBoM a,b € I = a+b €
1.

3amro? W3 mpyror ycmoBa hemo mobutru: 0 € R u a € [ nosnauu a -0 =0 € I, kao u
(—a) =(—1)-a €l 3acseacl, naje (I,+) 3aucra nogrpyna oxn (R, +).

Taxobe, ako je npcrer R koMmyTaTuBaH, mTo e yriaBHOM OUTH Ccaydaj, APYTU yCJIOB IIOCTA]je
camMo ¢ € R ua € I moBnaun ax € I.
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IIpmep 0.13. Herxa je R romyrarmBan npcreH n a € R npowmssosman emement. Jlako ce
IpoBEPU A je CKyII
(a) =aR ={ax:x € R}

jeman unean npcrera R (az + ay = a(z + y) € (a), xao u (az)y = y(ax) = a(zy) € (a)) u
KaKeMO N& j€ TO 24a6HU U0ean 2eHePUCat eAEMEHTNOM a.

Ilpumep 0.14. Y upcreny 7Z cBu uneaju Cy TJIABHU.

- I <Z nosnaun (I,+) < (Z,+), a 35aM0 ma Cy HOArpyIle MUKIUYHE TPyle Takohe nukanune,
na je I obnuka nZ 3a meru neo 6poj n. Cama ce mako mpoBepu ga NZ 3a00BOBABA U APYTHU
ycaoB u3 gedununuje upeana ((nz)y = y(nz) = n(zry) € nZ). IHakne, ocum {0} u mesmor
npCcTeHa, UAeaJu MPCTEeHa 1eaux opojesa cy 2Z, 37 wra.

ITpumep 0.15. Ako umeast caap:Euy je IMHUIYY WU OUIIO KOjU MHBEP3UOUIIHY €JIEMEHT IIPCTEHA,
OH je jemHaK ILIeJIOM IPCTEHY.

-lel, zeR = l-zel,nabubuno RC I, tj. [ = R. CauuHo, aKO je HEKV UHBEP3UOUITHA
enement y I, ouna he mpom3Bom mera m HErOBOT MHBep3a OuTu omeT y I, a Taj mpousBon je
1.

IMocnemuna: Heka je F mome n [ <F. Tana je [ = {0} wam I = F. (Y nomy mema mpasux
umeasa. )

ITprmep 0.16. Je3rpo xoMoMop(du3Ma IPCTEHA je UIeall.
-Bunesnu cmo Beh nma je 3a xomomopduzam f: R — K, ckyn
Kerf={zeR: f(z) =0k}

3aTBOPEH 3a cabupame U Oa je JOBOJHHO Na jeaH YMHUJIAI IPpUIana HmeMy a OM IpOoM3BOn
omeT 6uo Ty. Kao u Kox BEKTOPCKUX MPOCTOpA U IPyNa, U OBIE BAKU:

fije?’1-1" < Kerf ={0gr}.
IIpumep 0.17. Axko je F nome, cBaku uznean upcrena F[X] je ranasuu.

-Heka je I <F[X]. Ako je I = {0}, ou je ruaBuu, renepucan Hyaa-noauaomMoM. Heka je cana
I # {0} u meka je a(x) He-Hyna mosuHOM 13 [ YUju je CTENEH MUHUMAJIAH. Y 3MUMO OWIIO
Koju mouarHOM p(z) u3 I M eyKIMICKMA ra HOAENVMMO HOJUHOMOM a(Z): p = aq-+r, Ipu dyeMy je
CTEIEH TOJIMHOMA I' CTPOTO MamU OJ CTEIeHa moauHoMa a. M3 a € I caemu ma je u aq € 1,
ma masse u3 p € I mobujamo r = p —aq € I. 360r crenena canga mopa 6uru r = 0, mWTO 3HAYN
na je p = aq, onnocuo na p € {(a). IHarxne, I = (a).

Omnepanuje ca naoeasmMa

Heka cy I u J upeanu npcrena R. Tana je muxos npecek takobe jeman umeast:

a,belInNJ =abelNabe=a+belNat+be=a+belNnd,
acelnJ, re R=>aclNacJANz e R=ax,xza€lNax,xa € J=ax,xaclNJ.
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OBO je OYeKMBaHO, aju UCTO TAKO 3HaMO na yHuja Helie 6utwm mmean (Huje HM HOArpyIa,
3HAMO OJ PaHuje). 3aTO MPABUMO HAjMaBmU UIeas KOjU CaIp:KU ABa HaTa, U 30BEMO ra 36up
uneana I u J:

I+J={a+b: acl, be J}

Jlako ce mposepu ma cMO DOOWIN MOCAJ:
a+b+a1+b1 :(a+a1)+(b—|—b1) el+J

(a+bx=ax+brel+J
daa€el, beJ xe€R.

[TomTo y mpcreny, ocuM cabupama, IOCTOjU U MHOKEHe, NPUPOAHO je Ja Ce HUTAMO
mTa OMCMO MOApa3yMeBaJM HOJ IPOU3BOIOM ABa maeaja. AKO OMCMO, IO aHAJIOTWU Ca
cabupamem, IJ nedpunucanmu xao I[J = {ab:a € I, b € J}, nammau 6ucmo HA TPOBIEM KOL
IpoBepe a je 0Baj CKYI 3aTBOPEH 3a cabupame: ab+a1b; He Mopa ma Oyme 0OJMKa HEMTO U3
I myra memro n3 J. To npeBa3mia3uMoO TAaKO IITO 3a €JIEMEHTE MIPOM3BOAA MOEAa Y3UMMaMO
CyMe KOHAYHO IPOM3BOAA:

IJ:{a1b1+-~~+anbn: ai €1, bkEJ}

Capna ce nako Buau na je 30up nBa exementa us IJ oner esement u3 I.J, a apyru ycios je
cBakako ucnymen: x(ajby + -+ apby,) = (xa1)by + -+ + (xa, )by, a zap npunana I. Nero n
3a MHOMKEH-€ 37eCHa, camMo he Tana byr npunamatu J.

Baxwu: IJCInNJ.

3amro? Heka je aib; + -+ + apb, npomszsoman enement u3 IJ. Ilomro cy cBu a-oBu y I,
BUXOBU Mpou3Boan ca b-oBuma he O6utu omer y I, a Kako je I 3aTBopeH 3a cabupame, u
nena cyma aib; + - - + apb, he npunamatu I. Victe apryMeHTe KOPUCTUMO [a HOKAKEMO 1
je oBa cyma y J: by mpunanma J 3a cBako k, ma apby npunana J 3a cBako k, a OHZIA U HBUXOB
30up. lakise, emement a1by +---+apyb, jeuy I, uy J,nany INJ. ObpuyTo HE BAKU y
ONIITEM CJIy4Yajy, a HEITO KacHUje heMO BUAETH y KOM OAHOCY Tpeba ma Oymay aBa mmeasa
na Ou BHUXOB MPecek OMo caap:KaH y MPOU3BOLY.

IIpumep 0.18. Ilomro cy y mpcTeny Z CBu Uaeaud TJIaBHU, 30Up, MPECEK U MPOU3BOI IBA
uneasa he omer Outu riaaBuu umgeas. Tako je, Ha mpuUMep,

247, + 407 = 87,

247, N 40Z = 120Z,
247 - 40Z = 960Z.

IIpoBepure ma Basku:

mZ. +nZ = dZ,
mZ N nZ = s,
ma - nZ. = mnZ,

rae je d= NZD(m,n), a s = NZS(m,n).
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0.3.4 KapakrepucTuka mpcreHa

Heka je R npcren m P 6uio xoju meros morupcred. llo medwmuunuju, P canpxu lp, ma
MOWITO je 3aTBOPEH 3a omepamnuje mpcTeHa, camp:kahe u 1g + 1, 3atum 1g + 1g + 1p uTa,
kao u (—1g), (=1g) + (—=1g)... Tarobe, O € P, ma P cuUrypHO CaIP/KU CKYIl

{mlg: meZ}

OsBaj ckym je cam 3a cebe jemaH IPCTEH KOjU CE 30BE KAPAKMEPUCTNUYHY NOMNPCMeEN IPCTEHA
R un o3navaBa ca Ry. To je, maksie, MUHMMAJIHU IOTIIPCTEH OpcTeHa [R. Y OmHOCY Ha HEroBY
KapIMHAJHOCT Pa3JuKyjeMo aBe BpcrTe npcrena. lIpea moryhuocr je ma je Ry & Z, upm
yeMy je mzoMopdum3aMm mart ca m <> mlg. VI3 MHJEKTUBHOCTU OBOI IIPECIVKABAKA CJIEAUN AA
je oHma

klp=0 & k=0

Tana kaskemo ma je npcreH R xapaxmepucmuke wysa u mumemo charR = 0. Harmae, charR =0
3Haun 1a je Ryp = 7Z u na cabupamem lr came ca cobom He MOkeMo mobutu Op.

Y CcympoTHOM, OTHOCHO ako je 30up Heroaumko lr jemuak Op, wapaxmepucmukxa npcmena je
HajMawmu npupoman 6poj k 3a koju je klg = Or. [Ipumerumo na je oHma U 3a CBAKU €JIE€MEHT
T € R:

kJJTZkJ(lRJZ):1R$+"~+1R$:(1R+"~+1R).T:(klR)a?:ORJ):OR

Takobe, jacuo je ma je
charR=Fk < Ry = 7Zy,

jep mlp = (kq+r)lgp =kqlg +rlgp =rlg, roe je 0 <r < k.
ITpumep 0.19. charZ =0, charZi =k

ITpumep 0.20. Ako je R upcren, ounna npcrenu R[X]| u M,[R] uMajy ucTy KapakTepUCTUKY
Kao U caMm npcreH R.
(Ommax ce Buam, jep 1r(x) = 1lr, a jenuununa marpuna E, WMa Ha AUjaroHAIN 1gr.)

0.3.5 lenuressm HyJIE 1 NJOMEHU

Hepunumuja 0.12. Enxement a npcrena R je aesu deaumen Hyase y TOM IPCTEHY aKO MOCTOjU
enement b € R\ {0} 3a xoju je ab=0. (a je decnu deaumen nyae aro nmocroju b € R\ {0} 3a
koju je ba =0.)

Hyna mnpcrena je yBer menuress myse. Ako je a # 0 menamress HyJle, KaKEMO [a je @ MpaBU
nmenuress Hyse (6uio seBu GUIIO mecHNU).

3a mpCTEeH KOju HeMa HpaBe HeJUTehe HyJlle KAKEeMO na je JoMel, a aKO je y3 TO U KOMY-
TATUBAH, KAKEMO Ha je obaacm yeaur(AIn KOMYTATUBHU NOMEH, WJIM WHTETDAJHU ITOMEH).
Ilakne, R je momeH ako 3a OWJIO KOja IBa €JIEMEHTA BAaKU:

ab=0 = a=0 VvV b=0.
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IIpumep 0.21. IIpcren neaux 6pojeBa je moMeH, OOk Z,, Tae n Huje npocT 0poj, auje. Ha
npumep, y Zao je 4-5 = 0. Tarobe, smamo ma y npcreny marpuna (aup. y M>[R]) mocroje
NpaBy AEJUTELM HyJle, OMHOCHO & MOCTOje He-HyJla MaTPUIE TAKBE Aa j€ HUXOB MPOU3BOL
HyJla-MaTpUIa.

Ilenuremu Hyse cy GIMCKO MOBE3aHU Ca PEryJapHOMIY y IPCTEHY:

ar=ay < a(zx—y) =0,

ma ako a HUje peryjapaH cieBa, mocrojahe paszauuuty & m y 3a Koje je ar = ay, a caMuM
TUM U eJIeMeHT b = x — y pa3auyutT of HyJse 3a koju je ab =0, u obpuyTo. Ilakae, a je neBu
IeJUTesh HyJle aKKO HUje peryJyapad cieBa (OIHOCHO, @ je NEeCHU NeJbUTess HyJle aKKO HUje
peryJjapan 371ecHa.)

Bunenu cmo ma y nmpcreruma Z,, rae n HEje IpoCcT OpPOj, MOCTOje IpaBU AEIUTELU HYy e,
JOK y Z,, TIe je p IpoCcT Opoj, He IocToje:

rps=03aHeke 1,sE€Zy, = plrsyZ = plrVpls = r=0Vs=0
Baxu u caenehe:

Tepbeme 0.11. Axo je R domen, onda je mezosa Kapaxmepucmuka uil Hysd Uil HEKU Npocm
bpoj.

Joxas. Axro je charR =0, ouna je y peny. Heka je canma charR =k > 0. Iloraskumo na
je k mpoct. IlpernocraBumo na je k = rs. Ilomro je 30up k jenmauna npcresa R jemnak Og,
ouhe

OR = k‘lR = ’I"SlR = (’I“IR)(SIR),

ma momTo R Hema mpaBe menuresbe Hysne, ouhe rlp = Og uau slg = Ogr. Ilo medunwn-
Uju KapakTePUCTUKE IPCTeHa, k je HajMamu npuponan 6poj 3a koju je klp = Or, ma us
nperxonuor ciaemu ga je k < r wiu k < s. Cana uz k =rs umamo k =r wiu k = s. Iakue, k
HeMa IIPaBU PacTaB, TO jeCcT, IPOCT je. ]

0.3.6 KommuHMUYKM pCcTEH

Kao mTo je TO ciayuyaj ca HOpMaJHUM OOArPyNaMa KOA I'PyHa, KON MPCTEHa Cy WUICAIU y
TECHO] Be3! Ca KOHI'DyeHHOMjaMa ¥ XoMoMop¢m3MuMma. Je3rpo Omio Kor xoMoMopdusma je
naeas, Kao U Kiaaca Hyjge 0mino koje kourpyenmuje. C npyre crpase, caMm UIeal UHIYKYje U
XOMOMODp(u3aM M KOHI'DYEHIU]y.

Teopema 0.12. Hexa je R npcmen u I wezoe udean. Tada je peaayuja ~ defunucana ca:
a~b & a—-bel
jeona xomzpyenyuja npcmena R.

Joxka3. Ila je ~ exBuBasiennuja cnenulie u3 rora mro je (I,+) rpyna:

pediekcuBHOCT a ~a < a—a=0€]
cumerpudHocT a ~b < a—bel & b—a=—(a—-b)€l & b~a
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TPAaH3UTUBHOCT a ~b AN b~c & a—bel Nb—cel = (a-b)+(b—c) el =
a—c€l = a~c

IIpoBepumo cama ma je ~ carsiacHa ca cabupameM:

a~d Nb~Y & a—d eI NV €] = (a—d)+(-b) el = (a+b)—(a'+V) €T = a+b~ad'+b

U ca MHOMKEHEM:
a~ad ANb~b & a—d el Nb—b el = ab—db =(a—d)b+d(b-b)el= ab~al,

re CMO MCKOPUCTUJIM IPYyTO CBOjCTBO Mueasa, TO jecT ma a —a € I m b € R moBmaum
(a—ad)belnucrosad(-"0)el.
O

[MIra cy xmace oBe eKBUBAJICHNNj€E, OTHOCHO KOHI'DyeHUUje?

Co=a/~={reR:z~at={r€R:v—acl}={ze€R:z€a+I}=a+1

On panumje 3HAMO Ia KaJa MMaMO KOHIDYEHIHU]Y, KOJIWYHUUKM CKyI (CKyIl Kjaca) je aire-
Oapcka CTPYKTypa HUCTOI TUNAa KAaO U IOJIa3HA. Y OBOM CIIy4ajy TO 3HAYMd Oa CMO HOOMIM
upcren R/ ~, koju hiemo Haname o3navuasaty R/I u 3BaTu KoausvHuky npemen JATOT IPCTEHA
R 1o merosom uneasy I:

R/I={a+1:a€ R}.
Herosa nyna je I = 0+ 1 (runaca mysue npcrena R), jenununa 1+ 1 (kiaaca jenuaune upcreHa
R), a onepanuje y meMy cy:

(a+ D+ O+ =a+b+1

(a+1)-(b+1)=ab+1

(36up Kaaca je kaaca 36Mpa NpPeACTABHUKA, MPOM3BOJ KJIACA j€ KIaca MPOU3BOIA).
Takobe, Ka0 M yBEK KOJ KOHIDYEHIM]a, UMaMO OPUPOAHM enmuMmopdusam (npcreHa R u
R/I) mar ca w(a) =a+ 1.

Hanowmena 0.22. Morau ¢cMo npBO amuTuBHY rpymy npcrena (R,+) ma mocedeMo MO HEHO]
noarpymu (I,+) (koja je HOpMaJIHA jep je rpylna KOMyTATHUBHA) U Ia JOOU)eMO KOJIUYHUUIKY
rpyny (ckym rocera): (R,+)/(I,+) ={a+ 1 :a € R}, a ouna Ha ®WOj ma IOIeGUHUTIEMO
Muoskeme ca (a+ 1) - (b+ 1) = ab+ I u npoBepuMo na Baske IPeOCTaJe aKCUOME IPCTEHA.

IIpumep 0.23. Hera je mat npcrer R = Z u weroB uneaa I = nZ. Tana je KOTUIYHUUKA
IPCTEH

R/II=Z/nZ={m+nZ - mecZ}={ng+r+nZ:0<r<n}={r+nZ:0<r<n}

OJIHOCHO,
Z/nZ = {nZ,1+nZ,...,(n—1)+nZ}.

Omnepamnuje y memy cy
(r+nZ)+ (s+nZ)=(r+,s)+nZu

(r+nZ) (s+nZ)=(r-s)+nZ,

a HyJa 4 jemuHuIa, peaom, nZ u 1+ nZ.
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Ounrnento je Z/nZ = Zy,.
IIpumerumo na je
Z/nZ = 7] =,

rme je =, KOHIPYEHIMja IO MOIYJYy IPUPOIHOr Opoja n, jep

a-bel & a-benZ & nla-b & a=,b.

Teopeme o mzomMopdpuzMmMa

IloroBUMO ma je Kom mpCTeHa yJIoTa MIAeasa UCTA KAo yJIOTa HOPMAJIHUX MOArPYIa KOI IPYIA.
Tarkobe, morupcrenu oarosapajy moarpymnama, ma Cy TeOpeMe O M30MOPQUIMUMA Y KIACH
npcreHa GpopMysrcaHe Ha OYKBAJIHO MCTU HAUUH KAO M TEOPEMe O M30MOp(YU3MUMa, y KIACU
rpyma, caMo ce CByna ped "moarpymna’ 3aMemyje ca ’mornpcrer”, a ’HOpMaJHa moarpyma’
ca "unean”’. Tako mpBa Teopema riaacu:

Teopema 0.13. (IIpBa Teopema o m3omopdusmuma 3a npcrerne) Hexa je f: R — K zomo-
mopdusam npecmena. Axo je m: R — R/Kerf npupodnu enumopdusam v o : Imf — K unxays-
uja, mada nocmoju mauro jeono npecauxasawe ® : R/ Kerf — Imf sa xoje je f = co®om. Ilpu
mom je ® u uzomoppusam, u 8ancu

R/Kerf = Imf

IIpumep 0.24. Hexa je f : Z — Z, xomoMop¢usam npcresa mar ca f(m) = p(m,n), rue je
p(m,n) ocrarak KOju m Jaje Opu eyKIUICKOM nesbery ca n. OBo je emuMopdusam, ma je
Imf =27Z,. lra my je jearpo?

Kerf={meZ:p(m,n) =0} =nZ
Ilakie, Ha OCHOBY IPETXOIHE TeopeMe je

Z/nZ =~ T,

Bunmenu cmo Beh na je 36up nBa mmeasa mmeas. AHaJIOrHO ce medunume u 30up uneana [
u motnpcrera P, u mako ce mpoBepu ma je taj ckym I + P jeman moTIpCTEH.

Teopema 0.14. (pyra Teopema o n3omopdusMmuMma 3a npcrere) Axo je P nomnpcmen, a
I uoean npcmena R, mada je wuroe npecex udeas 00 P u sancu:

(I+P)/I=P/(INP).

Ha xpajy, ako je I nmean, a P nornpcren npcrena R, P/I hie 6uru nornpcren npcrena R/1.

Teopewma 0.15. (Tpeha Teopema o uzomopdpusmuma 3a npcrene) 3a ceaku udeas I npecmena
R nocmoju bujexyuja P <> P/I cxyna ceur nomnpcmena npcmena R xoju cadpoce I u cxyna
ceux nomnpcmena npcmena R/I. Taxobhe, nocmoju bujexyuja J < J/I usmely cxyna ceur ude-
ana npemena R xoju cadpace I u ckyna ceur uoeana npecmena R/I, u 3a ceaxu 00 muz udeasa
J DI eanmcu

(R/I)/(J/I) = R/J.
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Iloxasu oBUX TeopeMma Cy CKOPO UCTHU Kao oarosapajyhu 3a rpyne, HapaBao y3 noucroBehuBame
"moarpymna’ > “mornpcren” u "HopMasnna noarpyna’ <> "unean’. (He tpeba ma ux 3mare,
a He MopaTe Hu (GOpMyJIanuje TeOpeMa OCUM IIPBE. )

0.3.7 KRwunecka TeopemMa o ocTanmuMa 3a IIPCTEHE

3uaMmo na ce HajBelM 3ajeqHUUKK OeamIIal ABa IPUPOLHA OPOja MOKE M3PA3UTU KAO BUXOBA
” nuHeapHa KOMOmHanumja’ ca 1eso0pojHUM KoedUuIujeHTMMa, TO jecT Ooa 3a cBe m,n € 7
nocroje a,b € 7 3a woje je ma+nb = d = NZD(m,n) (morazamu cmMo 0BO Kopuctehn
Eykaunos asropuraMm, y mpBoM ceMectpy). lloceBGHO, akO Cy m W n y3ajaMHO IPOCTH,
To ject ako je NZD(m,n) = 1, nocrojahe a u b raksu na je 1 = ma + nb. Ipumerumo na
je onma u 3a cBako k € Z: k = mak + nbk, omHOCHO na ce CBAaKU €JIEMEHT NPCTeHa Z MOKe
HAIMCATU Kao 30Up jemHOr ejieMeHTa U3 maeasia mZ m jemHor us nZ, na je mz + nZ = 7.
Tana kamkemMo u ma cy mmeanau mZ w nZ y3ajaMHO TPOCTU WM KONPOCTU. 10 MOTHUBUIIE
cnenehy nedunMITjy:

Hepunuanmnuja 0.13. 3a uneane I u J npcrena R KaxxeMo Ja Cy KOnpocmu ako je BHUXOB 30up
1eo mpCcTeH, OMHOCHO ako je I +J = R.

Teopema 0.16. (Kumecka Teopema o ocramuma) Axo cy udeasu I u J xomymamuenoz
npemena R xonpocmu, wuroe npouseod je jeonax mwurosom npecexy, IJ =10 J, u saxncu

R/IJ=R/I x R/J.
Taxohe, R/I ... I, 2 R/I} x --- X R/I,, ®a0 200 cy ceaxa 08a 00 Ha8EIEHUT UOLAAA KONPOCTNA.

JIoka3. Yumenuny na je I +.J = R nperBapamo y onepaTuBHu n3pas: x+y = 1 3a Hexe x € |
u y € J (cBaku eseMent u3 R, na u jequnuia, ce MOke IPEICTABUTU Kao 30up jemuor u3 [
u jenuor u3 J). Onaszme ciaenu na je u cBako a € R obiuuka a = ax + ay 3a Te ¢ u y. 3HAMO
na je IJ CINJ. Heka je cana a € I NJ. Enemenr a je obauka a = ax +ay 3a oBe x € [ u
yeJ,najeart+ay€e€lJ (jepxel, aeJ, kaoua€l, y€e€ J, u R komyratusan). lakie,
INJCIJ,amame u INJ =1J. Hepunumunmo cana npecauvkasame f: R — R/I x R/J ca

fla)=(a+I,a+J)

TepauMo ma je 0BO jeman xomomop¢usam npcreHa. Ilpe csera, R/I X R/J je npcren kao
IlekapToB mpoUM3BOA ABa NPCTeHa (KOAMYHMUYKA) (MMaju CMO KOI IpuMepa npcrena). Tpeba
MOKa3aTu Ha je [ carJacHO ca CabUpamUMa U MHOMKCHUMA:

fla+b) = (a+b+1,a+b+J) = ((a+I)+(b+I), (a+J)+(b+JT)) = (a+I,a+J)+(b+1,b+J) = f(a)+f(b),

flab) = (ab+1,ab+J) = ((a+1)(b+1),(a+ )b+ ) = (a+I,a+J) - (b+1,b+J) = f(a)- f(b).

OBpme cMoO kopucTUIN AePUHUNH]E OIepanrja y KOIUIHUYKOM IpCTeHy u y IlekapTroBoM
npousBoxy. Bawm u f(1) = (1 4+ 1,1+ J) = 1g/rxr/s, ma je f 3amcTa XOMOMODQU3aM.
IIra My je jearpo?

Kerf={acR: f(a) =0g/ixr/s} ={a € R: fla)=(,J)} ={a€R:(a+1,a+J)=(I,J)}

={acR:a+I=INa+J=J}={a€R:aclhacJ}t=INJ
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3a pa3iauKy Ol HOCAJAIIBLUX IPUMEpPa, OBIE je TeKe OAPEIUTH CIUKY Hero je3rpo (o06uyHo
ce oMax BUOU A JU je IpeciukaBame "Ha” Win mTa My je ciauka). Tspammo na je Imf =
R/I x R/J, To ject ma je f emmmopduzam. Hera je (b+ I,c¢+ J) Opon3BOmAH €JEMEHT U3
R/I x R/J. Tpeba nokazatu na nocroju a € R taxo na je f(a) = (a+I,a+J) = (b+1,c+J).
Bparumo ce va ememente x € I u y € J 3a koje je x +y = 1. Ilocmarpajmo esnement
a =by+cx. OH je name jemnak a = b(1 —x) + cx = b+ (¢ — b)z, omrocHO, a — b = (¢ — b)x,
ma momro = € I, 6uhe a —b € I. OBo je exBuBaJsenTtHo ca a + I = b+ I. Amajnoruo je
a=by+c(l—y)=c+ (b—c)y, ommocuo, a —c = (b—c)y, mro y3 y € J naje a —c € J.
To je omer exBmBajentHo ca a + J = b+ J. Ilakse, 3a mare b U ¢ HAILIX CMO @ TaKO
na je f(a) = (b+ I,c+ J), na je Imf = R/I x R/J. Ilpumenumo cana mpBy TEOpEMy O
un3oMoppusMumMa 3a upcrere, R/Kerf = Imf, u To HaM naje skesbeHU U30MOpdU3aM:

R/INJ=R/IxR/J,
OOHOCHO,
R/IJ =~ R/I x R/J.

Ocraje vaMm ciayuaj kan uMmamo n uneaduaa Iy, ..., I,, y3ajaMHO IpoCcTUX y mapoBuMa. 1TBpamMo
na cy omma kompoctu u uneanu I = 1 u J = Iy---I,. Bamro? [, je y3ajamMHO mpocT ca
cakuM [ 3a 2 < k < n. To 3mauu ma 3a cBarko 2 < k < n nmocroje ay € I =1; u by € I, 3a
Koje je ap + by = 1. TToMHORMMO CBe Te jeIHaKOCTHU:

(a2+b2)(a3+b3)...(an+bn):1 = A+bybs...b, =1,

rme cMo ca A o3Hauumau 36Up CBUX NMPOM3BOMAA KOjU MMajy 6ap jeJaH YMHUIAI d, TO jecT
koju npunanajy I. Ouna je u A kao BuxoB 36up nouoso y I. C npyre crpane, B = babs ... by,
npunana Iols---I, =J, nauz A+ B=1 caenu I +J = R. Ilpema ynpaso HOKa3aHOM ITPBOM
nexy teopeme, Baxku R/IJ = R/I x R/J, omnocuo

R/LIy-- 1,2 R/I x R/I,---1I,.

Cana OPUMEHVMO MHAYKTUBHY XWIIOTE3Yy U Ha MCTU HaYWH paCTaBUMO APYT'HU q)aKTOp Yy OBOM
opousBony.

ITIpumep 0.25. Herka je R = Z, I = mZ u J = nZ. Orromenrapucanu cmo Beh na je
mZ+ nZ =7 axro je NZD(m,n) =1, a umaam cMO u IpUMeD A& je MPOU3BOJ OBUX UIeaja
mZ - nZ = mnZ, na IpeTXOonHa TEOPEMa Yy OBOM CJIydYajy IJIACH:

Z/mnZ 2 7/mZ x Z/nZ,

nian

Lo = Loy X Loy,

Oso je bam Kunecka meopema o ocmayuma y npcmeny Z xojy cMmo Beh mmamnum, jep kaske na
aKO Cy M W N y3ajaMHO IPOCTH, jJeAHOM Iapy ejeMeHara r € Z,, u s € Z, OAroBapa TAYHO
jenmaH eaeMeHT U3 Ly, WA, €KBUBAJEHTHO, Ma CUCTEM KOHT'DYEHII]a

x =1 (mod m)

x =5 (mod n)

uMa Oap jegHO 3ajeTHUYKO pelleme, KOje je M jeIMHCTBEHO O MOIYIY mn.
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0.3.8 IIpocTy M MaKCUMAaJIHA ¥ OeaJI

Harmacunu cmo Beh amasorujy msmeby HOpMasHUX TOArpyna KO TPyla U KUOeasia KO
npcrena. Kao mro ceuemem rpyme G mo meHO] HOpMaJiHOj moarpynu H mobujamo HOBY
rpyny G/H, roja MO:ke uMaTu HEKe OCOOMHE KOjeé MOdYeTHA rpyna HeMa (IITO IMOCTUKEMO
u3bopom omrosapajyhe moarpyme H, ma mpumep, Kom yBoDhema M3BOJA CMO TPAKUIUA Oa
KOJIMYHUK Oyle KOMyTaTHBaH), TAKO CedemeM npcreHa R mo merosoMm mpeany I mobujamo
HOBU NIPCTEH, KOju MOxke Outu ” puHMju’ OO MOJA3HOI aKO HAMETHEMO NOIATHE yCJIOBE KOje
Tpeba ma ucnywmasa [. 3a mouerak hemMo Tpa:KUTU A KOJIUYHUYKKA MPCTEH HEMA IEJIMOIE
HYy €.

Hedununmnuja 0.14. 3a unean P npcrena R kasxemo na je npocm ako je P # R u ako Baku:

abe P = ac€P VvV beP.

Teopema 0.17. Hoean P # R npcmena R je npocm axko xoawunuuku npemen R/ P nema npase
deaumesne nyae.

IHoxa3s. Heka je P # R npoct. IlocmaTpajMo nBa eneMeHTa y KOJIUYHUKY YUJU j€ TPOU3BOL

mysna (omocHO cam P).
(a+ P)(b+ P) =P, To jecr

ab+ P =P,

omakiue cienu ab € P. Kako je P npoct, caiemu na a € P wnu b € P. OBo oner 3uHauu na je
a+ P =P um b+ P = P. Iakue, ako je y R/P npousson nsa ejgeMeHTa Hyma, 6ap jenan
on wux je Hyaa, na R/P Hema npase meaureme mysne. OO6puyTo, Hera R/P Hema npase
nenuTespe HyJe. To 3Haum ma 3a cse a,b € R Baxku:

(a+P)b+P)=P = a+P=P V b+P=P.
OBO je eKBMBAJIEHTHO TOME na
ab+P=P = a+P=P V b+P=P,

OOHOCHO
abe P = a€eP V be P,

ma je P mpocr. ]

IIpumep 0.26. Heka je R=7Z u P = pZ. 3a koje p € Z je P upoct unean? (I[Ipumerumo na
a € nZ 3Haun ga n | a.) Yciaos

abepZ = a€pZ V bepZ

je eKBUBAJIEHTAH Ca
plab = pla Vv plb,

a OBO 3HAYM 1a je p npoct 6poj. Ilakme, npocTu naeanu y IpCcTeHy HEaux OpojeBa Cy TAYHO
OHU TE€HEPUCAHU MPOCTUM OPOjeBUMA.

IIpumep 0.27. Hera je R = F[X]|, rue je F nome. Ilokasamu cmo Beh ma ¢y m y memy cBu
nneanu raasau. [Tokaskure na je raasuu unean P = (p(X)) npoct akko je p(X) nepacraBibus
LOJIXHOM.
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Hanmpasunu cmo nomen cedemeMm. MowkeMo nu ga ”npouHUMO” KOJTUYHUYKU IPCTEH jOII
MaJio, PenmuMO na TPpaskuMoO na oH Oyxe mosme? HMcmocrasuhie ce ma 3a ucnymeme OBOT
3axTeBa Tpeba na MOYeTHU IPCTEH ITOCEYEMO [0 JOBOJLHO BEJIUKUM WIEAINMA, OTHOCHO Mak-
CUMAAHUM.

Hedumaumuja 0.15. Unean M npcrera R je makcumanah axko je IPaBU U aKO He IOCTOjU
IPaBU UAEAT PA3IUYUAT O H-Era KOjU ra Caap:ku, TO jecT, mpaBu uneas M je MakcuMmaian
aKO BayKU

McCICR == M=1V I=R.

Teopema 0.18. Hexa je M npasu udean xomymamuenoz npcmena R. Tada je M maxcumanan
axxo je R/M none.

Joxka3. Heka je M maxkcumanan maeaa komyTtaruBHOr npcreHa R. Tpeba mokazaru na je
R/M nome, TO jecT ma y BeMy CBAKU €JIEMEHT PA3JUUYUAT OX HyJse uMa uaBep3. 1llrta 3mauwn
na je a+ M € R/M pasznuuur on myne? Hyma y R/M je M, na je a+ M # M axko a ne
npunazna M. To nmame 3Haum ma je uneas M cTporo canp:kan y 30upy mmeaja reHEePUCAHOT
ca a u ngeana M: M C {(a)+ M. Iakue, mocToju unean xoju canp:xu M, na u3 nepraunmje
MaKCUMAJHOCTH, CIeaV Ia je Taj mmeas jemHak mesom npcereny: (a) + M = R. Oso 3maunm
a ce CBAKMU eJIEMEHT u3 R MoKe IpencTaBuTu Kao 30up jemsor u3 (a) u jemsor u3z M, a To
moceOHO BayKy M 3a jequHuIy oBor mpcreHa: 1 = ab+m 3auwerke b € R, x € M. Ilpumernmo na
je OBO €KBUBAJIEHTHO TOME Ha C€ eJIeMEHT ab pa3iuKyje On jeIWHUIEe TPCTEHA IO Ha €JIEeMEHT
n3 M, na je: (a+M)b+M)=ab+M=(_1-m)+M=1+(—m+M)=1+M. Oso je
norepaa na je b+ M uuseps ona+ M y R/M.

O6puyTo, Hera je M uneasn takas ma je R/M nome, m meka je M C I C R. Tpeba
mokazatu na je M = I mim [ = R. Heka He Baxkm mpBa jemmakoct, To ject M # I. To
3uavu na nocroju & € I\ M, wro name nosuaauu na je x4+ M # M. Y KOIUYHUUKOM IPCTEHY
oBO 3HauM Aa r + M Huje Hysa, ma MOIITO je MO MPETHOCTABIN Taj KOJUYHUK mojme, T + M
he wmatu uaBeps. Ilakme, nocroju y € R Tako ma je (x + M)(y + M) = 1+ M, omaocHo,
zy+ M =1+ M. To can 3uauu na vy — 1 € M, omnocuo zy — 1 = m 3a seko m € M. Cana
jeIVHUIY MOKEMO Ia MpEeACTaBAMO Kao 30up Hekor eixementa u3z M u xzy: 1 = xy + (—m).
OBnejex € l,macamumuaxy € I, a (—m) € M C I, na u (—m) npunazna I. Ha kpajy, kako
je I 3aTBOpeH 3a cabupame, 6ulie 1 = zy + (—m) € I, mro noBnaun na je unead I jenHax
uenoM npcreny R. Jlakie, ako He BaKM jeAHAKOCT KON IIpBe WHKJIY3uje, Mopahe ma Baxwu
KOJ Apyre, MTO MOoka3yje ma je M MakcuMaIaH WIeadl. ]

IIpumeTnMO ma je CBaAKM MAKCHMaJaH uaeal yjenHo m mpoct (ako je R/M mome, omma je
cBakako un obaacrt nenux). OGpHYTH He Basku: y3MeMo Ouio koju unean P rakas na je R/P
0e3 menuressa Hyle, a Ia HUje mosbe, Ha npumep y R = Z[X] y3memo P = (X). Ilra je oBae
R/P? Y P cy cBu nonunomu obnuka X - (...), TO jeCT CBU IOJUHOMU YUjU je CI0DOAAH YIIaH
mysa. OHIa y KOIUIHUYKOM NMPCTEHY MMa OHOJWKO eJIeMeHATa KOJMKO MMa MOryhHOCTH 3a
c1obomaH 4YiaH:

p(X)+(X) =a+ar X +...+an X" +(X) =ap+(X), ao € Z

Hakne, Z[X]/(X) 2 Z. Kako je Z obnact uenux, ngeana (X) je IpocT, aiu HAje MAKCUMAJIAH,
jep Z mwuje moine.

ITprmep 0.28. Y mpcreny neaumx OpojeBa IPOCTU U MAKCUMAJIHU UICAIU CE IOKJIAIA]Y.

-Bunenu cvo Beh ma cy mpoctu mmeasnu y Z obauka pZ 3a p mpocT O0poj. 3amrTo Cy OHU
n maxkcumanau? Heka je M = pZ C I = nZ (cBu uneanu y Z cy raasau.) To 3Haum na u



28

p € nZ, 10 ject na n | p, na je n = p unu n = 1, oggocuo I = pZ = M wunu I = Z. Ilo
ne¢uuaunmjn, M je maxkcuMasaH.

ITpumep 0.29. ITpocTy um MakCHMaJHU MAEANM Ce NMOKIaNajy U y npcreHy nosauHoma F[X],
roe je F mome. OHU cy remeprcanu HepPaCTAB/BUBUM IOJINHOMUMA.

ITpumep 0.30. Heka je R =R[X] u M = (X2 +1). [Momurom X2 +1 je mepacrasmus Hand R,
ma Kao KOJUYHUK OYeKyjeMo mojbe. TBpaumo na je

RIX]/(X?+1) = C.

Younmo xomomopduszam npcrera f : R[X] — C nar ca f(p) = p(i) (oBo jecre xoMOMOpQU3aMm
jep ce m3pauyHaBame BPENHOCTU ITOJMHOMA y TAUKA CJIAKE Ca CabUpameM U MHOKEHeM
nonueaoMa). OBoO je u enmmMop¢usam, jep 3a cBako a + bi € C ce 6ap a + bX cuuka y mera.
Hakae, Imf = C. Ilra my je jesrpo? Hera p(X) € Kerf. To smaun ma je p(i) = 0.
[Mogemmvo p eyrmuncka ca X2+ 1: p(X) = (X2 +1)¢(X) +a + bX, rae a,b € R, u 3amernmo
X =1i. Hobujamo 0 = p(i) =0+ a+ bi, o ject a+bi =0, a onasue a =b=0. Cnenu na je
p(X) = (X2 +1)g(X), ommocno p € (X?+1). O6pryTO cBakKako Baxw, jep je f(X2+1) =0,
na je Kerf = (X2 +1). Cana mpuMeHnMO TIPBY TeOpeMy O W30MODP(pU3MUMa:

RIX]/(X?+ 1) =C.

0.3.9 lesmmBOCT y mpCTEHMMA

Haname hie sam R yBek OuTu 06aCT MENIUX MM KOMYyTATUBAH AOMEH, TO j€CT, KOMYTATUBAH
npcTed 6e3 mpaBuxX AeauTesha Hysdae. lIpuMmeTnMo ma je CKyI CBUX MHBEP3UOUIHUX €JIeMEHATA
oBOI' moMeHa, R*, koMyTrarmBHa rpymna y OIHOCY HA MHO:KEHmE. 3a aBa ejeMeHta a,b € R
hiemo pehu na cy npudpyaceru ako ce pasiuKyjy IO Ha MHBEP3UOUIHU eJeMeHT, u nucahemo
a ~b. Iakame,

a~b & a=ab, 3a HEKO o € R*.

IIpunpy:xene exemenrte moucroBehyjemMo Kajga rOBOPUMO O AEJBUBOCTU, IITO Ne OBUTU jACHO
YV HACTABKY.

IIpumep 0.31. Y npcreny neaux 6pojeBa mHBep3ubuinu enementu cy {—1,1}, ma cy msa
eJIeMEHTa NPUIAPYKEHA aKo Ce Da3iuKyjy IO Ha 3Hak. Y mnpcreny F[X], rme je F mome,
VHBED3UOUIHA €JIeMEHTU Cy uHBep3ubunnu ckanapu, tj. F[X]* = F\ {0}. Ipumerumo na
KaJa TOBOPUMO O MOEJUBOCTU, HajBeheM 3ajeqHMUYKOM HEeIUOILy, PACTABBAKBY U CIMYHAM
. . _ . 2 2
nojmoBrMa, 6pojesu 20 m —20 umajy ucre ocobmue, kao u moguaOoMu X- 4+ 5X +4 um 3X~ +
15X 412, camo mTo 00uYHO GUpaMO MO3UTHUBAH OPOj, U MOHUYAH MOJUHOM, 33 MPEACTABHUKE
CBOJUX KJIaca.

Cana hemo mepumHMCATH TOjMOBE Be3aHe 3a NEJHUBOCT y MPOMU3BOJFHOM IOMEHY, AHAJIOTHE
oHnMa y Z.

Hepuaumuja 0.16. Heka je R komyratwuBaH moMeH. 3a eseMmeHT b # 0 kaxkeMo ma deau
eJIEMEHT a aKo je a = bq 3a Gap jenuo ¢ € R. Tumewmo b | a.
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Axo je a = bq, raxkemo na je a mesmuBo ca by npcreny R, a b je nemunan exementa a. Illra
MOKEMO Ia 3aKBYyUYnMO u3 nperxonue nepuaumuje? IIpBo ma je konmuuyHuk ¢ jeauacTBeH: R
HeMa JeJuolle HyJe, Ia Cy y HeMy CBU He-HyJla eJIEMEHTU peryJiapHu, OITO 3HAUU 18 U3
a=bqg=0¢ cnemm q = ¢'. Hamwe, a = bq 3maun na je a y rIaBHOM MOeaJly TEHEPUCAHOM Ca
b, ma je oHma M UMTAB UOEAJ T€HEPUCAH Ca @ CAAPKAH Yy WAEATIy I€HEPpUCAHOM ca b:

a=bg = ac(b) = (a)C (D).
Iakne, Ha je3uKy riIaBHUX HOEAIA,
bla & (a) C (b).
Takobe, 3a me-uyna emxemente a u b
alb ANbla & (a)=(),

anu omaBne He ciequ a =bBeh a~b: a|b A b|la & b=ap A a=bqg 3a Heke p,q € R,
ma je ¢ = apq W WOIWTO je a perynapan, buhe pg = 1, omHocHO p,q € R*, a tume u a ~ b.
(Tako je u y npcreny Z u rox mosnHoMma, npumerure na 10 | (—10), kao un (—10) | 10, ann
uuje 10 = —10 mero 10 ~ (—10)).

Oszmaummo ca D(a) CKym CBUX menmiana JATOT eJleMeHTa a. JacHo je ma D(a) canp:ku cBe
UHBep3UOUITHE elleMenTe TpcTeHa R, Kao U CBe eJeMeHTe IPUAPYKeHe eleMenTy a (a = aa™ la
3a cBe a € R*). 3a ocrase meamole eJeMeHTa a KaKeMO [a Cy npasu. 3a eJeMeHTe KOju

HeMajy IIpaBe NeJNOoIle KOPUCTUMO MCTU HAa3UB KAO U y Z.

Heduuanmnmja 0.17. 3a exeMeHT p KOMyTATUBHOr nOMeHa R kaskeMo na je Hepacmasmnus Uin
amom y TOM NOMEHY aKO HUje WHBEP3UOMIAH WIM HyJa W aKO HeMa mnpase meiauorne y R.
Ipyrum peumma, p je aTOM aKO BaKU

p=ab = a€R* V beR"

WUJIU, €KBUBAJIEHTHO,
p=ab = p~a V p~b.

To omer Ha je3uky rIaBHUX MAeaJa 3HAUM O HE MOCTOjU MPAaBU UAECAI KOjU CTPOTO CAIPIKUA
(p), ma je p HEpPACTABHUB AKKO je maeas (p) MaKCUMAaJaH y CKyIy CBUX [JIABHUAX WIEAJA
nomena R.

Hepuanmuja 0.18. 3a emeMeHT p KOMyTATUBHOT IOMeHa R kaxkeMo na je mpocm y TOM
JOMEHY aKO HUje UHBEP3UOUIIAH WU HyJa U aKO BAYKU:

plab = pla VvV p|b.

OpmaBme omMax cienu ma je eJIeMEHT p IPOCT akko je uuead (p) npoct ( p|ab < ab € (p),
apla V p|lb < acp) V be (p).

Basxku: CBaku mpoCT €JIE€MEHT je U HepaCTaBJHUB.

-Hexka je p mpocr.
p=ab = plab = pla V p|b.

Heka, ma npumep, p | a. Ouna je a = pg 3a Hero ¢ € R, na u3 p = ab umamo name p = pgb,
omuocHo gb =1, na je b unsep3ubunan. Anasoruo, ako 6u p | b, nobunu Gucmo na a € R*.

O6puyTO He Baxku!
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IIpumep 0.32. IIpumep npcreHa y koM aroMu HucCY npoctu Heka je R ckyn cBux mosm-
HOoMa u3 Z[X] rojuma cy roepunujentu y3 X mapHu,

R={p=ay+a X +axX*+...+a,X™:m € Ny,a; € Z,a, — mapam}.

Jlako ce mposepu na je R mornpcren npcrena Z[X] (koedpunmjent y3 X y 36upy asa mosn-
HOMa je 30up BUXOBUX Koepunujenara y3 X, a koepunujeHt y3 X y Ipou3BOIY JBa IIOJIMHOMA
je 36up mpousBoma CiI000MHUX UYIAHOBA U KoepunujeHara y3 X; jeIuHANA U HYJIa UMAajy KO-
epurmjent myna y3 X, ma cy y R). Younmo eqement X2 € R. On je mepactasimus y R (nako
je pacrasmus y Z[X], amu X me mpumaza R!) MebyTtmum, X? muje mpoct y mpcreny R, jep
Ha mpumep, X2 | 10X - 20X, ann X? me mesum mn 10X =mm 20X.

IIpumep 0.33. Jomr jemanm mpuMep mpcTreHa y KOM aToMU HHCY mpocTtu Heka je
R=7Z[v-5={p(v-5):peZ[X]|} ={a+bV/—-5:a,be Z}.

Y meMmy Baxku

(1+vV-5)(1—-+V-5)=9=3-3,

ma 3 meau IPOM3BOM Ha JEBOj CTpaHU, a He Oeau HujenaH on ¢parxropa. llakae, 3 je y oBom
IPCTEHY HEPACTABJbUB, AJU HUjE MPOCT.

(3a mokas ma je 3 mepacrasmup youn ce dynrmmja N(a + byv/—5) = a? + 5b*-mopma, Koja
ciuka R y N (10 je 3ampaBo KBaapaT MOIyJa OBOI KOMILIEKCHOT Opoja) 3a KOjy BaKU Ia
je N(zy) = N(z)N(y). Aro 6u 6usno 3 = pq, Baskmino 6u u N(3) = N(p)N(q), omHOCHO
9= N(p)N(q). Oso je cana pacras y N, na cy moryhuoctu 1-9 u 3-3. OrkoMerTapummMo
camo caydaj N(p) =1, N(¢) = 9. Axo je p = a + by/—5, mra 3maun N(p) = 1?7 To 3maun
ma je a®+5b% =1 3a Here a,b € Z. OmaBme cnem a =1 um a = —1,ab=0, majep=1
umm p = —1, OAHOCHO p je wMHBep3uOMIaH, Ia OBO HUje IpaBU pactaB exeMeHta 3. CiamyHO
3a ocrase MoryhsocTn.)

0.3.10 Paxropuzainuja

Hepuaumuja 0.19. 3a komyTaTuBaH goMeH R KaskeMo Ia je amomuyaH ako je y meMy CBaKU
€JIeMEeHT KOjU HUje WHBep3uOUIaH WM HyJa IPOU3BOJA KOHAUYHO MHOTO aTOMa, TO jeCT akKo
cBako a € R\ (R*U{0}) nma Gap jemny dparropmsanujy

a =Dpip2 - Pn

y K0joj je cBaku p; Hexku aroM y R. MeDy oBuMm aroMmma MOke OUTH U jeOHAKUX, & N je
Ay:KUHA Te aToMuyHe (parkropusanuje on a. CmarpaheMo ga MHBep3UOUIHN €JIEMAHTU UMAjy
ATOMUYHY (AKTOPU3ANU]Y Ly:KUHE HyJIa.

ITpumep 0.34. Y upcreny Z cy 28 = 2-2-7u 28 = (—2)-7-(—2) nBe aroMuuHe (paxropusanuje
enementa 28. llpumeTuMo nma cy oHe jemHAKe MO Ha PENOCIEN U NPUIAPYKEHOCT aToMa KOjU
y BUMa yYEeCTBY]Y.

Takobe, y npcreny Q[X], erement X2+ 5X +4 uma aromuune paxropusanuje X2 +5X +4 =
(X +1)(X+4) = (TX +7)(:X + %) roje ce oner pasukyjy A0 Ha TPUAPYHKEHOCT ATOMA.
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ITpumep 0.35. Hera je R ckyn cBux nosuaoma u3 Z[X| kojuma cy koedpunujertu y3 X napau
(uMasm cMo Ta y mpomioj Jeknuju). Y memy cy 8X2=2-2X-2X u 8X2=2-2-2- X? npe
aToMWuHe (aKTOpU3amuje eleMeHTa 8X2 Koje HUCY MUCTe My:KUHE, HUTU Cy CBU ATOMHU TIPBE
OPUIPYKEHN aTOMUMAa APYTe.

Tarobe, y npcreny Z[v/—5|, erement 9 uma nse aroMudHe GakTOpU3aLUje:

9= (1++-5)(1—-+=5) u 9=3":3, u BHUXOBU ATOMU TIOHOBO HUCY TPUAPY-KCHN.

VI3 npeTxomHUX IpUMEpa MOYKEMO 3aKHbYUUTU Ia Ce HEIPABUIHOCTU (Ca KOjuUMa Ce HUCMO
cycperadu 10 cana, y 6POjeBHUM CKYIOBAMA U KO HOJMHOMA) JaBJba]y y OHUM AOMEHUMA KO
KOjUX Ce MPOCTU W HEPACTABJLUBU €JIEMEHTH He MOokJganajy. HapaBHO, :KeaIuMO na U3aIBOjUMO
KJacy OOMeHa y KOjuMa TAKBUX HENPABUJIHOCTU HEMA.

Heounnaurnuja 0.20. Komyrarusau nomer R je domen ca jednosnauwnom $armopusayujom axo
je aToMHMUYaH W aKO Cy aTOMUYHE (PaKTOpU3aIrje HETOBUX eJeMeHaTa jeQHO3HAdHe A0 Ha
penocien M IPUAPYKEHOCT aToMa. 10 3HauuM na, ako je

G =Ppip2-Pm U a=(q142 " (n

rae cy p; 4 ¢; aTOMH, OHJIA je M = M U IOCTOju HepMyTanuja o € S, TakBa Ja je 3a CBakKoO i,
Pi ~ Go(i)-

Hamomena 0.36. Y nureparypu 4ecTO DOMEHE CA jeIHO3HAUYHOM (AKTOPU3AIMjOM 30BEMO
UFD powmenu, on "unique factorization domain”.

Teopema 0.19. Amomuuarn domen R je domen ca jednosnaumom parxmopusayujom axxo cy y
BEMY CEU AMOMYU U NPOCMU.

ITokas. =) Heka je R moMeH ca jeqHO3HAYHOM (AKTOPU3ALMJOM U HEKA j€ y HHEMY €JIEeMEHT
p arom. Ilokaskumo ma je p mpoct. Heka p | ab u Heka cy a = pipa-Pm 4 b = q1g2+-+ qn
aromMuyne ¢arropuszanuje ox a u b. Ownma je ab = pips- - Pmqiqz - ¢n jeIHA ATOMUYHA
¢paxropusammja enementa ab. Kako p | ab, 6buhie ab = pc, 3a HEKO ¢ KOje omeT mma CBOjy
aroMuyHy (arkropusanujy. [akme, ab mma aroMuuHy ¢arropmzanujy y Kojoj ¢urypuire
aToM p, Ta 300T jeJHO3HAYHOCTU (paKTOPU3aNMje, p MOpa OUTU NPUAPYKCH HEKOM D; W ;.
To name 3uaum na p | a wnu p | b, na je no meuUHUOUjU P TPOCT.

<) Hera cy cama csu aromm y R mpoctu. Tpeba mokaszatum ma Ccy aroMuuHe (HAKTOD-
n3amuje (Koje mocToje 300r aATOMUUYHOCTH) CBUX ejeMeHara m3 R jemmosmaume. Herka je
@ =Dpip2- - Pm = 142" - Gn. 1lo mpermocTaBIM, CBU aTOMMU p; M ¢; Cy TPOCTH, IIa MMaMO Ia
IPOCTO p1 HEIH ¢1G2 - - - ¢pn, WITO UMIUIAIMPA Ia D1 | ¢; 3a Heko j. Bes ymamema ommrocTn,
npernoctaBuMo na p1 | ¢1. Mebyrum, ¢ je atom, ma je ¢ = ap; 3a HEKU UHBEP3UOUIHU
enement «. OHpma ciaemnt aqips - Pm = G142 Gn, & OTABAE QP2 Pm = (2-°+(n W CALA
UCTU TMOCTYHAK MOMKEMO HPUMEHUTH Ha OBE JBE aTOMWYHE (GakTopusanuje my:kuHa m — 1 u
n — 1 ura. Jacwo je ma hemo mobutu ma je m = n m ga Cy aTOMHU IPUIAPYKEHW, TO HA
pemocuen. L]

OcuMm rIace JOMEHa Ca jeJHO3HAYHOM (PaKTOPU3aIXjoM yBemNeMo joul jeqHy 3HadajHy KIacy
JOMEHa.

Hedunnmnuja 0.21. KoMmyTatuBHN JOMEHU y KOjUMa Cy CBU WAEAJU TJIABHU 30BYy CE 2A48HU
WU 2A48HO0UOCAACKY OOMEHU.

Hamomena 0.37. Y mgureparypu UecTO riaaBHOUIEAJICKe moMmeHe 3oBeMo PID momenu, on
?principal ideal domain”.
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IIpumep 0.38. Ilokazanu cmo Beh ma cy y IpcTeny Z CBU UAeaJU TJIABHU, 1A je 7 TIaBHOUIEe-
AJICKU TOMEH.
Ucto Basm u 3a npcrerne F[X], roe je F mome.

Hemro racuuje hemo mokazaru na je CBaku rJIaBHOUIEAJICKU AOMEH yjE€IHO U JOMEH Ca jell-
HO3HA4oOM (akrropuszaunujoM, To ject na Baxku PID C UFD. Ilpe Tora hemo yBectu jomr aBe
BajKHE KJlace MOMEHA. J3HAMO Ja y NPCTEeHy Iejaux OpojeBa HajBehM 3ajeqHUYKMA IesIUiIal
nBa Opoja padyyHaMO Ha [Ba HAUMHA: WM PacTaBUMO Te OpojeBe Ha mpocTe (hakTope U
onna y3memo 3ajemauure ("UFD” ¢BojcTBO mpcTeHa Z) uan ra TpaxkuMo kopuhemem Eykan-
MOBOT QJICOPUTMA, & OHJA U3PAa3UMO Kao JUHeapHy KoMOuHanujy natux opojesa (" Besyosa
penanuja” koja caemu u3 " PID” cBojcTBa npcrena Z).

YBean cmo Behi ozHaky D(a) 3a crynm cBux genumiana eigeMmenta ¢. O3HaumMo cazga ca
D(a,b) ckyn cBuX 3ajemHMUKMX Oenuiana naTux eaeMenata a u b. Ilomro je D(a,b) =
D(a) N D(b), oBaj ckyn canp:xu Gap cBe MHBeP3UOUIHE ejeMeHTe mpcTeHa R. Axo cy 1o u
BUXOBU jeIVHU 3a)eHAYKA AEJIUONN, 38 ¢ U b KasKeMo 1a Cy y3ajaMHO HPOCTHU MU KOIPOCTHU
y upcreny R u ymecro D(a,b) = R* mumemo D(a,b) = D(1) (uEBEep3ubUIHA €IEMEHTU U jeCy
[eJINOUY jeIUHULE).

Ckyn 3ajeIHUYKUX Hejuiala IaTUX ejleMeHaTa ¢ U b He MO:Ke yBEeK la Ce U3Pa3u Kao CKYI
menunana jemHor ejxeMmenTta. Vnak, ako je To ciaydaj, ToO jecT ako 3a mare a u b nocroju d € R
3a xoju je D(a,b) = D(d), taj enement d 30BeMo hajeeliu zajednuury deaunay ereMeHaTa a U
b u mumemo d = NZD(a,b). I3 oBe mepununuje caenu na je d najsehiu 3ajequuuru nemmsan
ereMeHaTa a M b ako 3a CBako ¢ € R Baku:

cla A elb ecld.

Hajsehu 3ajemaunuku nesnmial aBa ejgeMenaTa je oapelheH je THO3HAYHO M0 HA MPUIAPYKEHOCT,
jep ako je NZD(a,b)=d=d,u3d |d A d|d cnemn na je d~d. NZD(a,0) nedpurnmemo
kao nu'y Z, NZD(a,0) = a.

Heduuannuja 0.22. KomyraTuBHN AOMEHM y KOjUMa CBaka [OBa eJieMeHTa uMmajy HajBehn
3ajeHUYKA Jeauial 30By ce [ aycosu domeHu.

JacHo je ma je cBaku momeH ca jemHo3HadHOM (axkropuianujoM u ['aycos. ITorasknmo na
je ¥ CBaKU TJIABHOWIECAJICKUA JOMEH ['aycos.

Teopema 0.20. Y zaa8H0udeaACKOM QOMENY C8AKA 084 eseMeNMa UMAjy Hajeehiu 3ajedHuUYKY
deauaay.

Hoxa3s. Heka je R rmasHOMneasncku nomed u a,b € R. Tlocmarpajmo nnpeadn (a,b) remepucan
enementuma a u b. Ilomro je y R cBakm mmeas ruasam, nocrojahe d € R takBo na je
{(a,b) = (d). Horaxumo na je to d jeman majsehiu 3ajemuuuru meawnan ox a u b. Ilpso, us
a,b € (d) cnenu ma mocroje ay,b; € R 3a xoje je a = da; u b= db;. OBo oner He 3HAYM HUIITA
npyro mero na d|a A d|b, na d € D(a,b). Hera cana d’' | a A d' | b. Orzna nmocroje o/, € R
3a koje je a = d'a’ m b = d'b. Wcropuctuam cmo to na a,b € (d), amu Baxu u 0GpHYTO,
d € (a,b). Onasne je d = ar + bs 3a ueke 1, s € R. Ilamme nMamo

d=dar+dbs=dar+Vs),

na d' | d. Ilo neduanmuju je d = NZD(a,b). O
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Ilakse, moka3ajayd CMO HE CAMO I CBaKa JBa €JIEMEHTa a U b y TIaBHOUIECAICKOM IOMEHY
uMajy HajBehu 3ajemuunuku meauiall, Beh m ma mocrtoje emementu 1,8 € R 3a Koje je Taj
vajBehu 3ajenuuuku nenuian d obnuka d = ar+bs. OBy penamujy 3oBeMo Besyosa pexnamnuja,
a IOMEHe Yy KOojuMa OHa Bayku Le3yosu.

Hepuannuja 0.23. KomyTratuBHM TOMEHM y KOjUMa je CyMa CBaka IBa IJIaBHA Keaja
rakobe raasum unean 30y ce Lesyosu domeHu.

Y nokasy IpeTXOoJHE TeopeMe CMO BUIECIM N2 y De3yoBUM DOMEHMMa CBaKa IBa €JIEMEHTA
a n b nmajy HajBehinm 3ajennuuku menunarn, u oH je yupaso To d 3a koje je (a) + (b) = (d).
Ilakne, knaca Be3yoBux moMeHa je MOTKIaca kiace ['ayCcoBUX mOMeEHA.

Teopema 0.21. Ceaxu zaasroudeanrcku domer je uw 0omen ca jeOHOZHAMOM Parmopusayujom.

Joka3. Ilpumenuhemo Teopemy 0.19 ma hemo mpBo mokaszatu ma je y TJIABHOUIEAICKOM
JOMEHY CBAKU ATOM MPOCT.

Heka je R riaBHOMZEAJICKA JOMEH U p HEPACTABJBUB €JIEMEHT y meMmy. Heka p | ab u Heka
p e meau a. Ilorkazahemo ma tama p mopa na mesu b. IIpe cBera, u3 ycioBa mga aToM HE OeIU
HEKM eJIeMeHT cielu Aa je muxoB Hajsehu 3ajemuuurm memuanar 1: mera je d = NZD(a,p).
Omnasne je p = p'd 3a meko p’ € R. Anu p je arom, na p' € R* min d € R*. Axro 6u 6uio
p' € R*, 6uno 6u p ~ d, na nomro d | a, crenuno 6u p | a, CyIpOTHO HPETIOCTABIU Aa P HE
nenu a. Ocraje d € R*, omnocuo NZD(a,p) € R*, mro mumemo NZD(a,p) = 1. Iloraxkumo
cama ma u3 p | ab uw NZD(a,p) = 1 cnemn ma p | b. Hasmasumo ce y TIaBHOMIEAICKOM
IOMeHy, na je HajBehwn 3ajeqHUYKK meauialn ox a U p obauka ar -+ ps 3a Heke 1, s € R, To ject
1 =ar+ ps. IHomuoxkumo 0By jemuaroct ca b: b= bar + bps. Cana u3 p | ab cienn na p neamn
ob6a cabupka HA HECHOj cTpauu, ma p | b.
Ila 6ucmo mpumenusu Tteopemy 0.19 ocraje ma moraskemo na je R arommuan. IIpso hemo
[OKA3aTU Na CBAKM HEMPA3aH CKyl maeata y R mva makcumasian esnement. [IpermocraBumo
cynporrno. Hera je J mempasaH Ckyn mmeaJia KOju He CaAp:KU MaKCUMaJiaH eileMeHT. Heka
je I1 € J mpousBoman unean. llomro Huje makcumasan nocrojahie unean Io € J tako na je
I canpskan y Ip. VI3 uctux paznora nmoctoju I3 3a xoju je Iy C Is uta. lobujamMo CTPUKTHO
pacryhu nanan umeasa

Lclhcl3C---

y J. 3BraMmo na yHuja mnpeasa y ONIITEM CJIydajy HUje HAeas, ajlu TO He Baku 3a pacryhe
yHEje (MCTO Kao Ko moArpyna u nornpocropa). Yuuja J = J, oy In je unean: mexa a,b € J,
To 3HAauM ma a € I,, b € I, 3a Herke m,n € N u MOKeMO TPETIOCTABUTHU aa je m < n, IITO
3HauUM Oa cy oHma u a u by I,, na je u muxos 36up y I,, a tume omer y J. Takobe, 3a
ac€lp,uzr€R, ar € I, CJ. YBepunu cmo ce na je J upeasn, anu R je rinaBHOMIEATICKA
moMeH, ma mnocroju a koje remepume J, J = (a). Cana u3 a € J cienu na a npumnana HEKOM
I,. Kaxko je I unmean, 3ajequo ca a canpxu u (a). Hobujamo J = (a) C Iy, omaocuo I, = I,
3a cBako m > k, ma OeckoHavaH cTporo pacryhwu maHam uneasa y R u #e mocrtoju!
IIpernocraBumo cama ma y R mocroje eseMeHTH KOju HeMajy (aKTOpM3anujy Ha aTOMe.
Youumo ckym uneasa J 3amar ca:

J={{a):a€ R\ (R"U{0}) u a HeMa ¢daxTopusanujy Ha aToMe}.

YupaBo c¢MO Aokazauau ga y J HOCTOjU MAKCUMaJlaH ejleMeHT, Heka je To (c¢). Kako ¢ mema
¢darropmzanujy Ha aToMme, ¢ HA caM Huje aTroM, ma je ¢ = ab rme a,b # 0 u a u b HUCY
nusep3ubunan. Onmasze je {(¢) C (a) u (¢) C (b), na a u b umajy darropmsanuje HA aTome,
jep je (¢) makcumanan y J. Heka cy muxoBe aToMuyHe (paxkTOpU3anuje a = p1Pe - Pm U b =
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4192+ Gn. OHOa je ¢ = ab = p1ps - Pmq1q2 -+ ¢n jeAHA aTOMUYHA (PAKTOPU3ANUja €JIEMEHTA
¢, IITO je y CYIPOTHOCTU Ca YUEHEHUIOM na ¢ € J.

Ilakne, cBu eneMenTu y R uMmajy aromuyHe ¢axropusanuje, na je no reopemu 0.19 R nomen
ca jeqHO3HAYHOM (DAKTOPU3AIN]OM. 0

Iakne, PID C UFD. O6puyro He Baku. Moske ce mokasaTu ga ako je R momen ca jen-
HO3HAYHOM (pakTopmsanmjoM, oHza je u R[X] moMeH ca jeqHO3HAUHOM (GarTOpuU3arumjoM (Mu
wehemo). Omasme ciaemu na je Z[X] momen ca jemmosmaunoM ¢axropusamujoM. MebyTum,
OH HUj€ INIABHOUIEAJICKU, HA IPUMED KUIeaJ TeHepUcaH ca 7 u ca X Huje IJIaBHU, TO jeCT He
nocroju nonusHoM p(X) ca nenobpojauM KoedunujenTuMa Takas ga je (7, X) = (p(X)).

Ha xpajy hemo, pamum KOMIIETHOCTH, cCaMO Ae(PUHUCATHU jOII jeqHY KJIacy INOMeHa, KOju Cy
’HajouHUju’, TO jecT HAjONMKUA MOBUMA.

Heounumnuja 0.24. Heka je R xomyrtaTtuBHU qoMeH. 3a R kamkeMo na je eyxaudcku domen
aKO Ha HEMY IOCTOjU Dap jelaH eyxaudcku aazopumam, OTHOCHO mpeciukaBame f : R — Ny
KOje 3aI0BOJbaBa yCJIOBE:

1) 3a cBako a,b € R, b # 0, moctoje ¢,r € R 3a roje je a=bg+r u f(r) < f(b).

2) 3a cse a,b € R\ {0} Baxu f(a) < f(ab).

IIpBu ycaoB je Hama KoOPO MO3HATO €YKIUIACKO AEJLEHE C OCTATKOM, U HA HEMY CE U y OBUM
OOMEHMMAa 3aCHMBA HAaUuWH 3a oxapebhuBame HajBeher 3ajeIHMYKOr HEIMONA OBA €JIEMEHTA -
Eyknmumos anropuram. IlTaBuime, eyrInICKu TOMEHU HUCY caMO [3e3yOBU, OHU Cy MOTKJIACA
KJace TNIAaBHOUIEAJCKAX NOMEHa, aju TO HehiemMo oBme mokasaTu.

IIpumep 0.39. Ilpcren Z je eyraunacku, merosa eykauacka ¢pyukuuja je f(m) = |m|. Takobe,
npcren F[X], rme je F mome, je eyrkmuncku, f(p) je cTemeH moiamHOMA p.

Knace xomyTaTuBHUX MOMEHA KOje CMO MepUHMCAIN 3a00BOJbABAjy ciaemehu jgaHAI[ CTPOTUX
WHKJIy31ja:

KOMYTaTuUBHU noMeHu D ['aycoBm moMeHM D OOMEHU Ca jeTHO3HAUYHOM (PAKTOPU3AIUjOM D
TJIABHOUIEAJICKA OOMEHU D E€YKJIUIACKU TOMEHUW D TO0Jba, KA0 U

KOMYTATUBHU OOMEHU D FayCOBH JOOMEHU D Be3y0BI/I OOMEHU D TJIABHOUIOECAJCKU OOMEHU D
CYKJINIACKU ITOMEHU D IMOJba.

IIpu Tom cy xnace Le3yoBux noMeHa U JOMEHa Ca jeTHO3HAYHOM (DAKTOPU3ALNjOM HEyIOpe-
IUBE, U HUXOB MPECEK je TAYHO KJIACa TJIaBHOUICAJICKUX IOMEHA.
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0.4 Iloda

0.4.1 Pamupema mosba

Hepunnmnuja 0.25. [Tome je KOMyTaTUBAH IPCTEH Yy KOM jeUHO HyJa HeMa wHBep3. lpyrum
peunma, nosme je anrebapcka crpykrypa (F,+,:) ca mBe OumapHe omepanuje TakBa Ia je
(F,+) AGesosa rpyna, (F\ {0},:) rakobe AGesosBa rpyna u ounepanuja - je aucTpubyTUBHA
Y OOHOCY Ha omepanujy .

ITprmep 0.40. Hajmame mosse KapaKTepPUCTUKE HyJla je MOJpe parumoHasHux OpojeBa Q.
CrymnoBu peasnux R u kommiekcuux 6pojesa C cy rakobe mosma. Q je nowe pazsomara HARD
KOMYTATUBHUM JOMEHOM Z (ejeMeHTUMa JOMEHa I0NAMO U BUXOBE MHBEP3e -TO jé KOHCTPYK-
nMja Koja ce MOKe M3BECTU Ha cBakKoM objamhy meaux R - eseMeHTH TOT moJba Cy ODJIUKA
ab™! =b"la = 2, a,b € R,b#0). Hedununujy peannux GpojeBa kopuctehn parmonaine u
HENPEKUIHOCT CTe maju y AHaiau3u, a KOMIUIEKCHUM hete ce GaButu y Kommiaekcuoj anasi-
m3u. (3a morpebe Hamer Kypca je HOBOJHO OHO MITO CTE€ HAYUMIU O ODPOjEBHUM CKYHNOBUMA
u omepamnyjaMa y muUMa y TOKY IOCATAIIBEr MIKOJIOBama, y3 moacehame HA 0coOUHE HOIU-
HOMAa HaJ IOMEHYTHUM IIOJUMa - (paKTOpU3annjy, Hylle, KAHIUAATE 38 HYJe, HEPACTABILUBOCT

- Huxoumnal)

IIprmep 0.41. 3namo ma cy Z, 00osba axo je p IpoCT 0poj (MHBEP3UOUIHN €JIeMEHTH Y L, Cy
OHI KOjU CY y3ajaMHO IPOCTH Ca N, I1a Cy CBU OCUM HYyJIe WHBEDP3UOUIHU aKKO je 1 IPOCT).
akmne, HAjMame TMOJbEe UMa 2 eJIeMeHTa U TO je Zo.

Zs, Zs, Z7 ura. cy takobhe mosba.

Hedurnnumja 0.26. 3a mome K ramemo na je pawupewe moma F u mumemo F < K (unm
K > F) ako K uma 6ap jenno mornome F uzomopduo ca F.

O6ununo noma F u F unentuduryjemo, n cmarpamo ma je F normosme oxm K (mormome ce
AeGUHUIIE AHAJOTHO Ka0 HOTIPCTEH, CAAPYKUA HYJIY W jeJUHUILy IOJba W 3aTBOPEHO je 3a CBe
omeparnuje).

Cerumo ce cama mpuMepa BEKTOPCKUX npocTtopa u3 Jluneapue anredbpe: CBakKO mOJbE je
BEKTOPCKU MPOCTOP HaI OMiIo KojuM cBojuM mormosseM. Illta cy omepamnuje y TOM BEKTOPCKOM
npoctopy? Aro je F mormosme nosma K, cabupame ”Bekropa” y BekropckoMm npocropy K he
outu obuuno cabupame y mony K, a muoxkeme ’Bexkropa’ m3 K ”cramapom” u3 F je omet
camo MHOkeme vy oy K (e € F, v € K = awv € K). OBaj BEKTOPCKU IPOCTOP 03HAUABAMO
ca K (jom jemmom, TO je makie camo mosse K, anm mocMaTpaHo KAaO BEKTOPCKU MPOCTOP
man F, mro HamMm omoryhaBa ma KOPUCTHMO TepMuUHE W TBpDHema M3 Teopurje BEKTOPCKUX
mpocTopa).

ITprmep 0.42. CBako KOHAYHO MOJbE UMa P’ eJIeMeHaTa, Tae je p IpocT Opoj.

-Hexa je F xonauno nmome. OHga je meroBa KapakTepUCTUKa HEKU TPOCT 6poj p (kapakrepuc-
THKa [OJbA je WK HyJa WK IpoCcT Opoj, mMmaau ¢cMo To TBpheme 3a momene). ITocmaTpajmo
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kapakrepuctuanu nornpcrer ox F, Fo = {Of, 1, ... (p —1)1r}. IIpumernmo ma je oH m30MOp-
¢dan ca Z,, ma je u caMm jegHo mosbe. IlomTo cMO IOHOBMIM Ja je CBaKO MOJb€ BEKTOPCKU
IpoCTOp Ha L Ouiao KojuM cBojuMm mormnosbeM, F hie Gutu Bekropcku npocrop Hax Fy. Kako je
F roHauHO, 1 BHEroBa AUMEH3Uja je KOHAYHA, PEIUMO 1. 3HAMO 4 je CBAKU BEKTOPCKU IIPOC-
top V mumensuje n man nomeMm K msomopgan ca K", ma je F = Fy = Z), onarye menocpeso
caemu | F |=p™.

Hepuuumuja 0.27. 3a pammpeme K nmoma F kaskemo na je xonawho ako je BEKTOPCKU MPOC-
top Ky konaune mumensuje. Tana ce muMmeH3uja TOT TPOCTOPA O3HAUABA Ca

dim Ky = [K : F]
u 30Be cmenen pawupenae K moma F.

Axo je [K : F] = n, cBe F-6aze Berkropckor mpoctopa Kp cy kapamHamHoctu n. 3HAUH,
nocroju Gap jenad cucteM O n eneMeHaTa mosba K, Ha mpmMmep [eq,es,...,e,], TakaB na
cBaku exeMeHT u3 K Moyke Ha je AMHCTBEH HAUMH [a Ce IPEACTABUA Kao JIMHeapHa KOMOMHANMja
e-oBa, ca rKoepunujertuma u3 F.

IIpumep 0.43. Ilome KOMIIEKCHUX OpojeBa je KOHAYHO PAIIUpEHne M0Jba PEeaHuX OpojeBa
n Baskn [C : R] = 2, jep je [1,i] jenna 6a3a BerTopcror npocropa Cr (cBakm KOMILIEKCAH GPO]
je obumra z =a-14+b-i3a a,b € R).

IIpumep 0.44. Ilome peasnux OpojeBa HUje KOHAYHO PaIIUPEe MOJba PAUOHAIHUX OPO-
jeBa, jep He MOCTOjU KOHAUYHO peaJHUX OpOjeBa TAKBUX A& CE€ CBU OCTAJU M3PaKaBajy Kao
BUXOBE JIMHeapHe KOMOUHANMje Ca PAIUOHATIHIM KOe(UINjeHTUMA.

Teopema 0.22. Axo cy K > F u L > K xonauna pawupemwa nowa, mada je nowe L. xonauno
pawupewe nova F u eancu:
[L:F]=[L:K]K:F].

Hoxra3. Heka je [L: K] =m u [K:F] =n. Opo 3raun na Lg uma 6a3y on m ereMeHaTa, HEKa
je To e = [e1,ea,...,en], n na Ky uma Ga3y om n ememenara, Heka je 10 f = [f1, fa,..., fn].
Ilokaszahemo na je cucrem

h={efj:1<i<m, 1<j<n}

jemuna 6a3a BEKTOPCKOr mpocTopa Ly, TO jecT ma je reHepaTpuca U JIMHEAPHO HE3aBUCAH.

-remepaTpuca: Heka je | mpomsBosbaH eseMenT u3 L. [lomro je e 6a3a 3a L man K, mocroje
«a; € K 3a koje je | = ajeq + ases + -+ - aupen,. Hame, kako je f 6aza 3a K man F, 3a cBako o
nocroje B;; € F 3a koje je oy = Bi f1 + Biafo + -+ + Binfn. Hakue, cBaro [ € L je obnuxa

l= Z(Z Bijfi)ei = ZZﬁijeifj
i=1 j=1 =1 j=1

npu gemy cy fBi; € F, a mpousBomu e;f; cy cBakako u3 L. To 3maum nma je cucrem h jemsa
remeparpuca F-Bekropckor mpoctopa L.

-nuHeapHa He3aBucHOCT: Heka je

Z Z aijeifj =0

i=1 j=1
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3a Heke «;; € F. OBO je eKBMBAJICHTHO ca

m n
E ( E aijfi)ei =0,
i=1 j=1
ma TMOITO CY €1,€2,...,C, JUHEAPHO HE3aBUCHU Yy BEKTOPCKOM mpoctopy Lk, Ouhe ~; =

(2" aijf;) =0 3a cBako i. Mebytum, cBaku v; je quHeapHa KOMOUHAIMja f;-0Ba, KOJU C
j=1%ijlj . y , Yi ) 1% ) j s il y
JIMHEAPHO HE3aBUCHU y BEKTOPCKOM IpocTopy Kp, ma je a;; =03ace 1 <i<m, 1 <j<n.
3akmpydyjeMo na cucrteM h U JrHeapHO He3aBUCAH.

Haxme, h je jemna 6a3a BekTOpCcKOr mpocTopa Ly, ma kKako oHa 6poju mn BEeKTOpPa, AUMEH3Uja

OBOT IPOCTOPA je YIPABO TOJUKO, a 0 AePUHUNM]U TO je creneH pamupesna [L : F] = mn. O

Hocaeduua. Jacuo je ma ce mperxonuo TBpheme O TPAH3UTUBHOCTU CTENEHA PaIlnpena
UHIYKIUjOM MOKE IPOLY/KATHA HA KOHAUYHO mosba: ako cy F; <Fo < ... <F, mosma TakBa na
cy cBa pamwupema F; > F; ; romauna, ouma je u F,, KOHAUHO pamupeme moba F; 1 BaKMU:

[Fn : Fl] = [Fn : anl][anl : Fn,Q] L []Fg : Fl]

0.4.2 IIpocta pammupema moJdba

Heka je K 6uno kxoje pamupeme noma F u o ¢uxcupan enement m3 K. Ilra je majumame
nornosse oxn K koje campxu F u a? Ilomro je mosmse F 3aTBOpeHO 3a cBe omepamuje, ocraje
na ce mobpureMo 3a «. To pammpeme 3a HoYeTak MOpa Oa CAIPXKU CBe cTemeHe 1,a,a?, ...,
3aTUM BUXOBE MPOM3BOIE Ca eJeMEHTHMMa Mojba F u cBe KoHauHe 30upoBe TAKO MOOMjEeHUX
enemenara. Jlobuhemo cryn

{co +cra+cpa® + -+ cpa™:m €Ny, ¢; € F},
OIHOCHO CBe IOJHMHOME IO (¢ ca KoedurujeHTuMa u3 F, 1 Taj CKyI 0O3HAUaBAMO
Flo] = {p(e) : p € F[X]}.

Hapasno, oBaj ckym je 3aTBOpeH 3a cabupame U MHO:KEHE, Ia je morupcreH on K, amu me
Ccap:KU MHBEP3€ CBUX CBOJUX €JIeMEHATa. 3aTO MOJajeMO W HBUX U HoOujaMo

F(a) = {29 . p g € FIX], g(a) £ 0},

OsBo je Tpaskeno MuHMMAaJHO mOTHOmEe o1 K koje canpxu u F u . OBakBO pammpeme 30Be
ce mpocmo pammpene noba F ca npumMumuerum eIeMEeHTOM .

Omnmruje, 3a pamwupeme K moma F rakemo ma je mpocmo ako mocrtoju Gap jemo a € K
3a roje je K = F(a). Exement a roju onpebyje oBakBo pamuperme 30Be Ce NPUMUMUEHU
€JIEMEHT TOI Pallupena.

Hame, ca cBakMM ejJeMeHTOM « 13 maTor pamupemna K moma F MmoskeMo mocMarpartu u
omrosapajyhe mpocto pammpeme F(a) moma F. Y memy cy cBakako emementn 1,a,a?,....
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Paznuxyjemo nBe BaskHe KiIace eneMenaTa u3 pamupena K y OQHOCY HA TO Oa JIU je HAaBeIeH!
HU3 eJeMeHaTa, Tj. BEKTOPa 13 BeKTOpCKOr npocropa Kp, muHeapHO 3aBUCAH MM HE3ABUCAH
Hag F. Axo cy Bekropu 1,q,a?,... TUHeaApHO 3aBMCHM, OHIA IocToje ¢; € F o Kojux je Gap
jemaH pasamuuT On HyJe, TAKBU Ia je cg + cia + caa? + -+ + cpa® = 0. To je exBuBaseHTHO
ToMe Ja je « Hysa Gap jemmor He-Hysa nmosunoma u3 F[X]. Tazma kaskeMo na je eneMeHT
aneebaperu man moseM F. Ha npumep, 6pojesu /5, v/7, V2 + /7 cy anrebapcku Hax HOJbeM
Q.

Y CcympoTHOM, TO jeCT ako je HM3 BEKTOpa 1,q,q?,... JIMHEAPHO HEe3aBUCAH, OTHOCHO
AaKO (v TIOHWIITABa jemuHo HyJa moiuHoM mu3 F[X], 3a mera kamemo ma je mpancyendenman
Han nmomeM F (Tama ce o momama mcto kao Heoxpebena kom monmmoMa, "He Mema” ce ca
enementuma u3 F, n Basku F(a) 2 F(X); na nupuMep, OpojeBu 7 U € Cy TPAHCIEHIEHTHU HAJX
nomeM Q).

3a aarebapcke ejgeMenTe Baxku 1a je npcrer Fla] jeqnak nomy F(a) u na je crenen pamupemna
[F(a) : F] komauan n 1aKO ce padyHA.

Teopema 0.23. Hexa je K pawupewe nonva F u o € K. Eaemenm a je aneebapeku nad F axxo
je F(a) = Fla]. ¥ mom cayuajy nocmoju jeQuncmeen MOHUNAH NOAUROM [L MAKA8 0G 34 C8AKU
noaunom p € F[X] eaxncu

pla) =0 < plp.

IHoaurom p je mepacmasnwue y npemeny F[X]| u mezos cmenen je ynpaso cmenen pawiupena
[Fla] : F.

Hoxa3s. Axo je F(a) = Fla], To 3Haun na ce cBaku pas3iIoMak y UMjeM j€ MMEHUOIY HOIUHOM
O (@ MOKe M3PA3UTU KAO HEKU APYTHW MoJrHOM mo « (ouursnenuo je na je Fla] C F(a), a
HAIlla MPETIOCTAaBKa je na Basku U OOpHyTa uHKIy3uja). Ha mpumep, ﬁ = p(a) 3a Heru
nosusoM p € F[X], onariue je 1 = (2a — 5)p(e), 1j. 2ap(a) — 5p(a) — 1 = 0, na o noHMIITABA
nosmeoM ¢(X) = 2Xp(X) — 5p(X) — 1 ca roedunujentuma u3 moma F, mro 3naum na je o
anrebapcku man F.

HoxraxkuMo cama raaBau cMep TBpbhema: mHeka je o amredbapcku Han F. To 3maum ma o moH-
nmrasa 6ap jenad me-Hysa noauHoM u3 F[X], onakie cienn na HOCTOjU U MOJIMHOM HAajMamber
CTEeNeHa 32 KOJU TO BAKU. Y 3MMMO MOHMYAH TAaKaB - HEKA j€ [/ MOHMYAH IIOJMHOM HajMamber
crenena u3 F[X] kor « nonumrasa. Ako je p 6uno koju nosusoMm u3 F[X], nomeauhiemo ra
EeYRIUIACKA Ca [ P = [ig + T, IPU UYEMy je CTEeleH MOJUHOMA T MAmU OJl CTENEHa MOJUMHOMA
. Bamennmo X = a: p(a) = pla)g(a) + r(a), ma rako je u(a) = 0, nobujamo p(a) = r(a).
Axo je p mommmoM 3a koju je p(a) = 0, mperxomna jemmHaroct maje r(a) = 0. Mebyrwum,
CTEIeH IOJMHOMA 7" je CTPOro MamU O CTENeHa MOJUHOMA (i, A je 0BO Moryhie jenmHo ako
je r =0 (umaue Gu r 6O MUHUMAJIAH, IITO jé y CYHPOTHOCTU Ca HPETIOCTABKOM 1A j€& TO
w). Harne, p = uq, ognocuo u | p. IIpumerumo na cmo oBuMm mobunu u ciaenehe: 3a cBaku
nosuaoM p u3 F[X], p(a) = r(a), npur ueMy je r OCTATAK NPU €YKIUICKOM AEJLEHY MOJUHOMA
p ca p. OBo 3HAUM na ce p(a) MOKe U3PA3UTHA KAO JUHEAPHA KOMOMHANN]A CTEIEeHA eJIeMEeHTa
Q' KOju Cy MamU OJ CTEleHa TMOJUHOMA fi. AKO je CTeleH MOJUHOMA (i JeTHAK m, HobujaMo
pla) = r(a) € L[1,a,a?,...,a™ Y], ma je oBaj cucTem remepaTpuca BEKTOPCKOT IPOCTOPA
Flo] man F. Takobe, ako manpasumo F-nuneapHy KOMOMHAIM]Yy OBHUX CTEIEHA KOja je jel-
HaKa HYJIH, co + cia+ - + 1™~ 1 = 0, nobuhemo na cy csu ¢; = 0, jep 61 y CympoTHOM
IOCTOjao He-HyJa HOJMHOM CTEIeHA CTPOTO Mamer OX m KoJ « moHumTasa. llakie, cucrem
[1,a,0?,...,a™ Y je jemna 6aza BexTopcror mpoctopa Fla], ma je dim Fla] = m.
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3amTo je MOJMHOM ca HaBeldeHUM ocobunama jemmucTBeH? [IpeTmocTtaBuMo ma mocToju jorr
jemaH MOHUYAH MOJUHOM [ KOjU 3aI0BOJbaBa OBe ycioBe. V3 ympaBo moka3aHOr CBOjCTBa
Ia Taj IMOJMHOM NEJU CBAKU APYTHU KOJjU Y (v UMa BPETHOCT HYyJIa, CIEIU C jelHe CTpaHe na
w| i, a c onpyre ma fi | u. To 3HAYM na ce pasuuKyjy IO Ha CKagap, i = ai, a € F, amu xako
cy oba mMoHmuHa, Taj cramap je 1, tj. o = p. 3amTo je pu HepacraBmpus?! IIpermocraBumo na

3a HEKe TOJMHOME P U ¢ Basku (= pg. 3amennmo «: p(a) = p(a)q(a), omrocuo p(a)q(a) = 0.
Hanasumo ce y momy L y KOM HeMa OpaBux JeiuTesna Hyde, ma je p(a) = 0 mau g(a) = 0.
OBo moBsaum ma i | p wau p | ¢, ma je jemaH on BUX CKajap, a APYTYU NPUAPYKEH (i, OITO
3HAYW Oa [ HeMa IPaBy (aKTOPU3ALU]y.

Ocraje jom na norasxkemo na je Fla] = F(a). Kao mro je Beh peueno, Fla] C F(«). Tpeba
HNOKA3aTH A& BAKM M OODHYTO, TO J€CT A& Ce MHBEP3W CBUX He-HyJa exemenara u3 Fla] mory
u3pasuTu Kao noauHoMmu 1o «. Hexka je p(a) # 0 npoussBosman eaement u3 Fla] (p je napasuo
nosueoM u3 F[X]). Omner uz rapakrepusamuje mommaoMa u umamo: p(a) # 0 mosnaum na
u ve memu p. MebyTtum, p je aToM, ma je uuHeHUNA a4 HE NEIM HEKA APYTHU IOJIUHOM
eKBUBAJIEHTHA TOMe Ha Cy y3ajamuo mpoctu: NZD(u,p) = 1. 3Hamo ma To masbe 3HAUYM Oa
nocroje meku momuuomu a(X) u b(X) 3a koje je pa + pb = 1. YBpCcTUMO @ y IPETXOIHY
jemaaroct: p(a)a(a) +p(a)b(a) = 1. Osme je p(a) =0, na je p(a)b(a) = 1. OBo TauHo 3HAUN
na je b(a) naeeps enementa p(«): @ = b(a) € Fla]. Hakue, cBaku He-Hyna exeMenT u3 Fla]
nma unsep3 y Fla], ma je Fla] nome, To ject Fla] = F(a). O

I[TonuuoMm p kOju je meduHMCAH M ONKCAH y yIPaBO INOKA3aHOM TBPDemy 30BEMO MUMU-
MAAHY noauHoM eneMeHTa «. Hberos cremen je cmenew enemernta «. Ilokazanu cmo nma je
Taj cTemeH jenHak cremeny pamwupema [Fla] : F.

Ipumep 0.45. Exement /7 je amreGapckn man momem Q. O mommmrasa mommaoMm X2 —
7, koju je HepacraBmuB Han Q mo AjsemmrajuoBom kpurepujymy (Huwomal), ma je To u
MUHUMAJHA TIOJUHOM OBOT esementa. Jlaxie, crenen pamupema [Q[v7]: Q] = deg(X? —7)
2.

Ha wcru maumn, /7 mommmrasa monmaoM X° — 7, Koju je Hepacrtasmus mHax Q omer mo
Aj3eHImTajHOBOM KPUTEPUjyMy, Ma jé TO U MUHUMAJIHU IOJUHOM OBOr ejeMmenta. Omatie je

creren pammpema [Q[V/7] : Q] = deg(X? —7) = 3.

0.4.3 AJsrebapcka pammupema moJba

Hera je K pamumpeme moma F u a; € K anrebapcku man F. Tana je [Fy : F|] = deg po,, Toe
je F1 = Flai] = F(a1). Hexra je, mame, ap € K amrebapcru man Fy u Fy = Fifag]. Cakn
enevent u3 Fa je obmuka > ,(37; a;;jab)ad, roe a;; € F (monunoMm mo as ca KoeduuujeHTHMA
u3z F; = Floy]), omsocno Y a;jabal, ma je Fy = Flay|[as] = Flay,as]. C mpyre crpame,
Fy = Filas] = Fi(ag), jep je ap amrebapckm manm Fi, a 1o je mame F(ap)(az), mTo je mo
nepunnnrju mosbe (0GAMM 3arpagaMa O3HAUABAMO IOJbE) W TO HAjMAH€ MOJbe KOje CaIp:KU
F u enemenrte oy u ap. Iakie,

F[Oél, 042] = IF(Oll, Ckg).

Cana MOKEMO HaCTaBUTU Ca HEKUM (3 aJ'Il"e6apCHPIM Ha I FQ n TaKO OaJbe.
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Teopema 0.24. Axo cy a1, s, ..., q, esemenmu uz pawupena K nowva F makxeu da je oy anze-
bapexu nad F u 3a ceaxo i € {2,...,n} eaemenm «; anzebapcru wad Flay, as,...,q;—1), mada
je

Flar,ag,...,an] =Flag,ag, ..., ap)
Hajmame nomnose 00 K xoje cadpacu cee ay,ao,...,ay. Taxohe, y memy cy ceu eaemenmu

anzebapeku u Had nomem F.

JHoka3. Wunyrmujom mo n. 3a n = 1 1o je Tteopema 0.23, a 3a n = 2 KOMEHTAp KOju

nperxonu TBphemy Koje ynpaso mokadyjemo. Heka je F; = F(ay, aq,...,«;) n Hera tBpheme
Bazkm 3a n— 1, omocuo F,,_1 = Flay, g, ..., an—1]. Homwro je a,, anrebapcku van F,_1, cuhe
F, =F,_1]lan], a omatae F,, = Flag, as,...,a,]. Kako je F,, = F(a,as,...,q,), ciemu upsu

meo TBphema.

Hoxraxkumo cana na je cBaku eixeMmenT u3 IF,, anrebapcku u nan F. IIpema Teopemu 0.23 cBako
nosme F; je romauno pamwmpeme mosma F;_; (jep je F; = F;_1[e;], ma je cremen pammpema
[F; : F;_1] jenmak cremeHy MUHUMAJHOMI IIOJMHOMA €JEMEHTa «; Hanm nomem F; ;). Ha
ocuoBy Teopeme 0.22 u mene [locaenume, nobujamo na je noswe F,, KOHAYHO pamupeme caMor
noma F. Yamummo canma npoussosman enement o € F,. Ilocmarpajmo esmemente (0QHOCHO
BekTope u3 F-BexTopckor mpoctopa F,,) 1,a,a?,.... Ilomro je F, xonaune mumensuje xao F-
BEKTOPCKU IPOCTOP, OBU BEKTOPU CY JMHEAPHO 3aBUCHU. Jlakie, HOCTOjU HUXOBA JIMHEAPHA
KOMOHMHAIMja ca KoepuImjeHTuMa 13 moJba F KOju HUCY CBU HyJa, a 4Yrja je BPEIHOCT HyJIA.
To mam naje He-myJa noauHoM u3 F[X] kor « moHumrasa, mTO 3HAYM 14 je @ aarebapcku
enemenT Han F. O

Hexka je cama K pamupeme moma F u a u 5 # 0 enementu u3 K koju cy anrebapcku Ham
F (tum mpe je 8 amrebapckm man Fla], ma je Fla, 8] = F(a,3) mo nperxomuoj Teopemm).
To nome Fla, f] canpsxu cBe enemente koje MosxkeMo nobutum momMolly o u S u cBU OHE CY,
OmeT O MPEeTXOAHOj Teopemu, u anrebapcku Han F. IloceGuo, 30up, mpousBOMI, CYyIPOTHU
€JIeMEHTH, Ka0 U WHBEP3U aJarebapCcKuX ejieMeHaTa Cy IOHOBO auarebapcku, IITO 3HAYU 14 je
CKyn cBux eiemenara m3 K koju cy aarebapckum mam F 3aTBOpeH 3a CBe omepalyje moJba.
Ilakne, cxkyn cux eneMenara u3 K koju cy amnrebapckm Han F je jemno mormosse mossa K
koje osnauasamo ca F[K] u 30BeMo aseebapcko sameopewe noma F y merosom pamwmpemy K.
Taxrobe, 3a pamupeme K moma F raskemo na je aazebapcro aro je K = F[K], onnocno ako cy
cBu enementu 3 K amnrebapcku wan F. Ilpumernmo ma cMo y mOka3y OpeTxomgHe Teopeme
[OKA3aJIM Ja je CBAKO KOHAUHO pammpeme u aiarebapcko (mocaemnmu neo mokasa, ox F, je
KOHAUHO pamupemne oxn F).

[Tocebno, 3a F = Q, a K = C, rommiekcan OpojeBU KOju Cy aarebapCKu HAI MOJbEM
panroHaJsHUX GpojeBa 30By ce aazebapcku Opojesu. Ouu uumHe jenuo normosse mosba C koje
osmauasamo ca Q[C].

ITpumep 0.46. Onpemutu crenen pamupesa [Q[v/2,v/7] : Q]. Ila mu je 0BO IPOCTO pamupeme
moma Q7

-IIpe cBera, nmpema TeopeMu U3 OBOI OEJBKA j€ Q[\/i, \ﬁ] = Q(\/ﬁ, \ﬁ) HajMame HaTIOJhe
noma Q koje canpxu ememente /2 u /7. Ipema teopemu 0.22 Ban

[@v2,v7]: Q] = [Q[vV2,V7] : Qv2]] - [Q[vV2] : Q].

Tame je [Q[v2] : Q] = 2, jep je cTemen MUHUMAJIHOT MOJUHOMA ejeMenTa /2 Han Q jemmax
2 (mosmmuom X2 — 2 je mepacrasmus mpema Ajsemmrajmy). Takobe, [Q[v2,v7] : QV2]] = 2,
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jep je MuEUMaTHE mOMMHEOM 3a /7 HAX Q[\/ﬁ] jemmak X2 — 7 (jacmO je ma je 0BO MUHUMAJHW
momuEOM 3a /7 Hax Q; MUHMMAJIHY HOJMHOM HAJ MIXPUM HOJHEM O €BEeHTYAJIHO A0 OBaj,
mMehyTuM y oBOM caywajy TO Ou 3HAUMIO ma je MPBOr cTemeHa, omHOCHO ma \/7 € Q[V2];
nokazuTe ma muje /7 = a -+ byv/2 3a mexe a,b € Q!). Iaxne, [Q[v2,V/7]: Q] =2-2 =4.

OBO jecre mpocTo pammpeme mopba Q, ca IPUMUTUBHAM ejeMeHTOM penuMo V2 ++/7. Ila je
@[\/5—1— V7] € QV2, \ﬁ] je ounrsenHo, jep enement v/2 + /7 npunazna Q[v2,VT]. O6puyTy
MHKJIY31jy IIOKA3yjeMO TaKO IITO CBAKU O eleMeHaTa v/2 1 /7 uspasumo mpeko V2 + /7 u

merosor unsepsa (Huxona!). IHakre, Q[v2,v7] = Q[v2 + V7).

0.4.4 KopeHCKO moJbe MOJIMHOMA

Y OpeTrxomHOM JesNy CMO eJeMEHTMMa M3 HEKOI palmpena nosa F npuapy:xuau moauwHoMe
n3 F[X], momohy kojux cMO padyHauu cremeHe pamupema onpeDeHNX TUM ejleMeHTHMA.
Heka je cama curyaunmja taksa na je nar noausaoM f us F[X], crenena n. Iluramo ce mra
je Hajmame pamupemne nosa F y koM ce f Moxke pacraBuTu Ha nuHeapHe (parxrope. IIpyrum
peunMa, TpaskuMo pamupeme obauka Flay, as, ..., an] ¥ KOM ¢y aj,as, . .., Gy TAYHO CBe HyJe
nosuaOoMa f. 3a mouerak heMmo mokasaTu ma mocroju mpocto pamwupene F(a) moma F rakso
na je o bam HyJsa moanHOMa f, 3ampaBo KoHCTpyucahemo jeman Momes TakBOT pammpena.

Teopema 0.25. 3a cearu morusar u nepacmassrus nosurom f uzF[X] nocmoju npocmo pawupeme
Fla] nowa F y xome je f(a) =0. To nowe je odpelieno jednosnauto 00 ma U30MOpPusam.

Joxka3. Axko takso nmose F[a] mocToju, 3HAMO JBE CTBAPU O HEMY:

- oHoO je cauka upcrera F[X]| y ogHocy Ha mpecaukasame p — p(a);

- IIOUITO je IIOJIMHOM f HEepacCTaBJ/bLUB, OH he OuTy M MUHMMAJIHU IIOJMHOM €JIEMEHTA (.

ITocmarpajmo npecankasame 7 : p — p(a). JacHo je ma je m xomoMop¢usaMm (BpenHoCT 36upa
ZBa TOJUHOMA Y HEKOM €JIEMEHTY je 30Up BUXOBUX BPEAHOCTU; UCTO BAKU U 3a MPOU3BOIL).
Takxobe je jacuo ma je "ma” (rako je m meduuucan Fla]), Imm = Fla]. Xajme ma mabhemo
je3rpo oBOT XOMOMOD(du3Ma:

Kerm ={p € F[X]: 7(p) =0} = {p € F[X] : p(e) = 0} = {p € F[X] : pu | p} = {p € F[X]: f | p}

={peF[X]:p=fq, qeFX]}=(f).

IIpumenunmo cana mpBy TeOopeMy O M30MODP(U3IMUMA 34 IPCTEHE:

FIX]/(f) = Fla].

Oszmaummo ca K oBaj kosmunmuku npcred. I[lpmmermmo ommax na je K mosme momro je f
aroM y F[X] (umanu cMo ma cy mieanu reHepUCAHU aTOMUMA MAKCUMAJHU y CKYILy IJIABHUX
nneasa, anu y npcreny F[X] cBu uneanu cy rnasau, na je (f) Makcumasan, u ogropapajyhmn
komuuHUK je mosbe!). To mome je mormyno oxpebeno momunomom f, yzemu cvo F[X]| u camo
ra HOCEKJIM IO maeaJy reHepucasoMm ca f. TBpamMo na je TO TpaKeHO palIUpEemeE.
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IIpso, ma mu je K = F[X]/{f) yonmre pamupeme noma F? Tpeba mam yraname (MOHOMOD-
¢uzam) moma F y momwe K, a 3a To hie 6Gurn m0BOMHO na y3MeMo peCTPUKNA]y oArosapajyher
KOJIMYHUYKOr Tpeciaukasama u3 F[X]| ma F[X]/(f):

c—c+ (f)

je xomomopouszam n3 F y F[X]/(f) xoju jecre "1-17 (c+(f) = +(f) & c—c € (f) & c=).
Hame, na au y TOM pammpeny IOCTOJU €JIEMEHT Koju je Hysa noauuoma f? Osmaummo ca a
€JIEMEHT U3 KOJIMYHUKA Koju je oapeben nomuuomom X: a = X +(f) u uspauynajmMo BpeHOCT
nosuHOMa f y a (pamma ce, nakne, nemasa y K = F[X]/(f), pesynrar hie Gutu Hekn enemenT
U3 KOJMMYHUKA, OJHOCHO Heka kiaca umeana (f)). Heka je f =co+c1 X +co X2+ +cpn X™.
Pauymamo:

Fla) = F(X +(f) = co(L+ () + er(X + () + c2(X + {f))* + - + (X + ()"

= co(1+{fN)+er (X +{f)+ca( X2+ 4 Fem(X™+H(f) = coter X +ea X244 X+ (f)
=fX)+ )=+ =(f)=0xk

Haxrine, a je mysna nomuaoma [ y momy Kl

3a cama cMo KoHCTpyucasau pamupeme K moma F y koM f uma mymay. Ilorazahemo ma je
TO pammpeme u npocro. MVaspauynajmo cremen [K : F]. Ilo mepunuunmju to je mumMeHsuja
Bektopckor npocropa Ky. Kox mac je K ronnunuk F[X]/(f). lra je 6aza oBOr BEKTOPCKOT
npocropa Han F? Esnementn y komuunuky cy obmuka p + (f), roe p € F[X]. Iomemuhemo
p eyrauacku ca f u onzpa je p+ (f) = fq+r + (f), ommocno p+ (f) =7+ {f) =bp + 11 X +
bo X%+ o+ by 1 X™ L 4+ (f), Toe je m = degf. Onasne ciemu na jemny F-6a3y KonudHmEa
unae exementu [1+ (f), X + (f), X2+ (f),..., X" L+ (f)], ma je [K: F] = m = degf.

C apyre crpane je crenen pamwupemna [Fla] : F] mo Teopemu 0.23 jenHak creneny MUHAMAJIHOT
NOJIMHOMA, eJieMeHTa @, a To je f (koMeHTap ¢ moyeTka mOKa3a, a je mHymda on f, m f je
Hepacraspus Hax F): [Fla] : F] = degf. Kako je Fla] normosme nosma K, a ucre cy numensuje
Kao BeKTOpcku npoctopu Han F, 6whe K = Fla].

Iaksne, KOHCTpyuUcaau cMO Tpocto pamupene K nmoma F y koM nomuaom f uma myay a. To
cMo ypaamau camo noMohy mosmuaoma f u martor mosma F (K = Fla] = F[X]/(f), upu uemy je
a =X+ (f)). Oner npema KoOMeHTApy HA MOYETKY HOKA3a, CBAKO PAIIUDPEHE CA TPAKEHUM
ocobunama he 6Gutu mzomopouo osom, Fla] = F[X]|/(f), na je oHO M jemuHCTBEHO HO HA
“30MOppuU3aM. O

IIpumep 0.47. Homuuom X2 + 1 je HepacTaBLUB HAJ HOBEM PEANHUX OpojeBa, ma je mpema
nperxommoj reopemu R[X]/(X? + 1) pamupeme noma R y kKoM oBaj monuaOM uMa HyIy. AKO
Ty HyJIy O3HAUMMO ca i, Teopema kaxke ma je R[i] = R[X]/(X? +1). Kako je X2+ 1 crenena
nBa, pamupeme R[i| je obauka R[i] = {a + bi : a,b € R}, a 10 je yupaBo mosse KOMIJIEKCHUX
6pojesa (mmamu cmo Beh Ko MakcuMaHUX mmeata aa je R[X]/(X? +1) = C). IIpumermvo
2 OBO pallUpene CaAp:KU U APYTY HYJIY AATOT IOJUHOMA.

IIpumep 0.48. IMomumrom X2 — 2 je HepacTaB/BUB HAJ HOBEM PANUOHAJIHUX OpojeBa, IIa
je mpema mperxommoj Teopemu Q[X]/(X? — 2) pamupeme moma Q y KOM 0OBaj TOTMHOM WMa
HyTy. AKO Ty HyJIy O3HAUMMO ca \/2, n3 mokasa Teopeme caema ma je Qv2] = Q[X]/ (X% —2).
Pamupeme Q[v/2] je o6muxa Q[v2] = {a+bv2: a,b € Q} u Takobe caapxu ApyTy HyIy AATOT
HOJIMHOMA.
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IIpumep 0.49. IMomumom X3 — 2 je HepacTaB/LUB HAL MOJLEM PAIMOHAJIHAX OpoOjeBa, ma je
npema mperxonsoj Teopemu Q[X]/(X?3 — 2) pammupeme moma Q y KoM 0Baj MOJIMHOM MMa
Hyny. Axo je osmaummo ca /2, 6uhe Q[v/2] = Q[X]/(X? — 2). Homro je mommuom X3 — 2
crerena Tpu, pamupeme Q[v/2] je obmka Q[V/2] = {a+bv/2+¢(V/2)? : a,b,c € Q}. Mebyrumm,
OHO He CaAP:KU IpeocTaje JBe Hyje OBOT mouuHOMa (OHe cy kKommtekcHe, a Q[v/2]C R).

JHepunnnuja 0.28. Pamwupeme K nomsa F je xopencko nowe nomunoma p € F[X] ako y K
[OCTOj€ eJIEMEHTU 1,3, ...,y 3a koje je K= Flay,ae,...,ap] 1

p=a(X —a)(X —ag) - (X —ap),
rue je a Bomehm koedurujeHT moIUHOMA P.

Haxrne, K je MurnMmanzo pamwupene nosba F Han kojuM p uMa JIuHEaApHY (aKTOpU3aLU]jy.

Teopema 0.26. Hexa je F npoussonno nome. Ceaku nosurnom p € F[X] cmenena n uma bap
jeono xopencko nowe K =Flag, ag, ..., o).

Iokas. Nunykmujom mo n = deg p. Ako je n =1, p je obaura p = a(X — «) 3a ueke a,a € I,
ma je meroBo KOPEHCKO moJsse yupaso K =TF.

IIpernocraBuMo cazxa Oa CBaKA HOJUHOM CTeNeHA 1 — | MMa KOPEHCKO HOJbe U y3MUMO
[IPOU3BOJLAH NOJMHOM P cTemeHa n. Jla 6MCMO MCKOPUCTUIM WHIAYKTUBHY XUIOTe3y, Tpeba
HaMm ”jemHa Hysa Mame”. 3aro Nemo mpBo yserm Ouio koju aToM (HEPACTAB/LUB MOJIU-
HOM) Koju meau p (ako je cam p arom, yzehemo mera). Ilo mperxomaom tBpbhemy, moctoju
pamupeme Fy = Fla;] moma F y koM je ay Hyma tor atoma p; (caMuMm TUM U IOJUHOMA D).
Ownna je

p=(X—aig
rae je g merku nosnuuoMm u3 Fi[X]. Ilomro je deg ¢ = n — 1, HA OCHOBY WHIYKTUBHE HPET-
[OCTABKE ¢ UMa KOPEHCKO mosbe obmuka Fi|a, ..., ay], mro je name Flaq][as, ..., ay], ogqaocHO
Flay, ag,...,q,] U TO je UCTOBPEMEHO TPAYKEHO KOPEHCKO IMOJLE MOJIMHOMA P. ]

Y omHOCY Ha TO Ha JU 3aMCTa Tpeba IPOMUPUTU MOJLe 13 OU ca CBAKUM ITOJIUMHOMOM HAT
BUM CaIp:KaJIO U CBe Hmerose Hyle, uctuueMo cienelly kmacy mosma.

Heduuannmja 0.29. 3a momwe F rkaxkeMo ma je aqazebapcku s3ameopeno ako ce HOAynapa ca
KOPEHCKUM IIOJbeM CBakor nosnzoma us F[X], To ject ako cBaku mosnuaoMm n3 F[X| uma nus-
eapuy ¢arxropusanujy y F[X].

Hedunnmnmja 0.30. Axzebapcko zameopewe mnoma F je MuHMMAaIHO anrebapcku 3aTBOPEHO
nosse Koje canp:xku F. To je, makie, pamupeme mossa F Koje je n anrebapcko m ajrebapckru
3aTBOPEHO.

ITprmep 0.50. ITosme komMmaercHux OGpojeBa je anrebapCku 3aTBOPEHO, NOK IMOJbA PEATHUX
U pAIMOHAJHUX OpojeBa HUCY.

ITome xoMIIekcHUX O6pojeBa je aarebapCcko 3aTBOPEH:E MOJLa peasHux OpojeBa. Aarebapcko
3aTBopeme moba Q je mome cBux koMmmekcHuX aarebapckux 6pojesa, Q[C] (mmamm cmo
NeUHUNN]Y U O3HAKY Y MPOIULIO] JEKIU)H).
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IIpumep 0.51. Oapenntn Kopencko mome K nommuoma p u crenen pamwmpema [K : Q.

1)p=X*—4

PacraBmamo p ma muHeapHe ¢daxkTOpe TaMO IIe MOKEMO, a Y OBOM CIydYajy je TO IoJhe
KOMIIJIEKCHUX OpojeBa:

p=(X2-2)(X?+2) = (X - V2)(X + V2)(X —iV2)(X +iV?2).
Cile ma je KOPEHCKO MOJbe
K = Q[vV2, —Vv2,iv2,—iv2] = Q[v2,iV2] = Q[v2,1]
(mocemma, jemHAKOCT ce Beoma aKo mokasyje). TpeGa mahum cremen pammpemas
K:Q]=[K:Q[Vv2]-[Q[v2]:Q=2-2=4
([Q[v2] : Q] = 2 cvo Beh mvama, a [K : Q[V2]] = [Qlv2,i] : Q[V2]] = 2 jep je Mummvanmm

nosmmoMm 3a i u Han Q[v2] rakobe X2+ 1 - 1o je meros MuEMManHN moMmHOM Han Q, a HAN
Q[v2] ocraje apyror cremena jep ako 6u 6uo mpsor, ciaeamto 6u na i € Qv2] C R, mTo Huje
TAYHO).

2) p=X*+4

p=(X2+22—4X? = (X2 42X +2)(X? —2X +2) = (X + 12+ D((X —1)2 +1) =

=X+1+)X+1-)X -1+9)(X —-1—-9)

OpaBne je KOPEHCKO MOJbe
K=Q[1+1,1—1i] =Qi]

U JIAKO HAJa3UMMO CTEICH palupenha
[K: Q] =[Q[i]:Q =2,

jep je MuruMmasEu momuEOM 3a i Hanx Q omer X2 4 1.



