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0.1 Auarebapcke omepaiiije U CTPYKType

0.1.1 edwmHunuja omeparuje 1 OCHOBHU IIPUMEPU

Hepuuumuja 0.1. Heka je A 6uio roju Henpaszan ckyn. Onepayuja dyxcune n Ha crymy A
je cBako mpecauraBame f: A" — A, roe je A" = A X -+ X A n-tu IlekapToB CTeeH CKyma
A, omHOCHO CKym cBuX ypebheHux n-topkm ca KoMmoHeHnTama u3 A.

IIpumep 0.1. f(m,n,l) = 2mn + 7l je onepanuja ny:kuHe 3 HA CKYIly IPUPOIHUX OPOjeBa.
Omneparnuje nyxunae 2 30By ce OUHapHE.

Heoununuja 0.2. LunapHra onepauyuje Ha HEIPa3HOM CKymy A je CBAKO MPECIUKABAE * :
A% — A, xojuM ce mpousBosmsHOM Tapy (a,b) eTeMenaTa u3 ckymna A IpUAPYyje eTeMeHT Tor
UCTOT CKyTIA.

Ywmecro *(a,b) mmcahemo a x b.

IIpumep 0.2. 1) Omnepanuje cabupama U MHOMKEHA NPUPOTHUX OpOjeBa Cy IpuUMepu Ou-
HapHUX omepamnuja. Te omepamnuje cy DePUHUCAHE U HA CKYNOBUMA IEJIUX, PAIMOHAJIHUX,
peasHuX U KOMILUIEKCHUX OpojeBa.

2) U,N,\, A mepunucane Ha naprutuBHOM cKymy P(X) mempasuor ckyma X

3) Cabupame 1 MHOXKEHE IOJIMHOMA Ca peajHuM (palMOHAJHUM, KOMIJIEKCHUM) Koe(uuu-
jearuma 4) Cabupame u MHOMKEH€ KBAAPATHUX MATPUIA Ca peajHuM (pPalMOHAIHUM, KOM-

HJIeKCHI/IM) KOMIIOHEHTaMa

5) Heka je n ¢urcupan npuponan 6poj. Osmaummo ca Z, CKyI CBUX OCTATAKA DU €YK-
IUICKOM Aesmewmy ca n: Zp, = {0,1,2,...,n — 1}. Ha oBoM ckymy yBOAMMO nBe OUHADHE
omepaluje, cabupame U MHOXKEHE II0 MOLYIIY N:

T+, s =rest(r+s,mn), r-,s=rest(r-s,n),

upu yemy je rest(m,n) ocratak Koju 6poj m maje OpU €yKIUACKOM LEILEHmY Ca N.

Omnepanuje nysxkune 1 30By ce yrapHe.

Hedununnuja 0.3. Yrapra onepayuje Ha HempasHoM ckymy A je cBako mpeciukaBame A — A.

1

Ywapre onepanuje Hajuemhe O3HAYABAMO ca —a, a + Wi a'.

IIpumep 0.3. a — —a je omepanuja aysxuHe 1 Ha crymy Z;
a+ 1 je omepammja myssune 1 ma crymy Q\ {0}.

Hepunumuja 0.4. Hysapra onepayuje mnu onepanuja ayskmHe 0 Ha HempasHoM ckymy A je
U3aBajam-e HeKOT ejeMeHTa ckyma A.

Omnepamnuje nysxxune 0 4ecTo ce 30BY KOHCMAHME.

IIpumep 0.4. 0 je onepanuja myskune 0 (kOHCTaHTa) HA CKymy Z;
1 je onepamuja nyskuue 0 ma crymy Q \ {0}.



Asnrebapcku 3aKkoHU

Anzebapcru 30K0M WM UOEHTUTET je jeOHAKOCT nBa airebapcka mspasa (KOju ce mpase
momohy cum0o0sa MPOMEHJ/PMBUX, KOHCTAHTU U OIEPAIMjCKUX 3HAKOBAa HEKOI ajrebapckor
jesura). Ha mpumep, 3aKOHM aCOUMjaTUBHOCTU U KOMYTATUBHOCTU 33 OUMHADHY ONEPALU]Y *
riace:
acoyujamusrnocm (axb)xc = ax (b*c) 3a cBako a,b,c € A;
xomymamuerocm a*xb=>bxa, a,b € A.
(Anrebapcka Teopuja HEKOT anrebapCKOr jesrKa je CBaKU CKyI MASHTUTETa TOT je3uKa, a
anrebapCcKu BapujeTeT Te TeOpUje je Kiaaca CBUX aiarebpy TOr je3anka Koje 3aT0BOJbBajy CBe
3aKOHE Te Teopuje.)

Axo cy Ha cryny A me¢pumHumcame nBe GmHApHEe omepanuje koje heMmo o3HaunTy ca + # -,
3a - KaXKeMO Ia je ucmpubymuera y OTHOCY Ha + AKO BAKU
(a+b)-c=a-c+b-cuc-(a+b)=c-a+c-b3sacsako a,b,ce A

ITprmep 0.5. Ca cabupama KOja CMO HABEJIU Ka0 IpUMepe OMHAPHUX OMEPAIja Cy aCOIU-
jaTrBHA, a TO Ba:KM UM 3a CBa MHOKema. O CKyNOBHUX OIlepalrja acolujaTUBHE CY yHH)a,
IPEeCeK U CUMETPUYHA PA3JINKa, NOK OOMYHA PA3JIUKA HUjE.

ITpumep 0.6. Ca cabupama KOja CMO HaBeJM Ka0 IpUMepe OMHAPHUX OIepaIuja Cy KOMyTa-
tuBHa. Tarkobe, cBa MHOKEHA, OCUM MHO:KEHA KBAAPATHUX MaTpuia, cy komyratusHa. O
CKYIIOBHIX OIl€pAIlija KOMYyTAaTUBHE Cy yHUja, MPECEK U CUMETPUYHA PAa3jNnKa, NOK OOuUYHA
pa3iuka Huje.

ITpumep 0.7. Onepanuja aob =b medpurucana y ckymy OpupomHux OpojeBa jecTe acoluja-
TUBHA, a HUAje KOMYTaTUBHA. M *n = m> +n’ neduHucana y cKyIy OIPUPOTHUX OpojeBa jecte
KOMYTATHWBHA, a HUje acOlUjaTUBHA.

ITpumep 0.8. Cpa MHOKEHA KOja CMO HABEJIU Cy OUCTPUOYTUBHA y OAHOCY Ha oAroBapajyha
cabupama (y CKymoBUMa IPUPOIHUX, HEJIUX, PALUOHAIHAX, PEATHUX U KOMILIEKCHUX OpO-
jeBa; y CKyILy OoCTaTaka IO MOLYJY N; ¥ CKYIOBMMA IOJMHOMA Ca HEJUM, DANUOHAJIHUM, pPe-
AJIHUM M KOMILJIEKCHIM KOe(UINjeHTNMA; V CKYIly KBAAPATHNX MATPUIA Ca LEeJIUM, PAIXOHAJ-
HUM, PeaJHIM U KOMIUIEKCHUM KoMmoHeHTaMa ). Tarobe, npecek je muctpubyTuBan y oqHOCY
Ha VHU]Y, & BaXU U OOPHYTO.

ITpumep 0.9. Aro cy m*n = m+Tn, a mon = Tmn onepanuje y CKyly Opupogaux 6pojesa,
o je muCTpUOYTUBAH TIpEMa, *.

Ilononepamnmuje

Ily;xuHa Heke olepalje 30Be Ce HBEH Mmun.

Hepuaumuja 0.5. 3a omepamujy g Ha ckyny B raxkemo na je nmodonepayuja onepamnuje f Ha
ckyny A ako Baxkm: 1) B C A 2) omepauuje f u g cy ucror tuma 3) omepamuje f u g ce
nomynapajy Ha ckymy B.
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IToce6uo, monomepamnuja 6unapue omepamuje * : A2 — A je omepanuja o : B2 — B 3a kojy
je BCAuaob=axb, 3a cee a,b € B. To 3uauu na meH CKyln HOcau B 3a10Bo/baBa yCJIOB:
a,b€ B= axbe B. Tana 3a noackyn B Ka;keMoO Ia je 3aTBOPEH y OJHOCY Ha Ty OlepaIjy.
Iloanepamnuje jense onmepanuje o3HayaBaMoO UCTUM CHMOOJIOM KAO M caMy Ty OIE€palujy.

ITpumep 0.10. Cabupame neaux OpojeBa je momoneparnuja onepaiuje cabupama PaAIMOHAI-
HUX WJIM PeaJHuX Opojesa.

Cabupame 1o MOIYJIy OPUPOITHOr Opoja 7 HUje Mojolepanuja olepaluje cabupama
nequx OpojeBa, mako je Z, C Z, jep, Ha npumep 4 +79 = 6 y Z7, nok je 44+9 = 13 y
Z. VicTo BasKy M 38 MHOMKEHE€ 10 MOIYJY N 1 OOMYHO MHOKHEHE.

Carsacaoct IIpecCJIMKaBamba

Hepununmnuja 0.6. Hera cy va crkynmoBuma A n B nedunucane penom onepanuje f u g, obe
Ay:KUHE M. 3a IpeciukaBame ¢ : A — B KaxkeMo ma je cazaacho ca mapoMm omepanuja f u g
ako Basku ¢(f(a1,as,...,a,)) = g(¢d(ar),...,¢(a,)) (10 jecT ako je ciauka pesyaraTa Omepanuje
y A HaJ HEKUM eJIeMEeHTUMa jeJHAKa Pe3yJITaTy Ollepaluje Hal HUXOBUM CIukaMa y B).

Tana kakeMo na je ¢ jeman romomopgdusam napa (A, f) y map (B,g).

[MoceGuo, 3a mpecaukaBame ¢ : A — B KakeMo Ha je carjacHo ca mapoM OMHAPHUX
omepanuja * u o gedUHUCAHUX penoM Ha ckymoBuMa A u B ako je ¢(a xb) = ¢(a) o ¢(b).

Ucro kao rope, kaxxeMmo ga je f jeman xomomopéusam napa (A4, *) y nap (B,o).

AHaJIOrHO, CArJaCHOCT ca HapoM YHADHHUX omepamnuja a — a~ ' u b + b/ 3maum na je
#(a™t) = (#(a)), a carmacmoct ca mapom Hymaprux (koncTanta) ¢ € A u ¢ € B ma je
ole) =e.

Kao mro hemo ce (mnm cmo ce, y Jluneapuoj anreGpu) orpanndaBaTu Ha IOCMATPAE
IOICKYyNOBa 3aTBOPEHUX 3a omepanuje, 3anmMahe Hac ¥ ciauke CKymoBa ca OIlepalyjama
y OIHOCY Ha IpPeCJINKaBama carjacHa ca muMa. Baxkn na ”XoMoOMOp(QHE CIUKe UyBajy
anrebapcke 3akoue”. IIpobajre 3a Be:kOy ma mokaskere ciemehe TBpbheme

T: Axro je OmmapHa omepamnuja x y cCkymy A aconujaTuBHA M aKO IOCTOJU XOMOMOD(pU3aM
napa (A,*) y nap (B,o) koju je cypjexnuja, tana je u onepaunuja o acouujaTusHa. CIiIndHO
U 38 KOMYTaTUBHOCT.

IIpumep 0.11. Ilpecnukasame p : Z — Z, nedpunucano ca p(m) = rest(m,n) je carmacao ca
napom omnepamuja + u +, (ocrarak 36upa je 30up ocraraka - nposepure!). OBo npecaura-
Bame je oumriemnHo ’Ha”, ma IO IPETXOMHOM TBpDHEmy acoumjaTUBHOCT cabuparha Ienx
OpojeBa MoOBJaYM aCOIUjaTUBHOCT cabupama mo MOoayry n. Ha mctu Haumu nobujamo ma je
+, ¥ KoMyTaTuBHa onepanuja. TakoDbe, npeciaukaBame p je carjacHo U ca HapoM - U -, (oc-
TaTak IPOU3BOIA IIPU AEbEeRy Ca N jeJHAK je IPOU3BOLY OCTaTaKa UMHUIANA - IpoBepute!),
ma mobujaMo na je -, acolujaTUBHA U KOMYTATUBHA OMEPaIlM]ja.

Kourpyenmnuje

Heka je ma ckynmy A samara omepaunuja f Oy:KUHE N U PeJallija eKBUBaJEHIUje ~. KakeMo
Ia je ~ jemHa kowepyenyujo Ha CKyImy A ako je carjacHa ca ornepanujoM f, OJHOCHO aKO U3
ap ~ by ANag ~ by A+ ANay ~ b, cienn (f(ar,a2,....,an)) ~ (f(b1,ba,...,by)).



[Moce6HO, ako Ha ckymy A mMaMo OUHADHY ONEPAIU]y *, PeJalrja €KBUBAJECHIUjE ~ je
KOHI'DY€EHIja maTe OMHApPHE Olepaluje ako Baku a ~ cANb~d = axb~cxd. Ako je C,
kiIaca eneMenTa a, oBo 3uauu na C, = C. A Cy = Cqg = Cuup = Cinq. pyrum peumma, To
sHamu 1a je ranga ca C, @ Cp = Cyyp 1006po medunmcana jenna OMHAPHA Oolepanuja y CKYIy
A/ ~ cBEX Kilaca yOueHE €KBUBAJCHIU]E. 30BEMO j€ KOAUYHUYKOM ONEPauujom nate GUHADHE
omepanuje * y CKyny A 1o meHoj KOHrpyeHmuju ~. Ilomro je mpecaukasamwe m: A — A/ ~
KOje eJIeMEeHTy IoJelbyje HmeroBy kiacy ekBuBasienuuje, m(a) = C, xomomopduzaMm koju je
Ha (OBO HENOCPENHO CJIeAV U3 NPETXOIHE Ne(UHUIMje olepanuje Ha Kiacama), ClIenu 1a je
KOJIMYHUYKA CTPYKTypa xoMoMop¢Ha ciauka ox A. To he mame moBmauntm na y m0j Baxke
uctu ajrebapcku 3akoHu Kao y A.

0.1.2 AuJsarebapcka CTpyKTypa

Hedunumnuja 0.7. Anrebapcka cTpykrypa (mau anrebpa) je ckym A ca anreGapckum om-
epanujama nepurucanuM Ha memy, A = (A, f1, fo, .., [x)-

A je ckyn-nocaw anrebapcke CTPYKType, a OyskuHe omnepamnuja oapebyjy mun anzebapcke
cmpykmype.

IIpumep 0.12. (Z,+) je anrebapcka crpykrypa tuna 2, (Z,4+,-) je tuna (2,2), nok je
(Z,+,-,0) Tuna (2,2,0).

Hedunnmuja 0.8. 3a anrebapcky crpyrrypy B = (B, g1, g2, ..., gr) KaKeMO na je nodcmpyk-
mypa crpyrrype A = (A, f1, fa, ..., fx) axo Baxmu:

1) Crpyrrype B u A cy ucror tuna; 2) 3a cBako i € 1,...,n onepamuja g; je nomonepaimja
omeparyje f;.

W3 nepmuunnuje ommax cremu na je tama B C A, kao u ma je ckyn B 3aTBOpeH 3a CBe
omepanuje nedpuHucane Ha A.

IIpumep 0.13. (Z,+,-,0) je noncrpykrypa crpykrype (Q,+,-,0)

Iame, ako cy A = (A, f1,...fx) u B = (B, g1,...,gx) 0uio xoje anrebapcke CTPyKType
UCTOT TUMA, UHTEPECY]y HAC caMO OHA TIpeciukaBama ckymna A y ckyn B ¢ : A — B koja cy
carjacHa ca CBaKUM OJ IapoBa IBUXOBUX oaroBapajyhux omepamuja. To cy zomomopdusmu
cmpyxmype Ay cTpyrrypy B.

WHjexTuBHEN XOMOMOP(U3IMU 30By C€ M MOHOMOD(U3MU, CYPjEKTUBHU XOMOMOP(PUIMU CY
enuMoppM3MU, NOK Cy OUjeKTUBHU M30MOPPU3MU.
3a aarebapcky CTPYKTypy A KakeMo Ia je uzomopfra cTpykTypu B ako mocroju 6ap jenan
uzoMopduzam crpykrype A y crpyrrypy B. Tana numemo A = B.

Mu hemo npoyuasatu camo aarebapcke crpykrype oapebenux Tunosa (Ha npumep Thna
(2), (2,0), (2,1,0), (2,2)) u TO OHe uYMje omepanuje 3a40BOJHABAJY HEKM CUCTEM YHAIDE.
3aaTUX yCJIOBa WM aKCUOMa (Ha IPUMEp yCJIOBE ACOLUjaTUBHOCTU WU KOMYTATUBHOCTH).
3ajemHo ca muMa npoydaBahieMO BUXOBE HOICTPYKTYPE, XOMOMODPQU3ME U KOHIDYEHIH]E.
To cy yjemHo u Tpu OCHOBHA HaUMHA Yy ajJredOpu Oa Ol jedHe CTPYKTYpe NoOUjeMo CTPYKType
KUCTE BPCTE - y3UMame IOACKYIOBA 3aTBOPEHUX 3a OIepaluje Wil nodcmpykmypa, 3aTUM
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IOCMATPALEe TOMOMOPPHUT CAUKG U HA KPajy, y3UMame KJIaca €KBUBAJIEHINje CArJIacHe ca
omepamujamMa U ceuene no kowepyeryuju. Bunehemo (Ha mpuMmepuma rpyna m mpcreHa) aa
Cy OBe TPU KOHCTDPYKIMje YBEK HEPACKUIUBO IIOBE3AHE.

0.2 Cemurpymne u MOHOU I

0.2.1 Cemwurpyne

Heounnnuja 0.9. Aro je * Ouio koja Oumapua omepanuja y ckyny A, tama ypeben map
(A, *) 30BeMO epynoud ca OIePaLUUjoM * U CKyIOM-HOcaueM A.

ITpumep 0.14. CBu ckynoBu u OuHapHE omepalyje AeUHUNCAHE HA HBUMA KOje€ CMO HABEJIN

y TpeTxoHOM TormaBmy ¢y mpmvepu rpymona: (N, +), (Z,+), (Q.+), (R, +), (N,-), (Z.-),
EQ&)v) (R7)')7 (Zm +n)7 (Zm 'Tb)’ (R[X]a +)7 (R[XL ')7 (Mmﬂ(R)7 +)7 (MH(R)’ ')’ (P(X>7 U)’ (P(X)> m)v
P(X),A).

I'pymounn je koMmyTaTrBaH ako je TakBa merosa onepamuja. CBU IPETXOIHO HABEIEHU I'DYIOVIN
cy xomytarusuu, ocuM (M, (R), ). Takobe, rpynonn (P(X),\) H1je KOMyTaTHBAH.

Ono mTO je BakHHMje M IITO HaM oMoryhaBa na IPaBUMO JAJbe CIOMKEHUje ajrebapcke
CTPYKTYPE je acolujaTuBHOCT OMHAPHE oIepanuje rpynonga. AconujaTuBHe IPYIOUIE 30BEMO
nosyrpyme unu cemurpyune. llpernusauje

Hedununnuja 0.10. Axo je x Ouio koja Obunapua onepanuja y ckymy A, tama ypeben map
(A, %) 30BeMO cemuzpyna niau noayepyna axo Baxku (a *b) *x ¢ = ax (b*c) 3a cBako a,b,c € A.

ITpumep 0.15. CBu ckynoBu m OGUHApHE onepanuje neGUHUCAHE HA HUMA KOjé CMO HaBeau

y IpeTxomHoM moriasipy cy upumepu cemurpyna: (N, +), (Z,+), (Q,+), (R,+), (N,), (Z,-),
(Q7 ')7 <R7 ')7 (Zm +n)’ (Zm 'n)’ (R[X]a +)’ (R[XL ')v (MWH(R)’ +)7 (MH<R)’ ')’ (P(X>7 U)’ (P(X)> ﬂ>7
(P(X), ).

Hase, ckyn cBux ¢yuruuja f: X — X nepunmcanmx Ha Hempa3HOM CKyIy X je ceMurpyua

y OIHOCY Ha Olepamujy HBHUXOBOT ciarama (kommosummje), (XX, o), jep Basmm (f og)oh =
Folgoh).

IIpumep 0.16. (Z,—) muje cemurpyna, Kao, Ha npumep, mu (P(X),\).

Y ceMUrpymm MOKEeMO MHIYKTUBHO Ie(GUHUCATU U KOMIIO3UIU]y BUILE ejleMeHara: (a) = a,
i a x b je crammapaHa BpemHOCT OWHApHE omepanuje Ha a W b, HOK Kommosurujy n + 1
ereMeHATa Ae(UHUIIIEMO IPEKO KOMIO3ULNje N ejieMeHaTa Ha cienenu HAaYWH:

al*...*an*an+1:(al*---*an)*an+1.

Omnasne cienu na je, Ha npuMep, axbxc = (axb)*c mm axbxcxd = ((axb)xc)*d. Mebhyrum,
ACOUMjaTUBHOCT HAM Jaje Ia je MpBM MPOM3BOL jemHak a * (b * ¢), ma mpermnocTaBbaMo 1a
HKCTO BayKM 3a OMJIO KAKBO 3[PY/KUBAI-€ eJleMeHaTa, HapaBHO De3 Memama penociena.



Teopema 0.1. (Yommrena acounujaruBaOCcT) Ako je (A, *) buro xoja cemuepyna, n npupooan
6poj u ay,...,a, npoussosHy eaemenmu u3 A, mada za cearo i < n eaxncu

ay xag -k ap = (ag - xa;) % (a1 * - *ay).

Ilokas. IIpso, axo je © =n—1, oBo ce cBOOU Ha NePUHUIM]Y KOMIO3UIUje BUNIE €JIEeMEHATA.

Ako je i < n — 1, 0O3HAYUMO a1 * -+ % G; = T U Q41 * -+ * ap—1 = Y. IlecHa crpana je cana
x#*(y*ay), a TO je 300r ACONUjATUBHOCTHU jeqHAKO (T *Y)*ay,. 110 MHAYKTUBHO] IPETHOCTABIU
jex*y =ay *x---*ap_1, 1 OHIA je IO NePUHWUNON]V KOMIIO3UIMje 7 eJleMeHaTa OBO TadHO
a1 %Ay * Q. O

Iakme, exeMeHTe MOXKEMO I'PYIUCATA IO BOJBU, O€3 HapyIIaBama HUXOBOT Penociena

Kana je omepamuja cemurpyme o3HAUE€HA MYJITUIIMKATUBHO, HA IPUMEP Ca -, 30BEMO
je MHOKeme, a KOMIIO3UNWjy N eJIeMEeHATa 30BEeMO BUXOB mnpowm3Boxa. llpomssonm n mcrux
¢axkTOopa O3HaAUABaAMO ca a , n-TU CTeleH eneMeHTa a. VI3 mperxomuor tBphema cienu na
3a IpuponHe OpOjeBe M M N BAKM:

am . an — am+n’ (am)n — amn.

Axo esnementu a u b kKoMmyTupajy, Tana je (a-b)" =a" - b".

Axo je omepamnuja o3HaueHa aAUTUBHO, HA TPUMED Ca +, €JIEMEHT aj + - - - + G, 30BEMO
30up exemeHara ai,...,a, . lakobhe, n-Tu CTENEH eJIe€MEHTa ¢ y TOj CEMUIDYIN O3HAUABAMO
cana=a+--+a, uouga je (m+n)a = ma + na, m(na) = (mn)a. Aro ememenTu a u b
KOMYTHDA]y, OMHOCHO aKo je a + b =0b—+ a, tana je n(a+b) = na + nb.

Ha kpajy majemo me¢mHUIUM]y jeIHOr BeOMa BaKHOI' IIOjMa, KOjU CMO NPOIILIe I'OIUHE
UMAJU KOJ MATPHUIA.

Jepunuanmuja 0.11. 3a esement a cemurpyne A KakeMo Ha je pezyaapar caesa (OJHOCHO
30ecHa), aKO 3a CBAKO I,y € A BaEn

axx=axy=2x =1y (ONHOCHO T*a =y*a =T =1y).

3a a KaKeMO Ia je pezyaapar aKo je peryiapaH U CieBa U 31eCHA.

IIpmmep 0.17. Y cemurpynama (N, +), (Z,+), (Q,+), (R, +), (Zn, +n), (R[X],+), (Mpyn(R),+)
CBU €JIEMEHTU Cy DeryJapHu.

Y cemurpymu (N, -) rakobe cy cBu enementu peryaapuu, mok cy y (Z,-), (Q,), (R,) n
(R[X],-) perynapuu csu ocuM Hyne. Y (Zy,-n) PEryIapHOCT €JIEMEHTA 3aBUCHU O HEIOBOT
omuHoca can: y Zg u3 3-sx =3 -gy caequ x =y, 10k u3 452 =4 -36(=0) ve caemu 2 =6
y Zg. Jom jeman mpuMep CEMUTPYIEe y KOjOj HHUCY CBU €JEeMEHTHU PeryJjapHu Cy MaTpPUIe,
(M, (R),-) (monoBUTE Kajx je KBaApaTHA MaTpUna perynapsal)

Y cemurpymu XX perymapme cy cBe Oujexnuje, NOK Ce eNEeMEHTH PeryIapHU CIEBa U
3mecHa pas3iukyjy: GpyHnuja f je peryiaapna cieBa akko je "1-17, nok je perymnapHa 3mecHa
akko je "ma’.

0.2.2 Mouounmu

3a eseMeHT ¢ € A KakeMO Ja je HeyTPAJHU €JIEMEHT WU HeYympas 3a OUHAPHY ONEpaIujy *
nepunucany Ha ckymy A ako 3a cBako a € A BaKuU:
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axe=a, e*xa=a.
Heyrpas mate omepanuje je yBEK jeIMHCTBEH: aKO OU M € U € OWJIM HEYyTPAJIU ONEPAlUje *,
us exe=ce (jep je € HeyTpau) u ex € =€ (jep je e HEyTpaJ) caemu xa je e = e.

Hanomena 0.18. MoskeMo na neuHHUIIEMO J€BU M NECHU HEyTpaJ HEKe olepaluje, U OHIA
HEe MOYKEMO na MPUMEHUMO TOPIU apryMeHT 3a jemmHcTBeHOoCcT. Mu ce oBae mehemo 6aButu
THME.

ITpumep 0.19. Cabupame y cKymy IpupoIHuX OpojeBa HeMa HeyTpaJt, IOk je 1 meyTpads 3a
MHOMKEH€ y TOM CKyIy. Y CKyIy IeJux OpojeBa Hyza je HeyTpaJsa 3a cabupame. Ilpaszan
CKyIl je HeyTpaJ 3a yHWUjy, HOK je meo ckyn X HeyTpad 3a mnpecek y P(X). Wnentuuno
IpecauKaBame Ha CKymy X je HeyTpaJs 3a KOMIO3UIHA]Y MPeCciIuKaBama y XX .

Ilonyrpymne ca meyTpaaoM 30By Ce MOHOWIN.

Hedunnmuja 0.12. Monoud je anrebapcka ctpykrypa (A, *,e) tuna (2,0) y K0joj Basku:
1) (a*b)*xc=ax(bxc) 3a cBako a,b,c € A
2) axe=a, exa=a.

IIpumep 0.20. Crpyrrype (N, 1), (Z,-,1), (Q,-,1), (R,,1) u (C,-,1) cy monouznu, kao u
(z,+,0), (Q,+,0), (R,+,0), (C,+,0). Monounu cy u (Zy,+n,0) 1 (Zy, -n, 1), 3aTum (R[X], +,0),
(RIXT, 1), (Myn(R), +, 0mn), (Mn(R), -, Ey), Tarobe u (P(X),U, ), (P(X),N, X), (P(X),A,0).
3a cBaku HempasaH CKyIn X, CEMUI'DYIa CBUX IPECIMKABAHA HA HEMY je MOHOUI YUjU je Hey-
TpaJI UASHTWYHO TmpecimkaBame , (XX, o, idx).

Hednanmuja 0.13. 3a eaement a MmoHOMIA (A, *,€) KAKEMO Ia je UHEEP3UOUAAH CAL8A, AKO
jemHaumMHa T *a = e uMa 6ap jemHo pememe y A, a ma je uneepsubuaan 30eCHa aKO jeTHAYMHA
a*x = e uMma pememe y A. CBako pememe OpBe jeAHAUMHE 30BE CE JIEBU UHBEP3 €JIEMEHTA
a, a Opyre OeCHU WHBEP3 €JIEeMEHTa d.

Teopema 0.2. Ceaxu caesa uneep3ubULAH eAeMENT MOHOUODA je u peeyrapan caesa. Taxobe,
axo jednavure
axr=e, yxa=e

uMajy 6ap mo jedno pewene, mada cy BULOBA PEULEHE JEORAKA U JEOUHCMEENA.

IToka3. Heka je a esneMeHT KOju je MHBEDP3UOUIAH CIeBa U HEKA BaKU a4 * X = a * Y. AKO je
b emement 3a kKoju je b*x a = e, MOMHORkNEMO TPETXOAHY jemHakocT ciaeBa ca b. Jlobujamo
bx(a*xxz) = bx(axy), a onna mHam acomujatusHoCcT maje (bxa)xx = (bxa)+*y, TO jecT exx = exy
u KoHauHO ¥ = y. To 3Haum na je a perynapas cjieBa, ajyd CMO yCIOyT JOKA3aJIyd U & HE
MOKE Ia MMa [Ba Pa3JINuUTa IeCHA WHBEP3a, jep u3 a*xx = a*xy = e cuemu ¢ = y. Iadme,
aKo je axc=e u bxa = e 3a HEKe b U ¢, TOMHOKMNEMO IPBY O OBUX j€THAKOCTHU CJIEBa Ca b,
“CcKopucTUTU acouujaruBHoct u noburu (b a)*c = bxe, onHocHo e* ¢ = bx*e, TO jecT ¢ = b.
OBo 3HAUM na Cy JI€BU W NECHU WHBEP3 €JIEMEHTA ¢ jeTHAKU. O

Hepunnnuja 0.14. Exement monOmMna je unsepsubuaak aKO je MHBep3WOWIAH U CleBa U
3eCHA.

W3 mperxomgue Teopeme cienu na akO €JEMEHT @ MMa U JIEBU U IECHU WHBEP3, OHU MODPajy
na 6yny jennaru. Taj jemuucTBeH eseMeHT (KOjU je U JIEBU M NECHU MHBEDP3 IATOr') 30BEMO
uneep3 eleMeHTa a M O3HauaBaMao ca a  !. Jlakie, MHBEP3 eJIEeMEHTa a4 je eJeMeHT a4 3a

KOjU BaKU



a*xa =a xa=e.
Ilocnenuua nokazaHe TeopeMe je U J1a aKO je €JIeMEHT MHBEP3UOUIaH, OH je peryjaapaH.

IIpumep 0.21. Y wmounouny (Z,+,0) cBu eseMeHTH Cy WHBEP3UOWUIIHU, UHBEDP3 €JIEMEHTA «
je —a. Y (Z,-,1) nmep3ubunan cy camo 1 m —1. ¥ (Q,+,0) cy Takobe cBu enemenTtn
VHBEpP3UOUIHY, UHBED3 ejeMenTa a je —a, a 'y (Q, -, 1) uasep3ubunuu cy csu ocuMm 0, nHBEP3
eJIEMEHTA a je %

Y wmonouny (Zy,,+n,,0) cBA egeMeHTH Cy MHBep3UOWIHM, MHBEP3 esneMeHta r # 0 je n —r,
IOK je Hysa cama cebu unaBep3. Y (Zy,,-n,l) NHBEP3UOUIHA Cy OHU €JIEMEHTU KOJU Cy y3a-
jamuo mpoctu ca n. Y (R[X],+,0) cBu cy umsep3ubunnu, mnok cy y (R[X],-,1) unsepsn-
OuIHU esleMeHTH caMO Cckagapu pasnuuurn o 0 (HOJMHOM MMa MHBEP3 CAMO aKO je HeHyJa
rkoucrantTal). Y (Mpun(R),+,0m,,) cy HOHOBO cBu mHBep3uOunuu, mok cy y (M,(R),- E,)
VHBEDP3UOUIHA €JIeMEHTU MATPUIE UMja je NeTEePMUHAHTA PAa3IuduTa oA Hyje (Wiu duju je
pamr n). Y (P(X),U, () uasepaubunan je camo @, y (P(X),N, X) camo meo ckyn X, mok cy
y (P(X), A, () nasep3ubuinan cBu enementu, nasep3 on A je monoso A. 3a cBaku Hempasan
ckyn X, y mououny (XX, 0,idx) uaBep3ubunnu enxementu cy Gujexuuje.

Teopema 0.3. Axo cy y monoudy dsa esemenma UHBEPUOUAHA, MAKEU CY U BUTOBU UHBEPIU,
Kao u Komnouyuja. Baxcu

(axb)"=b"*xa", (a7) =a.

ITokas. Hemocpemuo nposepasamo na je (axb)x (b” xa”) =ax(bxb")xa” =axexa” =
a*xa” = e, ma je 3aucra (a*xb)” = b~ xa~. Ilpyra jemHAKOCT ciaequ U3 CaMe AKCUOME
MHBEp3a: a*a~ = a  *a = e 3HAUM Oa €JIEMEHT a4  IOMHOKEH OMJIO cieBa OWIIO 3[eCHA ca a
naje HEyTpaJ, Ia je mo Ae(GUHUNM]U HEeroB MHBEP3 ynpaso a, Tj. (a”)” = a. ]

Hanowmena 0.22. Axo je onmepanuja MOHOUIA A O3HAUEHA MyJITUIIUKATUBHO (HEKO MHOMKEHE ),

CKyN MHBEP3UOMJIHAX €JEeMEHATa TOT MOHOUIA OOWMUYHO o3HauvaBamo ca A*) meyrpan ca 1 u

30BEMO jeIUHUIA MOHOUIA, HOK MHBEP3 €JEeMEHTa 4 03HAaYaBaMO Ca a1

Axo je omepamuja MOHOMZA O3HAUYEHA ANUTUBHO (HEKO cabupaime), HeroB HeyTpasd 03-
HayaBaMoO ca ( M 30BeMO Hyja MOHOUIA, & MHBEP3 €JIEMEHTA G Ca —a U 30BEMO CYIPOTaH
€JIEMEHT eJleMeHTa a (IIOHEKAX M OIO3UT Of a).

IIpumep 0.23. V3 nperxonmsor npumepa je Z* = {—1,1},
Zr={r€Z,: (r,n) =1},

R[X]* =R\ 0,

M, (R)* ={A € M,(R) : detA # 0},

(XX ={f: X=X |fje”l—1" u”na”
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0.3 I'pymne

0.3.1 JlebmHunuja u npuMepu rpymna

Monounu y xojuma Cy CBU eJeMEHTV MHBEP3UOUIHU 30BYy Ce IpPyIe.

Hedunnmnuja 0.15. I'pyna je anrebapcka crpykrypa (G, *,~ ,e) tuna (2,1,0) (menpasan ckyn
G Ha KOM je maTa jeqHa OUHApHA omepanuja *, jemHa yHaApHA — U jeIHa KOHCTAHTA €) TaKBa
Ia 3a CBakKo a,b,c € G Baxku:

1) (axb)xc=ax(bxc)

2) axe=a, exa=a

3)axa =e, a xa=e.

(ITowrro ce wecTo ucTuye caMo GMHAPHA OIepanuja, MOKEMO Ja KaxkeMo u: ['pyna je ckyn
G ca OuUHADHOM OIEpalMjoOM * He(GUHUCAHOM Ha HeMy, 3a KOjy BayKU Ja je acolujaTuBHA,
“Ma HEYyTPaJ U CBAKU €JEeMEeHT MMa WHBEP3, TO jecT:

1) 3a cBako a,b,c € G je (axb)xc=ax*(bxc)
2) mocroju e € G TakBo Ha je 3a cBe a € G axe=e*xa=a
3) 3a cBako a € G moctoju a~ € G TakBO ma je axa” =a” xa=e.)

Omnepanujy rpymne hemo oO0uyHO 0O3HAYABATU Ca + WU Ca -, Y 3aBUCHOCTHU OJ TOTa U HEY-
TpaJ 1 uHBep3 (HOrienajre HAOMEHY Y NPEeTXONHO] jnekuuju). Takobe, u3 mocaenmer TBp-
Dema y mpeTxomHOj JIeKIuju, CAequ 1a je CKYI WHBEP3UOMIHUX ejeMEeHATa CBAKOI MOHOUIA
3aTBOPEH 338 MHOMKEH€ U MHBEPTOBame (IPOU3BOJ ABA WHBEDP3UOWIIHA €JIeMEHTa je MHBep3-
nOUJIAH, WHBEP3 CBAKOT WHBEP3MOMIIHOT €JeMEHTA jeé MHBEP3MOWiaH), ma Kako My HeyTPaJ
yBek mpunaia (MHBEP3 HEyTpAaJa je OH caM), CIeIy Aa jeé CKyI MHBEP3UOUIHUX eJeMeHATa
IPOU3BOLHOr MOHOUIA jenHa rpyna. (To je m HAUMH HA KOjU KOHCTPYMIIEMO PasHe T'PyIe -
n30anuMO 13 MOHOUAA OHO MITO HUje WHBEP3UOUIIHO.)

Hedmuunuja 0.16. 3a rpyny (G, *,” ,e) kakeMo na je xwomymamusna (unu Abenosa) ako je
TAKBA IHbEHA ODMHApHA OIEpAaImja, TO JecT ako je 3a cBe a,b € G ucuymeno axb = bxa.

Jepunuunmuja 0.17. Axo je (G,*,” ,e) rpyna, 6poj exemenara ckyna G 3osemo ped zpyne G.

IIpuponso, kakeMo 1a je rpyna G KOHaUHA aKO je Takas meH pel |G| u canuno 3a GecKoHaAUHY.

IIpumepu rpymna

1) Ckyn meaux GpojeBa je KOMyTaTUBHA T'PYNa y OAHOCY Ha cabupame, ca HeyTpasoMm 0, u
VHBEDP30M esieMeHTa m (CynpoTHuM eixemenToMm) —m: (Z,+,0,—).
Hcro Baxu 3a (Q7+)7 (R7+)7 (C7+)
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2) Ckyn ocraTaka IPU €YKIUIACKOM IeJbeHhY Ca N je KOMyTATUBHA I'DyIa y OXHOCY Ha cabu-
pame 1o MOAyJay n, 4uju je HeyTpaJsa mouoBo 0, a —pr =n—r 3ar > 0un —,0 = O
(Zny+n,0,—y). IIpuMerrMo na OBO 3HAYM A& 3a CBAKU IPUPOJAH Opoj m mocTtoju 6ap jemna
rpymna pemna mn.

3) Ckyn cBUX panmoHAJHUX OpOjeBa PAa3iIMYUTHUX OX HyJe je KOMYTATUBHA IPyIa Y OJHOCY
Ha HUXOBO MHOKEHE, YUjU je HEYyTPaa 1, a MHBEP3 €JIEeMEHTa a4 jeTHAK %: (Q\ {0},-,1,71).
Vcro Basky 1 3a CKyI O3UTHMBHUX palMoHaJHUX Opojesa, (QT,-), kao u 3a (R\{0},), (RT,")

u (C\O,-).

4) 3uamo ga y mououny (Zy,n,l) HUCY CBU €JIEeMEHTU WHBEDP3UOUIHU, AU aKO U3IBOJUMO
vuBep3ubunane, nobuhemo rpymy (komyratusny): (Z7X, ).

Ilonosumo ma je Z) = {r € Zy, : (r,n) = 1}.

I'pyny uaBep3ubunnux enemenara MoHouna Z, 3oBemo u Ojieposa 2pyna U O3HAYABAMO Ca
®,,. Harmne, ®,, =7Z; je rpyna y omHOCY Ha MHOMKEHE IO MOIYJY T.

5) I'pyna mpecimkaBama

Axo je (G,+g,0G,—¢) 6mo koja rpynma u S # () Tama je ckyn G° cBux mpeciuKaBama
n3 Sy G rpyna y omHOCY HA ONepamujy MHIYKOBaHy omepamujoM y G (Kao KOI BEKTOPCKUX
npocTopa mTo cMO mMasn). Axro cy f m ¢g nBa mpeciaukaBama u3z S y G, ®UXOB 30up
nepUHUIIEMO Ca

(f +9)(x) := f(2x) +c g(x)

3a cBe x € S. Heyrpan nnu mysna oe rpyne he Gurtu HyjIa-OpECIUKABAKE TATO CA
0(z) :=0¢

3a cBe ¥ € S, IOK je mEBep3 (CympoTaH eJeMeHT) mpeciaukaBama [ € G° mpeciukaBame — f
ompebeno ca
(—=f)(z) = —af(z), z€S.

Arxo je rpyna G xomyTaTuBHA, TakBa he 6urtm 1 G°.

6) Cumerpuuna rpyna

Bunenu cmo Behl ma je ckym cBUX ImpeciukaBama HEIpa3HOI ckyma X y caMmor cebe jenan
Mmououna. IHberoBu wMHBEP3MOWUIHM €JIEMEHTU YMHE T'PYIY Y OOHOCY HA KOMIIO3UIU)Y IIpPEC-
mukaBama, (XX)*. 3mamo ma je mpeciuKaBame MHBEP3UOUIHO akko je Oujexmmja. Tarobe,
(Tpebaso 6u ma) 3mamo na ce Gujernmja f : X — X 30Be m nepmymayuje ckyna X. Cryn
cBUX Oujexuuja, OQHOCHO mepMyTanuja, Hempas3Hor ckyma X hemo Haga/be O3HAUYABATU Ca
Sx u 3BaTu cumempuuna zpyna cxyna X. Hakme, Sx = (XX)*. 3mamo ma osa rpymna muje
KOMYyTATUBHA (KOMIIO3UIUja NPECIUKABama HUje KOMYyTATUBHA, f o g # go f) ako je ckyn X
0ap TpouIaH.

Axo je X ={1,2,...,n}, Sx osmauaBamo ca S, u 30BeMO cumempuura 2pyna cmenerna n. OHa
je pema n! m 3a n > 3 HAje KOMyTaTUBHA.

7) JIuneapua rpymna

Cryn cBUX MaTpulla peia n ca KOMIOHEHTaMa W3 HEKOI II0Jba je MOHOWUZ y OIHOCY Ha
BUXOBO MHOMEHE. | pyna MBEP3UOMIHUX €JEeMEeHATa TOI MOHOUAA 30BE CE AUNEAPHA 2PYNd
cmenena n Han M nosbeM. Hakae, GL(n,R) = M, (R)* = {4 € M, (R) : detA # 0}.
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Suamo (u3 Jluneapue anrebpe) na osa rpyna zuje komyrarusHa. OHa je HeCKOHAYHOT pela
Yy TOPHEM CIIy4Yajy, ajud Kal je HoJbe U3 KOI' CY KOMIIOHEHTE MaTpUIle KOHAYHO, W OHAa je
KOHAYHOT pela.

8) 'pyna m3oMerpuja eyKINACKE PABHU

W3zomerpuja eyRIUICKE PABHU je CBakKO mpeciukaBame ¢ : E — E koje uyBa pacrojame,
Tj. TakBo ma je 3a mpousBosHe Tauke A u B nyx AB nomynapua myxu ¢(A)¢(B). Ako
nMaMO OBE M30MeTpUje, W HUXOBa KOMIO3WUNUja je Takobhe m3oMerpuja, Kao W UIACHTUUHA
TpaHChoOpMAIMja U BUXOBU WHBep3u. Jlakie, CKym CBHX M30MeTpHUja EYKIUICKE DaBHU je
rpyna y OAHOCY Ha BUXOBY KOMIIO3ULU]Y, KO]JY 30BEMO 2PYna U30MEMpUja eykiuocke pasHi 1
osnauasamo ca GI(E).

9) 'pyna cumerpuja

M3omeTpuje eyRIUICKOr IPOCTOPA KOje NATU CKyIl Tadaka (HEKy (Urypy) NpeCcIuKaBajy
Ha Hera caMor 30BeMoO cuMerpuje Ttor ckyma. CKym CBUX TaKBUX M30OMETpUja je Tpyma y
OMHOCY Ha IBUXOBO cjlarame, jep akO ABe U30MeTpHje IpeciukaBajy QUrypy y my camy, U
BUXOBA KOMIO3UNUja he mMaTu Ty OCOOWHY, Ka0 M MACHTUYHA TPAHCHOPMAIja U HBUXOBU
uHBep3u. [lakie, CKyI cuMeTpHja HEKOI CKyIla Tadaka je 2pyna CUMEmpuja moz cKyna.

10) Muenapcka rpyna

['pyna cumeTpuja IpaBUIHOT N-TOYTJA 30BE Ce U QUEGPCKA 2PYna Cmenena n U 03HAYaBa
ce ca D,. Ona je pena 2n u Huje KOMyTaTUBHA (ONEpannja y HOj jé KOMIO3UIW]ja IPECIUKa-
Bama). YunHu je n poramuja u n ocHUX cuMeTpuja. AKO ca p 03HAUMMO POTANN]Y IPABUIHOT
N-TOYTJIa OKO H-ErOBOT cpeanmTa (LeHTpa ONMcaHe KPY:KHUIE) 3a yrao 27", jacHo je ma cBe
ocTajie poTanuje MOKEMO M3Pa3uTU Kao heHe cremneHe. Jlajse, ako ca 0 03HAUMMO OWIIO
KOjy ocHy cumerpujy (pediiekcujy) TOr n-toyria, Jako ce IPOBEPU Oa Cy CBE OCTaje OCHE
cuMerpuje npousBomu (KoMIo3unuje) re PUKCUpaHe U HEeKe poranuje (ceTure ce Oa je KOM-
no3unuja ABe pedlileKcuje jefHaKa POTANNj! OKO IIpecedyHe Tauke IUXOBUX 0Ca 33 JIBOCTPYKU

yrao Koju Te mpase 3akiamnajy - mauprajre!). Hobuhiemo ma je

Dn = {Zdv Ps p2a te 7pn_17 0,0p, Up2a R Upn_l}'

Kaxxemo u na je nuemapcka rpyma CTEIEHA N 2€HEPUCANG CA OBA €JIEMEHTA p U 0 3a KOje BayKe
peaayuje p" = o? =id, po = op" L.

(Teramuuje 0 TOME KAKO CMO HOOMIM MPEICTAB/LAH€ CBUX DOTAlja U peIeKcuja, Kao u
oBaj omuoc u3aMmeDy wux, npountajre y ckpuntu Hurose Jlemaca nwa 20. crpanu, rue je cse
seno objammeno Ha npumepy rpyne Dy (mmate u Credanose/Martejese Beskbe). OBa rpymna
he mam wecto buty mpuMep KojuM heMo MIyCTPOBATUA HOBE MOJMOBE, jep jé HEKOMYTaTUBHA U
KOHAuHa, a 6u 6uito o6po xa je meno pazymere u ”Buaure” u anrebapcky U TeOMETPUjCKU. )

11) KnajuoBa ueTBOpHa rpyna

ITocmaTpajmo ckym ca yetupu esementa {1,a,b,c} Ha KOM je CTpyKTypa rpyme 3amata
crenehum penanujama:
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JacHo je ma cM0 moOmIM KOMYTATUBHY I'DYIY, y KOjOj j€ CBAKM €JEMEHT jeAHAK CBOM HMHBEP3Y
(1 je mapasuo HeyTpau - jenuauna). Osa rpyna ce 30Be Kaajnosa wemsopna zpyna Vy.
IIpumeTumo ma oBa rpyma uMa U T€OMETPHUjCKYy UHTEPIPETAIUjY - TO je Tpyla CUMETPHUja
IpaBOyraoHWKa KOju HUje kBagpar! 3amcra, ako je 1 mmeHTnuHa TpaHchopMmanuja, a u b
OCHE pedJeKcHuje y OTHOCY Ha IpaBe Koje IMpoJjia3e KPO3 CPEAUINTa HACIPAMHUX CTPAHUIA,
a ¢ IeHTpaJIHA CHMeTpHja y OOHOCY Ha IEHTAD IPABOYTaOHUKA, JAKO CEe IPOBEPU Oa Cy
3a/10BOJbEHE TOPH-E PeaIuje.

12) I'pyna kBaTepHUOHA

Cryn Qs = {1,—1,4,—i,j,—j,k,—k} je rpyna y omHOCY HA MHOMKEHE, IIPU 4eMY je
ij=k, jk=1i, ki=7j, ji=—k, kj=—1, ik=—j, kaom i’ = j2 =k? = —1
(mapasno, (—1)2 =1 u (—1)z = z(—1) = —x). Osa rpyma 30Be ce zpyna xeamepruona Qg.
(Otrpuo jy je XamuaroH, nmokymasajyhn Ge3ycnemsuo mpso na AepUHULIE TPOIUMEH3NOHO
VOIIITEHe KOMIJIEKCHE PDaBHU, & 3aTUM TE€K YeTBOPOAUMEH3NOHO - IPUMETUTE na Ce 4, j U
k momamajy cBu Kao uMaruHapHa jemuHuna ¢ y mosy C; muxoBe sumHeapHe KOMOUHAIM]jE
a+ bi + ¢j + dk uune anreGpy KBaTepHUOHA.)

0.3.2 Iloarpyme

Hedunnmnuja 0.18. 3a rpyny (H,o, ) ramkemo na je nodepyna rpyne (G,*,€) ako cy meHe
omeparuje moxonepamuje omnepamnuja rpymne G, Tto ject ako je H C G, e = e, aob=ax*xbmu
a=a 3a cBe a,b e H.

Y ToMm ciyuajy KaskeMo W na je caMm ckyn H jemua moarpymna rpymne G u numemo H < G.

ITpumep 0.24. Csaka rpyna G uMa 6ap ABe MOArPYIE KOje 30BEMO MPUSUJjarHe nodepyne Te
rpyne - to cy nena rpyna G u mwen meyrpan {e}. (Ocrame moarpyme, ako ux mma, 30By ce
npage.)

(Z,+) < (Q,+), (Q,+) < (R,+), amu (Z,,+,) Huje noarpyna rpyne (Z,+) jep HEeMajy UCTy
ornepanujy;

Sn < Sy 32 n < m - 0BO 3aK/BbYUyjeMO jep CBaKy MEepMyTalujy OX 7 eJeMeHATa MOKEeMO
BUIETHU U KO IEPMYTAaLN]y O M eJeMeHaTa IPpU yeMy purcupamo eneMerte n+1,n+2, ..., m;

SL(n,R) < GL(n,R) rzme je SL(n,R) cneuujanna suaeapHa rpyna CTeIeHa N KOjy YUHE Ma-
Tpule nerepMuHaHTe 1

Cryn csux porammja {id, p,p?,...,p" 1} uuan jemmy moarpymy muemapcke rpyme D,,;
{17 _17i7 _’L} S @8~

Teopema 0.4. Axo je (G,-,' e) buro woja zpyna, 3a ceaxu wenpasan nodckyn H cwyna G

caedeha mpu ycaosa cy exeusaseHMHA:
1) H <G,
2)a,be H = a'beH,
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3)a,be H = ab,a™! € H.

(IIpuMeTuTe Ha CMO IPOMEHMIIN O3HAKE M3 IIOYeTHE AepUHUNMje, na OU oAroBapale CTaH-
[apIHOj MyJITUIIMKATUBHO] HOTAIM]U, ¥ KOJO] - CKOPO YBEK U30CTABILAMO. )
JIoka3. Ilorkazahemo oBo TBpheme ka0 gaHAI] UMIIUKAIA]jA.
1) = 2) IIpema nperxomuoj mnedpununuju, ako je H < G, ckyn H je 3arBopeH 3a omepanuje
rpyne G, ma axo cy a,b € H mvamo npBo ma a~ ' € H, a ouna u a”'b € H.
2) = 3) Osge je mpernocraBka na Ckyn H ca CBAKAM IMapoOM eJIeMEHATa CAAPIKA MPOU3BOI
MHBEP3a MPBOT W APYIOT, Ia je IPBO ata=c¢ec H, mame u3 Tora ale=a"'€ Husna
kpajy, (a=*)"tb=abc H.
3) = 1) Iowro je H menpa3san, mocmarpajMo Heko a € H. W3 ycaosa 3) umamo ma je
ouma u a~' € H, w noroBo mu3 3), mpousBox aa” ' = e Takobe mpumana H. 3maum, H campxn
HeyTpaJs rpymne (G, Kao U OPOM3BOAE U MHBEDP3€ CBUX CBOjUX ejeMeHara (TO je Gam ycios
3)), ma je, no neduHMIMjn, noarpyna rpyune G.

Ilakne, wenpaszaun nonckyn H ckyna G, rae je G rpyna, je moarpyna akkO 3aI0BOJbABA
jelaH Ol eKBUBAJIEHTHUX YCJIOBa 2) WM 3) IpeTXOnHOr TBphema, OJHOCHO aKo je 3aTBOPEH
38 MHO:KEH€ U MHBepTOBame (y mposepaMa lieTe KOPUCTUTH jeNaH Ol BUX, IO BOJLU). JaCHO
je Jma ako je omepaiuja rpyme O3HAUeHa AAUTHUBHO, YCJIOB 2) TJacu

a,be H = a—be H,

a ycioB 3)
a,be H = a+b,—a€ H.

[IpumeruMo ma je, Ha HUBOY CKyTOBa, ycJoB 3) exBuBasentan ca HH C H, H' C H, a
MOWTO Ce JaKo BUAM Ma OOpHyTe MHKIy3uje Baxke, omhe HH = H, H ' = H.

Cerumo ce u3 Jluneapre anreGpe ma je mpecek nBa IOTIPOCTOPA YBEK IOTIPOCTOP.
[[Tragumme, TO BaskM 3a MpeceK BMII0 KOMMKO (KOHAUHO UK GECKOHAUHO ) IOTIpOCTOpa (Ipecenn
HUKAJ HUCY "TpoOseMaTuyHu - KO Cy HEKU €JIEMEHTU Y IPECEKY, OHU CY Y CBUM CKyIOBUMA,
ONHOCHO airebapCKUM CTPYKTypaMa KOje YYeCTBYjy - WM3BPIIMMO OIepanujy yHyTap TUX
CTPYKTypa, Pe3yJiTaT je y CBAKOj Ol HWUX, U KOHAYHO, y Ipeceky!) AHaiorno, Basku:

Axo cy H u K noarpyne rpyue (G,-), onna je To u muxos npecek H N K. Vcro Baxu u 3a
Ipecek NPom3BOJbHE paMmuianje noarpyuna rpyme G.

- mpoBepuTe 3a Be:xkOy, uma kon Huroise y crkpuntu

C nmpyre crpane, y Jluneapuoj anrebpu cMmo takobe mMasu na yHUja OBa TOTIPOCTOPA
HUje IOTIPOCTOp y oumTeM caydajy. IllTaBume, To Bakm caMo ako je jemaH oI BUX CaApKaH
y ApPyroM, OAHOCHO Kala je yHuja jenHaka Behem on mux. VCTO Bajku U 3a MOArPYIIE:

Ako cy H u K noarpyne rpyne (G,-), onna je To u muxoBa yuuja H UK ako u camo ako je
HCKum KCH

- mpoBepure 3a Be:kOy ako keiaure, nMma kox Hukose y ckpunrtu

3aT0 me(UHUIIEMO NPOM3BOL HOAIDYIA KAO HAajMamy HOArPYymy Koja canpsxku obe. (U
oBo cMo mMmasau y Jlumeapnoj anrebpu, neduHUCAJU CMO CyMy OBA MOTIPOCTOPA U TO j€
6uo HajMABmU IOTIPOCTOP Koju je canpskao oba.) Ilakue, ako cy H u K momrpyne rpyne G
(koja je oBme, KA0 U y IpeTxXOAHOM TBpDemy, 03HAUEHA MYJITUILIMKATUBHO, IPU YeMy 3HAK
omepanuje - M30CTaBbaMo) npoussod noarpyua H u K nepunumemo kao

HK ={hk:he H ke K}.
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Teopema 0.5. Axo cy H u K nodepyne epyne (G,-), onda je mo u wuzos npoussod HK axxo
me nodepyne Komymupagy, mo jecm axo je HK = KH.

Jokas. Heka noarpyne H n K romyTmpajy. Ilokasumo na je omma HK jemma noarpyna
rpyne G. Heka cy hk u h'k’ npoussomun enementn uz HK. Tana je hkh'k' = hhkk' € HK
jep je hh € H u kk' € K (uckopumermmu cvo HEK = KH na exement kh' € KH 3ameHnMO
enementom hk € HK). Ilame, 3a hk € HK je (hk)™* = k~'h™' € KH = HK (oBze cmo
uckopuctwu ta h € H = h™' € H,xaoum k€ K = k! € K).

Heka je cama mpomssonq HK moarpyma rpyme G. To moBmaum na je 3aTBOpPEH 3a MHBED-
ToBame, To ject ma je (HK) ! = HK, omaocio K 'H™! = HK. Mebyrtum, H u K cy
moarpyne, na je H'=Hu K ' =K, aounau KH = HK. ]

Jlarpan:xoBa TeopeMa

Cpara monrpyna H rpyne G unaykyje jeqny pesanujy exkBuBaJieHuuje Ha ckyny G aedunH-
HUCAHY ca
a~pgb < o 'beH.

IIpoBepumo ma je oBO TayHO:

~lg = e € H, mTo je Tauno jep je H monrpyma m camp:ku

PepIEeKCUBHOCT: a4 ~g @ < a
HEyTpaJ

cumeTpudHOCT: A~ b & a lbe H & (a" b)) '=b"lacH & b~ya
TPAH3UTUBHOCT: a ~g b A b~gc & a 'beH A b lce H = a bbb lce H =
alceH = a~pgc

Haxrne, ~pg jecre jenmna exksuBajennuja. llra cy mene riace?
Co=a/ ~g={beG:b~ga}={beG:a'be Hy={beG:bcaH}=aH.

Cryn aH = {ah : h € H} 30Be ce aesu noaoxwcaj uma aesu xocem noarpyne H y rpynu G
KOjU CAIp:KM HATU €JIEMEHT a. J3HAMO ma 3a Kjlace OWJIO KOje eKBUBAJICHIje BAKU WU Oa
Cy jemHakKe wMiauW na Cy AUCjyHKTHE. Ilpum ToM cy jemHake akKO Cy HUXOBU MPEICTABHUIMN Y
penamnuju, omakie nobujamMo moTpebaH U AOBOJHAH YCJIOB 34 jJeAHAKOCT ABA KOCETA:

aH=bH < a'beH < beaH.

Iakne, nBa sneBa kocera noarpyne H cy jemHaka aKKO Ce€ HBUXOBU IPEICTABHUIU PAa3JIUKY]y

no ua emxement usz H. IloceGuo je aH = H < a € H. Ako cy mBa kocera pa3auuura, OHU CY

1 qucjyHKTHU, 1 rpyna (G je jemHaka OUC]YHKTHO] YHUJU CBUX PA3IUYUTUX JIEBUX MOJIOMKA]A

6uno koje mene noarpyne H. Kommunuuen ckyn G/ ~g hemo osmauasaru ca Gp(H).
CnuyHo neUHUIIEMO U HeCHE KOCEeTe, CAMO IITO MOJAa3UMO O Pesaluje

a~b & ba~teH.

Komumunnuku cxyn G/ ~ fiemo oBne oznauasatu ca Gp(H) = {Ha : a € G}.
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IIpumeTumo na BasKku

Ha=Hb < o 'H=0b"'H,

na je ca f(Ha) = a~'H nepurucana Oujermuja ckyma CBUX mAecHUX moioskaja Gp(H) mon-
rpyne H Ha ckyn cBux sesux monoskaja Gp(H). Iakie, oBa OBa CKyla Cy UCTE KapIUHAJI-
HOCTH.

AKO Cy T; CKyNIOBM KOHAUHU, OPOj eneMeHaTa GMIIo KOT 01 BUX 30BEeMO uNJeKkc MOATPYIIe
H y rpynu G u o3nauaBamo [G : H|. Iaxkue,

(G H| = [GL(H)| = |Gp(H)|.

Y cynporHoMm 3a moarpyny H kaxkemo na je beckonaunoz underxca y rpynu G. Ha mpumep,
[Z :2Z]) =2, nox je SL(n,R) 6eckonaunor unnexca y GL(n,R).

Teopema 0.6. (Jlarpam:xoBa Teopema) Ped 6uno xoje nodepyne H xonaune epyne G deau peod
me 2pyne u eaxncu

G| = [H]|-[G: H].

Iloka3. KoucraroBanau cmo Beh ma je rpyma (G OUCjyHKTHA YHUjA CBUX PA3IUYUTUX JIEBUX
nonokaja mare nmoarpyne H. Ilpumerumo na cy cBu ckymoBu aH mcToOpOjHU U HUXOBA Kap-
IWHAJHOCT jenHaka je kapauuagHoctu came nmoarpyme H. To je jacHo jep je mpecamraBame
f:+ H — aH nmaro ca f(z) = ax 6ujernuja ( f(z) = f(y) = ax = ay u TOMHOKHMO CleBa
UBEP30M ejieMeHTa @ na nobujemo x =y - f je '1-1’; 3a maro ax € aH, eneMeHT T ce CiIUKa
y mera nomohiy f, ma je f u 'ma’. Ilakiue, 6poj aeBux monoxkaja moarpyune H je [G: H|, a 'y
cBakoM on mux uMa |H| enemenara, na je |G| = |H| - [G : H]. O

IIperxonna Teopema He TBpAM na 3a CBaKM OPOj KOjU [eau pen KOHAUYHE I'PyIe, OHA MMa
noArpymy maror pena, Beli camo maje rammumare 3a pen Te moarpyme. Ha mpumep, rpyma
pena 40 curypHO HeMa NOATPYIY pena 7, NOK NOArPYIY pena 8 MOe, ajil He MOpa Oa UMa
(Bumehemo ma 3a Heke mocebHe kiace rpyna Basku u Taj ' obpuyTy Jlarpamk”).

JlarpamkoBy TeopeMy KOPUCTUMO Aa OIPEAUMO MHIEKC maTe nmoarpyne. Ha mpumep, mHIEKC

noarpymne R, cauummene ox poraunuja, y rpymu D, je [D, : R,] = 27—? =2.

0.3.3 Pen enemenra y rpynu

Heka je G rpyna u a npousBoman enemenT u3 G. Iluramo ce mra je MUHMMAJIHA MOArPYyIA
on GG KOja caap:Ku Taj €JIEeMEeHT?!

Hamomena 0.25. Axko je S 6uio kxoju moackyn rpyme G (TO jecT HEHOI CKyla HOCAda),
IUTAMO Ce Ia JIU IOCTOju MUHUMaJHa noarpyna on G koja canpsxu S. Heka je g pamunauja
cBux monrpyna ox G koje canpske Taj ckyn S. Tpaskena noarpyna he ynpaso 6Gutu mpecek
damunuje Ilg. Oszmaunhemo je ca H =< S >. CBu enementu nu3 H he Outu tavyno obGauka
a = aiag---a,, rme jen € N, a; € SUS™! (a; je uz S unu je meros umseps u3 S). 3a
noarpymy H raxemo ma je eenepucana youenum ckynom S u mumemo H = (S). Axko je cryn
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S komauan, S = {a1,a2,...,0n} U, JODATHO, HEIOBU €JIEMEHTH KOMYTUDA]Y, CBAKA €JIEMEHT
u3 (S) je obaura

_ k1 k km
a=ay'ay’---aym, k € Z.

MoskeMo ma uX rpymnuimeMo jep je a;a; = a;a;, a OOIYIITAMO Ha C€ HEeKM He IojaBJbyje
j i,

Yy KOHKPETHOM eJIEMEHTY THUMe CTO HeroB ekcnoneHT Oyge 0). Ako je omepamuja y rpymnu

O3HAUEHa AMUTUBHO, MIPETXOAHU yCJOB IJIACK

a = kiay + koas + - - + kmam, (ki € Z).

(OBo mac, csakako, nmouceha ma guHeapHy KOMOUHAIM]Y HAJ BEKTOPUMA 1,d2, ..., dn KOJY
¢MO mpomuie roauie nMaiau y Jluneapuoj aare6pu).

IIpumep 0.26. Z = (1), Z,, = (1), nok Q Hema HujenaH KOHAYAH CKyI reHepaTopa (IpoBepuTe
- MOTY JIX C€ CBU PAa3JIOMIU AOOUTU KAO JUHEaApHEe KOMOUWHAIMje KOHAYHO HUX, Ca IeI00po-
jHIM KoeduumjenTIMAa?)

]D)n = <p7 U>7 V4 = <a7b>7 Q8 = <i7ja k> (OI‘[HOCHOa QS = <7'7.]>)

Bparumo ce ma nouerno nutame. Ilakae, 3a 3amatu eseMenT a € G, Tpaxumo (a). U3
neduHUNTjE je
(a) ={a™ :m € Z}.

IImramo ce nma nm je oBa moArpyna KOHaYHA MIM O€CKOHaYHA, 3aIpaBO Pa3jIMKYjeMO Ta IBa
crIydJaja.

Jacuo je ma ako mMeDy cremenuMa eseMeHTa a HEMA jeQHAKUX, HOArDPYyIa (a) je GECKOHAUHA.

Ia Buanmo mTa ce memasa ako je a” = a® 3a 6ap jeman map pa3iIMUUTUX [eJux OpojeBa 7, s.
Axo je r > s, ogaocHO 7 — s > 0, u3 @'~ ° = e cieau ma MOCTOjU U HAjMaHmU Tpuponan 6poj k
3a Koju je a* = e. Y Tom camyuajy he k Gutm ympaso pen moarpyme (a), a TuMe u

(a) = {e,a,d?,...,a" "1}

3amTo 0BO Basku?! -Y3MuMo IpousBossaH a™ € (a). Ty je m € Z, na ra MOKEMO €yKIUICKU
nomenuru ca k. Jobuhemo m = kq + r, mpu uemy je 0 < r < k. Ilomro je a® = e, umamo

crnenehu U3 jemnakocTn

a™ = akq+T — akqar _ (ak)qar — elg" = ar7
IITO 3HAUM [a jé CBAKU CTEIEeH eJIeMEHTa ¢ jeJHAK HEKOM OX IpBux k, omakie je (a) =
{e,a,a?,...,a" '}, Tlpumerumo Takobe m ma mMebhy OBUM eleMeHTHMMA HeMa jeTHAKHX, jep
ako 6w BaxkmIo ma je a' = a’ 3a mexe 0 < i,j < k, i # j onga 6ucmo mobunu ma je al = e u 3a
Hero 0 <!l <k (l=i—juml=j—1), mro je y CYIPOTHOCTH Ca YCJIOBOM fa je k HajMamu
TakaB Opoj.

3maun, ako je (a) KOHAuUHA, HEH PeJ je HajMamy TpUpoaaH 6poj k 3a kxoju je a* = e. Taj

6poj 30BeMO ped camor eneMenta a y rpynu G u o3HavaBamo ca w(a).

Hepuaumuja 0.19. Ped esemenma a y rpynu G je HajMamu npuponaH Opoj k 3a koju je

a® = e. Ako TakaB Gpoj He mOCTOjU, KaskeMO 1a je a beckonaunoz peda y rpyma G.
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W3 ropmux uzBobhema je jacHO ma Baku
am"=e & w(a)|m.

-Jacuo je ma axo je k = w(a) u m = kq, onna je a™ = a*? = (a¥)9 = e. C mpyre crpane, axo je
a™ = e, mogemwhemo omeT m eykmuAckn ca k = w(a) u mobutu e = a™ = a1t = (a¥)%a" = a",
rae je 0 <r < k. Oner u3z nepunuIyje pema eJreMeHTa, 3aK/bydyjeMo Oa je 0BO Moryhe camo
3a r =0, omHOCHO 3a M = kq.

Ounrnenuo je na ako je cama rpyna G KOHAYHOI pena, OHAA je TO M CBAKWA OX HHEHUX
esemenara. Takobe, momro je pex rpyne nemus pefoM HOArpyIe (a) KOJU je 0o AepuHunmju
jenHak pemy eseMeHTa a, u3 JlarpamxoBe TeopeMe Clenu a PEeX eJIeMeHTa Neu PEeX IPYIeE,
OJTHOCHO

Gl =n = w(a)|n,

kao u a" = e 3a cBako a € G. (IloceBHO, aKo je pex rpyme mpoct Gpoj, TO BaKM U 3a Pel
CBaKOT HEHOI eJIEMEHTa OCUM HeyTpaua, na je (a) = G.)

Ha kpajy, moBesahemo pen mpomsBoma IBa eJIeMeHTa Ca HBUXOBUM pPeIoBUMa. JacHO je,
u3 npasuia o creneny npoussoga ((ab)™ = a™b™ ako je ab = ba, unaue je (ab)™ = abab- - - ab),
na je To Moryhe caMoO akKO TU €JIeMEHTH KOMYTHUPA]y.

Teopema 0.7. Hexa cy a u b busro xoju eaemenmu epyne G u e wen neympaa. Axo je ab = ba u
(a) N {by = {e}, onda je w(ab) = NZS(w(a),w(d)).

Hoxa3s. Heka je w(ab) =k, w(a) =m, w(b) =nu NZS(w(a),w(b)) = s. Tpeba norazaru na je
k = s. Ilpso, u3 ab = ba cnemn (ab)® = a®b®, a KaKo je HajMAKU 3aje MHUYKU CANP/KAJIAI IBA
6poja memums cBakuM on mux, 6whe (ab)® = a*b® = (a™)m (b")n = emen = e, omaKITe Ciemn
na k| s. Tpeba mokazatu na Baku u OOPHYTO.

Wwmamo (ab)* = e (jep je k = w(ab)), ommocro a*b* = e (jep xomyrtupajy), a oBo je mame
exBuBaseHTHO ca a® = b~%. Tako cMO HOOGMIM eleMEeHT KOoju je y IpPeceKy MOoArpyIla reHep-
ucammx ca a u b (a¥ € (a), a b=F € (b)), ma je a* = b=* = e, ommocno a¥ = e u V¥ = e (u3
b=F = e cnemu na je m meros wHBep3 jennax meyrpadty, b = (b=F)71). Cana, us af = e ciemm
nmam |k, u3 b*¥ = e cnemn ma n | k, na onga u HajMamu G6pOj y KOM Cy CAAP/HKAHU M U N AEIU
k, To jecr s | k.

Ha kpajy, u3 k | s u s | k u Tora mro cy oba npupoxan Gpojesu, 3akmpydyjeMo k = s. ]

ITocnemuma: Axko cy a u b 6uno kKoju emementu rpyne G KOju KOMYTUPAjy U UUjU CY
penosu ysajamMHO mpoctu, ouzaa je w(ab) = w(a)w(d).

0.3.4 Xomomop¢m3Mu rpyna

Mmanu cmo Beh y yBOmHOj nekmmju ma je xomomMopdm3aMm jenHe anredapcre CTPYKTYpe y
Opyry Koja je UCTOr TUIa, CBAKO IPECIVKABAaKke HBUXOBUX CKYyINOBa-HOCAYA KOje Ce CIaiKe
ca CBUM IapoBMMa OArOBapajynux omepamuja TUX CTPYKTypa. & CKIaAy ca TUM HUMaMO
crnenehy nepmanrnmjy:
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Iedununuja 0.20. Xomomopdusam rpyne (G, *,71 e) y rpymy (K,0,~ ) je cBako mpeciuxa-
Bame f: G — K Koje 3am0BOJbaBa yCIOBE:

1) flaxb) = f(a)o f(b),

2) fle) =e¢,

3) fla™h) = fa)~.

Ncnocrasma ce na ¢y y IPeTXOMHO] AePUHANMIU yCIOBU 2) u 3) mocienuna yciaosa 1)
(v HApaBHO, aKCHOMA Ipyme):
IpBO, U3 €% € = e U npojacka f Kpo3 OumHapHy omepamujy, nobujamo f(e)o f(e) = f(e) -
0BO je jemHakocT y rpynu K u 3HaMO Ia By UCIYHAaBa jeIUHO HeyTpaJs Te rpyne (rox =x
NOMHOKMMO CJIEBA MHBEP30M O & U HO0UjeMo na je = jenHak HeyTpauay). Omasne je f(e) = e.
Cana, u3 akcuome mHBep3a a*a ! = e, mpumenoM f mobujamo f(a)o f(a~!) = f(e), ommocno
f(a)o f(a=t) =&, mro, mo akcuomm mmBep3a y rpym K 3naum ma je f(a=!) = (f(a))™.
Haxrne, npecaukaBame f: G — K je xomomopduzam rpyne G y rpyny K akko je cariacHo
ca mapoM BUXOBUX ODMHADHUX OIepaluja.

[MIra MokeMO nma Ka)kKeMO O Be3M pela HEKOI eJEeMEHTA UM HEroBe CIMKEe IPU XOMOMOD-
¢uzmy? Baskmu:

Axo je ememenT a kKoHauHor pena y rpymu G, ouga je u f(a) komaunor pema y rpyma K u
w(f(a)) |w(a) (pen ciuke memu pen ereMeHTa).

-Kpernmo ox a¥(®) = e u npumennmo f. Hobujamo f(a®(®) = f(e) = ¢, ommocuo f(a)?(® =¢
mro rayno 3Hauu xa w(f(a)) | w(a).

Ako je mpeciukaBame [ uHjeknuja, a u f(a) cy ucror pena.

IMpuMeTuMo Ha Kpajy Oa je KOMIO3UIMja IBa XOMOMOPQU3Ma omeT XoMoMopdusaMm (umaiu
c¢Mo mpomuie roguue y JluHeapHO] aare0pu KOMIO3WIU]Y [OBA JIMHEADHA IPECIUKABANmA) U
Ia je nHBep3 OUjeKTUBHOI XOMOMOD(u3Ma Takobhe xomoMopdusam (OmeT AHAIOIHO BAKUA 34
omeparope):

1) Akocy f: G — K u g: K — L, penom, xomomoppusmu rpyne (G, *) y (K, *), 0QHOCHO
(K,*) y (L,o), ouma je go f: G — L xomomopdusam rpyune G y rpyny L.

2) Ako je f: G — K xoMoMOp¢u3aM Ipymna Koju je mHBep3ubuiaan (nakie, OUjeKTUBAH),
oHza je u meros musep3 f!: K — G xomMoMopdusam rpyma.

VHujexkTuBHEE XOMOMOP(}U3IME 30BEMO MOHOMOP(U3MY, CYPjEKTUBHE eNUMODP(PU3MU, OUjeKTUBHE
uzomopousmu. Axo je f: G — K 6umo koju uzomopouszam rpyme G Ha rpyny K, tana je
U BEroB WHBepP3 jemaH m3oMmopowusam rpyme K wHa rpyny G. 3a rpyny G kaxkemo na je
usomopgpra rpymu K m mumemo G = K aro mocroju 6ap jemam msomopdmzam f : G —
K. W3meby m3oMop¢HUX Ipyna HeMa CYNITMHCKAX PAa3juKa, U3y3uMajyhu came mpupone
BUXOBUX OOjekara, IIa UX YeCTO IoucToBehyjemo.

Xomomopouzmu rpyne Gy my camy 30By ce eHnoMopdusMu, a nzoMopdusmu rpyne G meHn
ayromopusmu. Cryn cBux enmomopduszama rpyme G ozmauaBahemo ca End(G). Ilpume-
TAMO 74 je TO jelaH MOHOWZ y OJHOCY HA KOMIO3WIWMjy npeciukaBama, (End(G),o,idg), nok
je CKyn mHBep3MOWIHUX eseMeHaTa oBor MoHomza End(G)* ympaso rpyma ayromopdusama

rpyne G, Aut(QG).

IIpumep 0.27. Nzomopduzam S3 = D3 nobujamMo TAKO MTO O3HAUMMO TEMEHA MPABUJIHOL
Tpoyria ca 1,2,3 u npaTuMo mTa Ce AemaBa Kal IPUMEHIMO CBE POTAIMje U OCHE CUMETPU]E.
C npyre crpame, nmzomopduszam Aut(S3) = S3 mobujamo mparehwu mra cy moryhu pemosu
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eJIeMeHaTa IPUIIMKOM CIHKamka ayToMopdm3MoM (M30MOp(PH3aM MOpa A& UyBa pel CBAKOD
esemenTal)

0.3.5 IMurknauuHe rpymne

Hepuaumuja 0.21. 3a rpyny G Ka:keMO na je yukAuvka axko mMa 0ap jeoHy jeqHOUTIAHY
reHepaTpucy, To jecT Oap jemaH eJIeMeHT a 3a KOju je

G={(a)={a™:meZ}

CBaka NUKJINYHA IPYNa je KOMyTATUBHA U y CIyYajy Kala je KOHAUHA, HEeH pel je yIpaBo
pen 6mIo KOT O H-€HUX I'eHepaTopa.
Axo je rpyna G o3HaueHa aaWTWUBHO, yMECTO a'™ MUIMIEMO Ma, Ia je OHIA

G = (a) = {ma :m € Z}.

ITpumep 0.28. AnutuBHa rpyna 7Z je mukjiaudHa u ca remeparopom a = 1. To Baxku u 3a
CBaKy OJ aQWTUBHUX Tpymna Z,, camMo mTO je Z OecKOHAUHAa, a OBE OCTAaJie KOHAYHE U peaa
n.

Ha Bexxbama cy mokasana caeneha tepbema (a u xox Hurose y ckpunrn):

Teopema [3anarar 19 konx Hurosne]: Caka muknanusa rpyna je m30MOpQHA Uiau rpynn Z
UM TAYHO jenHoj on rpyna Z,. IloceGHO, mBe IMUKIMYHE rpyle Cy U30MOP(GHE aKO U CAMO
aKO Cy KUCTOT pela.

Teopema[3anarak 20 kox Hurone|: Csaka moarpyna nmkaumane rpyne G je takobe mmk-
JINYHA.

Teopema[3anarak 21 kon Huromne]: Axo je G KOHaUHA MUKIMYHA TPyTa PeAa N, Tala 3a
CBAKU MPUPOIaH 6poj m Koju menu n, rpyna G ¥MMa TauyHO jemHy MOATPYIY pena m.

Teopema [3anarakx 22 roxm Hwukomne]: Ako je G mukawusa Tpyma pena n TeHEPUCAHA
CJIEMEHTOM a, OHIA CBaku ejeMeHT a’ rakobe remepume rpymy G ako u camo ako cy n u k
y3ajaMHO TMPOCTHU.

0.3.6 CumerpuuHa rpymna

Nmamu cmo Beh ma je ckyn Sy cBux mepmyrtamuja (6ujekmuja X — X ) mempasuor ckyna X
rpylna y OmHOCY Ha BUXOBY KoMmmosunujy (caarame). Ta rpyma ce 30Be cuMempuyha zpyna



20

ckynma X. YwMmecto yobuuajeHuM oO3HAKaMa 3a (YHKIHUje, mepMyTainuje heMo O3HadaBaTy
TPYKUM CJIOBUMA T, 0,0, T .... 3HAUA] CUMETPUYHE IPyIe y Pa3HUM 00JIaCTAMa MAaTEMaTHUKE
je orpomat, a HmEHY BajKHOCT y TeOpUju rpyma nokasyje KejmujeBa teopema:

Teopema 0.8. Ceara zpyna G je usomopdra nexoj nodepynu cumempuyne zpyne Sg mweroe CKyna-
nocaua G.

JHoxa3. CakoM enementy g € G npunpysxuhiemo nepmyranujy m, € S, onpebeny ca my(zr) =
gz. 3a mouerak Tpeba MPOBEPUTH Aa CMO 3aKCTa JOOMIN MEePMYyTAalNjy, ONHOCHO OWjeKIujy
cryna G:

Ty je "1-17 jep my(x) = my(y) & gr=gy & g '(gr) =9 '(gy) & (97'9)r=(g""9)y &
er=ey & r=y

Ty je "ma” jepy =my(z) & y=gzr & gly= g l(gr) & gly=(""9)r & g ly=
ex & x =g ly.

Jlakne, 3a cBako g € G mpecnukaBame T, je mepMmyTamuja u3 Sg. Canma Tpeba mokaszaru na
je mpunmpyxuBame ¢ : G — Sg mepunucano ca ¢(g) = m, jeman xomomop¢pusam rpyna G u
Sa: ¢(g192) = Tg1g, = Tg, 0 Tg, = P(g1) © P(92) JeP Tgyg, () = (9192)T = g1(g22) = 7y, (g, (x)) =
(g, 0y, )(x) 3a cBe z € G. O

Ako cy ckynoBu X u Y ucroGpojHHM, BUXOBE CUMETPUYHE I'pyle cy u3oMopoue (ako
je f: X — Y oOujekuuja roja morBpbhyje ucTy KapamHAJIHOCT CKymoBa X u Y, oHIa je
npeciukasame F : Sx — Sy ompebeno ca F(n) = fomo f~! jemam msomopdusam opux
cumerpuyHux rpyna). Onasne cienu na je CUMeTPUUHA IPyIa OMIIO KOI KOHAUHOL CKyIa ca
n egeMeHaTa U30MOpQHA cuMeTpuyHO]j rpynu ckyna {1,2,...,n}. I'pymy S{1,2,...,n} O3HAUABAMO
ca S, u 30BeMO cumempuuna epyna cmenena n. Oua je pena n! u Huje KOMyTaTUBHA 3a N > 3.

HepMyTauI/Ije heMO HOI/ICTOBGEI/IB&TI/I ca ypebeHHM N-TOPKaMa BbUXOBUX BPE€IJHOCTU, OOJHOCHO
ako je m(i) = a; 3a i € {1,2,...,n}, mucahiemo m = (ay,as,...,a,). Mebyrum, us osor 3amnuca
HE BUAUMO NOBOJLHO (Ha HpUMEp, He MOKEMO OAMAaX Aa OAPEAUMO el MepMyTaluje 7, WU
& Ka;KeMO HEIITO BUINE O HOj). 3aTO MOCMATpaMo HOce0HE BPCTE MePpMyTAINU)a.

Hedunumnuja 0.22. [lepmyramuja m € S, je yurayc dyacune k axo 3a k enemenara ai, ag, . .., ak
u3 {1,2,...,n} Basku ma je m(a1) = ag, w(az) = as,..., w(ag—1) = ag, 7(ar) = a1, a 3a cBe
je{1,2,...,n}\{a1,a9,...,a;} je w(j) = j.

Oparas murixyc hemo osmauasatu ca ™ = [aj,ag,...,a;]. IIpumernmo Takobe na metu nwmk-
JIyC MOYKEMO 3aIlCATU HA BUIIE HAUMHA:

I—alﬂa’z)"'7ak}J = |—a‘27a‘37"'7akaalj = |—a37a47"-aak7al7a2j == I—ak7a17a27-"7ak71J'

Crym {a1,as,...,a} 30BEMO HOCAY TMRIYCA.

Jacro je na je 7F = momo---om = id u na je k HajMamu TakaB O6poj. SaKmydyjeMo ma

je oysKMHA IUKJIyCca 3a0paBo HEroB pen y rpymu S,. Takobe, u3 came neduuunuje nurmyca
cllelM Ma ce HeroB MHBEp3 JaKo paduyHa, ' = [a, ar_1,. .., a2,a1].

JemHouwnrany mMEIyCcH ce MOAyAapajy ca MACHTUYHOM IIEPMYyTAIWjOM, Ma WX HE MUANIEMO
KaJ padyHaMo ca mepmytamujama. O3HauaBaMo uX HOHEKan || (mo moroBopy, HeyTpasd y
CUMETPUYHO] TPyNK O3HAUABAMO YTJIIABHOM ca €; makiae, id = [| = ¢). C mpyre crpame,
NBOYJIAHU IUKJIYCU UMAjy Toceban 3Hauaj. 30By ce mpancnosuyuje . CBaKUA MUKIYC Ty:KUHE
k je mpousBon k — 1 Tpancnosumnuja. OBO ce JakO NpOBeEpU:

[a1,a9,...,ak] = [a1,a2]|[az,a3] - [ag—1,ak].
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(obpaTuTe maskmy na Ha NECHO] CTpaHu Tpeba ma MHOMKHUTE 3MECHA yJIeBO). 3a Taj IUKIYC
Ka:KeMO [a je napan, OZHOCHO Henapan, ako je To um 6poj k — 1 (jemma rpancmosunuja je
HemapHa, TPOW3BOJ ABe MapaH utm). llpum ToMm, meo 6poj sgnm = (—1)¥~! zome ce anax
yukayca (Ha mpumep, sgnla,b] = —1, nok sgnfa,b,c] =1 ).

3a [OBa IUKIyCca KAKEMO Oa Cy Oucjynkmha ako Cy TaKBU M BUXoBM Hocauu. Ilomro
Cce eJIeMEHTU KOje TU IUKJIyCH IIOMepajy He IIOKJalajy, jacHO je na AUCjYHKTHU HUKIYCU
KOMYTHUPAajy.

Teopema 0.9. Cseaxa nepmymayuja T # € u3 Sy, ce MONCE PAAOACUMAU KA NPOU3BO0D OUCTYHKM-
HUT YUKAYCA, U MU YUKAYCU CY 00peheny jeOH03HauH0 00 Ha BUT08 Pedocael.

Joxa3. IlomTo 7 HUje MAEHTUYHA TMEPMyTaldja, TOCTOju Oap jemaH eJIeMeHT ai 3a KOju je
m(a1) # a1. Hera je m(a1) = ag. 3amodynuMo mUKIyC [ai,ds,...| ¥y Bera pefoM yoummrMo
CBe eJleMeHTe Koje mobujaMo om ap, omHOcHO m'(ap), 3a i = 0,1,2,.... Y jeqHOM TPEHYTKYy
hemo MoHOBO MOGUTH a1 jep ce HaJa3UMMO y KOHAUHOM ckymy. Axo je 7%(ay) = ay u 7'(ay) =
a;41 # a1 3a cee 1 <i < k— 1, npuMeruMo [1a ce mepMyTalyja 7T HOKJIAMNa Ca IMUKIYCOM T =
[a1,a9,...,a,_1,a;| HA BerooM Hocauy. Cana HacraBmaMo mambe. Ako y ckymy {1,2,...,n}\
{a1,a2,...,a5_1,a;} UMa ereMeHara Koje T He GUKCUPA, y3MEMO jelaH OX HUX, b, U HUME
3aIll0YHeMO HOBU nukiayc. Taj muknyc he curypHo OUTH JUCjyHKTAH Ca IUKIYCOM 71 jep i
canp:xu cse crenene 7' (ay) 3a i =0,1,2,... ¥ TAYHO HUX.

Osaj nporiec npaB/bemha HOBUX IUKIYca Ne ce y jeIHOM TPEeHYTKY 3aBPIIUTH 300r KOHAYHOCTH
ckyma {1,2,...,n}. AKO cMO HOOUIN TMKIYCE T1,T2,...,Tm, TBDAAMO Oa je

T =TT Tm-

OBo je TauHO jep ce T ca CBAKUM OJ OBMX HUKJYCa MOKJIAlla HAa HEIOBOM HOCAYy, & BaH TOT
HOCaYa IUKJIYC (UKCUpa OCTaJe eJEeMEHTE JOK MX HEKU NPYIW LUKIYC IIOMepa UCTO Kao U
m. 3a eJieMeHTe Koje T He MOMepa BaKU Ja UX U MPOU3BOX W7 - -+ T,y $urcupa. Ha kpajy,
MOWITO Cy CBU NMUKJIYCU y TOPH0j MEKOMIO3UNUju MehyCOOHO MUC)jYHKTHU, OHU KOMYTUPAjy,
IIa BUXOB PEIOCIeN HUje BasKaH. O

3aImTo je mpeTXoqHO pasiiarame Tako BaskHo! Vmasu cmo TBpheme na ako mBa ejnemMeHTa
rpyne KOMyTUPajy U IPU TOM Ce HMOArPYIEe I'eHEPUCAhe HUMa TPUBUJAJIHO CEKYy, OHIA je
pen Ipom3BOJa TUX €JIEMEHATA jeqHAaK HajMameM 3a)eTHUYKOM CAIP:KNOIY HUXOBUX PENOBA.
OBO ce MHOYKIMjOM JIAKO YOIIITaBa HA MPOM3BOM KOHAUHO ejeMeHara. llpmmermmo ma cy
OBU yCJOBU UCHYEHEHU 33 NUCjYHKTHE IMUKIYyCE Y NEKOMIO3UIMjU IPOU3BOJLHE IMEPMYTAI]eE.
Ilakne, ako je m = mmy- -+ Ty, OPEACTAB/bAKE IEPMyTAIMje KAaO OPOM3BOIA UCjYHKTHUX
NUKJIyca, Pel Te NepMyTallije je HajMakbU 3aje THUYKU CAIP:KAJIall Oy:KWHA TUX IUKIYCA.

[Tomohy pasmarama Ha AUC]jyHKTHE MUKJIyCe meuHUIIEMO 1 3HAK mepMmyTanuje. Beh cmo
nMeGUHICANN 3HAK MUKTyca myxuHe k kao (—1)F71.

Hepunnmnuja 0.23. Ako je m = m7g - - - Ty, JEKOMIO3UNUjA IEPMyTalMje T € S, Ha IPOU3BOL
[VCjYHKTHUX [UKIYCA, YKBYUYjyNu U jeqHOUWIaHe, 3HaAK NEPMYMAyUje T je TPOU3BOI 3HAKOBA
CBUX IVICjYHKTHUX IUKJIYCA 7; KOJU YUIECTBYjy Yy OBOM pa3sjaramy, OJHOCHO

sgnm = (—=1)"7™.
Axo je sgnm = 1, 3a mepMmyTamnujy m Ka;KeMO 1a je napHa, a ako je sgnm = —1, na je nenapma.
Teopema 0.10. Axo cy m,0 € S,, dae nepmymayuje, onoa je

sgn(om) = sgnosgnr.



22

Hoxa3. IlokazaheMo mpBO ma ropma jeTHAKOCT BaKHU ako je o = [a,b| Hera Tpamcmosm-
nuja, omHocHo ma je sgn([a,b|m) = —sgnw. Hekra je m = mimy -« Ty AEKOMIO3UNUjA TED-
MyTaluje T Ha OPOU3BOJ AUCjYHKTHUX IUKJIyCa, IIe Cy yKbydeHu u jenHounanu. Ilocroje
nBe MoryhHoCTHI:

1) ako ememenTr @ u b mpumagajy HOCady MCTOT NUKJIYCA U3 T, HA TIpuMep 71 (AWC]yHKTHU
[UKJIYCH KOMyTHPAajy, Ia Taj KoOMe IPUNanajy a u b MOKEeMO DOBECTH Ha IPBO MeCTO), OHIA
je

om = [a,b]|[a,c1,. .., ¢k, b,d1,. ... di| = [a,c1,. .0 cr]b,dy, ... di],

MITO 3HAYM & O UMa YKYITHO M + 1 MUCjYHKTHUX IUKIyCa, 33 jeJaH BUIIE HETO T, Ia UMA]y

cymporre 3HaKoBe (sgn(om) = (—=1)""""1 = —(—1)""™ = —sgnr).

2) ako ejeMeHTH @ W b mpUNanajy HOCAYMMA DA3JIMYNATHAX MUKIYCA U3 T, Ha MPUMED 7] =
[a,c1,...,ck] u o = [b,dy,...,d;], ouma je om = [a,b|[a,c1,...,ck|[b,dr,...,di]7s T,
OmHOCHO o7 = [a,c¢1,...,Ck,b,dy, ..., d;|73 Ty je mpomsBon m — 1 AWMCjYHKTHUX TUKIyca,

Ma ¥ yOBOM CJIydajy WMMa 3HAK CYNPOTaH oJ 3Haka mepmyTanuje 7 (sgn(om) = (—1)"" "+ =
(=)™ = —sgnm).

Axo je cama o mpouM3BOJLHA INepMyTaluja, HamucalieMo je mMpBO Kao MPOU3BOJ HEKUX
Tpancmosunuja (TO MOMKEMO jep je CBaka MepMyTanuja MPOU3BOM IUKIYCa, 4 CBAKA IUK-
JyC TPOU3BOMA TPAHCIO3WIMja), KOjUX MMa Ha HOPUMep 7, ma OpBo mobujamo ma je sgno =
(=1)" (mo mpeTrxoaHOM, MHOKEH:€ JeJHOM TPAHCIO3UIX]OM jeJIHOM IMPOMEHU 3HAK), a OHIA U
sgn(om) = sgnosgnr. O

[Tocmenuua mperxonHe TeopeMe je na je mepMyTanuja m € S, IDapHa aKKO je IPOU3BOL
nmapHor 6poja Tpancrnosunuja. Taxkobe, u3 me ciean ma akKo UMaMO IBE MapHe MepMyTaluje,
U BUXOB MPOM3BOL he OWTM mapHa mepMyTanuja. Kako je mmeHTUTETa HapHA, a WHBEP3
nmepMyTalunje T UMa WUCTU ODJUK KA0 7 y CMUCIY IUKJINYHE TEKOMIIO3UIU]jE, 3aKJbYUyjeMO
Ia CKyI CBUX MapHUX INEepMyTallvja U3 S, YMHU jeaHy noArpymy te rpyme. ObemeskaBamo je
ca A, u 3oBeMmo aameprupajyha epyna cmenena n. Ona je pena %’ jep mapHUX U HEmapHUX
nepmyTtanuja y S, uMma jeqnaro (Ha npuMmep, npecaukasame f(mw) = [a,b|7 je jenna Gujeruuja
A, = S\ Ay).

Ha kpajy map peum o KOHJyroBamy y rpynu S,. Y 6umiao kojoj rpynu GG 3a ejemeHTe a U
b KasKeMo Ia Cy KOM)y208anu akKo MOcToju edeMenT g € G 3a koju je b = g~ lag. Komjyrosamu
eJIEMEHTU Cy WCTUX DPENoBa W [0 CBEMY Cy CJIWYHM (CBE ITO PAIUMO Ca G PAIUMO U Ca
b, camo momumemo g~ ! m g ca cTpame - ceTmTe ce CAMYHUX MATPUIA O MpOMLIe romaHe!).
VcmocraBspa ce ma ce KOHJyraT IMUKIyca BeoMma jako onpebyje. Baxkm

p’—alva@v s 7akjp_1 = fp(a1)7p(a2), s ,P(ak)J~

(OBO ce mpoBepu: Ha HOCAUy NMKIyCa HA JECHOj CTPAHW jeIHAKOCTH, JIEBA CTPAHA IPBO

nomohy p~! crkmme TO p, a omma "mpomeTra’ egeMeHTe Kako MUKIYC [ai,as, ..., a)| HaTake u
Ha Kpajy UM OOIa p - UCTO IMITO yPaad M AECHA; BAH HOCAYA IUKJIYCA HA MECHO] CTPAHU, OH
je mImeHTuTeTA, 4 TO jeé U HPECIUKABAKE HA JIEBOj CTPAHU, jep UUKIYC a1, ds,. .., ax| moMepa
caMo eJleMeHTe KOju Cy y HeMy, TO jecT oHe Koje p~ ! ybamu y ckym {ai,as,...,ax}).

Kao mocmemuny oBe jemnakocTtu mobmjamMo Oa ce WM KOHJyraT IEPMYyTAIlWje KOja je mpeacTa-
BJ/bE€HA KA0 IPOM3BOJ JUCjyHKTHUX IUKIYCA JAKO padyHAa:

PTITY T - = prip” pmap e pmp !

u ouna p "ybe” y cBaku mukityc m;.
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OBo 3uaun na cy cse Mmehycobuo koHjyroBase nepmyranuje ”ucror obauka” (kKaske ce U UCTOT
TUNDA) Y CMHUCILY Aa MMajy jelHak OpOj IMUKIyCa WUCTe Ly:KUHE Y CBOJUM IEKOMIIO3UIVjaMa
Ha aucjyHkTHe mwmkiayce. (Bamu m 0oOpHYTO: aKO Cy ABe IepMyTalje MCTOI THIA, OHEe
Mopajy ma Oyny konjyrosane! OGjacuuliemo Ha mpumepy: Heka cy m = [1,2,3,4|[5,6,7] u
o=1[2,5,7,3][1,4,6]; mra je p 3a xoje je prp~! = 0?7 3mamo ma je

prp~ " = [p(1), p(2), p(3), p(4)] [p(5), p(6), p(7)]

1 OHZAa y3M€eMO, Ha IIPUMEP

p(1) =2,p(2) =5,p(3) =7,p(4) =3,p(5) = 1,p(6) = 4,p(7) = 6.)

Iakme, nBe mepMmyTaluje Cy KOHJYTrOBaHE aKKO Cy MCTOT TUma. 1aj TUI YeCTO MUIMEMO Kao M-
TOopKy ypebheny tako ma 6yme mepacryha. Ha mpumep, ako je mepMmyTanuja m mpeacraBi/beHA
Ka0 IPOM3BOM AUCjYHKTHUX HUKIYCa 71, T2, M3 U T4 YMje Cy Oy:KuHe penoM 4, 3, 3 u 2, oHa je
tuna (4,3,3,2). [Ipumerumo na oBakBe M-TOPKe YMHE maprunuje 6poja n, TAKO Aa MOKEMO

Ia 3aKJLYYMMO f1a CBAKO] MapTUliiju 6poja n oarosBapa jeaHa Kiaaca KOH]YTOBAHOCTHU y TPy
S,.

0.3.7 Omnmuc rpyna MmaJior peaa

sRenmumo ma momohy TexHMKa KOje cy HaM [0 calna Ha paclojiaramny AaMO IITO BUIIE MHOOP-
Manuja O rpymnaMa 4mju cy penoBu jemHorumdpenu OpojeBu. Hapaswo, racuuje hemo umaru
tBpbema momohy kKojux hemo TO ypamuTu MHOTO JIAKIIE.

IIpe cBera 3HaMO Ha pen eJeMeHTa AesU pel caMe rpyme. 1o je 10BOJLHO Aa Y HOTIYHOCTU
OmuMIIeMO CBe TPyIle Uuju Cy penoBu npoctu 6pojesu. Axo je |G| = p, rme je p mpocT 6poj
u a € G, Basguhe na w(a) | p, onnocuo w(a) € {1,p} na aro a muje meyrpas, ou he Gutu pena
yupaso p. To name maje na |[(a)| = |G|, omsocuo (a) = G. Ilakzie, cBaka rpyna mpocTor pena
je mukaMuHa. 3a MOZeN TakBe rpyie HeMo y3eTu UUKINYHY TPYLy Zi,.

Barspyuak: Caka I'pyna IPOCTOr pena je M30MOPQHA TAYHO jeIHO] IPYIN Zi,.

Nnemo ma HajMamu jemmorupper Opoj koju Huje mpoct. Omnucahiemo rpyme pema 4. Y
rpymu G pena 4, emementu Mory Outu pema 1,2 mim 4. Aro y ®0j mocroju 6ap jeman
eneMenT pena 4, ou hie mohu na msrenepwuine ey Ty rpymy. Y Tom ciaydajy G je NUKJINUIHA
u uzomopodua rpymu Zy. Ocraje moryhuocT na cy y rpynu G CBU €JI€MEHTU OCUM HEyTpaJia
pena 2. Tepaumo na je tama rpyna G KOMyTATUBHA.

[Basku: Axo cy y rpynu G CBU elleMeHTH OCUM HeyTpaJia pena 2, rpyna G je KOMyTaTHUBHA.
- Hera cy a u b 6uno koju exementu rpyne G. Umamo a? = b? = e, kao u (ab)? = e. Onasne
je

a’b? = (ab)?,

OOHOCHO

aabb = abab.
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TloMmHO:KHEeMO OBY jeIHAKOCT CJIEBA MHBEP3OM €JIEMEHTA @, a 3[CCHA WHBEP3OM eJeMeHTa b.
Hobujamo ab = ba, mTo MO U Kejeuu. |

Y3mumo cazma gBa pasziauunTa eixeMmenta a u b uz G. IlocmarpajMo moarpyme remepucane
tuM enementuma, H = (a) = {e,a} u K = (b) = {e,b}. Ilomro enementu a u b xKoMyTUpajy,
komytupahe u noarpyne H u K. 3uamo na uz HK = KH cunenu na je HK noarpymna rpyie
G. Opx Kojux esemMeHaTa Ce OHA CaCTOjU?

HK ={e, a,b,ab},

jep cy oBu esemeHTH curypHo Ty u Meby muma Hema jemmakux (a # b, a # ab jep b # e,
ncto u 3a b # ab, nok ab # e jep a u b Hucy jeman npyrom muBep3). Tume cmo Beh moGunn
4 enemenra, na je HK = G. 3uamo na je oo KuajuoBa rpyma, na je G = Vy.

IIpumeruMo jom mga ce oBaj IPOM3BOM IIOHAINA MCTO Kao JlekapToB mpoussond rpymna H u
K. [Hekapros npousson gse rpyue (Gi,-,e1,” ) u (Ga,0,e2,” ) je rpyna G1 X G2 y K0jOj cy
omepanuje mepuHUCAHE MO KOOpmuHaTtama: (gi,(gs) @ (g;,g;) = (g1 - g/l,gg ogé), e = (e1,e2),
(91,92)7" = (g1, G2)]-

IIpeuwnsuuje, TBpauMoO na je upecaukasame (h, k) — hk nzomopduszam rpyna H x K u HK.
Hakne, G=HK 2 H X K 27y X Zs.

3axsyuak: Cpaka rpymna pena 4 je m3oMopdHA WIN IMUKIUIHO] TPYyNU Zy WU Tpynu Vy =
Zg X ZZ.

Crursz cmo no rpyna pena 6. Ako je G pena 6, menu ejsementu Mory ourtu pena 1,2,3
nmm 6. [la am Moske ma ce mecu Ia Cy CBU ejieMeHTH ocuM HeyTpajia y G pema 27 Y
TOM CJIyuajy OMCMO MMaJid UCTY CUTYAIU]y Kao y IPETXOIHOM IIPUMEPY: IOCTOjaja Ou aBa
pasauumra eJeMeHTa pena 2 Koja Ou oHIa KOMyTHUpaJa u gaja noarpyiry pena 4. Mebyrtuwm,
0BO je y cynporHoctu ca Jlarpamkom, jep 4 me meau 6! Taxkobe, He MOry HU CBU eleMeHTU
rpyne G na G6ymy pema 3. Taummje, ako je a pema 3, tBpmumo ma y G\ {e,a,a’®} mema
esemeHara pena 3. Axo 6u Ty mocrojao b koju je pena 3, oEga GUCMO MOTJIN A3 HAIPABUMO
pume ox 6 pas3IuuuTHX egeMenaTa obiuka a'b’ (e, a,a? b,b? ab,a’b,ab® cy cBu pazmmumTy -
nposepute). 3ato mHera je b € G\ {e,a,a?} pema 2. Ilomohy mera u ememenTa a koju je
pena 3 MoskeMo ma HampasuMo cienehe ememente {e,a,a?,b,ab, a’b} xoju cy csu mebhycobmO
pasnuuutu (nposepure!) Ilakie, y oBOM cayuajy je

G = {e,a,a?,b,ab,a’b}.

Anu, uma jom enemenara! Ilpsu onm mwux je ba. Ilomro cmo Beh momymumnu memny rpymy,
nouTaMO Ce KOM OJl HaBeIeHUX ejeMeHara je jemHak ba. Huje e jep a u b Hucy jeman npyrom
uHBEp3u, HUuje a jep b # e, Huje a? jep b # a, Huje b jep a # e. Octajy mBe moryhuocTn.
IIpBa je ma je ba = ab. Cama mMamo ABa ejleMEHTa KOjU KOMYTHUPAjy U YUjU CY PEHOBU
y3ajaMHO IIPOCTH, IIa 3HAMO Ha je pel HUXOBOI NMPOM3BOAA jJeIHAK HPOU3BOLY HUXOBUX
pemosa, To ject w(ab) = 6. Kako y rpymnu pema 6 mocroju esnement pena 6, oma he Guru
uukauyna. Jlakiae, y oBoM cay4ajy je rpyna G IUKIUYHA.

Ipyra moryhroct je ma je ba = a?b. Camga y rpymu G UMaMo eJIeMeHT @ pela 3 U eJeMeHT
b pena 2 3a xoje Baxku ba = a’b. Axo peramuje a® = b?> = e u ba = a?b ymopemumo ca
penanmujama Koje Kapakrepumy maenapcky rpymy Ds: p? = o2 =id, op = p*o, 3aKmydyjeMo
na je y oBoM ciaydajy rpyna G m3omopdaa ca Ds.

3akpyuak: CBaka rpyna pena 6 je m3oMOp¢HA WIN MUKINYHO] IPynu Zg WX OUETAPCKO]
rpynu D3 (oxHOCHO cuMmeTpudHOj S3).
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Kanacupurkosahemo cana rpyme pema 8. Axko je G pena 8, HeHU €JIEMEHTU MOTY OUTH
pena 1,24 nim 8. Axo y rpymnu G mocroju ejneMeHT pena 8, OHa e OUTU NUKJIUYHA U
uzoMopdua ca Zs.

Axo cy y rpynu G CBU eJIeMEHTU OCUM HEyTpaja pena 2, BUAECIU CMO na OHA MOpa na Oyme
KOMYTATWBHA, ¥ HA MCTU HAYMH Kao y Caydajy rpyme pema 4 mokasaiau OMCMO ma je Tama
G= Zio X Lo X Zig.

Ilame hemo npernocraBuTu na y rpynu G He MOCTOjU €JE€MEHT pena 8, aju Ja MoCToju bap
jeman emement pena 4. Axo je H = {e,a,a?, a®} moarpymna remepucana TUM eJEMEHTOM, 32
npousBosman exeMenT u3 G\ H Basku na je pema 2 unu pena 4.

Axo mocroju 6ap jemam enement b € G\ {e,a,a?, a®} woju je pena 2, onna hemo, caudano
Kao 3a rpymny pemna 6, mohu ma KOHCTpyUIIeMO 8 pa3juuyuTUX esjeMeHaTa obuuka a'b’:

G = {e,a,a?,a® b, ab,a’b,ab}.

Omner, HA UCTW HAYWH KAO KOI Ipyne pena 6, OUCKyTyjeMO KOM OX HBUX Ou Morao ma Oyme
jemnak ba. Jlako enemumunmemo npsux 5 Moryhnoctu (mpoBepute 3a BeskOy) U HOIA3UMO IO
mpBe Koja Morke na Basku: ba = ab. OBme mMmamo nBa eseMeHTa KOja KOMyTHPajy, na he u
MOArpyIle PeHepucane mbuMa Komytupatu. CIUYHO Kao 32 HEIUKIWYHY I'PyIy pena 4, Jako
nokasyjemo ma je oumma G = HK 2 H x K & Z4 X Zy, upu uemy je K = {e,b}. Cuenmehu
cayuaj, ba = a?b, muje moryh, jep je oBa jemIHAKOCT eKBMBaJIeHTHA ca a = b 'a®b, a omma
6u 6uno aa = b~ ta?bb 'a®b, ommocuo a® = b~ la*b = b~ leb = e, mTO HUje TauHO jep a Huje
pena 2. Ocraje cayuaj ba = a®b. Cama uMamo rpymy y kojoj Basu a* = b? = e u ba = a®b, u
MPEmo3HajeMo [a je ped O IPYIU CUMETpPUja KBaIpaTa, OMJHOCHO auenapckoj rpymu Dy.

Ha wpajy, octaje moryhuoct na cy csu exementu u3 G\ {e,a,a?, a®} pena 4. Hampasumo
MOATPYTY KOjy remepume jenan on mux, K = {e,b,b? b>}. Opze je KbydUHO TPUMETUTH 12 CBU
CTeNeHU eJieMeHTa b He MOry Ja ce HaJia3e BaH noarpyme H remepucane eixeMmenToMm a! Ako
6u To Bazkmio (ako He Ou Ouio "Memama’ cremeHa a u b), MOrau GUCMO Na KOHCTPYHUIIEMO
BUIIE O 8 PAa3NIUUYUTHUX exeMeHara obmumka a'b/. Enement b cMo 6upanu Tako ma Huje y
H. Axo 6u b3 6uo y H, 3arBopenoct H 3a MHO¥CH.¢ OM UMILIMIPAJIA A2 j€ U HOATPYIIA
remepucana muMe nena y H, a 1o je K (K = (b) = (b%)), merauno. 3maum, b*> € H. Kom
eneMeHTy je oH jemmak? IlomTo je pema 2, mopahe ma Basxku b? = a?. Cama ce mmramo mTa
je ba. Wcmocrasu ce ma je ba = a®b (ba = a?b maje a = b~'a®b, ommocuo a? = e, mTo HUje
TagHo, MOK ba = ab mosnaun o 'b =ba~! u mame (a7'b)(a"1b) = a " tbba"t =a"ta?a"t =e, a
npernoctasuiau cmo na y G\ H mema enemenara pena 2!)

Hakne, caga umamo a* = b* = e, a®? = b? u ba = a®b. IIpuMeTuMO Ia OBE yCJIOBE UCIYHaBa
rpymna KBaTEepHMOHA, aKO y3MeMO ha je a =1 u b= j.

3akmyuak: CBaka rpyna pena 8 je nzoMopdua jenunoj on ciaenehwux rpymna:

Zg, 7Ly X Lo, ZLoXZoxZLy, Dy, Qs.

IIpu ToM cy mpBe Tpu KOMyTaTHUBHE, a IPEOCTAJIE JBE HEKOMYTATUBHE.

Ocrajy mam jomr rpymne pena 9. Ako je G pena 9, meHu enemenTtu mMory outu pema 1,3
i 9. Axo y rpymu G mocrtoju ememeHT pena 9, oHa he OuTU IUKINYHA U U30MOpdHA Ca
Zg.

Heka cy cBu esmementu rpyne (G, ocuMm HeyTpaja, pena 3. Y3MUMO jeIaH ol BUX, a4, U
osmaummMo ca H moarpymy kojy on remepume, H = {e, a,a?}. Ysmumo name enement b € G\ H.
[lomto ce moarpyna K = {e,b,b?} remepucana ca b Tpusujammo ceue ca noarpymnom H,
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MOKEMO /1a HAPAaBUMO 9 Pa3IUuuTHX ejeMenata obnuka a'b’: {e,a,a? b, b?, ab, ab, ab?, ab?}.
Omner ce muramMo KOM on BUX je jemHak ba. Jlako esemunumemo npsux 5 moryhuocTu.
Ia GucMmo enuMUHECANIM TOCHenme Tpu, Kpenyhemo ox w(ab) = 3, ommocuo ababab = e.
[TomuoxuhemMo OBy jemmakocT ciesa ca a?, a smecHa ca b? (ma 6ucmo mckopucTmam a’ =
b = e) u noburu baba = a?b?. OBo HAM je moBOJHO ma mobujeMmo ma ba He mpumama CKyIy
{a?b, ab?,a*b?} (ba = a®b 6u mam maso baba = a?bab, omrocuo a?b? = a?ba’b; ckpaTUMO caeBa
ca a?, ma 31ecHa ca b u Ha Kpajy mpeoctaauM b 1 1o6ujamMo a’ = e ITO je HeTAYHO; UCIUTAjTEe
npeocrasie ase moryhmoctu!) Ilakme, ba = ab. Cama y G umMaMo IBe NUKIUYHE MOATPYIE
pena 3 umju remeparopu KoMyTupajy, na je G = HK =2 H X K =2 73 X Z3.

3akmyuak: CBaka rpymna pena 9 je n3oMOpQHA WU TUKINYHO] Tpynu Zg Uau rpynu Zs X Zs.
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0.3.8 Kourpyenmnuje meaux opojeBa u Kunecka TeopeMa o ocTtanmmuMa

[3a mapenue 3 neruuje usz Teopuje 6pojesa, uzsop cy unu sesxbe (Marej/Credan) nmu osa
CKpUOTA

3HaMO na 3a cBakW 1eo Opoj m u mpupomad 6poj k mocroje jenquHCTBEHU Ieaum OpojeBu
g ur rtakBu na je m =kq+r u 0 < r < k. Muoro myra cMO ce ociamaiau HA OBO TBpDheme
Koje ce 30Be Jlema 0 ocTaTKy m OBIe NeMO HATH jemaH HEroB IOKA3.

JIlema 0.1. 3a ceaxa dsa 6poja n € Ny u k € N nocmoje jeduncmeenu 6pojesu q,r € Ny makeu
dajen=kq+r u0<r<k.

Joxa3s. ITocmarpajmo ckyn X = {n—kl:1 € Ny,n—kl >0}, rae je No = NU{0}. Osaj ckyn
je Hempasan jep je y memy 6ap n. Ilomro je X momckym ckyma Ny roju je mobpo ypeben
(cBakKM WEroB Hempa3aH MOJCKYI MMa HajMamU esgeMeHT), u X Iie nMaTu HajMamU €JIeMEeHT,
o3Haummo ra ca r. Ilakne, mocroju mexo g € Ny 3a koje je r =n — kq. JacHo je ma je onma
n =kq+r. Tepaumo na Baku u 0 < r < k: ako 6u r 6uno Behe unu jemnako k, Moriao Ou
Ia ce mpencTraBu Kao 30up r = k4 s rae je s € Nyg. Opmame Ou cienuio ma je U €JIeMeHT
s=r—k=n—kq—k=n—k(¢g+1) y ckyny X, a oH je cTpOro Mamu Ox 7, KOHTPaIUKIMja!
3amro cy 6pojeBu q u r jemuacTtBenu?! IIpermocraBuMo CympoTHO, ma Basku n = kqp + 71
un=kqg + 1o 3a HeKe q1,q2 € Ng 1 0 < rq,79 < k. OnysumameM OBUX je AHAKOCTU HOOUjaMO

0="Fk(g1 — q2) + (r1 — 12),

OJTHOCHO
ro —1rp = k(Ql - CI2)'

Axo 6u 6pojeBu 1y U ro OUIM PA3IUYUTHY, HA IPUMED 1y < Ty, OHAa 6u Baskuio 0 < ro—ry < k.
Canma mMmaMo na je mpupoman Opoj re — 71 YMHOMXKAK NpUpoaHOr Opoja k, a cTporo je Mamu
on mera, mro je HeMoryhe. Ilakme, 1 =ro, na je u ¢ — g2 = 0, OTHOCHO q1 = (3. ]

Jenmnosnauno omxpebene OpojeBe ¢ m r u3 nperxomHOr TBpDHema 30BEMO PEIOM KOAUNHUK U
ocmamax TPU eykaudckom demeny Opoja n npupomuum OpojeM k. To ma je r eyRIMICKU
ocTaTak IMpu IeLemy Opoja n ca k 3amucyjemo r = rest(n, k) nmm r = p(n, k).

Axo je y mperxonnoj semu n = 0, ¥ KOJIUYHUK U OCTATAK pu aebewmy ca k hie 6utu 0. Axo je
n > 0 ¥ jeqHAKOCT U3 IpeTXoaHe jJeMe noMHoxkuMo ca (—1), nobuhemo (—n) = k(—q)—r. Ako
je oBme r = 0, —q he OuTH KONMUYHUK, & HyJIa OCTATAK IPU €yKIUICKOM M€JHEHY HEraTUBHOT
nesor 6poja —n mpupogHuM GpojeM k. Ako je r > 0, Baxuhe (—n) = k(—¢—1)+k—r
ul<k—r <k, ma je oBie —q¢ — 1 KomuyHUK, a k — r ocTaTak IPU EYKIUACKOM NIEJLEHY
HEraTUBHOI IeJIOr Opoja —n npupoaHuM Opojem k.

Ilakne,3a cBaku 11eo 6poj m m mpuponan 6poj k mocroje jeauHCTBEHU 1eau OPOjeBU q U T
takBu ma je m=kqg+r u 0 <r < k. Axo je oBme r = 0, omHocuo m = k¢, Ka:keMO na je 1meo
6poj m denus ca k mim na k deau m u mumemo k | m. Tana je k jemanm deaunay Gpoja m.

[Mpumernmo na nBa mena Opoja, m W n, Oajy UCTe OCTATKE NPU EYKIUACKOM MEJHEEHY
npupogHuM 6pojeM k ako M caMO aKO je HBUXOBa pasiuka AesuBa ca k (ako najy umcre
oCcTaTKe, jacHO je ma je pasiuka nebuBa ca k, a 3a OOpHYyTH CMep OPUMEHUMO CJIUYHO
pasMaTpame Kao y NOKA3y jeAMHCTBEHOCTH Yy MPETXOMHO] JieMu). Y TOM CiIyda]y KasKeMo
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na cy 6pojeBu m U n jednaky WU KoHZpyenmHu Lo Modyay k u mumemo m = n (modk) nian
m =g n. Iakie,

m=gn < pmk)=pnk) & k|lm-—n.

Jlako ce mpoBepaBa na je = jenHa peJjaluja eKBUBAJICHIje Yy CKyIIy eaux opojesa. Ilrasurmre,
OBa pejamnuja je carjiacHa U ca cabupameM W ca MHOKEHmEM IeauX OpojeBa, TO jecT BarKu:

m=xn A m =n = mi+m =n+n A mm =, nn.

(3a moras npyre hemo pasznury mm’ —nn’ rpancpopmmucarn na crnenehu mauun mm' —nn' =
mm’ —mn' +mn’ —nn’ = m(m’ —n') + (m — n)n’ 1 OHAA UCKOPUCTUTU HEHLUBOCT OPOjeBa
m—num —n' cak.)

W3 yBomHe JeKNUje OHAA 3HAMO Ja CMO JAOOWIW jemHY KOMZDPYEHUujy MPCTEHA MEeIUuX Opo-
jeBa. (IlraBume, MO¥e Ce MOKA3ATHU Ia je CBaKa KOHI'DyeHIUja IpcTeHa Z (nakie pesanuja
€KBUBAJICHIUje carjacHa ca cabupameM U MHOKemeM) o0inka =j 3a HeKo k € N).

[BmaMo ma cy oHmA M Ha CKyIy Kjlaca OBe KOHIDyeHUuje NeQUHUCAHE olepalyje Koje Taj
KOJUYHUYKY CKyI IOperBapajy y Hosu npcrer. Illrta je rimaca emementa m?

Chn={ne€eZ:m=yn}t={necZ: klm-ny={m+kl:l€Z}=m+EkZ.
Onna je cTpykTypa npcreHa AeduHUCAHA HA CKYIYy Kjaaca
Z)=p={m+kZ:meZ}={kq+r+kZ:0<r<k}={r+kZ:0<r<k}
OJTHOCHO,
Z] = ={kZ1+KZ,...,(k—1)+kZ}.

Omnepamyje y memy cy
(r+kZ)+ (s +kZ) = (r+r s) + kZ u

(r+kZ)-(s+kZ) = (r-s)+ kZ,

a HyJa ¥ jemuHuna, penoM, kZ u 1+ k7Z. Ilpumerumo na je oBaj npcTeH M30MOpP(PaH IPCTEHY
Zy.]

O oBoMe y yriacTuMm 3arpajgamMa NemMo yYWTU BUIIE U ONIITHUje y APYTOM CEMECTDPY, aju
IPUMETHMO CaJa a jeTHAKOCT II0 MOAYJIY Kk MOYKEMO CBECTU HA jeTHAKOCT Y CKyIy Zji:

m=gn < pmk)=pnk) & m=ny Z.

IMomro ymemo ma pauyHamo y Zjp (mehiemo rosBopuru y mnpcreny Zjy jep jom yBEeK HUCMO
M3yYaBaJiy IPCTEHEe, HEr0 MUCIUMO IPBEHCTBEHO HA HErOB MYJITUILIMKATUBHA MOHOUL), IIPU-
MenulieMO TO Ha KOHrpyeHruje. Ha mpumep, ocuM IITO je =) carjacHa ca cabupameMm u
MHOKEHeM, HEeKe KOHIDYEHIUje MO;KeMO W na ckparumo. Ausm mpe cBera, pehu hiemo map
peun o HajBehem 3ajemnuukoM nesnuony aBa Opoja m Be3yoBoj penamnuju.

Herka cy m,n € Z. Csaku on wux je curypHo memus 6pojem 1 (m cammm cobom). To
3HAUM Ja MOKEMO [a MoCMaTpaMo CKyn D(m,n) CBUX BUXOBUX 3ajeTHUUYKAX IeNriana, Koju
HUje mpas3aH. Ako je oBaj ckym jemHounas, To ject D(m,n) = {1}, 3a GpojeBe m u n KakeMo
na cy yaajamno npocmu. OBaj ckyn hie UMATA U MAKCUMAJIAH €JIEMEHT y OAHOCY Ha PEJAIN]Y
nemuBocTU. AKO Taj eneMeHT o3HaUMMO ca d, oH je ompeben ciaemehum ycaoBumas:

dim AN d|ln A (d|m A d|n = d|d).
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3oseMo ra najeehiu sajednuuru deaunay 6pojeBa m u n u mumemo d = NZD(m,n).
Basu: Axko je d= NZD(m,n), ogga nocroje z,y € Z Tako na je d = mx + ny.

-OBe 6pojese onpebyjemo npumenom Fykaudosoz aazopumma 3a Tpaskeme Hajseher 3ajen-
HUYKOT feauona O6pojesa m u n. BEyRIMAOB alropuraM Ce 3aCHUBA HA UYME-EHUIU & TPU-
JIMKOM €YKJIUICKOT NEJLEEha Ca OCTATKOM uyBaMmo HajBehu 3ajemuunurm nemminarn. Hawmme, ako
jem=ng+r (m €Z, neN), ouga je NZD(m,n) = NZD(n,r), 3amro oo Basxku? -IIpe
cBera, jacHO je ma U3 m = ng + r ciend Aa CBaKU OPOj KOjU Aeiu m U N MOpa Oa NeJu U T,
jep je r =m —ng, a ogga mobujamo d' |m A d |n = d|n ANd|r = d|NZD(n,r), na
u NZD(m,n) | NZD(n,r). Canuao u 3a OGPHYTO, jep CBAKM 3ajeIHUYKU NEJUIIAL OL N U T
Mopa ma Oyme u 3ajeIHUYKM Heuian on m u n, na nobujamo u NZD(n,r) | NZD(m,n).

Kako oo kopuctumo ma mabemo majsehwu 3ajemuuuru mesmmiar nsa Opoja? -Hacrasimamo
MOCTYIAK eyKJIUACKOT nesbema, u y cienehiem Kopaky meammo n ca r: n = rqy + r1. llomro
jey m=nq+r uconymeso 0 <r <n, a canma umamo u 0 < r; < r, aKO HACTABUMO OAJbe HA
ucTu HauwH, nobwmhemo crporo omanajyhm HEM3 ocTraTaka: T = r1qy + T3, 11 = r2q3 + 73, - ..,
Ty = Tit1Git2 + Tiv2, ... U T > 11 > 19 > --- > 0. OBaj nmpouec ce Mopa 3aBPIIATA ¥ KOHAYHO
KOpaKa, OJHOCHO H0OMjaMo ma je y jeqHOM TPEeHYTKY OCTaTak Hyia. AKO je ry_o = rg_1qkx+7k
U Tk—1 = TkqGk+1+0, TBDAUMO na je HOCIeHY OCTATAK PA3JIUUYUT OX HYJE, TO jJeCT Tk, YIPaBO
NZD(m,n). Oso ciaenu u3 caenehier Huza jequaxkoctu

NZD(m,n) = NZD(n,r) = NZD(r,r1) = NZD(r1,m2) = ... = NZD(rg—1,7%) = 7%

Ono mTo HaM je jou BajkHUje y HACTaBKYy je na unayhwn yHasan, HajBellm 3aje IHUYKM mesIuiiall
OpojeBa M M N MOKEMO Oa M3Pa3UMO Ka0 HBUXOBY ~JMHeapHY KoMOwHamujy”’ ca meiaobpo-
jauM koepunujermma. V3zpasmhemo mpBo 71 mpero Tp_o U ry_1 Kopucrehwn mpermocientsy
jeIHAKOCT y TOPHBUM E€yKIUICKUM AeJbel’hUMa: Ty = Tk_o — T'k—1Qx. Jlame, U3 oHe Ipe me,
Tk—1 M3paKaBaAMO NPEKO T'y_o U T'k_3 U 3aMElBYjeMO y u3pa3s 3a ri. Tako, XOIOM yHa3amn,
CTMKEMO N[O N W T, U Ha Kpajy, 10 m u n. Koedunumjertn y3 m u n he Ourm HeKku menan
OpojeBu mOOUjeHN ¥ OBOM pPadyHY.

Cama Be3a d = mzx + ny, rue je d = NZD(m,n), a x,y € Z 308e ce Desyosa peaayuja.

IMocaemuma: Y cayuajy ysajaMHO mpocTux OpojeBa mobujamo: AKO cy m u n y3ajaMHO
IPOCTHU nesu 6PojeBuU, OHAA MOCTOje X,y € Z 3a kKoje je mx + ny = 1.

IIpumernmo jour oBo: y ropwmem TBphemy Baku ekBUBaJieHIIja. TadvHuje: m u n cy y3ajaMHO
IPOCTU AKO U CAMO aKO IIOCTOje =,y € Z TakBu na je mx + ny = 1.

-CMep KOju HMCMO TOKA3aJU CJIENM W3 YMHCHUIE Ia CBAKU OPOj KOJU Heau m U N MOpa
na meau U mx + ny 3a O6mIo Koje r,y € Z, a TO je y HaimeMm ciaydajy 1, ma je To u jeauHu
3ajeIHUYKN Oeauiaal opojeBa m u n.

Capna ce rkonauno Bpahamo Ha KOHrpyeHnuje u HajaBbeHO ~ckpahuBame” .
Jlema 0.2. Axo je ueo 6poj l ysajamno npocm ca npupodnum bpojem k, onda
ml=gnl = m=gn.

Hokasz. NZD(l,k)=1 = @Qz,y€Z)krx+ly=1 = ly=1

Cana hemo kourpyenmujy ml = nl noMHOEUTHU ca y (TauyHUje TOMHOKUNIEMO JIeBe U JEeCHEe
crpane Kourpyenuuja ml = nl u y = y) u noburu mly = nly. Kan uckopucrumo ly = 1,
nobujaMo TPaskeHy jeTHAKOCT 1M =j 1. ]
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Teopema 0.11. Kowepyenyuja mx =y, 1 uma 6ap jedno pewemne (no x) axo u camo axo cy bpojesu
m u k ysajamno npocmu. Y mom cayuajy u ceaxa 00 KOHZPYEHUUIE MT = N UMG PEULEHE U OHO
je odpebeno jednosnanto no modyay k (oonocko, jeduncmeeno y ckyny Ly ).

Hoxas. Kourpyenmuja ma = 1 je exkBuBasenTtna ca k | maz — 1, a oBo mame ca ma + ky = 1
3a Heko y € Z, wro 3Haun na je NZD(m, k) = 1.

Heka je | jemquo pememe oBe KOHrpyeHnuje (Ha nmpuMep, OHO Koje HaM naje Eyknumos amiro-
puram, TO ject 6poj 3a koju je ml+kp = 1). Kaxro je ml =; 1 u n = n, MHOMKemEM 106MjaMO
mln = n, T0o ject x = In je pememe KOHrpyeunuje mx =g n. Owo je onpebeno jemnoznauno
mo Monyay k, jep ako Ou BasKMIIO MT =j N =j MS, U3 TOTA MTO Cy M U k y3ajaMHO TPOCTU
u npeTxomHor TBphema 6ucmo umanu r =i s. Iakie, pememe cBake KOHIDYEHIOUjE MT =k N
je jemuncTBeHO y Zj . 0

Y cayuajy kana je k mpocTt Gpoj KOju He Hesu m, jeAHO KOHKPETHO pellleHhe IPEeTXOIHe
KOHIrpyeHIuje naje caeneha teopema.

Teopema 0.12. (Mana ®Pepmaosa Teopema) Axo npocm 6poj p ne deau yeo 6poj m, onwoa je

Jokas. 3a cpaku meo 6poj m mocroju r € Z, 3a Koje je m =, r (TO je ImeroB eyKINICKU
ocTaTak mpu mememy ca p). Ako p He genu m, 6uhe r # 0, na r npunaxa CKymy Z, =
Z,\{0}. MebyTumM, 3HaMO Ia je 0Baj CKyl rpyna (rpyna MHBeP3UOUIHUX €JIeMEHATa MOHOU LA
(Zp,p,1), nmamau cmo Beh)! Cama mpocro mpumennMo ”pen eseMeHTa Ieau pen rpyme’:
|Z3| = p— 1, na 3a csako r € Z% Bawu w(r) | p — 1, omaocuo rP~' =1y 7Z,.

Cana je mP~1 = rp—1 =p 1. O

Ilaxne, ako je p mpocT OpOj KOju He Aenud M, jeIHO pellelmhe KOHIpyeHHuje mx =, 1 je z =
mP~2, a ako Tpeba ma pemmMMO KOHIPyeHnujy mz =, n, uz mP~! =, 1 nobujamo mP~'n =, n,
oxaOCHO M-mP~n =, M, OITO 3HAYM Ja je jeJHO HeHO pelleme T = mP~In (acBaw =p mP~1n).

Pasmorpumo cama ommoce m3ameby pasmuuuTux KOHIPYEHIMja yV CKYIy MeJuX OpojeBa,
OHOCHO KOHI'DYEHNUja IO PAa3JIMYUTUM MOIYJINMA.

Teopema 0.13. (Kurecka teopeMa o octarmuma) Axo ¢y r u S npoussosnu um un y3ajammo
npocmu yeau bpojesu, mada KoHZpyeHyuje

=, T 4 T=,S§

UMY MAUHO jeOHO 3ajeOHUNKO pewene no Mo0YAYy Mmn, mo jecm nocmoju yeo 6poj
ke {0,1,...,mn — 1} 3a xoju cy ca T =, k o0pelena cea wurosa zajednuvka pewena.

Hoka3. U3 x =, r cnenu na je x obauka = r + my 3a HEKO Yy € Z. YBPCTUMO OBO Cana
y Apyry kourpyeumujy. Ilobujamo r + my =, s, omHOCHO my =, s —r. OBme cy 6pojeBu
m U N y3ajaMHO TPOCTH, Ta, IO TPETXOMHOM TBpDemy, OBa KOHIPYeHIMja uMa Oap jemHo
pemewme, y = t. Ouna je © = r + mt 3aje JHUYKO pelllemhe OBUX KOHrpyeHrwmja. [lokaxkumo u

Ia je pememe OBOI' CUCTeMa KOHIDYEHIU]a jeIUHCTBEHO Y Zng,,. Herka cy k u [ bumo koja
3ajeIHUYKa pelllena OBUX KOHrpyennuja. Tanma Baxku: k=, r, k=, s, kaoul =, r ul =, s.
Nz k=, rul=,r gobujamo nam | k—Il,auz k=, sul=,s nan|k—1. OnaBne cnenu na
mn | k—1, jep cy 6pojeBu m u n y3ajamuo npoctu. To Tauno 3Hauu na je k =, I, onHOCHO
CBa 3ajeIHUYKA Pellemha OBUX KOHIDYEHIMja jeqHaka cy mo Momyiy mn (pasiukyjy ce mo Ha
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yMHOkak O6poja mn). Ouna cy ca obnuka k+t(mn), rae je t € Z, a k jeAMHCTBEHO pelieme
u3 CKyna Loy O

0.3.9 OjmepoBa ¢pyHKNMja 1 TeopeMa

Y TpeTxXomIHO0j JIEKIMjU CMO 3HAKE U3 TEOPHUje IPyHa TPUMEHUIN 18 TOOUjeMo MTOKa3 MO3HATOT
tBpbhema u3 esementapue teopuje 6pojesa - Mase $epmaose teopeme. Cana hiemo ypamuru
ncTO, caMo mTO HeheMo mocMaTpaTy rpyny MHBEP3UOMIHUX ejJeMeHaTa MOHOMIA Zp,, HETO
npou3BoJsHOT Z, 3a n € N. Vmanu cmo Beh y mpumepuma rpymna ga Tta rpymna mMa mnoceban
Hasus, Ojaeposa epyna, ©, =7Z; .

[Hamomena Cana MOKEMO [a MOKAKEMO A j€ eJIeMEeHT 1 € Z, WHBEP3UOUIAH AKO U CAMO aKO
je y3ajaMHO TpOCT ca n 0e3 ociamama Ha Apyre m3Bope. VIMaaum ¢MO y TPOIIIO] JEKIUju
ma cy mBa Opoja y3ajaMHO MPOCTa aKO W CaMO aKO MOCTOjU HUXOBA IEJIOOpOjHA JIMHEAPHA
koMOuHaNMja Koja je jemuara 1. Jlakise, r u n cy y3ajaMHO IPOCTM aKO M CaMO aKO IIOCTOje
z,y € Z TrakBu na je rx +ny = 1. OBa penamnuja je najbe eKBUBAJEHTHA Ca 7T =, 1, OJTHOCHO
car-,r=1mro 3Hauyu na r uMa UHBEP3 y MoHOULY Z, (Taj MHBED3 je eYKIUICKU OCTATaK
KOJU T [aje IPU Hejbemy ca n).

Iakie,
o, ={reZ,: NZD(r,n) = 1}.

Pen oBe rpyne je onna
[P, = {1 <r<n:NZD(r,n) =1},

a 1o je ynpaso BpenHoct Ojaepose ¢ynryuje p(n). Ha mpumep, |[P1] = ¢(1) = 1, |Py] =
p(2) = 1, |P3] = ¢(3) = 2, |P4] = p(4) = 2 u Tako mame. Ilpumerrmo ma 3a cBakru
npoct G6poj p Baxku o(p) = p — 1, a Jako ce Hoka3dyje Ha je Ha CTENEHUMa HPOCTUX OPO-
jesa Bpemmnoct Ojnepose pymrmaje ¢(p") = p™ — p"~!: koju Gpojesu y Huzy 1,2,...,p,p +
1,...,2p,...,3p,p%, ...,p%,...,p" — 1 mucy ysajamuo mpoctu ca p"? -To cy cBu 6pojeBu Koju
umajy 6ap jemHo p kao GpakTop, OMHOCHO CBAKU P-TH, [1a OHUX KOJU jeCy y3ajaMHO IMPOCTU Ca
o
P

p" uma p" — OBO MO¥KEMO MCKOPUCTUTU na uzpadyHamo Bpenaoct OjnepoBe ¢yHKIUje

Ha CBAKOM IPUPOITHOM OpPOjy, jep je OjnepoBa GyHKIUja MYAMUNAUKAMUEBHE AGPUMMEMUYKA
dyrnryuja. To smaum na je p(1) =1 u @(mn) = p(m)p(n) ran rox cy IpuponHu GpojeBH MU
n y3ajamuo npoctu. OBO ce morasyje Tako mTo ce mocMmarpa JlekapToB mpOM3BOL MPCTEHA
Zym 1 Ly, KOjU je 3a y3ajaMHO IPOCTE M U N U30MOpP(aH UPCTEHY L, (MU HUCMO DaAUIU
jOII HM AWpEKTAaH IPOM3BOJ I'Pylla, ajIy JIAKO Ce IPOBEPU Oa je, 3a olepaluje neduHrCaHEe IO
KOMIIOHEHTaMa, JleKkapToB IPOU3BOMA ABa NPCTEHA MOHOBO HpcTeH). Eiaement u3 Jlekaprosor
NPOM3BOJA je MHBEP3UOUIIAH aKKO Cy HeroBe KOMIIOHEHTE MHBep3ubuiaHe y omarosapa]jyhium

npcreruMma, na je |ZF, .| = |27 ||Z}].

Baxxu: Axo je n=pi'p3?---pp*

MIPOCTUX, OHIA je

KAaHOHCKA (paKTOpU3alMja IPUPOTHOT Opoja n Ha IPOU3BOL

1 1 1
¢(n) :n(l—a)(l—g)'“(l—};)-
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Hoxkas: Hexra je n = p{*p5?---pp*, rae cy p; npoctu. OHIa Cy U BUXOBU CTEIEHH y3ajaMHO

npoctu, na u3 MyaruniarkatusHoct Ojnepose ¢pyHKUUje ciaenu
e(n) = @(py'p3® - pi*) =
e )e(p2®) -~ o(py") =
(P =P (s —ps* ) (ot =) =

pit(l— pil)péw(l - p%)'“pg’“(l - pik) —
1 1 1
n(l_ﬂ)(l_ﬁ)m(l_ﬁ):
1
ng(lp).

-ITonoBo hiemo 3HamE O rpynamMa 1 peIOBUAMa €JIeMEHATA UCKOPUCTUTH A4 JOKAKEMO 03~
HaTO TBpDheme u3 ememMeHTapHe Teopuje Opojesa.

Teopema 0.14. (OjnepoBa TeopemMa) .3a caaxu yeo 6poj m Koju je Yy3ajamHo npocm can eanicy

me™ =, 1.

Hoxa3z. Kao u y mokaszy Mame $epmaose Teopeme, onmer hemMo mpuMmeHuTH ’pen ereMeHTa
nenu pen rpymne”’, camo oor myrta y Ojmeposoj rpymu ®,. Ilomro je m y3ajamHO mpocT
ca n, Baxxuhe na m € Z) = ®,. Ilpemusnuje, m =, r 3a Hexo r € Z; = ¥, jep axo je
m=nqg+7ruumun HeMajy 3ajeTHUYKUX OeJUJana OCuM 1, OHHA U T = m — ng U N HEMA]Y
3ajenHuYkux genunana paziaudutux ox 1. Ilomro je r € ®,, a pen ememenra menu pen
rpyne, 6uhe 7 - 7 - v = 1, mpu wemy cMo r MHOEMIU ca cobom |D,| = p(n) myTa,
omaocuo (W =, rl®:l = 1. 3aro je

mP) = pen) — 1

O]

-IIpumerumo na je Mana PepmaoBa Teopema cnenujasan ciayuaj Ojiaepose, 3a n = p
npoct. OjimepoBa TeopeMa MMa NIMPOKY OPUMEHY IPU PAUYyHAmY CA KOHIDYEHIjaMa.

0.3.10 BmuiconoBa Teopema

Teopema 0.15. (Buiconosa teopema) Bpoj p je npocm axo u camo axo sancup | 14+ (p—1)!.

Jloka3. -Heka je p upoct 6poj. Ako je p =2, Basku 2| 1+ (2 —1)!. Hera je caga p upocr
opoj Behu onx 2. To 3maum ma je p HemapaH. sReauMO MOHOBO A8 MCKOPUCTUMO OHO IITO
3HAMO O pely eJIEMEeHTa W I'pyIe, 3aT0 NeMO mOCMaTpaTu I'PYILY MHBEP3UOMIHUX eJIeMeHATa
mMoHOUAA Zy,. IlomTo je p mpoct, ca BUM Cy y3ajaMHO IPOCTU CBU IPUPOAHU OpOjeBu Mamu
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* _ _ * zx| _ ,p—1 _
on wera, Zy = Z, \{0} = {1,2,...,p—1}. Jarue, 3a csako r € Z, pamu r'"» =P~ =, 1 unn
rP~t —1 =, 0. To 3maun ma csaxo r € Zj nomumrasa nomuEoM a(z) = zP~1 — 1 € Zy[z]. Oso
je mosmHOM cTeneHa p — 1 M y HEKOM IOJLY OH MOJKE [a MMa HajBUIIE p — | pa3IuuuTy HYIy.
3armyuyjeMo ma ¢y cse Hyuse moiuHOMa a(x) Tauno 1,2,...,p — 1, ma ce o parkTopume Ha
crenehn vauMH y Z,:

alz) =2t —1=(x—-1)(z—2)---(x—(p—1)).
Samennmo x = 0 (M3pauyHajMO BPEMHOCT U JI€Be U JEeCHE CTPaHEe y HYJIN):
a(0) = (0—=1)(0—-2)--- (0= (p—1)),

OOHOCHO,
1= (-1)(=2) - (- 1),

OBo je jemmarocT y nony Zy, 1a je y Z OHA €KBUBAJICHTHA Ca:

=y (12 (o= 1) = (1P 2 (o 1)
Kako je p memapamn, 6uhe (—1)P~! = 1, ma komauno mobujamo
oITO CMO M JKEJICJIN.

-Iloka:kUMO U APYTU CMEp TpaskeHe ekBuBajeHuuje. Heka je p Opoj 3a koju Baxku p | 1+
(p — 1)!. IIpermocraBuMo na p HUje OPOCT, OAHOCHO Oa MMa npaBy ¢arkropusanujy. Heka je
p=r-s3aneke 1 <r,5 <p. Cama nobujamo

7‘.5|1+1.2...7’...8...(pi1)'

IMowto r (nnu s, cejenno) neau (p — 1)!, a menu u 36up Ha mecHOj cTpanu, caemu ma 7 | 1.
OBo je y CyIpOTHOCTH Ca HAIIOM NPETIOCTABKOM Ja je 7 mpaBu (pakTop O6poja p. akme, p
HEMa pacTaB Ha MPOU3BOJI OpojeBa MAamUX O Hera, ma je mpocT. O
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0.3.11 HopwmasHe moarpyne U KOJUUYHUUYKA IpyIla

Hepunumuja 0.24. 3a noarpyny H rpyme G kaskemo na je wopmasna y G aro 3a cBaku
enemenT a € G Basku aH = Ha, unu, expusajentso, a 'Ha = H.

ITumemo H < G.

IIpBu ycioB ce omHOCH HA jeOHAKOCT OAroBapajylux JIeBUX M JEeCHUX KOCEeTa, a APYTU Ha
jemrakoct moarpyne H v ¢cBUX H-€HUX KOH]yraTa, TO jecT, lbeHy WHBAPUjaAHTHOCT Y OQHOCY Ha
yHyTpamme ayToMopdusme 7, : G — G onpebene ca m,(z) = a~lza, 360r uera ce HOpMasHE
NOArpyIe 30By W uHeapujaumue. Y crBapu, na 6m H Owuima mHopmasgnHa moarpyna rpyme G
noBobHO je ma Basku a 'Ha C H 3a cBako a € G, omaocuo 7,(H) C H 3a csako a € H.
To je 3aro mTo u3 oBe penanuje ciaemu mq—1(m,(H)) C m,-1(H) 3a cBako a € H, ogHOCHO
H C m,-1(H) 3a cBako a € H, mto je H C aHa™! 3a cBako a € H, a To je ympaso obpHyTa
UHKIY3U]ja.

ITpumep 0.29. 1) Tpusujanue noarpyne rpyne G cy meHe HopMmaaHe noarpyue, {e}, G<G.
Ako rpyna G Hema mpaBe HOpMaJiHe nmoarpyne (moarpyme pasauuure oxn {e} u G), Kaskemo
Ia je oHa mpocma.

2) Y AGenoBoj rpymm CBe MOArpyIE Cy HOPMAJHE.

3) Jesrpo 6uno kor xomomopdusma f : G — K, nedpurucano ca
Kerf={g€G: f(9) =ex},

rme je €x HeyrpaJd rpymne K, je yBek HOopMaJsiHa moarpymna rpyme (G: mpBo, je3rpo jecte
noarpymna rpymne G jep 3a g,h € Kerf cnema f(g th) = f(g9)~'f(h) = ek, omuocno g~ 1h €
Kerf; name, 3a a € Gu g € Kerf saxu f(a"tga) = f(a™1)f(9)f(a) = f(a) tex f(a) = ek, ma
n o~ 'ga mpunana jesrpy, mro naje a 'Kerfa C Kerf.

4) Axo je pemammja ~ jenna kKourpyenmuja rpyne G (eKBuBajleHIMja Koja je carjacHa ca
omeparujom y G: a ~b A ¢~d = ac~ bd), onna je wKiaca HeyTpaja jeaHa HOPpMaJHA
noarpyna rpyne G : Co. ={g€G:g~e} <G.

-Heka je g€ Co, a € G. Ormaus g~ena ' ~a ! cremr alg ~ale =a"', a us ose
penamuje u a ~ a je name a 'ga ~a la=e, nau a 'ga € C,, mro 3maun a”'Cea C C,.

1 1 1

5) Ceaka moArpyna MHIAEKCA 2 je HOPMAJIHA.

-Heka je [G : H] = 2. To 3uauu ga nocroje ykynno 2 nesa kocera, H u aH. Ilpsu je ongpeben
6usno kojum npencrasaukoM u3 H (aH = H camo 3a a € H), a apyru Ouiio KOjuM a Koje He
npunana H. To Baxku u 3a nmecue rocere. Hakne G = HUaH = H U Ha 3a 6uio koje a koje
auje y H. Oso maje aH = Ha = G\ H 3a cBako a xoje muje y H. Hapasno, 3a a € H je
aH = Ha = H, na cy  OBIe jemHAK! JE€BU U MECHU KOCET onpeheH MCTUM eTeMEHTOM.

HMocaemuua: R, < D,, (R, je moarpyna poranuja y OUeIapCKOj IPYIU CTEHEHA N);
A, <8, (A, je antepuupajyha rpyna crenena n)

IIpumep 0.30. 1) H< G, K <G = HK <G

3uamo na je HK < G akko je HK = KH. Axko je H mopmasna noarpymna rpymne G, oumga je
kH = Hk u 3a cBako k € K, na je

KH = U kH = U Hk = HK.
keK keK
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2) H<G, K<1G = HK <G

Ila 6u mpom3Bon Owo moarpyma, IO yIpaBO MOKA3aHOM, HOBOJHHO je Oa je jeoHa oL OBUX
moarpyna Hopmadaa. OcTaje na mMpoOBEPUMO HOPMAJIHOCT HPOU3BOIA:

a'HKa= (¢ 'Ha)(a ' Ka) = HK.

3amTo Ccy HaM BaskHe HOpMaJjHe moarpyne? -3aro mrTo moMohy BUX MOKEMO na HaIpa-
BuMO HOBe rpyne. Ilomcetumo ce pesamnuje ~py u3 mnokas3a Jlarpamkose Teopeme, oapebhene
nmarom moarpynoMm H: a ~p b < a~'b€ H. Oma je penamuja ekBUBaJeHIUje U HEHE KIAce
cy yupaso neBu kocetu noarpyne H y rpymu G. MebyrtuMm, ako je moarpyna H u HOpMasHa
y rpyuu GG, oBa pesamuja mocrtaje carjacHa ca omepanujoM y G:

a~gb N c~gd = aH=bH N cH=dH = aHcH =bHdH,

1 caja MCKOPUCTUMO jeTHAKOCT oAroBapajyhmx mgeBux u mecHuUX kKocera moarpymne H na
zamenumo Hec =cH u Hd = dH, na je name

acHH =bdHH = acH =bdH = ac~pg bd.

Ilakne, mobuam CMO KOHI'DYEHIU]y W OHIA 3HAMO 1a je CKYI HeHUX Kiaca Takohe jemHa
rpyna. Y B0j je onepanuja gepuHICAHA TAKO 1A je " IPOMU3BOJ KiIaca jeJHaK Kiacu npoussona’”,
TO jecT

aH e bH = abH.

(Mornu cMo u 6e3 mOMMIaHa Peur KOHIDYeHIMja, MPOCTO U3 TOPHEr HU3a MMILIUKALN]a
nznsojumo aH = bH AN ¢cH = dH = acH = bdH u 1O yupaBo 3HAUM na je HA CKYIY
kiaca 1n006po mepunucana ouepanuja aH e bH = abH.) Heyrpan y 0BOj rpymu je kiaca
Heyrpasna y rpymu GG, a 1o je eH = H, nok je maBep3 rocera aH KOCeT MHBEDP3a €JIE€MEHTA «:
(aH)™! = a='H. Ilakne, ckyn kocera HopMaJsHe moarpyne H je jemma rpyma, Koja ce 30Be
KoauuHuwka 2pyna rpyne G mo meHoj HopMasiHo] moarpynu H. Ilomro cy kom HOpMasHe
IOArpYIE NEeCHU KOCeTH jemHaKy oAroBapajyhum jgeBuM, Buile He HAIJIamaBaMO Aa JHU je Y
OUTA’kY CKYI jeIHUX WU APYTUX, U KOJUYHUYKY T'PyIy o3nauasamo G/H.

Jom jemnom: H < G nosnauu na je G/H = {aH : a € G} rpyna ca onepaiujama

aH ebH = abH
aH e H=0aH
(aH)™ ' =a'H,

U OHA Ce 30Be KOAUWNUWKQ WMIN arxmop epynae narte rpyne G IO HEeHOj HOPMATIHO] MOATPYIN

H.

Ipecaurasame 7 : G — G/H koje enemMeHTy Trpylie moleibyje meros kocet, m(a) = aH, je y
OBOM CJIydYajy ! jemaH XoMoMOp(r3aM I'pyIla, KOjU je OUNIJIeqHO u ~Ha':

m(ab) = abH = oH ¢ bH = 7w(a) @ w(b).

To 3Haum na je KOJIWMYHMYKA I'pyla XOoMoMop@dHa cauka noderHe rpymne. Illra he orma burnm
3aBUCU OJI TPyIe OJ KOje MOJIa3UMO U MOIArpyIe 1o Kojoj je "ceuemo”. Ilpumerumo rarobe
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na je jesrpo emmmopdusma m ynpaso cama nomrpyna H: Kermr ={a € G:w(a) = H} ={a €
G:aH=H}={a€eG:a€H} =H.

Hamomena: [lojMoBu HOpMasHE mOArpyle, XOMOMODP(U3Ma ¥ KOHI'DYEHIUje Cy €KBUBa-
JIEHTHU:

1) Caka HOpMaJHA TOArPYIA WHAYKYje jemaH XoMOMOp(dU3aM U jeqHy KOHrpyeHuujy (To
CMO yIPaBO OIUCAJN):

H <G = ~p je kourpyermuja u 7 : G — G/H je xoMoMop¢pusam

2) Ceaku xoMOMOpQU3aM UHAYKYje jeIHy HOPMAaJHy HOATDPYILy U jeIHY KOHIDYEHIU])Y:

f G — K xomomopo¢uzam rpyna = Kerf <G u penannja ~ nepuHucaHa ca

a~b < fla) = f(b)

je rourpyennuja rpyne G (0BO jeIUHO HUCMO IOKa3aiu, nposepute!)

3) Caka KOHIDyeHIUja MHAYKYje jeAHy HOPDMAJHY HOAUDYIY W jeJaH XOMOMOp(dU3aM:
~ goHrpyernnuja rpyne G = C. <G u upecaukasame 7 : G — G/ ~ Koje eneMeHTy monesbyje
HEeroBY KJIacy €KBUBaJICHIMje je XOMOMODP(uU3aM Irpyna

IIpumep 0.31. 1) 3a 6uio xoju noackyn S rpyne G nepunucana je moarpyna Ng = {a € G :
aS = Sa} roja ce 30Be nopmasusamop cryna Sy rpymu G. Ilocebuo, ako je H Hera moarpymna
rpyne G, men HopManusaTop je majsehia moarpyna rpyne Gy kojoj je H mopmasana (0BO
caemu u3 came pepununuje, H <Ny ={a € G:aH = Ha}), na je H<1G < Ny =G.

2) 3a 6uiro koju nonckyn S rpyne G nedpunncana je moarpyna Cs = {a € G : (Vs € S) as = sa}
Koja ce 30Be yenmpasuszamop ckymna Sy rpymu G. ITocebno, nearpanusarop came rpyne G ce
3oBe yenmap zpyne G: Cg ={a € G: (Vg € G) ag = ga}. Jacuo je ma je rpyma KOMyTaTUBHA
ako u camo ako je Cg = (G. llenrap je mopmasna nmoarpymna rpyme (G, camMo mWTO HE MOpPa 1a
Oyze npasa (rpyne y kojuMa je uenrap rpusujaias, Cg = {e} 30By ce u rpyne 6e3 ueHrpa).

0.3.12 IlIpBa Teopema o m3oMop¢dpu3My rpyna

Hexka je f: G — K 6umno roju xomoMmopouzam rpyma. Houme cy oapebene mse moarpymne,
jemna rpymne G, a apyra rpyne K. IlpBa je cauxa zomomop@usma, HOACKYT KOJU Ce IPUPOITHO
neUHUITEe Ka0 CKYIl CJIUKA CBUX ejeMeHarta rpyme G:

Imf={f(g): geG}.

OsBo je jemma momnrpyma rpyme K: ako cy ki,ke € Imf, mocroje g1,9o0 € G TakBu na je
ki = f(91) m ks = f(g2), ma je kika = f(g1)f(92) = f(9192) € Imf, xao m k' = f(g:)™" =
flgih) e Imf, za i€ {1,2}.

Lpyra je jesepo romomopduzma nepuHuCcano ca

Kerf={9€G: f(g) =¢ex},
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u Beli ¢cMo mokazanu ma je OBO jemHa HOpMaJiHa moarpyna rpyme G.

Kao mTo c¢MO mMmamu KO BEKTOPCKUX MPOCTOPA, W KOM IPyHa CIUKa ~Mepu’ Cypjek-
TUBHOCT MpECIUKaBama f, & je3arpo MHJEeKTUBHOCT, OJHOCHO BAYKU:

f je 'ma’ ako u camo axo je Imf = K,

f je '1-1’ ako u camo axo je Kerf = {eg}.

[IpBa exBuBaseHnuja je jacHa, mok apyra ciema u3 f(g1) = f(g2) < flo7'ge) = ex <
g7 g2 € Kerf, ma axo je Kerf = {eg}, u3 f(g1) = f(g2) he cremuru g1 = go.

Omroc usmeby oBux moarpyma naje ciaemehia Teopema, koja ce jom 30Be Teopema o zomo-
mopdusmy ni Teopema o pasnazany LOMOMOPPHUIMA.

Teopema 0.16. (IIpBa Teopema o msomopdusmy) Heka je [ : G — K zomomopdusam epyna.
Taoa je

G/Kerf = Imf.

Joxka3. lepunucahemo npecnurasamwe ® : G/Kerf — Imf ca ®(gKerf) = f(g). ITomro je
® nedunucano Ha Kocetuma noarpyne Kerf tpeba nmpBo mokasaTu ma je qo0po mehuHUCAHO,
TO jeCT ma He 3aBUCHU OJ M300pa MPEeJCTABHUKA KIACE eKBUBAJICHII]E.

gKerf=gKerf & g7'gs € Kerf & f(g7'g2) =cx & flg1) ' f(g2) =ex & flg1) = f(g2).

OBuM cMO mokazanu He camo na je ® nobpo mepumucano, Beh m ma us (g1 Kerf) =
O(geKerf), To ject f(g1) = f(92) cnemn g1 Kerf = goKerf (cByma cy Bajkuie eKBUBAJIEH-
uje, ma NPeTXOMHU HU3 YATAMO 3[EeCHa yJeBo), ogHocHO na je ® ’1-1’. OBo mpeciuraBame
je jacuo u 'ma’, jep je cBaku enement u3 k € I'mf obuuka k = f(g) 3a Hero g € G, a camum
tuMm u k = &(gKerf).

Ocraje na moraskemo na je ¢ xomomopdusam, mro he ciaemuru u3 AepUHUANNje MHOKEHA Y
KOJIMYHMYKO] I'PYIN 1 TOTa mTO je f XxoMoMopdusam:

O(g1KerfegoKerf)=®(gigoKerf) = f(g9192) = f(91)f(g2) = ®(g1Kerf)®(giKerf).

Iakne, nupecaukapame P je Oujernuja m xomoMopdu3am, ma je 1 jeman uzomMopdmsam rpymna

G/Kerf u Imf.

-IIperxomna Teopema ce 30Be U TeOpEMa O pazjaramy XoMOMOp(du3Ma, jep ce f 3ampaBo pa-
31ake Ha KoMmo3uuujy enuMopdusma 7 : G — G/Kerf, yupaBo nepuHUCAHOT IPECIUKABARA
® u unkaysuje o : Imf — K (mepunucane ca o(k) =k 3a k € Imf):

f=0co0dom.
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0.3.13 Pa3znarama rpyue

Jexapmos npouszeod rpyuna (G1,-,e1,” ) u (Ga,0,e2,”) je rpyna G; X Go y K0joj cy oumepanuje
Ae¢uuucane mo koopaunaTama: (g1,92)8(g1,92) = (9191, 92092), €cixc, = (€1,€2), (91,92) " =
(91,92)-
Ha upumep, Z X Z, Zy X Ly Ly, X Zy, cy TPyLE KOje cy IlekapToBU IPOU3BOAM HAMA ITO3HATUX
rpyma.

IIpumep 0.32. Baxu:

Loy X Ly 2 Loy, = NZD(m,n)=1.
-Iloka3 ca Bexbu unu xkon Hurose y crkpunruy, 3anamu 63. u 64.

Axo je rpyma G IlekaprtoB mpoms3son rpyuna (G; m G, oHe HuUCY (HOPMATIHO HOArPYyIE

on GG. Mebyrum, nocroje muxoBe "konuje” koje jecy moarpyne rpyme (. 3amTo yommre
skeauMo na upencraBuMo G kao lekapToB mIpoM3BOA HEKUX rpyma’? -3aTO MTO OHAA MOKEMO
[a MCKOPUCTUMO OHO IITO 3HAMO O BuUMa ma OucMo nobuiau mHpopmanuje o G, jep oue
3anp:xaBajy cBoje ocobune y [lekaproBoM mpousBony, MeDy muma ”"Hema Memama’ . Ha
npumep, G = G1 X G5 je KOMyTaTuBHA ako U caMoO ako cy G u G KOMyTaTuBHE. Y CKOPO
he ce ucnocraBuT na je cBaka KOMyTaTWBHA I'PYNa IPOU3BOI HEKUX IUKIUJYHUX, & O HUMA
3HAMO CBe.
Bparumo ce ma meo "aro je G = (1 X G2, omma mocrtoje moarpymne rpyne G uzomMopoHe
rpynama G1 u G9”. Ilra cy te moarpyne? Ilocmarpajmo mpecnukaBama w1 @ G; X Gy —
G1 u g 1 G1 X G2 — G2 mepunucana ca mi(g1,92) = g1 u ma(g1,92) = go. Omna ce 30By
npojexuyuje U Ha OCHOBY Ae¢purHUIMje omepanuja y JlekapToBOM IPOM3BOLY jACHO je Oa Cy
To ennMop¢$u3Mu (IpBa KOOPAMHATA NPOU3BOAA jeNHAKA je€ MPOM3BOLY HPBUX KOODIWHATA,
u ucro 3a apyry). Illra cy BUxoBa je3rpa, OQHOCHO MTa Ce CIUKa ca 71 y €1 (Ui ca g y
e2)? To he Guru enementu IlekapTOBOr IPOM3BOLA UMja je IpBa KOOpIUHATA €1 (OZHOCHO
e9). Harne, Kerm; = {e1} x Go u Kermy = Gy x {e2}. 3mamo ma cy jesrpa xomomopdusama
HOpMaJiHe moArpyme, ma ouxa rpyna G koja je Ilekapros mpoussox rpyna G; u Go uma
HopMmausiHe moarpyne H um K wm3omopdue tum rpynama Gy u Go, H = {e1} x Go &2 G n
K =Gy x {ea} = G;. Ilpumernmo na je jeAuHM 3ajeIHUYKN €JIEMEHT TUX HOArPYNa HeyTPaJl
rpyue G, HN K = {(e1,e2)} = e. Tarobe, Baku u

(91,92) = (e1,92) ® (g1,e2) = (91, €2) ® (e1,92)

3a cBako (g1,92) € G, na nobujamo G = HK(= KH), kao u 1o na noarpyne H u K komyTu-
pajy WiaH mo 4iaH. IIpuMeTHMO ma IPETXOMHA jeTHAKOCT 3HAYUM U 18 CBAKKU eJeMeHT u3 G
“Ma JeqUHCTBEHU PAacTaB Kao IIPOU3BOJ jemHor ejemenTa u3 H u jemmor uz K|

Ila pesumupamo, ako je G = G X Go, ouma y rpynu G nocroje moarpyne H u K 3a koje
Baxku H 2 Gy, K2 Gy

H K<G, G=HK, HNK = {eg},

Kao n

(Vhe H ke K) hk=kh A (Vg€ G)(G1he H ke K) g=hk.
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Cana ce nuramo caenehie: na sau 3a nporsBosbHy rpyny G nocroje meHe (Ipase) HoArpyIe
H u K 3a koje je G = Hx K? Ore cy ogna Mamux penoBa on (G 1 BEPOBATHO jeTHOCTABHIU]E.
Bugmenu cvo na G = G7 X G2 3HAYM 4UTaB HU3 yCIOBa 3a meHe nonrpyne H u K uzomopdue
ca G; u G4, na je Tako ouekmBaHo u cienehe rBpbheme.

Teopema 0.17. 3a 2pyny G u wewe nodepyne H u K caedehu ycaosu cy exeusasenmuu:

1) G2 H x K un:(hk)— hk je jedan usomopgusam epyne H x K na epyny G;

2) HHK <G, G=HK, HNK = {e};

3) hk = kh 3a cee h € H, k € K u cearxo g € G ce na jeduncmeen nHawur npeocmas.na Kao
npouseod jeonoz eaemenma uz H u jednoe uz K.

Jloka3. EXBUBAJIEHTHOCT HABEIEHUX YyCJIOBA NeMO MOKA3aTHU KAO JIAHAI MMILIAKAIN]A.

1) = 2) Heka je G 2 Hx K u 7 : Hx K — G usomopduszam. IlocmarpajmMo moarpyme
K = {e} x K n H = H x {e} rpyne H x K. Yupaso cmo Bugenu (y KOMEHTAPY HUCIPEX
TeopeMe) na cy TO ABe HopMasaHe moarpyne on H x K koje ce cexy mo HeyTpaidy (e,e) Te
Ipyne ” Kao IOPOM3BOL najy Ley TPYIy: HK = H x K. OHIa MCTO BAXH U 33 HUXOBE
ciauke npu uzoMmopdusmy 7 (M3oMopduzaM dyBa cBe ocobune u noacrpykrype). Iakie,
3a H = ﬂ(ﬁ) u K = 7r([~() y rpynmu G BaKM CBe MCTO IITO 3a H u K paxu y Hx K:
HK<G, G=HK, HNK = {e}.

2) = 3) Herka cy h € H u k € K npoussosuu enementu. llpumerumo na je hk = kh arko
je h"'k~'hk = e. 3aro hemo mocmarparu enement h~ 'k~ 'hk. Ilomto je H << G, k~'hk
npunana H kao xkoHjyrat exementa u3 H. Ilonrpyna H je 3aTBOpeHa U 3a UHBEPTOBAIE U
MHOEEHe, TIa je oHaa u neo npoussox h~t(k~1hk) y H. VcTuM apryMeHTHMa MOKa3yjeMo
ma je h™'k™'hk y K: K <G, k! € K, na h™'k™'h € K, a ouma u (h"'k~'h)k € K.
To smaun ma je h™'k~'hk € HN K, a Taj mpecek je mo IpPEeTIOCTABIM jeTHOUTAH, Ia je
h~'k~'hk = e, ommocuo hk = kh. Ilame, ycmos G = HK naje ma ce cBaxu eneMment g € G
MOJe IIPEeICTABUTUA Kao npousBon jenHor u3 [ u jemnor us K. Tpeba jom moka3aru na je To
pasznarame jemmHCTBeHO. lIpermocraBumo 3aTo na je g = hk = h'k' rme h,h' € H, k, k' € K.
Omer, MHOXEHmEM ciIeBa eqemenToM h™ !, a smecma ememenrom (k')~1, jemmaxkoct hk = h'k’
tparchopmumemo y k(k')~1 = h7'h. OBuM cmo mobwam ma je Ha JI€BOj CTPAHU TPOU3BO
enemenata u3 K, a ma mecHoj mpoussos enemenata uz H. To snaunm ma je k(k')~t = h=1h €
H N K u oner UCKOPUCTUMO Ma je Taj mpecek camo meyTpad, na je k(k')~! = h='h = e, mro
tayno gaje h=h' u k =k’

3) = 1) Tpeba mokaszaru na je npecaukasame 7 : (h, k) — hk uzomopduszam rpyne H X K Ha

rpyny G ako 3HaMoO ga Bake yciaosu nox 3). IIpso hemo mposeputy ma je m XoMOMOp(pu3am
OBUX IpyIa:

m((h, k) (I K)) = w(hh!  kK') = hh'kk' = hkW' K = w((h, k))m (W, k')

Ospme ¢cMo uckopuctmm na noarpyne H m K xomyTmpajy dman 1mo diaan u 3amenuau h'k ca
kh'.

Hasme nposepasamo ga je 7w '1-1": w((h, k)) = n((h', k")) = hk =Rk, a 36or jeanacTBEeHOCTH
IpeaCTaB/baKa CBAKOD €JIEMEHTa Kao npousBona jeauor u3 H u jenuor uz K caemu h =h' u
k =k, omaocuo (h,k) = (W, k).

Ocraje ma ce yBepuMo Ja je ™ u 'Ha' IPECIMKABAHE: OBO CJIEOU W3 TOra INTO CBako g € G
“Ma PacTaB Ha MPOU3BOX jemHor eneMmenta h u3 H u jemmor k u3 K, na je g = w(h, k). ]
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YcaoBe mpeTrxomHe TeopeMe YBEK 3aJ0BOJbaBajy TpuBMjasHe moarpyme rpyme G. Axo
nocroje npase nmoarpyne H n K koje 3a10B0o/baBajy HEKU O[] HABEIEHUX YCJIOBa (& TO 3HAYUM
u cBe), 3a rpyny G kaxkemo ma je pasaoacuea. Tana moucrosehyjemo rpyme H x K u G y
cvucay ga je (h, k) ucro mro u hk.

(IlIpoussox G = HK non ycaosuma H, K <G, HN K = {eg} 30BeMo ynympawmu dupexman
npouszeod, nok H X K 30BeMO cnomawmnu dupekman npoussod. Ilperxonua TeopemMa TBpAU na
Cy OBa [Ba IIOjMa €KBHBAJIEHTHA.)

WMunykumjom mo n nperxonHo TBpheme ce yommraBa Ha KOHAYHO HOACPYyIA.

Teopema 0.18. 3a 2pyny G u wene nodepyne Hy, Ho, ..., H, caedehu ycaosu cy exsusasrenmmu:

1) Cam: (hy,ha,..., hy) — hihg - hy je degunucan jedan usomopgusam epyne Hy x Hyx - --x Hy,
na epyny G

2) Hz <]G, G = HlHQ"'Hn, (HlHQ"‘H»L'_l) ﬂHl = {6} 30 cee i € {2,...,71},’

3) 3a i # j nodepyne H; v H;j womymupajy waan no waan u céaxo g € G uma mawno jedan
pacmae obauxa g = hihs -+ hy.

O]

3a rpyny G rakemo ma je oupexman npousgod cBojux moxrpyna Hi, Hs,..., H, ako Te
IOArpyIle 3aI0BOJbaBajy 0ap jemaH on ycioBa NpeTxonHe TeopeMe. AKo je omepamuja y
rpynu (G 03HAUEHA aaWTUBHO, KazkeMo na je G dupexmma cyma TUX TOACPYIA U MUIIEMO

G=H,®H,®---®H,.

Yecro ce memasa Ja je Heka I'pyla Ipou3BOL (YHYTPAIIBU) CBOJUX IOAIPYIA KOje Ce TPUB-
MjaJTHO CEKy W OJl KOjUX je caMO jenHa HOPMaJIHA.

3a rpyny G KaKeMO ZIa je noayoupexman ual cemuiupexman npoussod cBojux moarpyna H u
K axko Baxe caenehu ycanosm: G = HK, H<G, HNK = {e}. To 3amucyjemo G = H x K.

(OBo je omer moJyqUpeKTaH yHYTPAIIbLY IPOU3BOM, a IOCTOjU U cHobamsby - Heliemo oBoM
OPUJIMKOM O H,eMy, &l U OBJAE BAKMA Ia j€ CIOJHAIIKU UCTO IITO U yHYTPAMNILU. )

IIpumep 0.33. Y mmemapckoj rpynu I, mpupomHo ce m3aBajajy MOATPYIE TeHEPUCAHE Ca
puo, H=(p) n K = (o). Illpsa on mux je HOpMaJHa jep je WHIEKca 2, a jacHO je na
Cy CBU eJIEMEHTU OUelapCKe I'pyIe MPOM3BOAM HEKOr cTemeHa p u o. 3aro je D, = HK.
JenuHU 3ajeIHUYKM €JIeMEHT OBUX IOArDYIa je HeyTpaJ Auenapcke rpyme, na Baxku D, =
HxK =7, xZy. Caiuubo ce norasyje na Baxu S, = A, X Zs, nupu yemy je oBue Zs MOArPYyIIa

regepucana OMIIO KOjJOM TPAHCIO3UIIjOM.

0.3.14 KowmyraruBHe rpyne

sKennmo na ommmemo cBe KOMyTaTwBHE I'pyle no Ha m3oMopdusam. McmocraBuhe ce na
je to moryhe, a texuuke koje hemo kopuctutu cy yraaBuom u3 Jluneapue amretpe. Ilo
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JOrOBOPY, KOMyTaTHUBHE I'DyINle O3HAYaBaMO aAUTUBHO.

Cobonse KOMYyTATUBHE TPy

Heka je (G,+,0,—) komyraTuBHa rpyna. Kao m y CBakoj IDymu, 3a HATH €JEMEHT ¢ €
G cy mepuHMCAHU HETOBU CTENEHU, y OBOM ciayuajy amutuBHU (ako je rpyna G o3nadena
MYJITUIIUKATUBHO, 32 n € N mmamo: ¢" = ¢g-¢---¢g, TIe IPUMEKBYjeMO OIEPAIU]y 7T MyTa,
g =e, ok je g " =g t-g7t...g7! rarobe n myra):

sane€Njeng=g+g+---+g, nuyra, a (—n)g=(—g)+ (—g9)+---+(—g), ucro n myra, nok
je 0g =0 =0g¢.

Haxkme, 3a cBako m € 7Z je nepuHMCaH aIUTUBHU M-TU CTEOEH OMIIO KOr ejgeMeHTa g € G.
OBO MOKEMO OCMATPATH Kao omepanujy (m,g) — mg, OOHOCHO mpeciukaBame Z X G — G.
Canma u3 akcuoMa Ipyle U KOMyTaTUBHOCTU KOja OBIE BayKM HOOUjaMO:

(m+n)g = mg + ng (0oBO je ocobuHA CTENEHOBamA KOja Y MYyJITUIIMKATABHUM O3HAKAMA

raacu gmtT = gMg™)

m(ng) = (mn)g (oBoO je ocobuHA CTENEHOBamA KOja y MYJITUILNIMKATUBHAM O3HAKAMA [JIACU
nym __ mn

(g")™ =g™")

m(g1 + g2) = mg1 + mg> (0BO ciemu U3 KOMYyTATUBHOCTU U y MYJTUIIMKATUBHUAM O3HAKAMA

m o __ m M
raacu (9192)™ = g7"95")

lg = g (w3 medunmMje cTemena, y MyJITUINIMKATABHAM O3HakaMa riacu gl = g)

Ilornemajmo cBe mperxomHo Hammcano ~oumma’ JluHeapHe ajredbpe: mMamMO KOMYTATUBHY
rpyny (G,+) ca meHe YeTUpU aKCUOME U NONATHO, jeNHY CIOJbHY Z-oumepanujy y rpymu G,
(m, g) — mg, 3a KOjy BakU

1) (m+n)g =mg+ng

2) m(g1 + g2) = mg1 +mgz

3) m(ng) = (mn)g

4)1g=y

3a cBe m,n€Z u g,91,92 € G.

Ilakse, cBaka KOMYTATUBHA TPYTA je jemad Z-mo0ya (MOLyJ HAMX IPCTEHOM j€ UCTO IITO U
BEKTOPCKU IIPOCTOP HAJ MOJbEM - BayKe INOTIYHO MCTE aKCHOME, ajl TO IITO CKaJap! HEMajy
MHBEp3€ NOABOAU IO DPAa3JIMYUTUX Iociemuua Ttux akcuoma). To mam maje moryhmuocr ma
IPUMEHMMO CB€ IITO 3HAMO O BEKTOPCKUM IPOCTOPUMA - N4 IOCMATPaMO JWHEAPHE KOMOUu-
Haluje, TeHepaTpuce, TOBOPUMO O JWHEAPHOj HE3aBUCHOCTH, 0a3u u auMeH3uju. Hapasuo,
MucanMo Ha oarosapajyhe mojmoBe y Z-monyny G, amu hemo nedpuunnuje dopmynucatu
Tako ma ce omHOoce Ha camy rpyny G. Ilpsa onx mux (aHasorHa ne@UHUNMJU KOHAUYHOUMEH-
3UOHOI' BEKTOPCKOI mpocTopa) je caenehar

Hepuaumuja 0.25. 3a komyratuBHy rpyny G KayKeMO Oa je KOHA4HOZ MUnG arko uMma dap
jemHy KOHAYHY T'€HEPATPUCY.
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To 3Haum ma mOCTOje eJIEeMEHTH eq, €, ...,e, Ipyne G TakBu ma ce cBaku g € G MO¥Ke Hpe-
CTaBUTU Y OOJIUKY

g =kier + kaea + -+ knen,

rae cy k; Hexu nenu 6pojesu. IIomTo CBAKM €; TeHEpUINE CBOjy UMKJIUYHY TPYIy (€;), TPyIa
G je cymMa KOHAYHO NUKJINYHUX MOATPYIA

G={(e1)+{ey+- -+ {ep) =e1Z+ e+ - +e,Z.

Ono mTO HE 3HAMO je Ha JIK Cy OBe IUKJIWYHE MOArPYIe KOHAUHe Miu OeckoHauHe. AKO BaKu
na cy ey, es,. .., e, JUHEAPHO HE3aBUCHU, IPBO nobujamo na je ;7 = 7 (y CyIpOTHOM, Tj. aKo
HEKU ¢; TeHEePUIle KOHAYHY NUKINYHY I'PYyLIy Zy,, u3 kie; = 0 cienu na je e; IMHEAPHO 3aBUCAH
(caMm ca coboMm), ma je OHIA U Le0 CUCTEM JIMHEAPHO 3aBUCAH), a 3aTuM u Aa je G = e1 Z®eaZ®
- @epZ (cyMa je IUPEKTHA jep Cy UCIYHEHU YCJIOBU 3a TO - CBe HOArPYIE y KOMYTaTUBHO]
rpyIy Cy HOPpMAJHE, & CBU IPecemy KOju ce MojaBbyjy y YCIOBY 3a AUpeKTHOCT cyMme cy {0}
omer 300r JUHEAPHE HE3ABUCHOCTH).

Iakne, ako je cucrteM [eq,es, ..., e,| INHEADHO HE3ABUCAH, BAYKU

G2ZOLD - ®L=1".

To 3uauu na je cBaka rpyna G Koja UMa KOHAUHY JIMHEAPHO HE3aBUCHY MEHEPATPUCY U30MODQHA
rpynu Z" 3a HEKO n.

Hepunumuja 0.26. 3a romyraruBHy rpyny G KaxkeMo na je ca0000ka ako mMa bap jemaHy
6a3y, To jecT Hap jemHy JMHEADHO HE3aBUCHY reHeparpucy (mocMaTpaHa Kao Z-MOIYJ, HAp-
ABHO).

ITpumep 0.34. Ako je n Guio koju mpupoman Opoj, rpyna Z" =2 & - L =7Z X -+ X 7
je camobonua. Hbeny kamoucky 6a3y uumHE BEKTOPH €1, €3, ...,€En, TIE je €; N-TOPKa y KOjoj Cy
cBe KoMmnoHeHte 0, ocuM mTO je ¢-Ta 1.

IIpema KOMeHTApPY KOjU je MPETXOAUO HePUHUIUjU, CBaKa KOMyTaTWBHA rpyna (G Koja mMa
Oap jemuy 6asy ca n exeMeHaTra je mdoMopoHa ca Z".

Cama ce muramMo ma jJu MOKE [a Ce AeCH Oa KOMYTATHMBHA IPyla KOHAYHOD TUIA KMAa
jemmy 6a3y KApAMHAJHOCTU N, & APYTY KapAWHAJIHOCTU m, 3a m # n. llomcerumo ce na je
KO/l BEKTOPCKUX NPOCTOPA HAjIpe BAKUIO Ja CBAKM uMa 6a3y (KOHAUHY WM OECKOHAYHY ),
a 3aTUM W 14 Ce KO BEKTOPCKUX IPOCTOPA €A KOHAYHOM FeHepPATPUCOM M3 Te TeHEePATPUCE
MOske u3nBojutu 6a3za. Ha kpajy cMmo mokasanu ma cy oHzaa cBe Da3e UCTe KapAUHAJTHOCTU, U
Taj OpoOj 3BajiM AMMEH3Mja BEKTOPCKOT MPOCTOpa. Kox rpyma je curyanuja MaJio Apyradumja:
na 6rcMo MOy ma neUHUIIEMO aHAJIOTOH IUMeH3uje, Tpeba HaM yCJOB Ia rpyla uMma odap
jemmy 6a3y.

Teopema 0.19. Axo c10600HaG KOMYMAMUBHA 2DYNG UMG OGP JEOHY KOHAUHY 2EHEPAMPUCY, OHOG
cy cee mene basze KOHAUHE U UMY UCTU OPO] eAeMEHAMA.

-IOKa3 OBe TeopeMe BaM He Tpeba 3a oaroBapame, ajud I'a OCTaBJbaM 3a OHE KOJU Kejle Ia
IPOYUTA]Y
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Ioka3. Heka je G cmobomHa KOMyTATUBHA T'pDyla Ca KOHAYHOM DeHepaTpucoM. Ako je e
jemHa meHa 0a3a M g KOHAUYHA FEHEPATPUCA, TaAa jé CBAKU €JIeMEHT U3 ¢ JWHeapHa KOMOU-
HAIja KOHAYHO MHOTO eJleMeHaTa 13 e (10 ne(UHUNNj1 JuHeapHe KOMOUHAIjE) ca Koepuim-
jenruma u3 Z. ViMamo nakie KOHAYHO JUHEAPHUX KOMOUHAIM]a ca KOHAYHO BEKTOPa Yy CBAKO],
na ce y muUMa yKyIHO NOjaB/byje KOHAUHO BEKTODa 0ase e, HEKA Cy TO € = [er,ea,...,e,].
Cama uz g C L(é) u G = L(g) (g je remeparpuca rpyne G, 1o ject Z-monxyna G), ciaemu
G =L(g) C L(L(é)) = L(é). Barmyuyjemo na je é remeparpuca nese rpyne G. To cana naje
na je mouerHa 0a3a e koHauHa u jemHaka ¢! 3amro? -IlomTo je é remeparpuca rpymne G,
OHZIA CYy U IPEOCTaJU BeKTopu (ako ux mMa) u3 e \ é kombunanuje Bekropa u3 é. MebyTuwm,
CUCTEM € je JuHeapHO He3aBucaH, ma oBo Huje moryhe! Jlakme, csaka 6a3a rpyme G je

koHauHa!
Heka cy cama e u f 6uno roje 6a3e (konaune) mare rpyune G, e = [ej,ea,...,e,], [ =
[f1, f2, ..., fm]. Homro je e Gaza, cBaku f; je MuHeapHa KOMOMHAL]ja BEKTOPaA 13 € M OOPHYTO,

CBaKU e; je JMHeapHa KoMOuMHaunuja BekTopa m3 f, ma mocroje marpune P € M, (Z) u Q =
Mn(Z) 3a roje je f = eP u e = fQ (ceture ce marpune npesacka ca 6a3ze Ha 6a3y oOf
npouute romuue). OnmaBme name mvmamo e = ePQ u f = fQP, a rako je PQ € M,(Z) n
QP € M,,(Z), nobujamo caenehe jemunaxocru

eE,=ePQ u fE,=fQP.

ITomro cy cucremu e u f JuHEaApHO HE3ABUCHU HAX 7, MOXKEMO 1a ~ CKPaTUMO’ MNPETXOIHE
jemnaroctu (eA = eB = A = B ako je e auHeapHO He3aBucaH, jep eA = eB 3Hauu ga cy
JMHEeapHe KOMOUHAIM]E e-0Ba YMjU CY KoepUIUjeHTn peaoM Kojtone marpuna A u B jennake,
I1a, ICKOPUCTUMO JIMHEaPHy HE3aBUCHOCT Aa HoOMjeMo Ia je cBaka KoJioHa MaTpule A jemnaka
oxrosapajyhoj komuau marpune B). Hobujamo E, = PQ u E,, = QP. TspaouMo na oxasue
ciremu ma je m =n.

-ITocmarpahemMo Tparose OoBUX MATPUIA:

n="Tr(E,) =Tr(PQ)=Tr(QP) =Tr(E,) = m.
Ocraje ma o6jacHUMO Cpenmy jeIHAKOCT aKO je He 3HAMO OJ paHuje:

Tr(PQ) = (PQ)ii=»_Y PyQji=> PyQj,
i g i,

i

J J

Tr(QP) = (QP)j; =Y > QiPy =Y Pi;Qj.
i i
O

Ilakne, ako komyTaTtuBHa rpyna G mma 6ap jenHy koHauHy 0asy, OHZA CBe HmeHe Hase
nmajy uctu 6poj ememenara. Taj Gpoj ce 30Be pane rpyne G u o3nauasa ce ca p(G) (1o je
3Hauu mumensuja Z-monyia G). Bumenu cmo Beh na je csaka xoMmyratusHa rpyna G Koja
uma 0Oa3y ca n ememeHara m3oMop¢Ha ca Z™, ma je

p(G)=n & G=Z™
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ITonrpymne ciobomse KOMyTaTUBHE IpyIie

Hedurrcanr cMO aHAJIOIOH AWMEH3Uje€ BEKTOPCKOT IMOTIPOCTOPA, U CATA KEJIUMO 13 BUAUMO
mTa OBIe Baxku 3a ~mormpocrope”’ (mommomyine), omHocHO moarpyme. OmeT HAMIA3UMO HA
pa3nIuKy y onHOCY Ha BeKTOpcke mpoctope. Ilomcermmo ce ma je Tamo Bakuio ma axo je U
noTupocTop npocropa V koju je ucre mumensuje kao cam V, ogna mopa mga oyme U = V. One
TO cBojcTBO ry6mMo. Ha mpumep, rpyma Z2 je panra 2, Kao M H-eHA IOACPYIA CEHEPUCAHA
(numeapuo HezaBucHUM) eneMentuMa (2,0) u (0,5), amu ounraenno mucy jenuake! MebyTun,
onpebena mpaBMIIHOCT WIIAK BAKU:

Teopema 0.20. Axo je G ca0600na KoMyMaAmMueHa 2pyna parea n, okoa je c8aka »ena nodzpyna
maxohe caobodha u parza we eehez 00 n.

IToka3. -mpeckauemo, Aarebpa 2 ]

[Ipema Tome, ako cimobomHa komyTaTuBHa rpyna G uma 6a3y Oy:KUHE n, Tala U CBaKa
wena noarpyna H uma 6a3y my:xuae m < n. Bumnenu cmo takobe na u 3a H # G panrosu m
u n Mory na Oyny jemmaku. OcuM Te, joum jemHa pas3inka y OTHOCY HA BEKTOPCKE MPOCTOPE
je mro npou3BoJsHA 6a3a nmoarpymne H He Mmopa na Oyme meo Heke Gaze came rpyne G. Unak,
1 OB€ BaKM M3BECHa IIPAaBUJIHOCT.

Teopema 0.21. 3a ceaky npasy nodepyny caobodne xomymamuere zpyne G parea n nocmoju

cucmem yeaus 6pojesa [ny,na, . ..,nk| mMehy Kojuma cearu deau onaj Hapedru u 3a xoje epyna G
uma bap jeony basy e = le1, ea,. .., e,] maxsy da je

[ =[nier,naea, ... nper]
jeona 6asa nodepyne H. Ilpu mom cy bpojesu ni,no, ..., ng o0pehent jeOHo3Hawho 00 Ha 3HAK.

Joxa3. M3 nperxonnor TBphema caenu na je u noarpymna H cmobonna, ma hemo mocMaTpaTu
npousBossHe Gaze g on G u h on H. Ilomro je g Ga3za mese rpymne G, To ce u h-0oBu MOry
m3pasuTu npexo g-osa: h = gA 3a jemuncrseno oxpebeny marpuny A € My, (Z), roe je k
paur moarpyme H.

C npyre crpane, 3a 6a3e koje swenmmo na Habemo Basu f = eAC, rue je

nn 0 0 --- 0 O
0 ng 0 --- 0 O

AO — 0 O 0 ) nk 0 (nZ | ni+1).
0 0 0 - 0 o0

Axo Ou, ka0 3a MaTpUIlEe HAJ MOJHEM, BAXKUIO Ia MOCTOje MHBep3ubuine matpure P u @
roje A 7cBome” ma A°, To ject Tarse ma je PAQ = A°, morau 6ucmo na mabemo Besy usmeby
g u e, onaocHo usmebhy h u f:
jemmaxocT h = gA momHO%UMO 3mecHa ca @ u gobujemo hQ = gAQ; omma ymermemo P~ !P
usmeby g u A na Gucmo nmaunu 3ajenno PAQ:
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hQ = gP~'PAQ, omaocro hQ = gP~1A°. Cana je,3a f=hQ ue=gP™ !, f=eA".

Ilakyie, ako HOKaKEMO Ha 3a MPOU3BOJLHY MATPUILY HAJ 7 MOCTOje WHBEP3UOUIHE Ma-
tpune P u ) omrosapajyhux ¢opmara takse ma je PAQ Tpaskenor obawka, Moraum 6mcMoO
on novyeTHnx (IPOM3BOBHUX) 6a3a g u h na nobujemo e u f 3a Koje Basku nara Besa.
3aro hemo nmocebHO popmynucatu To TBphewme o MaTpurama, y3 noacehame na cMO UMaIn
anaJyioruo y Jluneapuoj anrebpu, u na AOHEKIE MOKEMO IPUMEHUTU UCTY TEXHUKY Y JOKa3WU-
Bawy (HE y HOTIYHOCTH jep CMO TaMO PAIUINA Ca MATPUIAMa HAJ IOJLEM, [Ie UMAMO IeJbeHe
- HeMOr'yNHOCT Ia O IPOU3BOJLHOT HEHyJa Opoja mobujeMo jeAuHUuIly y 7, IpPeBa3uiIa3uMO
eYRIUIACKAM HesbemeM!)

Jlema 0.3. 3a ceaxy mampuyy A € Mpyn(Z), nocmoje uneepsubuane mampuve P € M, (Z) u
Q € M, (Z) 3a xoje je mampuya PAQ = A°, 20e je AY mampuya wuje cy ckopo cee xomnonernme
HYAGQ, 0CUM Kk BUT Ha MOYEMHOM 0eay JUjazonane U 36 BHUT 8axncu 0a ceara desu wapedny. Tu
bpojesu cy, 3a damy mampuyy, oopehenu jeonosnawho 00 Ha FHAK.

IToka3. -npeckauemo, Anrebpa 2 0

BpojeBu ni,ng,...,n; U3 OPETXOAHE JEME Ce 30BY UHBAPUJGHMHU 0esuouu MaTpune A,
IOK Ce y KOHTEKCTY MPETXOMIHE TeOpeMe 30BY un8apujanmmy desuwouu noarpyme H.

KOMyTaTPIBHe rpyle KOHAYHOT TUIla

IToncerumo ce nma 3a KomyTaTuBHy rpyny G Ka:KeMoO Oa je KOHAUYHOI TUIA aKo uMa bap jemHy
KOHAuUHy reHeparpucy. Aro je G KOHAUHO reHepUcaHA KOMYTATUBHA T'pyla, OHA HE MOPA
na Oyme caobonna (3a cBe Z, BaKU Oa UM je jeIHOUJAHA TeHEPATPUCA JMHEADHO 3aBUCHA,
nl = 0). WMnoak, ka0 1 KOJ paHUjUX OACTYIAHmA O] IPABUIHOCTU KOje Baske y BEKTODPCKUM
IpPOCTOPUMA, M OBJE IIOCTOjU Be3a n3Mehy KOMYyTATUBHUX I'Pya KOHAYHOT TUMA U CI000IHUX
KOMYTATUBHUX T'Pyna (KOMYTATUBHUX IpDyla ca 6a3om).

Teopema 0.22. 3a ceaxy basy [e1, €2, . . ., e, croboone xomymamuene epyne F parnea n u npoussonre
eneMENME §1, G2, - - - , §n KOMYyMamuene epyne G, nocmoju jeduncmeen romomopgusam f: F — G
makae da je f(e;) = g; sa ceaxoi € {1,2,...,n}.

Odasde caedu 0a je c8aKA KOHAYHO 2EREPUCARA KOMYMAMUBHE 2DYNG US0MODPPHA KOAUYHUYKO]
2pYNU HexKe cA0b00RE 2pyne no HeKoJ meHoj nodepyni.

-IOKa3 OBe TeopeMe BaMm He Tpeba 3a OAroBapame, ajl r'a OCTaB/haM 3a OHE KOjU Keje na
IPOYUTA])Y

Hoxra3. Ako TpakeHM XOMOMOp(HU3aM IOCTOjU, OHIA 3a MPOU3BOJbHE Hese Opojese k; Mopa
[a BayKU

f(kier + kaeg + - + kpen) = ki f(er) + kaf(e2) + -+ knf(en) = kigr + kaga + - - + kngn.

Tarxobe, momTo 3a cBakm exeMeHT M3 F' IOCTOje H,erOoBU jeIMHCTBEHU KOepUIMjeHTH y Oa3u
e, ca
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f(krer + koeg + -+ knen) = kigr + kaga + -+ + kngn

je mobpo meduHUCaHO jenHo npecaukaBame f: F— G. OHO je ounrienHo XoMoMop¢pu3am:
FOQ ke +Y ke = FO (ki + kei) = > (ki + kj)gs =
= kigi+ > _kigi = OO _kie:)) + £ Kjei).

Jacuo je n na Baxu f(e;) = g;. (Cerure ce on mpomuure ToauHe: JUHEAPHO NPECIUKABALE je
jemuacTBeHO ompebeno ako je 3amaro ma 6a3m).

Hera je cama G mpou3BOJbHA KOHAUHO T€HEPUCAHA KOMYTATUBHA CPYIa Ca TEHEPATPUCOM
[91, 92y, gn]. ¥Y3ehemo ciaobonuy xoMyTarusay rpyny panra n (Ha npuMmep Z") u Kao rope,
IPECINKATH €; — g;, TO€e je e; i-Th KAHOHCKU BEKTOp. JacHo je ma he onza ciuka Outu mesna
rpyna G, Imf =G, na us F/Kerf = Imf cnequ G = F/H 3a nomrpyny H = Kerf. ]

OsBa rTeopema Hac yBomu y ciaenehe 6urno tBpheme roje Beh maje ommc kKomyTaTUBHUAX
rpyna KOHAYHOD TUIIA.

Teopema 0.23. 3a ceaxy xomymamueny epyny G rxonawnoe muna nocmoje ueo bpoj s > 0 u
cucmem nodzpyna 17 O noZ D - -+ D npl epyne Z, maxo 0a je

GXZ/mZ X L[nol X -+ X L/niZ x Z°.

-IOKa3 OBe TeopeMe BaM He Tpeba 3a oAroBapame, ajy I'a OCTaB/baM 3a OHE KOjU sKeje na
IpoYNUTajy Paad KOMIJIETUPAHa [IPUYe

Ioxa3. Ilpema mperxomuoj Teopemu, G je M30MOp(PHA KOJUUHUKY HEKe CI0BOAHE Tpyle
F. Yszehemo ma je F = Z™ (ako G uma n-towiany reHepartpucy, To je To n). Ilarme,
G 2 7Z"/H 3a uery nogrpyny H rpyme Z". Capna, npeMa TeopeMu O mOArpylnama CaobomHe

KOMYTATUBHE I'DyIe, HOCTOje N1, Na,...,ni € Z\ {0} TakBu na cBaku meau ciaenehu, u neka
6asa e = [e1,€ea,...,e,] TPyme Z™ 3a KOje je

[ =[nier,nzea, ..., npex]
jemna Gasza moarpyme H. W3 ycaosa n; | nj41 ommax caemu mZ 2D noZ 2 -+ 2 niZ. Hama

Tpeba mzomopduszam u3 G, to ject Z"/H y rpyny Z/nZ X -+ X L/nipZ x Z*°. Illra hemo
y3eru 3a s? - Ilomro je k < n, obuhe n — k > 0, na hemo craButu s =n — k.

[IpomsBoman emement m3 Z" ce MOKe M3pa3uTU y 0a3m e: a = aie; + asey + -+ + anén.
Hedunucahemo npeciukaBame

2" - Z/Z x - X L/niZ x ZL°

ca
flarer +agea + -+ aney) = (a1 + M2, ... ap + niZ, agy1, .- ., ap).

JacHo je ma je f xomoMmopduzam, jep cy omeparuje y KOJMUYHUKY U JleKapTOBOM IPOU3BOLY
TaKoO Ne(PUHUCAHE:

f(z aiei"'Z bie;) = f(Z(aH’bi)ei) = (a1+b1+n1Z,. .., ap+bp+niZ, agp1+bpy1, - ., antby) =

= (a1+n1Z, ey aptngZ, Afg1y-- - an)—|—(b1—|—n12, o betngZ, bk+1, ceey bn) = f(z aiei)—kf(z blel)
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Jacuo je m ma je f 'ma’, na je Imf =7Z/mZ x -+ x Z/niZ x Z°. Ulra je jearpo?

a=aje;+- -+ane, € Kerf < (a1+mZ,...,ap+n,Z,ak41,...,0,) = (MZ,...,nxZ,0,...,0)

& a€nZ,i€{l,....k} Nagy1=-=a,=0& ae; Enge;Z, i €{1,....,k} Nagt1=--=a, =0
< a€Ll(fr,...,fx) =L(f)& a€H.

Cama uz Z"/Kerf = Imf wvamo Z"/H = Imf, omaocHO

G2Z/Z X Lo X -+ X L/ Z X Z7°.
Ul

Bpojesu ny,na,...,n; y IpeTxoauoj teopemu cy u3 ckyna Z\{0}, amu momro 3an € N, n u
(—n) remepurny ucry noarpyuy nZ, MOKEMO Ia OPETIOCTABUMO Aa cy npuponuu. Illtasumme,
y3eheMmo nma cy cBu Behwm ox 1, jep ako je HEKOJMKO IOYETHUX jeTHAKO 1, MOKEMO Oa UX
nzocrasumo 36or Z/Z = {0}. To 3uauu na cy Z/n;Z = Zy, KOHAYHE NUKJINYHE I'PYIE PEIOBA
Behux on 1 m TO TakBe Ja pen CBake JeJU Pel HapeIHe.

Ilakse, cBaka KOHAUHO IE€HEPUCAHA KOMyTaTuBHA rpyma je JlekapTos mpousson (AupeKTHA
CcyMa) HEeKMX KOHAUHUX [UKINYHUX rpyna penosa Behinmx on 1 TakBux ma pen cBake menu pej
cnenehe u Here ciaobomue rpyme panra s > 0:

G’EanXanX-”XanXZs, n; > 1, ’I’Li"rLH_l,SZO.

IIperxonmy penamujy 30BeMO Hopmasna gopma rpyne G, a OpojeBe ni,ng,...,N; UHBAPU-
janmnu Odesvoyu rpyne G. Omm, kao u s > 0 cy jemmosHauno oxpebenu 3a mary rpyimy

G.

Ako macraBuMmo najbe, nMmajyhu y Buay na je cBaka NMKINYHA IPyTa pena n = pyipy? -« ppk,
rIe Cy p; Pa3ianduTy IPOCTU OPOjeBU, U30MOPQHA I'PYIU Zp‘;xl X Zp;xz X oo X Zp:k, CBaRY Zn,
MOKEMO PACTABUTH HA AUPEKTAH NPOM3BOJ HUKJIWYHUX Ipyna Z,r YUjA Cy PEIOBU CTEIEHU
Hekux npoctux 6pojesa. IIpu ToM, u3 n; | n;41 caemu na cy CTENeHM UCTUX OPOCTUX OpojeBa
KOju ce Ty jaBibajy Heomamajyhwu, ma mMamo:

3a cBaKy KOHAYHO TeHEePUCAHy KOMyTaTUBHY Ipyny G mocroje jeanosHadno oxpebernu npoctu
6pojesu p < --- < ¢ 1 cucTeM IpuponHUX 6pojeBa [k < --- < k;;...;l; <--- <l[;] 3a koje je
G =Dy X oo X Ly Xoo o X Ly X -+ quzj X Z°, s > 0.

k1
s

IIperxonHy pesamujy 30BeMO easemermapha gopma rpyne G, a cucteM [p SRt Y]

cucmem esemenmapruz desunaya rpyne G. OBum cuctemoMm u OpojeM s > (0 KOMyTaTUBHA
rpyna je jemHo3Hauno oapebena.
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0.3.15 [lejcTBOo rpyme Ha CKyI

Hedpunumuja 0.27. Hera je G 6uno roja rpyma u X #enpasan ckyn. JlejctBo rpyne G Ha
ckyn X je cBako mpecnukaBame - : G X X — X 3a koje Baxm: 1) g-(h-x) = (gh)-z; 2) ez =z
3a cBe g,h € G, x € X, npu yemy je e HeyrpaJ rpyne G.

Iedpuaumnmja 0.28. Heka je G 6uio xoja rpyna m X #enpasan ckymn. IlejcrBo rpyme G HaA
ckyn X je cBaku xomoMmopduzam ¢ : G — Sx, rue je Sx cumerpuuna rpyna ckymna X (rpymna
CBUX mepMyTanuja ckyma X ).

IToxazahemo ma cy oBe ABe OepUHUNNje €KBUBAJICHTHE.

Hepl = Ied2:

Axo je - jemHo mejcTBO, KAKO OHO MHIAYKYyje xoMoMopduzam ¢ : G — Sx 7 -CBakoMm ereMeHtTy
g € G npunpyxuhemo nepmyramujy m, € Sx, onpebeny ca my(x) = g - x. 3a mouerar Tpeba
IPOBEPUTH Ja CMO 3aMCTa NOOWIM IepMyTalujy, OTHOCHO Omjeknujy ckyma X: mg je 71-17
jep my(x) =my(y) & grx=g-y & gl (ga)=9"(9gy & (g9 2= 9y e
er=e-y & r=y

Ty je ma’ jepy =my(x) & y=gr & g ly=g'(gr) & g ly=(9glg)r & g ly=
e-x & x=g 'y larue, 3a cBarko g € G npeciurasame 7, je nepmyranuja us Sy. Cana
Tpeba mokasaTu na je npunpysxusame ¢ : G — Sx, ¢(g) = 74 jenan xomoMmopduzam rpyna G u
Sx: ¢(gh) = mgn = mgomn = ¢(g)0d(h) jep Tgn(x) = (gh)-x = g-(h-x) = 74(m (7)) = (mgomn)(2)
3a cBe ¢ € X.

Hed2 = Iedl:
Heka je cama ¢ : G — Sx jeman xomoMop¢usam rpyna. Kako ma momohly mera meduHMmeMo
npecaukaBame - : G X X — X koje 3amoBosbasa ycuaose 1) u 2) u3 upse pedpununuje nejcrsa?

-Crasuhiemo g -2 = ¢(g)(x). Iposepasamo 1): g- (h-z) = ¢(g)(d(h)(x)) = (¢(g) o ¢(h))(x) =
P(gh)(x) = gh-2 2) e-x = p(e)(x) = Idx(2) =

CBako IejcTBO MHAYKYje IBe BPCTE MOACKYNOBa, jemue on X, a apyre oxn G.

Hepuaumuja 0.29. Herka rpyna G nejcrByje Ha HempasuHoMm ckymy X. Ako je x 6umio koju
enement (tauka) uz X, opbuma tauke T je

O, ={g-z:9€G}.
W3 ycnoBa m3 mepuHUImMje nejcTBa OOMAaX CIenUd A je ca

T~y Yy e,
neduHUCAHA jeNHA peJlalliija eKBUBAJIECHI]E:

pediekcuBHOCT: T ~ T < x € (), a OBO je TAUHO jep £ =€ T

CUMETPUYHOCT:Z ~ Y < Yy €8, & y =g - 3a HeKO g € G, omakne je x = g~ -y, ma
€ Qy, Tj. y~z

TPAH3UTUBHOCT: T~ Y N y~2z & ye€Q, N 2€Q, & y=g-vNz=h-y3a Heke
g,h € G, aonnajez=nh-(g-2)=(hg) z, na z € Q,, OMHOCHO T ~ z
Kaace oBe ekBUBajieHIIje Cy ympaBo opoure:

Cor={yeX:z~yt={yeX:yecQ,}=Q,.
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Onasne cienu BeoMa BaskHa 0ocoOmHa opbura, kojy hemo kKopucTtuTu Bulle nyTa y HACTABKY:
pasznuuure OopoUTe Cy AUC]YHKTHE M HBUXoBa yHHUja je ympaso ckym X. Takobe, 3a mejcTBO
KaKEMO J1a je MmpaH3umueHo ako uMa TadvHo jeany opbury. To 3Haum na 3a cBake OBe TAUKe
z,y € X nmocroju g € G 3a roje je y =g - x.

Ilpyra BpcTa NOACKYNIOBa KOje IPUIPYKYjeMO jeqHOM nejcTBY Hasasu ce y G U 3a BUX
he ce ucnocraBuTu na cy m moarpyna.

Hedunuumuja 0.30. Cmabdbuauzamop enementa (Tauke) x € X y OmHOCY Ha YOUYEHO HEJCTBO je
Y. ={9€eG:g9-z=ux}.

IIoHOBO KOPUCTUMO yCJIOBE U3 NepUHUNUjE NEjCTBA Ta NOKAKEMO Ia je X, HOArpyIa of
G: u3 upBor yciaoBa ciaenu na ako g,h € ¥,, 1j. g-x =xu h-x =z, ouna (gh) -z =g-(h-x) =
g-x =z, ongHocHO gh € ¥,; u3 mpyror je e € ¥, (jep e-x = x) u Ha Kpajy U3 g € X,, Tj.

g+ T = 2 MHOEemeM ca g ' mobujamo g1 (g-x) =g !z, ommocuo (g7 lg) - x =g !z wm
r=g t-z,mag l €X,.

Teopema 0.24. Axo je - : G x X — X buso xoje dejecmao xonaune 2pyne G na cxkyn X, b6poj
eaemenama opoume npouzsonne mavwke r € X je jeOnar uHOeKcy menoz cmaduiusamopa y 2pyni

G:

‘Qx| = [G : Ew]

Joxa3. 3HaMO 1A je MHAEKC HEKe MOArpyTe OPOj HeHNX JeBuX (Wi AeCHUX ) KOCeTa, OIAHOCHO
[G:%,] =|G/%,|. Oa 6u msa ckyna 6una uctobpojua, tpeba nahu Gujerunjy nsmeby mux.
W3 came nedpumuumiumje opbure m KoceTa, OAMAX MMaMO IPUPONHO IpeciukaBame f : (Q, —
G/%,, naro ca

f(g:r) = gX,.

[Mokasxumo na je f wmjextusuo: f(g-7) = f(h-7) & ¢X, =h¥, & g 'heX, & (¢ th)-v=
r e gt (h-av)=2 ©g-v=h-x

7 CYDjeKTUBHO: ako je g%, € G/X, mpom3BOLaH KOCET, 3a eJeMeHT ¢ Koju ra oxpebyje
je flg-x) = g%

Hakae, f je oujekmmja u |, = |G/E;| = [G : ¥;]. OBo ce MOke HammcaTu u Kao
el
1] = {5 nm [9,]]5.] = G. O

Bepucajnosa nema

Cnenehe tBpbheme je ocHOBHO cpenctBo 3a ompebuBame Opoja opbura mejcTBa KOHAUHE
rpymne Ha CKyI.

Teopema 0.25. (Bepucajmosa sema) Hexa je - : G x X — X dejemeso wonaune 2pyne G na
rxonavwar ckyn X u nexa je Fiz(g) = {x € X : g-z = x} cxyn mavaxa xoje Puxcupa eaemenm
g € G. Osnauumo ca X/G cxyn ceux opéuma osoz dejcmea. Tada je

X/G| = ﬁ S |Fiz(g)]

geG
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Hoxka3s. Ilocmatpajmo ckyn {(z,g) : g- = z}. Hbera Mmoskemo na npeGpojuMo Ha [BA HAYMHA,
?y3myk” m mompero” :

{(@.9):g-z=a}| = |Fiz(g)l = ) |Sal.

geG reX
Cana us ) . [Fiz(g)] =3 ,cx |X:| u mperxonne Teopeme nobujamo
, (&
> IFiz(g) =) o
|€2e |
geG zeX
OZIHOCHO ) )
LS Fu = 3
|G| ||
geG zeX

Hexa je 2, npoussomna opbura. Ona nMma |(),| exemenara, u pazioMar Iﬂilxl ce mojaBibyje y
CyMM Ha IEeCHOj CTPAHU IPETXONHE jeIHAKOCTH IO jeIHOM 3a CBako ¥ € (), makue || myTa
yrynHo. To 3HauM ma cBaka opbuTa TOj CyMH mONa jeOWHUIY, IIa je NeCHa CTPaHa y CTBApPHU
Opojau opbura:

1
o= > 1=1X/G|.

reX QEX/G

Canma caMo M3jeIHAYMMO Ca JIEBOM CTPAHOM U n00MjeMO TpaskeHy ¢GopMyiy 3a Opoj cBuX
opbura yodeHOr nejcTBa

X/G| = ﬁ S |Fin(g)]

geG

Ilpumepu nmejcraBa

1) Hera je G rpyma cBux poramuja eyriauicke paBuu E oko ¢urcupane tauxe O (1ako
ce mpoBepu na je (G rpyma, KoMmo3unuja aBe poranuje oko tauke () je porauuja 3a 30up
BUXOBUX yIJIOBa, UAEHTUTETA je poranyuja 3a 0 cTemeHuw, poTanuja WHBEP3HA POTALUU 34
yrao 0 je poraumja 3a —0). G mejcrByje ma F Tako mro porammja p momepu Taury A y
p(A). Omer ce nmako Buau ma porammja 3a ¢, ma 3a @, rauky A momepa MCTO KAO poTanmja
3a ¢ + 6, a nneaTuTeTa QUKCUpaA CBe Tadke, OJHOCHO Aa CY 3a0BOJLEHM YCJIOBM J€jCTBA.
IIra cy opbure n crabunuzaropu oBor aejcrea? - Opbure Cy CBU KOHIEHTPUYHU KPYTOBU
ca neurpom y O. CrabunuszaTop cBake Tauke je id.

2) Hera je G rpyna u H noarpyna rpymne G. Osmaummvo ca X wronuunuuku ckyn G/H u
nocMmarpajmo npecaukasame - G X X — X oxnpebeno ca g (aH) = gaH. IlpaBonunujcku
ciemy na Cy ucuymenu ycaosu u3 pepununuje nejcrsa: 1)g-(h-(aH)) = g-(haH) = ghaH =
(gh) -aH; 2) e-aH = eaH = aH. Tepaumo na je 0BO HEjCTBO TPAH3UTUBHO: ako je aH
¢urcupan kocer u bH npousBoman, ouna bH € Q,y jep jennauunna ga = b uma pememe 10 g
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y rpyuu G, na je g-aH = bH. Ilakne, nocroju camo jensa opbura osor nejcrsa, Q.p = G/H.

3)Herkaje G=C, ={z€C: 2" = 1} - TPyMa N-THX KOPeHa jenHuIe Cp = {cos=; Fisin=E
0 < k < n}, na ommax crequ na je C, uzomop¢ua uuknuuuoj rpymu C,. G mejcrByje Ha
KOMIIJIEKCHE OpojeBe Ha ciemehum HaUWH: ¢ -2 = ¢z - MHOKEHE IBA KOMIUIEKCHa Opoja, ma
TPUBMJAJHO BasKe YCJIOBU 3a HeJCTBO (FEOMETPUjCKA OBO je pPOTaluja OKO KOODAWHATHOT

noyeTka 3a yrao 22T)

Axo je z # 0, §, :{Z(COS%T”—I—isin%T’r):O§I<;<n}:{ze%T7r :0<k<n}, aQy=
0. Opbure Tauarka z # (0 cy m-TousaHe, ma Cy IO TeOpeMU O OPOUTU U CTAOUIU3ATODPY,
crabuiausaTopu jemHouwnanu, Y., = 1, z # 0, Mok je opbura Hyje jeAHOUNAHA, TA je HEH

crabunusarop nesa rpyna G, Yg = C,,.
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0.4 Ilpcrenu

0.4.1 JledbmHunuja u OCHOBHE OCOOMHE IMPCTEHA

Jepuuunmuja 0.31. [Ipcmen je anrebapcka crpykrypa (R,+,-), rae je R mempasan ckym, a
+ u - n1Be ODMHADHE Omepalrje, Koja 3aJ0BOJHABA YCIOBE

1) (R,+) je ABenosa rpyna:

e 3a cBe a,b,c€ RBaxu (a+b)+c=a+ (b+c¢)

e noctoju eidemenT 0 € R TtakaB ma 3a cBe a € RBaxknu a+0=0+a=a
e 3a cBako a € R mocroju —a € R TakaB na je a+ (—a) = (—a)+a=0
e 3acea,be RBaxna+b=>b+a

2) (R,-) je cemurpyma:

e 3a cBe a,b,c € RBawu (a-b)-c=a-(b-c)

3) Omnepauuja - je aucTpubyTUBHA IpeMa +

e 3acse a,b,ce RBawua-(b+c¢)=a-b+a-cu (b+c¢)-a=b-a+c-a.

Hanowmena 0.35. Y mepununuju npcrena ymecto (R,-) je cemurpyma moxke na croju (R,-)
je MOHOMI, U y TOM CJIy4ajy He PAa3jWKyjeMO IMPCTEHe Ca jeIUHUIOM U 0e3 jeIuHUIE.

Iedumuumuja 0.32. IIpcren (R, +,-) y KOMe mocToju eneMenT 1 Takas na 3a cBe a € R Baxku
a-1=1-a=a Ha3suBa ce npcmen ca jeOURUYOM.

IIpumep 0.36. Crpykrypa (5Z,+,-) rge cy + u - cabupame U MHOMXKEHE [eIuxX OpojeBa,
3a,10BOJbABA CBE aKCHUOMe IpCTeHa, aju Hema jeaunuily. OBo je mpumep mpcreHa 0es3 je-
JVHUILE.

Y macraBry hemo ce DABUTH CKOPO MCKJbYUYMBO HMPCTEHUMA Ca j€IUHUIIOM.

WNaxko maMm je Behumua mojMoBa y Be3u mpCTeHa mo3HaTa on panuje, pehu hemo map peun o
ozHakama u TepmuHosoruju. Omnepamnuje npcreHa Hajuemhe O3HAUYABAMO Ca + W - U 30BEMO
cabupamwe m mHoxcewe. He HarmamaBaMo UX aKO ce IOAPA3yMeBajy, Ia KaKeMO CaMO NPCmeH
R ymecro npemen (R, +,). I'pyny (R, +) 30BeMo adumuena zpyna upcrena R. Hben meyTpan
hemo 3Batu wyaa npcmena R. VlaBep3 enemenTta a € R hemo, ka0 u 10 cana Kang je omepanuja
O3HAUEHA AIWTUBHO, 3BATHU CYNPOMaH eaeMenm eaeMeHTa a (ma GMCMO Ta PA3iUKOBAIMA O
VHBEDP3a Y OIHOCY Ha MHOMKEHE).

Cemurpyny (R, -) 30BeMO Myamunasukamueha cemuzpynae npcrera R. Ako je y nuramy npcren
ca jemuuunoM, onrosapajyhu momoun (R, -, 1) je myamunaukamusenu monoud upcrena R, a
kao mTo cMo Beh medunMCcanu, HEroB HeyTpad je jedunuya npcmena R. 3a mpcTeH Kaskemo
a je KOMYMmamueak ako je HmeroBO MHOKEH.€ KOMyTaTUBHO (jep cabupame CBaKako jecre),
ONHOCHO ako je ab = ba 3a cBe a,b € R. Jlame, 3a eJeMEHT a KaKEMO Ha je UuUM8ep3uduaan
y IPCTEHy ca jeAnHUIOM R, aKO je MHBep3uOUIaH y HeroBOM MYJITUIIUKATUBHOM MOHOULY,
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1 1

-a = 1. Y KOMyTaTUBHOM MOPCTECHY
MHBEP3 €JIeMEHTa ¢ 03HAYaBaMO U ca a & = % jep je omma Ge3 3abyme ¢~ !-b=0b-a"! = g.
Cxyn unBep3ubunnux exemenata monouna (R, -, 1) 3sahiemo ckyn MHBep3UOUIHUX eIeMEHATA
npcrena R u kao u panuje o3nauasaru ca R* (3mamo ga je R* rpyma y OmHOCY Ha MHOMKEHE,
jepje (a-b)"'=b"1-a" ! u (a=)"! = a). Takobe, 3a eqeMeHT a KakeMO Aa je pezyaapan
y upcreHy R ako je perymnapad y BeroBoj MyJITUNIMKATUBHO] cemurpymu (R,-), 0QHOCHO
ako momymra kpaheme (pezyaapan caesa ako a-T =a-y = T =Y, Peyaapar 30€CHG AKO
T-a=y-a = x=y; peryjapaH ako je PeryJapaH U CJIeBa U 3MeCHA).

3akmyuar koju ce HaMmelie je ma ocobune mpcTeHy naje MHOkeme (jep 3a cabupame Beh
BQKM CBE IITO MOKE 14 BayKU).

0MHOCHO ako moctoju a~ ' € R 3a koje je a-a~! = a~

ITocnemune akcroMa MM IpaBUJIa pauyyHama y IPCTEHY

Hexa je (R, +, ) npcren. Cse mWTo 01 paHuje 3HAMO [a BaskKU 3a KOMyTATHUBHE TPyIe, Baxkuhe
y rpymu (R, +), na u y camom npcrerny R. Vcro To ce oqHOCH HA CBE OCOOUHE CEMUTPYIIE WIU
monouna (R,-). Taxobe, oBe mBe omepaiuje cy mosesaHe AUCTPUOYTUBHUM 3aKOHOM. Kao u
KOJZl BEKTOPCKUX IIPOCTOPA, OH CE€ MOKE JIAKO YOUIMITUTHU HAa KOHAYHO €JIeMEHATa MPCTEHA:

e (a1 +as+--+ay)-b=a -b+ax b+ -+ a, b (nokasyje ce nEAYKIMjOM 1O M -
O3HAUMMO €A @ = a1, & CA C=dg + -Gy, Ha cremu u3 (a+c¢)-b=a-b+c-b)

ea-(by+by+--+b,)=a-by+a-by+---+a-b, (uEgyruIjOM 1O N)

o (a1 +as+--+am) (br+b+---4+by)=>..0a;-b;

.9

Tepbemwe 0.26. Y npcmeny R saxncu:
1)a-0=0;0-a=0
2) (=a)-b=—(a-b); a-(=b) = —(a-b)

Jloka3. 1) Hyna npcrena je meroB HeyTpaJ 3a cabupame U 3aTO HUje aKCHOMAaMa IOBe3aHa
ca MHOkemeM. Mcropuctrhemo nuctpubyTUBHOCT Ma je MOBEKEMO Ca MHOMKEHeM, a KpeHyhemo
on taute jemnaxkoctu 0+ 0 = 0. IToMHO:KMMO OBY jeIHAKOCT cieBa eneMeHTOM a: a- (04 0) =
a -0, uckopuctumo muctpubyrtuBaoct: a¢-0+a-0=a-0. Canga je 0OBO jeIHAKOCT y aIUTUBHO]
rpymu (R,4), a y 10j MOKeMO JIaKO Oa padyyHaMo: & + & = &, rae ¢MO o3Haumau & = a - 0,
HaM IIocle nojaBama —x Ha o6e crpane maje ((—z) +x) + 2 = (—x) + z, omsocro 0+ x =0,
Tj. x =0. 3a 0-a =0 oner gkpehiemo ox 0+ 0 = 0, camMo MWTO MHOKUMO Ca @ C OEeCHE CTPaHe.
2) Ospme kpehemo on mepunumyhe pesmanuje ememenrta (—a): TO je egeMeHT Koju cabpan
ca a naje myay upcrena, (—a) +a = 0. ITomuokuMo oBO 3necua ca b: ((—a)+a)-b=0-b
U UCKOPUCTUMO aucTpubytuBrHOCT: (—a)-b+a-b=0-b. M3 1) je 0-b = 0, na umamo
(=a)-b+a-b=0. OBo je oner nedpunumyha pesanuja CyompoTHOr eJIeMEHTa 3a €JIEeMEHT a - b:
"nemro” miyc a-b je Hysa 3Ha4M ga je o "Hemro” yupaso —(a-b), ogaocHo (—a)-b = —(a-b).
3a npyry penamujy MHO®%UMO b+ (—b) = 0 caesa ca a. O

Y ceMUrpymu CMO yBEJIM N-TH CTENEH eJeMeHTa, rue je n € N, ma Tako u y mpcreHy
MOKEMO Ja TOBOPUMO O 4" =a-a- -+ - a. Onna 6u (ab)™ 6uo npousson (ab) - (ab) - ---- (ab) n
nyTa. AKO je IpCTeH KOMyTaTUBAaH, OBaj MpousBoxd he outu a™b™:

ab=ba = (ab)" =a"b".
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On paHuje 3HAMO nOa W CTeleH 30upa [Ba peajHa WM Ieja Opoja MOMXKEMO JIEeno Ia
sammmenmo. IlpumerrmMo ma c¢Mo 3a TO (HEIPUMETHO) KOPUCTUIM KOMYTATUBHOCT H>UXOBOT
MHOXKEHa. Vl y CcBAKOM KOMyTATUBHOM NPCTEHY le BaxkuTum OMHOMHA (GopMmyiia, Koja ce
JOKAa3yje WHIYKIN)OM:

(a+b)" = En: (Z) akpnk,

k=0

Taxobe, Baskn u cieneha popMyna kKojy cMo uMmanu 3a peajHe Opojese:

a” —b" = (a—b)(a" '+ a" 2+ a" 3 + -+ aD" T a2 Y,
a 3a HemapHO N U

a" 4+ b = (a+b)(a" Tt —a" P+ a" 3 — o 4 a2 — b2 Y,

IIpumerumo ma mperxonHe GOpMyJie Baske U y HEKOMYTATUBHOM MPCTEHY AKO €JIEMEHTU G U
b komyTupajy, TO ject ako je ab = ba.

IIpuMmepu npcreHa

1) Ckyn neaux 6pojeBa y oqHOCY Ha cabupame U MHOKEHE, (Z,+, ), je KOMyTATUBAH IPCTEH
ca jemuHUIoM. VHBep3uOUIHN €JI€MEHTU OBOT IPCTEHA CYy

7 ={1,-1}

2) Ckyn ocTaraka IpU €yKIUICKOM Aesbemy ca n, Z, = {0,1,2,...,n—1} je upcren y omsHocy
Ha cabupame U MHOXKCHE 110 MOLYJIY T

T+, s =rest(r+s,mn), r-,s=rest(r-s,n).

(Zy,, +n,n) je TakoDe KOMyTATUBAH NPCTEH Ca je quHUIOM. Hberosu MHBEpP3UOUIHN €I1eMEeHTH
Cy OHM T MamW OI N KOju Ccy y3ajamuo mpoctu ca n: Z+ ={r € Z, : (r,n) = 1}.

3) Ckyn cBUX peajHMX KBAIAPATHAX MaTPUIA Pela N je IPCTEH y OAHOCY Ha cabupame u
MHOkeme Marpuna, (M, (R),+,:). Oso je npcren ca jemuuunom (To je E, - jenunudna ma-
TpULa pena n), Koju Huje KoMyTaTuBaH. HberoBr MHBEDP3UOUIHU €JIEMEHTU Cy CBE MATPUIE
paHra n, OOHOCHO neTepMuHaHTe pasnuuurte on myue: M,(R)* = {A € M,(R) : detA # 0}.
Takobe, ymecro R oBme Moxke ma croju 6wmio koju npcren R. Jenuuuna HEKOMYTaTUBHOT
upcrena M, (R) y ToM ciaydajy je mujaroHasHa MATPUIA KOja Ha [UjarOHAJM UMa j€IUHUIE
npcrena R, a ®eroBu MHBEP3UOUIHU €JE€MEHTU Cy CBE MATPUIE Yhja je AeTEePMUHAHTA WH-

Bep3ubunna y upcreny R: M, (R)* = {A € M, (R) : detA € R*}.

4) Ckyn moJrHOMa Ca PEAJHUM KOe(QUIMjeHTUMa je IPCTEH y OMHOCY Ha CAabUPame U MHOMKEHE
nosuroma, (R[X],+,-). To je koMyTaTuBan OPCTEH Ca je MUHUIOM, YUjU Cy UHBEDP3UOUIHU €JI-
€MEHTH CaMO CKaJiapy (KOHCTAHTHU IOJIMHOMM) pasnuuntu of Hyne: R[X]* = {a € R:a # 0}.
W oBme moxemo ymecto moma R craButu Ouno koju npcrer R, mobmhemo omer xomyTarTu-
BAaH NPCTEH Ca JeIUHUIOM, YUjU Cy WHBEDP3UOUIHKU €JIEMEHTU CaMO WHBEP3UOWJIHU CKAJapU

R[X)* = R*.
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5) 3a upcrene (Ry,+1,1) u (Re,+2,2), HA CcKymy R; X Ry mMaMo CTPYKTypy HOPCTEHA Y
ONHOCY Ha olepalnuje + 1 - Jare ca

(x1,22) + (Y1, 92) = (1 +1 Y1, T2 +2Y2)

(3101,902) : (yhyz) = (551 ‘1 Y1, T2 -2 yz),

3a cBe T1,y1 € Ry u cBe Za,ys € Ry, unja je uyna (Og,,0g,) u jenununa (1g,, 1g,)(uposepure
AKO JKeJIUTE).

0.4.2 IlormpcTreHnM M XOMOMOP(PU3IMU

Hedunnumnuja 0.33. Heka je (R, +,-) npcren ca jemuaunom 1g. 3a npcren (K, +,-) kaskeMo na
je nomnpcmen npcrena R axo je (K, +) noarpyna amutusse rpyne (R,+), a (K, -) moamoHonx
MyaTANIUKATUBHOrT MoHOMAa (R, -). To 3maum ma je K mempasan moickyn ckyma R 3a xoju
BAKI:

1)a,be K = a—beK,

2)a,be K = a-beK,

3) 1p € K.

Hanowmena 0.37. Axo je (R,+,:) npcren 6e3 jenuHuie, y TPETXOMHO] AePUHUANMU U30CTA-
BmaMo ycnos 3). Haname, cBu npcrenu koje hiemo mocmarparu hie 6urtu npcrenu ca jeausu-
IIOM.

IIpumep 0.38. (Z,,+n, n) HUje notupcrer npcrena (Z,4+,-), jep HUje 3aTBOPEH 3a HErOBE
oneparnuje.

IIpumep 0.39. Ckyn csux marpuna u3z M, (R) uuje cy cse kommnonente mebhycobuo jennake
je KoMyTaTWBaH HOPCTEH y KOM Cy CBU He-HyJa ejgeMeHTu muBep3uOuianu. Mebyrum, om
uuje nornpcren upcrena M, (R), jep He canpssu jenunnuny marTpuny (BeroBa jeIUHUNA je
MaTpUI@A Ynje cy CBe KoMIOHeHTe 1)!

Jepuuunmuja 0.34. Hera cy (R1,+1, 1) u (Re, +2,2) ABa upcrena ca jeaunaunoM. [Ipecauka-
Bame [ : R — Ry je zomomopdusam npcrena Ry y npcren Ry ako je ICTOBPEMEHO XOMOMOD-
¢uzam rpyne (Ri,+1) vy rpyny (Rz,+2) u monouna (Ry,-1) v monouxn (Rz,-2), ONHOCHO ako
3a70BOJbABA yCJIOBE:

1) fla+1b) = f(a) +2 f(b),

2) fla-1b)= f(a) -2 f(b),

3) f(1r,) = 1g,.

XomoMop¢u3aM KOju je MHJEKTUBAH 30BE Ce MOHOMOp(®U3aM, a OHAj KOjU je CypjeKTuBAaH,
enmuMopouzaMm. BujekTuBan xoMoMop@m3aM IpPCTEHA je M30MOpPU3aM IPCTEHA. 3a HPCTEHe
Ri n Ry kaskeMo Ha cy usomop@nu aro mocroju 6ap jeman uzomoppusam f: Ry — Ry m Tana
numemo Ry & Rs.
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IIpumep 0.40. Ilpeciaukasame f : Z — Z, nepunucano ca f(m) = rest(m,n) = p(m,n) -
ocTaTak KOju M Aaje IpU eyKIUICKOM AELenYy ca n, je jeman xomoMopdusam mpcreHa (0BO
IPECINKABAILE je carjacHO ca cabuparmeM U MHOKEHEM, Tj. OCTaTak 30upa jemHak je 30upy
OCTaTaKa M OCTATaK IPOU3BOJA jeJHAK je IPOM3BOLY OCTATaKa - IPOBEPUTE AKO HUCTE PaHUje
KO/l KOH['DYEHIU]a IO MOLYJILY 7).

ITpumep 0.41. Heka je f : Ry — Rs xoMmoMop@dusam npcrera. Hherosa ciumka, Koja ce meduH-
nme kao Imf = {f(a) : a € Ry} je jemanm morupcren npcrena Ry. OBo ce mako mposepasa:

fa) +2 f(b) = fla+1b) € Imf, f(a)-2 f(b) = f(a-1b) € Imf, u jom 1g, = f(1gr,) € Imf.

0.4.3 Wneanu npcreHa

Heka cy matu npcrenun R nu K. Haname hemo omepanuje oBa nBa mpCcTeHa 03HAYABATU UCTO,
+ u -, a U3 KOHTEeKCTa he OMUTU jaCHO y KOM MPCTEHY ce pamma memasa. Takobhe, mpousBon
enemenaTta a m b hemo ckopo yBek o3nauaBaru ca ab ymecto a-b. Bumenu cmo ma je ciuka
cBakor xomomop¢usma f : R — K jeman mornpcren npcresa K. Fberoso jesrpo, koje ce
nepuHUIIE Ka0

Kerf={zeR: f(z) =0k}

je 3aTBOpEHO 3a cabupame 1 MHOKEHE, ald ako Oum My IpUIafaia jequHuna npcreHa R,
ouna 6u 6uno f(a) = f(a-1g) = f(a) - f(1g) = f(a) -0k = Ok u 3a cse enemente a € R, na
1r € Kerf camo y cayuajy mHyna-xomoMopdusma. Ilakie, je3arpo HHUje HOTIPCTEH, ajd UMa
crenehy ocobuHy: DOBOJLHO je Ja HEKM €JIEMEHT IPUIana je3rpy Oa O meroB IPOU3BOL Ca
OMJIO KOjUM €JIEeMEeHTOM IpCTeHa Ouo omer y je3rpy, jep

acKerf = flaz) = f(a)- f(x) = f(a) - Ok = O

3a cBe z € R. Ucto Basku u 3a za. To Hac MoTuBuIe na neduuumeMo cieneny noacTpyKTypy
IpCTeHA:

Hedounnnuja 0.35. Heka je R npcren u [ menpasan noxckyn ox R. I je udean nupcrena R
AKO BayKIU:

1) (I,4) je moarpyna amgmrusre rpyme npcresa (R,+),

2)3aceex € Ruacl jearx, za €.

Ha je I nmean npcrena R o3mauaBaMmo ca [ < R.

Hamomena 0.42. IIpBu yciaoB u3 mneprHUNUjE Ce MOXKE 3aMEHUTU yCJIOBOM
a,bel = a+bel.

3amro? -3 mgpyror ycaosa hemo mobutu: 0 € R u a € I nmoBnaun a-0 =0 € I, kao u
(—a)=(-1)-a €l 3acseacl, naje (I,+) saucra nogrpyna oxn (R, +).

Takobe, ako je npcren R komyraTruBaH, mTo he yriaBHOM OUTHU Caydaj, APYTU yCJIOB OCTa]je
camo x € R u a € I moBnaun ax € I.

ITpmep 0.43. Herxa je R romyrarmBan npcreH n a € R npowussosman emement. Jlako ce
IpoOBEPU A je CKYII
(a) =aR ={azx:z € R}
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jeman mmean upcrera R (ax +ay = a(r +y) € (a), xao u (ax)y = y(ax) = a(zy) € (a)) u
KaQKEMO A j€ TO 24a6HU U0ean 2eHEPUCAN EAEMEHTMOM a.

IIpumep 0.44. Y upcreny 7 cBu uaeaju Cy TJIABHU.

- I <Z nosnauu (I,+) < (Z,+), a 3H:aMO0 ma Cy HOArpyIle MUKINYHE I'Pyle Takohe nukinume,
ma je I obnuka nZ 3a Heku neo 6poj n. Camga ce sako nmpoBepu na nZ 3aT0BObaBa U APYTU
ycnos u3 mepununyje uneana ((nx)y = y(nx) = n(zy) € nZ). Haxne, ocum {0} n mesor
pCTeHa, Uaeaau NpCcTeHa neaux opojesa cy 27, 37, 47 wrna.

ITpumep 0.45. Axo unean caap:ku je AMHUILY WX OUIIO KOjU MHBEP3UOUIIHN €JIEMEHT IPCTEHA,
OH je jemHAK IIeJIOM IIPCTEHY.

-lel, z€eR = l-x€l,uabubumo RC I, j. I =R. Ciuuno, aKO je HeKU UHBEP3UOUIHU
enemenT y I, onma he nmpousBos mera u HEroBOr MHBEP3a OuTu omer y I, a Taj IPOU3BOLX je
1.

IMocnemuna: Hera je F mome n I <F. Tana je I = {0} man I =F. (Y nomy Hema mpasux
umeasa. )

ITpurmep 0.46. Je3rpo xoMoMOp(U3Ma IPCTEHA je UIAeadl.
-Bunenu cmo Beh nma je 3a xomomopduzam f: R — K, ckyn
Kerf={z e R: f(z) =0k}

3aTBOPEH 3a cabupame U Aa je MOBOJHHO [a jeNaH YMHUJIAI OIPUIANA EeMy Ta O MpOm3BOI
omeT 6uo Ty. Kao u KOx BEKTOPCKUX IPOCTOpA U I'PyNa, X OBLE BAKU:

fije’l1—-1" < Kerf ={0gr}.
ITpumep 0.47. Ako je F mome, cBaku unean npcrena F[X] je raasau.

-Hexra je I <F[X]. Ako je I = {0}, on je rmasum, remepucan Hyaa-monuaoMoM. Heka je canma
I # {0} u meka je a(x) He-Hyma mosuHOM m3 [ 4uju je CTemeH MUHUMAJAH. Y 3MUMO OUIIO
KOju monmHOM p(x) u3 I 1 eyRAMACKN ra mOAeIrMO HOIUHOMOM a(x): p = ag+1, Ipu uemy je
CTEIeH IIOJWHOMA I CTPOr0 Mamu OJ cTemeHa mojaunHoMa a. V3 a € I ciaenn na je n aq € I,
ma masse u3 p € I mobujamo r = p —aq € I. 360r crenena caga mopa buru r = 0, WTO 3HAYN
na je p = aq, omaocHo na p € {(a). Haxne, I = (a).

Omneparnuje ca noeasauma

Hera cy I u J uneanu npcrena R. Tama je muxoB mpecek takobe jeman umeadt:

a,belInNd =abelnabe=a+belNhat+be=a+belNd,
aclnNJ,zeR=aclNaeJANze R=ax,za €l Nax,za € J=azx,zacINJ

OBoO je OyekMBaHO, aju KCTO TAKO 3HaMO na yHuja Helie 6utwm mmean (Huje HM HOArpyIa,
3HAMO OJ paHuje). 3aTO MPaBUMO HAjMaHmU UIeas KOjU CaIp:KU ABa HaTa, U 30BEMO ra 36up
uneana I u J:
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I+J={a+b: acl, beJ}

Jlako ce mpoBepu ma CMO HOOUIU MOEAJ:
a+b+a+b=(a+a)+(b+b) el+J

(a+bz=ax+brel+J

zaacl, belJ xe€R.

[Tomro y mpcreny, ocum cabupama, MOCTOJU U MHOMXKEHE, HIPUPOIHO je na Ce IMUTAMO
mTa OMCMO MOApA3yMeBaJM MOJ MPOU3BOJNOM ABA maeatia. AKO OUCMO, MO aHAJIOTUJU Ca
cabupamem, IJ nedunucanu xao [J = {ab:a € I, b € J}, naummnu 6ucmo HA IPOGIEM KOL
mpoBepe [a je 0Baj CKYN 3aTBOPEH 3a cabupame: ab+aib; He Mopa ma Oyme obOauKa HEmTO 13
I nyta memro u3 J. To mpeBa3mma3zuMo TAKO IITO 3a €JIEMEHTE MPOU3BOAA MAeaJa Y3UMaMO
CyMe KOHAYHO IIPOM3BOAA:

IJ={aiby+ - +anb,: ap €1, by € J}

Canma ce jako Buou na je 30up asa enementa us IJ omer enement us IJ, a Opyru ycjioB je
cBakako ucnymen: x(aiby + -+ + apby) = (xa1)by + -+ + (xa, )by, a xzay npunana I. Mcro n
3a MHOMKEH-€ 37eCHa, caMo he tama byr npunanaru J.

Bawxu: IJ CInNJ.

3amro? -Heka je aiby + -+ + anb, npousBoman enement u3 IJ. Ilomro cy cBu a-oBu y I,
BUXOBU Opou3Boau ca b-oBuma he durtum omer y I, a kako je I 3aTBOpeH 3a cabupame, u
nesa cyma a1by + - - - + a,b, he nmpunagaru I. VMcre aprymenTe KOPUCTAUMO Oa MOKAKEMO Ha
je oBa cyma y J: by mpunana J 3a cako k, ma apby npunazna J 3a cBako k, a OHZIA U HBUXOB
30up. llakie, emement a1by + -+ azby, jeuy I, uy J,mauy INJ. O6puyTo HE BAKA Y
OIIITEM CJIY4Yajy, a HEITO KacHuje heMo BumeTu y KOM omHocy Tpeba ma Oyay nBa muoeaJia
na Ou BHUXOB IpECceK OMO caap:KaH y IPOU3BOLY.

IIpumep 0.48. IlomrTo cy y mpcTeHy Z CBU UOeaju IJIaBHU, 30Up, MpeceK U MPOU3BOI IBA
ugeasa he omer OuTw raaBHU mAeas. Tako je, Ha TpuUMep,

247, + 407 = 8Z,

247 N 40Z = 120Z,
247 - 40Z = 960Z.

IIposepure na Baku:
mZ. +nZ = dZ,

mZ N nZ = sZ,
m - n?, = mnZ,

rae je d= NZD(m,n), a s = NZS(m,n).
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0.4.4 KapakrepucTuka mpcreHa

Heka je R npcren m P 6umio xoju meros morupcred. llo medwmuunumju, P canpxu li, ma
TIOWITO je 3aTBOPEH 3a omepamnuje mpcTena, caap:kahe u 1g + 1g, 3atum 1g + 1g + 1g uTa,
kao u (—1g), (=1r) + (=1g)... Takobe, O € P, ma P curypHO CaIP:KU CKYIl

{mlr: meZ}

OsBaj ckym je cam 3a cebe jemaH IPCTEH KOjU Ce 30Be KAPAKMEPUCTUYHY NOMNPCMeN TPCTEHA,
R u o3navaBa ca Ry. To je, makmse, MUHUMAJHU MOTIIPCTEH IpcTeHa K. Y OMHOCY HA HETOBY
KapIUHAJHOCT Pa3JuKyjeMo aBe BpcrTe mpcrena. llpsa moryhuoct je ma je Ry & Z, upm
yeMy je mzoMmop¢uzam mar ca m <> mlpr. VI3 MHJEKTUBHOCTM OBOI' IIPECIMKABama CIEAN A
je oHma

klp=0 & k=0

Tana rasxkemo na je npcrer R xapaxmepucmuke nyaa n mumemo char R = 0. Hakxae, charR =0
3Haun 1a je Ryg = 7 u na cabupamem li came ca cobom e MokeMo mobutu Op.

Y cynpoTHOM, OOHOCHO akoO je 30up Hexkonuko lg jemnak Og, kKapaxmepucmura npcmena je
HajMamu npuponan 6poj k 3a xoju je klg = Or. IIpumernmo na je oHma M 3a CBAKU €JIEMEHT
z € R:

]{J.’L‘:k‘(lRl‘):1R$+'-'+1R$:(1R+'~'—|—1R)$:(k‘lR).’L‘:OR.’L‘:OR.

Takobe, jacuo je ma je
charR =k < Ry=Zg,

jep mlp = (kq+r)lgr = kqlr +rlgp =rlg, roe je 0 <r < k.
ITpumep 0.49. charZ =0, charZ; =k

ITpumep 0.50. Ako je R mpcren, ouna npcrenu R[X]| u M,[R] uMajy ucTy KapakTepUCTUKY
Kao U caMm mpcTeH R.
(Omvax ce Bumm, jep 1rix) = 1r, a jenunununa marpuna E, uMa Ha AujaroHAIN 1r.)

0.4.5 IleauTesru HyJI€ U NOMEHU

Hepunnmnuja 0.36. Exement a npcrena R je nesu deaumesn Hyse Y TOM IPCTEHY AKO ITOCTOJU
enement b € R\ {0} 3a xoju je ab=0. (a je decrnu deaumen nyae axo nocroju b € R\ {0} 3a
koju je ba =0.)

Hyna npcrena je yBek menuress myise. Ako je a # 0 meauress Hylie, KaKeMO Ia je a MpaBU
nenuress Hyse (6uno jgeBu Ouio HecHu).

3a mpCTEeH Koju HeMa OpaBe NeJUTEe/hLe Hylle KAKEeMO na je JoMel, a aKO je y3 TO U KOMY-
TATUBAH, KAKEMO Ha je obaacm yeaur(MIM KOMYTATUBHU NOMEH, WM WHTETDAJHU ITOMEH).
Haxkmne, R je momen ako 3a OMJIO KOja ABA €JIE€MEHTA BaKU:

ab=0 = a=0 VvV b=0.
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IIpumep 0.51. IIpcren neaux 6pojeBa je momeH, nOK Z,, Tae n Huje npocT 0poj, auje. Ha
npumep, y Zao je 4-5 = 0. Tarobe, smamo ma y npcreny marpuna (aup. y M>[R]) mocroje
NpaBy AEJUTELM HyJle, OMHOCHO & MOCTOje He-HyJla MaTPUIE TAKBE Aa j€ HUXOB MPOU3BOL
HyJla-MaTpUIa.

Ilenuremu Hyse cy GIMCKO MOBE3aHU Ca PEryJapHOMIY y IPCTEHY:

ar=ay < a(zx—y) =0,

ma ako a HUje peryjapaH cieBa, mocrojahe paszauuuty & m y 3a Koje je ar = ay, a caMuM
TUM U eJIeMeHT b = x — y pa3auyutT of HyJse 3a koju je ab =0, u obpuyTo. Ilakae, a je neBu
IeJUTesh HyJle aKKO HUje peryJyapad cieBa (OIHOCHO, @ je NEeCHU NeJbUTess HyJle aKKO HUje
peryJjapan 371ecHa.)

Bunenu cmo ma y nmpcreruma Z,, rae n HEje IpoCcT OpPOj, MOCTOje IpaBU AEIUTELU HYy e,
JOK y Z,, TIe je p IpoCcT Opoj, He IocToje:

r,s=03aHeke r,s €Zy, = plrsyZ = plrVpls = r=0Vs=0.
Baxu u caenehe:

Tepbeme 0.27. Axo je R domen, onda je mezosa Kapaxmepucmuka uil Hysa Uil HEKU Npocm
bpoj.

Joxas. Axro je charR =0, ouna je y peny. Heka je canma charR =k > 0. Iloraskumo na
je k mpoct. IlpernocraBumo na je k = rs. Ilomro je 30up k jenmauna npcresa R jemnak Og,
ouhe

OR = k‘lR = ’I"SlR = (’I“IR)(SIR),

ma momTo R Hema mpaBe menuresbe Hysne, ouhe rlp = Og uau slg = Ogr. Ilo medunwn-
Uju KapakTePUCTUKE IPCTeHa, k je HajMamu npuponan 6poj 3a koju je klp = Or, ma us
nperxonuor ciaemu ga je k < r wiu k < s. Cana uz k =rs umamo k =r wiu k = s. Iakue, k
HeMa IIPaBU PacTaB, TO jeCcT, IPOCT je. ]

0.4.6 KommuHMUYKM IpPCTEH

Kao mTo je TO ciayuyaj ca HOpMaJHUM OOArPyNaMa KOA I'PyHa, KON MPCTEHa Cy WUICAIU y
TECHO] Be3! Ca KOHI'DyeHHOMjaMa ¥ XoMoMop¢m3MuMma. Je3rpo Omio Kor xoMoMopdusma je
naeas, Kao U Kiaaca Hyjge 0mino koje kourpyenmuje. C npyre crpase, caMm UIeal UHIYKYje U
XOMOMODp(u3aM M KOHI'DYEHIU]y.

Teopema 0.28. Hexa je R npcmen u I wezoe udean. Tada je peaayuja ~ defunucana ca:
a~b & a—-bel
jeona xomzpyenyuja npcmena R.

Joxka3. Ila je ~ exBuBasiennuja cnenulie u3 rora mro je (I,+) rpyna:

pediekcuBHOCT a ~a < a—a=0€]
cumerpudHocT a ~b < a—bel & b—a=—(a—-b)€l & b~a
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TPAaH3UTUBHOCT a ~b AN b~c & a—bel Nb—cel = (a-b)+(b—c) el =
a—c€l = a~c

IIpoBepumo cama ma je ~ carsiacHa ca cabupameM:

a~d Nb~Y & a—d eI NV €] = (a—d)+(-b) el = (a+b)—(a'+V) €T = a+b~ad'+b
U Ca MHOKEHEM:

a~ad ANb~b & a—d el Nb—b el = ab—db =(a—d)b+d(b-b)el= ab~al,

re CMO MCKOPUCTUJIM IPYyTO CBOjCTBO Mueasa, TO jecT ma a —a € I m b € R moBmaum
(a—ad)belnucrosad(-"0)el.
O

[MIra cy xmace oBe eKBUBAJICHNNj€E, OTHOCHO KOHI'DyeHUUje?

Co=a/~={reR:z~at={r€R:v—acl}={ze€R:z€a+I}=a+1

On panumje 3HAMO Ia KaJa MMaMO KOHIDYEHIHU]Y, KOJIWYHUUKM CKyI (CKyIl Kjaca) je aire-
Oapcka CTPYKTypa HUCTOI TUNAa KAaO U IOJIa3HA. Y OBOM CIIy4ajy TO 3HAYMd Oa CMO HOOMIM
upcren R/ ~, koju hiemo Haname o3navuasaty R/I u 3BaTu KoausvHuky npemen JATOT IPCTEHA
R 1o merosom uneasy I:

R/I={a+1:a€ R}.
Herosa nyna je I = 0+ 1 (runaca mysue npcrena R), jenununa 1+ 1 (kiaaca jenuaune upcreHa
R), a onepanuje y meMy cy:

(a+ D+ O+ =a+b+1

(a+1)-(b+1)=ab+1

(36up Kaaca je kaaca 36Mpa NpPeACTABHUKA, MPOM3BOJ KJIACA j€ KIaca MPOU3BOIA).
Takobe, Ka0 M yBEK KOJ KOHIDYEHIM]a, UMaMO OPUPOAHM enmuMmopdusam (npcreHa R u
R/I) mar ca w(a) =a+ 1.

Hanowmena 0.52. Morau ¢cMo mpBo amuTuBHy rpymy npcrena (R,+) ma mocedeMo MO HEHO]
noarpymu (I,+) (koja je HOpMaJIHA jep je rpylna KOMyTATHUBHA) U Ia JOOU)eMO KOJIUYHUUIKY
rpyny (ckym rocera): (R,+)/(I,+) ={a+ 1 :a € R}, a ouna Ha ®WOj ma IOIeGUHUTIEMO
Muoskeme ca (a+ 1) - (b+ 1) = ab+ I u npoBepuMo na Baske IPeOCTaJe aKCUOME IPCTEHA.

IIpumep 0.53. Hera je mat npcrer R = Z u weroB uneaa I = nZ. Tana je KOTUIYHUUKA
IPCTEH

R/II=Z/nZ={m+nZ - mecZ}={ng+r+nZ:0<r<n}={r+nZ:0<r<n}

OJIHOCHO,
Z/nZ = {nZ,1+nZ,...,(n—1)+nZ}.

Omnepamnuje y memy cy
(r+nZ)+ (s+nZ)=(r+,s)+nZu

(r+nZ) (s+nZ)=(r-s)+nZ,

a HyJa 4 jemuHuIa, peaom, nZ u 1+ nZ.
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Ounrnento je Z/nZ = Zy,.
IIpumerumo na je
Z/nZ = 7] =,

rme je =, KOHIPYEHIMja IO MOIYJy IPUPOITHOr Opoja n, jep

a—bel & a—benZ & nla—-b & a=,b.

Teopema o m3omMoppusmy

IIoHOBUMO Ha je KON mpCTeHa yJIOoTa UAeasa UCTa KAa0 yJIOTa HOPMAJHUX HOArPYIa KO IPYIA.
Takobe, mornpcrenn oaroesapajy moarpynama, ma Cy T€OpeMe O M30MOpOPU3MUMA Y KIIACHU
npcreHa GopMyJsImcaHe Ha OYKBAJHO WCTU HAYUWH KAO M TeOpPeMe O M30MOp(PU3MUMa y KIacU
rpyma, caMo ce CByZa peu ‘moarpyma’ 3aMemyje ca ’moTrupcTen”’, a ’HOopMaJsHa moarpyma’
ca "unean”’. Tako mpBa Teopema riacu:

Teopema 0.29. (IIpea Teopema o m3omop¢usmy 3a npcrene) Heka je f : R — K zomomop-
dusam npemena. Axo je m : R — R/Kerf npupodnu enumopdusam v o : Imf — K unkaysuja,
mada nocmoju mauro jeono npecauxasawe ® 1 R/Kerf — Imf sa xoje je f = co®omw. Ipu
mom je ® u usomopguszam, u saxcu

R/Kerf = Imf

ITpumep 0.54. Hexka je f : Z — Z, xomoMmopduszam npcrena gar ca f(m) = p(m,n), rme je
p(m,n) ocratak Koju m maje Ipu eyKIUIACKOM nejmemy ca n. OBo je emmMmopdusam, ma je
Imf =7,. lra my je jesrpo?

Kerf={meZ:p(lm,n)=0}=nZ
Iaxmne, HA OCHOBY IPETXONHE TEOPEME je

Z/nZ % T,
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0.5 Iloda

0.5.1 Pamupema mospa

Hepunnmnuja 0.37. [lome je KOMyTaTUBAH IPCTEH Yy KOM jeUHO HyJa HeMa wHBep3. lpyrum
peunma, nosme je anrebapcka crpykrypa (F,+,:) ca mBe OumapHe omepanuje TakBa Ia je
(F,+) AGesosa rpyna, (F\ {0},:) rakobe AGesosBa rpyna u ounepanuja - je aucTpubyTUBHA
Y OOHOCY Ha omepanujy .

ITprmep 0.55. Hajmame mosse KapakTepUCTUKE HyJla je MOJse parumoHasHux OpojeBa Q.
CrymnoBu peasnux R u kommiekcuux 6pojesa C cy rakobe mosma. Q je nowe pazsomara HARD
KOMYTATUBHUM JOMEHOM Z (ejeMeHTUMa JOMEHa I0NAMO U BUXOBE MHBEP3e -TO jé KOHCTPYK-
nMja Koja ce MOKe M3BECTU Ha cBakKoM objamhy meaux R - eseMeHTH TOT moJba Cy ODJIUKA
ab™! =b"la = 2, a,b € R,b#0). Hedununujy peannux GpojeBa kopuctehn parmonaine u
HENPEKUIHOCT CTe maju y AHaiau3u, a KOMIUIEKCHUM hete ce GaButu y Kommiaekcuoj anasi-
U3U.

IIprmep 0.56. 3namo na cy Z, 0oba axo je p IpocT 0poj (MHBEP3UOUIHY €JIEMEHTH Y Z;, CY
OHU KOJU Cy y3ajaMHO IPOCTU Ca N, IIa Cy CBU OCUM HyJI€ MHBED3UOUIHU aKKO jeé 1 MPOCT).
Ilakne, HAjMAaKkE TOJBE UMA 2 €JIeMeHTa U TO je Zs.

Zs, Zs, Z7 uta. cy Takobhe mosba.

Ieduaummja 0.38. 3a mome K ramemo na je pawupewe moma F u mumemo F < K (wam
K > F) aro K uma 6ap jemuno nornome F uzomopduo ca F.

O6wuuno moma F u F unentuduryjemo, u cmarpamo ma je F mormome om K (mormome ce
nedUHUIIE aHAJOTHO KAO MOTIPCTEH, CAAP/KYU HYJIY U je IMHUIY [IOJba U 3aTBOPEHO je 3a CBe
oueparnuje).

CeTnMo ce caja mpuMepa BEKTOPCKUX mpoctopa u3 Jluneapue anreGpe: cBako mosme je
BEKTOPCKU IPOCTOP HAJ OMII0 KOjuM cBojuM nornosseM. IllTa cy omepamuje y TOM BEKTOPCKOM
npoctopy? Axo je F mormome moma K, cabupame ”Bekropa” y BekTopckoMm npoctopy K he
Outu obuuHO cabupame y momsy K, a muoxkeme ’Berkropa’ m3 K ”cramapom” u3 F je omer
camo muOokeme y oy K (a € F, v € K = av € K). OBaj BEKTOPCKU IPOCTOP O3HAUABAMO
ca Ky (jom jemmom, TO je makie camo mosse K, anu mocMarpaHo Kao BEKTOPCKU LIPOCTOP
man F, mro mam omoryhaBa ma KOpUCTMMO TepMuHEe M TBphema M3 Teoprje BEKTOPCKUX
IpoCTOpa).

ITpumep 0.57. CBako KOHAUYHO TOJbEe MMa P ejeMeHaTa, TIe je p IPOCT Opoj.

-Hexka je F ronauno nome. OHIa je meroBa KapakTepPUCTUKA HEKU IPOCT 6poj p (kapaxrepuc-
THUKA [10Jba je WU HyJa WU IpocT 6poj, uMmauu cMo To TBpheme 3a nomene). Iocmarpajmo
kapakrepuctuanu nornpcered ox F, Fo = {Of, 1, ... (p —1)15}. IIpumernnmo ma je oH m30MOP-
¢an ca Zp,, na je u caMm jemHo mosse. IlomTo cMO NOHOBMIM & je CBAKO IOJLE€ BEKTOPCKH
mpoCTOp Hax Omiao KojuM cBojuMm mormnosbeM, F hie butu Bekropcku npocrop Hax Fy. Kako je
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F konauHO, 1 HEroBa JUMEH3U]ja je KOHAUHA, PEIUMO 1. 3HAMO JIa jé CBAKKA BEKTOPCKU MPOC-
Top V mumensuje n mHan nosweMm K msomopdan ca K", na je F = Fff = Z7, onakne menocpeano

caemu | F |=p™.

Hepunnmnuja 0.39. 3a pamupeme K noma F raskeMo na je KonauHo aKO je BEKTOPCKU IIPOC-
top Kr xonmaune mumensuje. Tanma ce mumeH3mja TOT IPOCTOpPA O3HAUABA CA

dim Ky = [K : F]
u 30Be cmenern pawupena K moma F.

Axo je [K : F] = n, cee F-Gaze Bexkropckor mpocrtopa Kp cy kapamHagHocTu n. 3HAUH,
nocroju 6ap jemam cucTeM O n eneMeHaTa mosba K, ma mpumep [eq,es,...,e,], Takap ma
cBaky eseMeHT u3 K Moske Ha jeIMHCTBEH HAUMH 18 CE IPEACTABY KAo JUHEAPHA KOMOUHAIM]A
e-oBa, ca KoepunujertTuma n3 F.

IIpumep 0.58. Ilome KoMIIIEKCHUX OpOjeBa je KOHAYHO paIlUpene MoJ/ha peaHuX OpojeBa
u sasku [C : R] = 2, jep je [1,4] jenna 6a3a sexropckor npocropa Cg (cBakmM KoMIIeKcan 6poj
je obmuka z =a-1+b-i 3a a,b € R).

IIpumep 0.59. Ilome peamraux OpojeBa HUje KOHAUYHO PAIIUPEHE MOJba PAUOHAIHUX OPO-
jeBa, jep He MOCTOjU KOHAYHO PEAJHUX OpOojeBa TAKBUX Oa C€ CBU OCTAJU M3PaKkaBajy Kao
BUXOBE JIMHeapHe KOMOUHANUje ca PaIUOHATIHIM KOe(UINjeHTUMA.

Teopema 0.30. Axo cy K > F u L > K xonauna pawupemwa nowa, mada je nowe L. xonaurno
pawupewe nowa F u eancu:

[L:F]=[L:K]K:F].

Hoxa3s. Heka je [L: K] =m u [K:F] =n. Opo 3maun na Lg uma 6a3y ox m eneMeHaTa, HEKA
je To e = [e1,ea,...,en], u na Ky uma 6a3y om n ememenara, Hera je 10 f = [f1, fa,.-., ful]-
Iokazahemo na je cucrem

h:{eiszlgigm, 1§]§n}

jemna 06a3a BeKTOPCKOT mpoctopa Ly, TO jecT ma je reHeparpuca U JUHEAPHO HE3ABUCAH.

-reHepaTpuca: Heka je [ mpomsBosbaH eseMenT u3 L. [lomro je e 6a3a 3a L man K, mocroje
«a; € K 3a koje je | = ajeq + ases + -+ - aupen,. Hame, kako je f 6aza 3a K man F, 3a cBako o
nocroje B;; € F 3a xoje je a; = Bi1f1 + Biafo + -+ + Binfn. Haxme, cBaro | € L je oGmauxa

m n m

L= " Biifilei=Y_> Bieifs

i=1 j=1 i=1 j=1

npu dyeMmy cy fi; € F, a mpousBomu e;f; cy cBakako u3z L. To sHaum na je cucrem h jemHa
remeparpuca F-Bekropckor mpoctopa L.

-nuHeapHa He3aBucHocT: Heka je

Z Z aijeifj =0

i=1 j=1
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3a Heke «;; € F. OBO je eKBMBAJICHTHO ca

m n
E ( E aijfi)ei =0,
i=1 j=1
ma TMOITO CY €1,€2,...,C, JUHEAPHO HE3aBUCHU Yy BEKTOPCKOM mpoctopy Lk, Ouhe ~; =

(2" aijf;) =0 3a cBako i. Mebytum, cBaku v; je quHeapHa KOMOUHAIMja f;-0Ba, KOJU C
j=1%ijlj . y , Yi ) 1% ) j s il y
JIMHEAPHO HE3aBUCHU y BEKTOPCKOM IpocTopy Kp, ma je a;; =03ace 1 <i<m, 1 <j<n.
3akmpydyjeMo na cucrteM h U JrHeapHO He3aBUCAH.

Haxme, h je jemna 6a3a BekTOpCcKOr mpocTopa Ly, ma kKako oHa 6poju mn BEeKTOpPa, AUMEH3Uja

OBOT IPOCTOPA je YIPABO TOJUKO, a 0 AePUHUNM]U TO je creneH pamupesna [L : F] = mn. O

Hocaeduua. Jacuo je ma ce mperxonuo TBpheme O TPAH3UTUBHOCTU CTENEHA PaIlnpena
UHIYKIUjOM MOKE IPOLY/KATHA HA KOHAUYHO mosba: ako cy F; <Fo < ... <F, mosma TakBa na
cy cBa pamwupema F; > F; ; romauna, ouma je u F,, KOHAUHO pamupeme moba F; 1 BaKMU:

[Fn : Fl] = [Fn : anl][anl : Fn,Q] L []Fg : Fl]

0.5.2 IIpocra pammupema moJdba

Heka je K 6uno kxoje pamupeme noma F u o ¢uxcupan enement m3 K. Ilra je majumame
nornosse oxn K koje campxu F u a? Ilomro je mosmse F 3aTBOpeHO 3a cBe omepamuje, ocraje
na ce mobpureMo 3a «. To pammpeme 3a HoYeTak MOpa Oa CAIPXKU CBe cTemeHe 1,a,a?, ...,
3aTUM BUXOBE MPOM3BOIE Ca eJeMEHTHMMa Mojba F u cBe KoHauHe 30upoBe TAKO MOOMjEeHUX
enemenara. Jlobuhemo cryn

{co +cra+cpa® + -+ cpa™:m €Ny, ¢; € F},
OIHOCHO CBe IOJHMHOME IO (¢ ca KoedurujeHTuMa u3 F, 1 Taj CKyI 0O3HAUaBAMO
Flo] = {p(e) : p € F[X]}.

Hapasno, oBaj ckym je 3aTBOpeH 3a cabupame U MHO:KEHE, Ia je morupcreH on K, amu me
Ccap:KU MHBEP3€ CBUX CBOJUX €JIeMEHATa. 3aTO MOJajeMO W HBUX U HoOujaMo

F(a) = {29 . p g € FIX], g(a) £ 0},

OsBo je Tpaskeno MuHMMAaJHO mOTHOmEe o1 K koje canpxu u F u . OBakBO pammpeme 30Be
ce mpocmo pammpene noba F ca npumMumuerum eIeMEeHTOM .

Omnmruje, 3a pamwupeme K moma F rakemo ma je mpocmo ako mocrtoju Gap jemo a € K
3a roje je K = F(a). Exement a roju onpebyje oBakBo pamuperme 30Be Ce NPUMUMUEHU
€JIEMEHT TOI Pallupena.

Hame, ca cBakMM ejJeMeHTOM « 13 maTor pamupemna K moma F MmoskeMo mocMarpartu u
omrosapajyhe mpocto pammpeme F(a) moma F. Y memy cy cBakako emementn 1,a,a?,....
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Pasnukyjemo nBe BaskHe kKiace exeMenata u3 pamwupema Ky oqHoCy Ha TO na jiu je HaBeAeHU
HU3 eJIeMeHaTa, Tj. BEKTOpa M3 BEKTOPCKOr mpocropa Ky, arHeapHO 3aBUCAH MM HE3aBUCAH
Hag F. Axo cy Bekropu 1,q,a?,... TUHeaApHO 3aBMCHM, OHIA IocToje ¢; € F o Kojux je Gap
jemaH pasamuuT On HyJe, TAKBU Ia je cg + cia + caa? + -+ + cpa® = 0. To je exBuBaseHTHO
ToMe Ja je « Hysa Gap jemmor He-Hysa nmosunoma u3 F[X]. Tazma kaskeMo na je eneMeHT
aneebaperu man moseM F. Ha npumep, 6pojesu /5, v/7, V2 + /7 cy anrebapcku Hax HOJbeM
Q.

Y cympoTHOM, TO jecT ako je Hu3 BekTOpa 1,q,q?,... IMHEAPHO HE3aBUCAH, OTHOCHO
AKO (v TIOHMIITABA jequHO HyJa moiuHoM m3 F[X], 3a mera kamkeMmo ma je mpancyen0enman
Han nomeM F (rana ce a momama ucto kao Heogpebena konm momumuoma, "me mema’ ce ca

~

eaxemenTuma u3 F, u Basku F(a) = F(X); va nupumep, 6pojeBu T U € Cy TPAHCUECHAEGHTHU HA,I
nosmeM Q).

3a aarebapcke egeMenTe Baxku 1a je npcred Fla] jeqnak nomy F(a) u ma je crenen pamwupema
[F(a) : F] komauan n 1aKO ce padyHA.

Teopema 0.31. Hexa je K pawupewe nowa F u a € K. Eaemenm a je aneebapcku nad F axxo
je F(a) = Fla]. ¥ mom cayuajy nocmoju jeduncmeen MOKUNAH NOAUNROM [t MAKGE 04 3G CEaKY
noaunom p € F[X] saxncu

pla) =0 <« plp.
Hoaurnom p je nepacmasswue y npemeny F[X] u mwezos cmenen je ynpaso cmenen pawupena
[Fla] : F.

ITokas. - npeckademo, Anrebpa 2 O

[TonuaoMm p u3 mperxonHOr TBpDEma 30BEMO MUNUMAANU NOAUNOM edeMeHTa «. Hberos
cremeH je cmenen eneMenta «. Taj cremeH je jemnak cremeny pammpema [Fla] : F].

IIpumep 0.60. Enement /7 je amrebapcku man nomem Q. O mormmrasa mommEoM X2 — 7,
kKoju je HepacraBmuB Hax Q mo AjsenmrajHoBOoM KpuTepujymy (BeskGel), ma je To m MuHN-
MaJTHH TOJMHOM OBOT esieMenTa. llakie, cremen pammpema [Q[vV7]: Q] = deg(X? —7) = 2.

Ha wcru maums, /7 mommmrasa mommaoM X° — 7, Koju je Hepacrtasmus Ham Q omer mo
Aj3eHImTajHOBOM KPUTEPUjyMy, Ma jé TO U MUHUMAJIHU IOJUHOM OBOr ejeMmenta. Omatie je

crerern pamupema [Q[v/7] : Q] = deg(X? —7) = 3.

0.5.3 AuJsarebapcka pammupema moJba

Heka je K pamupeme noma F u a; € K anrebapcku nan F. Tana je [Fy : F] = deg pa,, roe
je F1 = Flai] = F(ay). Hera je, name, ay € K anrebapcku man Fi u Fo = Fi[as]. Cparn
enevent u3 Fa je obmmra > (37, a;;ab)ad, roe a;; € F (monunoMm no as ca KoedunujeHTHMA
uz F; = Floy]), omocno Y a;jaial, na je Fy = Flay|[ae] = Flay,as]. C mpyre crpame,
Fy = Filas] = Fi(ag), jep je as aarebapckum man Fi, a to je mame F(ay)(ag), mro je mo
nepuHUOUjU 1oJbe (OBJIMM 3arpagaMa O3HAYABAMO IIOJbE) U TO HAjMame IOJLe KOje CALPKU
F u enemenre oy u ap. Iakie,
F[Ozl, 052] = ]F(Oq, 042).

Cana MOKEMO HaCTaBUTU Ca HEKUM (3 aJ'Il"e6apCHPIM Ha I FQ n TaKO OaJbe.
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Teopema 0.32. Axo cy a1, s, ..., q, esemenmu uz pawupena K nowva F makxeu da je oy anze-
bapexu nad F u 3a ceaxo i € {2,...,n} eaemenm «; anzebapcru wad Flay, as,...,q;—1), mada
je

Flag, ag,...,an] =Flag, as, ..., an)
Hajmame nomnose 00 K xoje cadpacu cee ay,qo,...,ay. Taxohe, y memy cy ceu eaemenmu

anzebapeku u Had nomem F.
JToka3. - mpeckadeMo ]

Hexka je caga K pamupeme moma F u a u 5 # 0 enementu n3 K koju cy amrebapcku Ham
F (tum mpe je 8 amrebapckm man Fla], ma je Fla, 8] = F(a,8) mo nperxomuoj Teopemm).
To nome Fla, f] canpsxu cBe eneMente koje MosxkeMo nobutu momMolly o u 8 u cBU OHU CY,
OmeT IO MPEeTXOAHOj Teopemu, u anarebapcku Han F. IloceGuo, 30up, mpousBOd, CYIPOTHU
€JIeMEeHTH, Ka0 U MHBeDP3U aarebapCKuX ejieMeHaTa Cy IOHOBO aurebapcky, IITO 3HAYM 14 je
CcKyn cBux ememenara m3 K koju cy aarebapcku mHam F 3aTBOpeH 3a CBe omepalyje moJjba.
Ilaxne, crkyn cBux eneMenara u3 K koju cy anrebapckm Han F je jemno mormosse mossa K
koje osnauasamo ca F[K] u 30BeMo aszebapcko sameopewe noma F y merosoM pammpemy K.
Taxrxobe, 3a pamupeme K nmoma F raskemo na je aazebapcro aro je K = F[K], onnocHo ako cy
cBu enemenTu u3 K anrebapcku man [F.

[Tocebno, 3a F = Q, a K = C, komiuiekcan OpojeBU KOju Cy aJrebapCKU HAI MOJbEM
pammoHasHUX OpojeBa 30By ce aazebapcku dpojesu. Ouum umue jemuo normosbe mosba C koje
o3nauasamo ca Q[C].

Ipumep 0.61. Oxpeautu crenen pammpesna [Q[v2,v/7] : Q]. Ila mu je 0BO mpocTo pammpere
nosma Q7

-TIpe cBera, mpema Teopemu u3 osor oxenka je Q[v2,v7] = Q(v/2,V7) majuame marmosme
noma Q koje campxu ememente /2 u /7. IIpema teopemu 0.30 Basku

[QIV2,v7) : Q] = [Q[V2, V7] : Q[vV2]] - [Q[vV2] : Q).

ame je [Q[ﬁ] : Q] =2, jep je CTemeH MUHMMAJHOL IOJMHOMA €JIEMEHTA V2 wan Q jenmax
2 (mommmom X2 — 2 je mepactasmus mpema Ajsemmrajmy). Takobe, [Q[v2,v7] : QV2]] = 2,
jep je muEMMasHN momuHOM 32 /7 Hanx Q[v2] jemmax X2 — 7 (jacHo je ma je OBO MUHMMAJIHM
nomuHOM 3a /7 Hax Q; MUHMMAIHNA HOJIMHOM HAJ MIEPUM HOJHEM OU €BEHTYAIHO HEJIHO OBAj,
MehyTuM y oBOM caydajy TO Ou 3HAUMIO ma je MPBOr cTemeHa, omHOCHO ma /7 € Q[vV2];

nokazuTe ma muje /7 = a -+ byv/2 3a meke a,b € Q !). Iaxre, [Q[v2,V7]: Q] =2-2 =4.

OBo jecTe mpocTo pammpeme nosma Q, ca IPUMUTUBHIM ejleMeHTOM pennMo 24 v/7. Ila je
@[\/5—1— V7] C Q[\/ﬁ7 \ﬁ] je oumrsenHo, jep enement v/2 + /7 npunazna Q[\/ﬁ, \ﬁ] O6puyTYy

UHETY31jy TIOKa3yjeMO Tako IITO CBAKK OJ efeMenata \/2 u /7 mzpasumo mpero V2 4+ /7 u

merosor unBep3a (Besxbe!). Iaxte, Q[v2, V7] = Q[v2 + V7).
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0.5.4 KopeHCKO moJhbe IMOJIMHOMA

Y OpeTxomHOM HEeNy CMO eJIeMEHTHMAa W3 HEKOr Pallupema MoJba F Ipuapy:RuaIu moImHOME
u3 F[X], momohy kojux cMo pauyHanm cremeHe pamupema oapeheHux tuMm enemeHTHMA.
Hera je cana curyammja taxsa na je mar monmmuaoM f u3 F[X], cremema n. Iluramo ce mta
je Hajmame pamupeme noba F y koM ce f Moske pacraBuTy Ha JuHeapHe dakrope. Ipyrum
peunMa, TpaKuMo pamupeme obauka Fla, ag, ..., an] ¥ KOM ¢y a1, Qs, ...,y TAUHO CBe HyJe
nosuuaOoMa f. 3a moderak NeMo MOKA3aTU Ia IOCTOju NpocTo pamupene F(a) noma F rakso
na je a bam HyJaa moJawmHOMa f, 3ampaBo KOHCTpyucaheMo jemaH MOmes TaKBOT pallnpemba.

Teopewma 0.33. 3a cearu monuvan u Hepacmaswsue nosunom [ usF[X] nocmoju npocmo pawupemwe
Fla] nowa F y xome je f(a) = 0. To nowe je o0pehero jednosnauno 0o Ha uzomoppusam.

Jloka3. Axo takso nmosme Fla] mocToju, 3HaMo nBe cTBApU O HEMY:

- oHoO je cimuka upcrera F[X| y ogHocy Ha mpecaukasame p — p(a);

- TOWTO je MOAMHOM [ HEPACTABJLUB, OH Ne OUTU M MUHUMAJHU IOJUHOM €JIEMEHTa (.
ITocmarpajmo npecaukasame 7 : p — p(a). JacHo je ma je m xomoMop¢usam (BpenHoCT 36upa
ZBa TIOJUHOMA Y HEKOM €JIEMEHTY je 30Up HUXOBUX BPEAHOCTU; UCTO BAKU U 3a NPOU3BOIL).
Takxobe je jacuo ma je "ma” (rako je m meduuucan Fla]), Imm = Fla]. Xajme ma mabemo
je3rpo oBOT XOMOMOD(du3Ma:

Kerm = {p € F[X]: m(p) = 0} = {p € F[X] : p(a) = 0} = {p € F[X] : pa | p} ={p € F[X]: f | p}

={peF[X]:p=fq qeFX]}=(f).

IIpumenumo cana mpBy TeopeMy O M30MOP(U3IMUMA 33 IPCTEHE:

FIX]/(f) = Fla].

Osznaummo ca K oBaj rosmununuku npcred. Ilpumermmo ommax na je K mose momro je f
aroM y F[X]| (umanu cMo ma cy maeanu reHepUCAHU aTOMUMA MAKCUMAJHU y CKYILy TJIABHUX
unneasna, anu y upcreny F[X] cBu npeanu cy raasuu, na je (f) Makcumasnan, u ogrosapajyhu
rkosmuHuK je mose!). To mome je mormyno oxpebeno momuuomom f, yzemu cvo F[X]| u camo
ra MOCEKJI! 110 uaeaty TeHepucasoM ca f. TBpAUMO ma je TO TPaskKeHO PAlIUpPEHE.

IIpso, na au je K = F[X]/(f) yonmre pamupeme noma F? Tpeba nam yraname (MOHOMOD-
¢uzam) noma F y nomwe K, a 3a To fie Gutu 10BOBHO na y3MeMO pecTpUKLU]y oarosapajyhier
KOJNIMYHUYKOL Ipecaukasama u3 F[X] va F[X]/(f):

e+ (f)

je xomomopouzam uz F y F[X]/(f) koju jecre " 1-17 (c+(f) = /+(f) & c—c €(f) & c=).
Hasme, ma g y TOM pammupeny MOCTOjU €JIEMEHT Koju je HyJa nojuHoMma f?7 Osmaummo ca a
€JIEMEHT U3 KOJIMYHUEKA Koju je ompeben nomuromom X: a = X +(f) u uspauynajmo BpegHoOCT
nosuaoMa f y a (pamma ce, nakne, nemasa y K = F[X]/(f), pesynrar he Gutu Hekn enement
U3 KOJMYHUKA, OJHOCHO Heka Kiaca umeana (f)). Heka je f =co+c1 X +caX2+ - +cpnX™.
Pauynawmo:

Fla) = F(X +{f) = co(L+ () + er(X + () + c2(X + {f))* + -+ em(X + ()™
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= co(1+(f)+er(X+{fN)+ea(X2+(F)) 4+ Fem(X+(f) = cotar X +ea X+ +en X ™ +(f)
=fX)+{NH=r+{NH={=0
Hakne, a je wyna noauaoma f y momy Kl

3a cama cMo kKoHcTpyucanau pammupewme K moma F y kom f mma mymy. Ilokaszahemo na je
TO pamupeme u npocto. Wspauymajmo cremen [K : F|]. Ilo mepununmju To je mumenswmja
Bertopckor npocropa Kp. Kox mac je K ronnunuk F[X]/(f). llra je 6a3a 0BOr BEKTOPCKOT
npocropa Han F? Esnementn y ronnunuky cy obmuka p + (f), rme p € F[X]. Ilomennhemo
p eyrnuncku ca f u ouma je p+ (f) = fqg+r+ (f), ommocuo p+ (f) =r+ (f) =bo+ 01 X +
boX2 + o+ by 1 X™ L 4+ (f), Tae je m = degf. Omasne ciemu na jemny F-6a3y kommdHmEA
umae exementn [1+ (f), X + (f), X2+ (f),..., X" L+ (f)], ma je [K: F] = m = degf.

C npyre crpane je crenen pamwupemna [Fla] : F] mo Teopemu 0.31 jenHak creneny MUHAMAJIHOT
HOJIMHOMA, eJleMeHTa a, a TO je f (KOMeHTap ¢ moYeTKa HOKa3a, a je Hyaa ox f, u f je
uepacrasibus Han F): [Fla] : F] = degf. Kaxo je Fla] mormome noma K, a ucre cy numensuje
ka0 BexkTopcku npocropu Han F, culie K = Fla].

Ilakne, KOHCTpyUcaau cMO mpocTo pamupemne K nmomsa F y xkom moaunom f uma mymy a. To
cMo ypamuiau camo noMohy mommuoma f m martor noma F (K = Fla] = F[X]/(f), upu uemy je
a =X+ (f)). Oner npema KOMeHTApy HA MOYETKY HOKA3a, CBAKO PAIIADPEHE CA TPAKEHUM
ocobunama he 6utu mzomopouo osom, Fla] = F[X]|/(f), na je oHO u jemuHCTBEHO HO HA
“30MOphuU3aM. O

IIpumep 0.62. ITosmuom X2 + 1 je HepacTaB/bMB HAJ HOJBEM PEAJHUX OpojeBa, IIa je mpema
nperxoauoj Teopemu R[X]/(X? + 1) pamupeme moma R y KoM oBaj mosmHOM mMa HyTy. AKO
TY HyJy O3HAUMMO ca i, Teopema kaxke ma je R[i] =2 R[X]/(X? +1). Kako je X? + 1 cremena
nBa, pamupeme R[i] je obnura R[i] = {a + bi : a,b € R}, a 10 je ynpaso mojse KOMILIEKCHUX

6pojesa (umanu cmo Beh kKom MakcuMasHUX umeata xa je R[X]/(X? +1) =2 C). IIpumerumo
& OBO DANIMPEHE CAAPIKU U APYTy HYJy AATOT HOJUMHOMA.

IIpumep 0.63. IMomurom X2 — 2 je HepacTaB/BUB HAJ HOBEM PANUOHAIHUX OpojeBa, IIa
je mpema mperxommoj Teopemu Q[X]/(X? — 2) pamupeme moma Q y KOM 0OBaj TOTMHOM WMa
Hyny. AKo Ty HyJly 03HAUMMO ca /2, n3 nokasa Teopeme ciaemu aa je Q[v2] =2 Q[X]/(X2%-2).
Pamupeme Q[v/2] je o6nuxa Q[v2] = {a+bv2: a,b € Q} u Takobe caapxu ApyTy HyIy AaTOT
HOJIMHOMA.

IIpumep 0.64. ITomumom X3 — 2 je HepacTaBLUB HAJL MOJLEM PALMOHAJIHUX OpojeBa, ma je
npema mperxonsoj Teopemu Q[X]/(X3 — 2) pamupeme nmoma Q y KoM 0Baj MOJIMHOM UMa
uyny. Axo je osmaummo ca /2, 6uhe Q[v/2] = Q[X]/(X? —2). Homro je momuuom X3 — 2
crenena Tpu, pammpeme Q[V/2] je obmmra Q[V/2] = {a+bv/2+¢(¥/2)? : a,b,c € Q}. Mebyrum,
OHO He CaJpP/KU IPeocTaJse JBe Hyje OBOT mouuHOoMa (oHe cy KommitekcHe, a Q[v/2]C R).

Hedunnmnuja 0.40. Pamupeme K noma F je kopencko nome mommuoma p € F[X] aro y K
[OCTOj€e eJIeMEHTH 1,3, ..., 0, 32 Koje je K=TFlag,aq,...,a,] 1

p=a(X —a)(X —az) (X —an),
rzue je a Bomehn roepuIMjeHT MOJTUHOMA P.

Harne, K je MuHuMasHO pamupeme nosa F HAT KOjUM p MMa JUHEAPHY (AKTOPU3AIU]Y.
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Teopema 0.34. Hexa je F npoussonno nome. Cesaxu noaurnom p € F[X] cmenena n uma bap
jeono xopencko nowe K =Flag, as, ..., ay).

Jloka3. unayknujoMm mo n = deg p, IpecKayeMo L]

Y omHocy Ha TO ma nu 3amcTa Tpeba IPOMMPUTHU IOJLe a OM ca CBAKMM IOJMHOMOM Ha,I
BUM CAIP/KAJIO U CBE BHEroBe HyJe, ucrudeMo cienehy kmacy mosba.

Hepuaumuja 0.41. 3a nome F raskeMo na je aszebapcku 3ameopero ako ce MOAyAapa Ca
KOPEHCKUM IIOJLeM CBAkKOT mosmHoMma u3 F[X], To ject ako caku mosauuom u3 F[X| uma nun-
eapuy (arropuzamujy y F[X].

Hepunnmnmja 0.42. Aneebapcko sameopewe moba F je MunuMmanssHo aiarebapCku 3aTBOPEHO
nosme koje canp:xu F. To je, makne, pamupeme momsa F koje je m anrebapcro m anrebapcku
3aTBOPEHO.

IIpumep 0.65. ITome roMmIekcHUX OpojeBa je anrebapCku 3aTBOPEHO, MOK MOJba PEaATHUX
U pAIMOHAJHUX OpojeBa HUCY.

IToswe xoMmIIekcHUX GpojeBa je anrebapCcKo 3aTBOPEH:E MOJLa peasHux OpojeBa. Aarebapcko
3aTBOpeme moba Q je mose cBux kKoMmIuekcHuX airebapckux 6pojesa, Q[C] (mmamm cmo
AeUHUNU]Y U O3HAKY Y MPOIULIO] JEKIUJH).

IIpumep 0.66. Onpenutu kopencko nome K nmoauuoma p u crenen pamwupesa [K: Q.

1)p=X*-4

PacraBmamo p ma muHeapHe ¢daxkTOpe TaMO rIe MOKEMO, a Y OBOM CIydYajy je TO IOoJbe
KOMILJIEKCHUX OpojeBa:

p=(X2—2)(X2+2) = (X - V2)(X + V2)(X —iV2)(X +iV2).
Cremw ma je KOPeHCKO mOJbe
K = Q[vV2, —v2,iv2, —iv2] = Q[vV2,iV?2] = Q[V?2,1]
(moCaIeMba jeIHAKOCT ce BeoMa Jako mokasyje). Tpeba Hahu cTemen pamuperma:
[K:Ql=[K:Q[Vv2]-[Qv2]:Q]=2-2=4
([Qlv2] : Q] = 2 cmo seh mvamm, a [K : Q[v2]] = [Q[v2,1] : Q[v2]] = 2 jep je Mummwanmm
nosmmoM 3a i u Han Q[v/2] takobe X2 4 1 - To je meros MunuMamEM moMEOM Han Q, a Hax

Q[v2] ocraje apyror cremena jep ako 6u 6uo mpsor, ciaeamio 6u na i € Qv2] C R, mro Huje
TAYHO).

2)p=X*+4

p=(X2+22—4X? = (X2 42X +2)(X? —2X +2) = (X + 12+ D((X —1)2 +1) =

=X+1+)X+1-)X -1+9)(X —-1—19)



0.5. IIOJbA

OnaBne je KOPEHCKO TOJbe
K=Q[l+4,1-1i=Q[]

1 JIaKO HaJa3MMO CTEIICH pallrpema
[K:Q] = [Ql]: Q=2

jep je MuErMasHM mosaumHOM 3a | Han Q jemmar X2 + 1.
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