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0.1 Auarebapcke omepaiiije U CTPYKType

0.1.1 edwmHunuja omeparuje 1 OCHOBHU IIPUMEPU

Hepuuumuja 0.1. Heka je A 6uio roju Henpaszan ckyn. Onepayuja dyxcune n Ha crymy A
je cBako mpecauraBame f: A" — A, roe je A" = A X -+ X A n-tu IlekapToB CTeeH CKyma
A, omHOCHO CKym cBuX ypebheHux n-topkm ca KoMmoHeHnTama u3 A.

IIpumep 0.1. f(m,n,l) = 2mn + 7l je onepanuja ny:kuHe 3 HA CKYIly IPUPOIHUX OPOjeBa.
Omneparnuje nyxunae 2 30By ce OUHapHE.

Heoununuja 0.2. LunapHra onepauyuje Ha HEIPa3HOM CKymy A je CBAKO MPECIUKABAE * :
A% — A, xojuM ce mpousBosmsHOM Tapy (a,b) eTeMenaTa u3 ckymna A IpUAPYyje eTeMeHT Tor
UCTOT CKyTIA.

Ywmecro *(a,b) mmcahemo a x b.

IIpumep 0.2. 1) Omnepanuje cabupama U MHOMKEHA NPUPOTHUX OpOjeBa Cy IpuUMepu Ou-
HapHUX omepamnuja. Te omepamnuje cy DePUHUCAHE U HA CKYNOBUMA IEJIUX, PAIMOHAJIHUX,
peasHuX U KOMILUIEKCHUX OpojeBa.

2) U,N,\, A mepunucane Ha naprutuBHOM cKymy P(X) mempasuor ckyma X

3) Cabupame 1 MHOXKEHE IOJIMHOMA Ca peajHuM (palMOHAJHUM, KOMIJIEKCHUM) Koe(uuu-
jearuma 4) Cabupame u MHOMKEH€ KBAAPATHUX MATPUIA Ca peajHuM (pPalMOHAIHUM, KOM-

HJIeKCHI/IM) KOMIIOHEHTaMa

5) Heka je n ¢urcupan npuponan 6poj. Osmaummo ca Z, CKyI CBUX OCTATAKA DU €YK-
IUICKOM Aesmewmy ca n: Zp, = {0,1,2,...,n — 1}. Ha oBoM ckymy yBOAMMO nBe OUHADHE
omepaluje, cabupame U MHOXKEHE II0 MOLYIIY N:

T+, s =rest(r+s,mn), r-,s=rest(r-s,n),

upu yemy je rest(m,n) ocratak Koju 6poj m maje OpU €yKIUACKOM LEILEHmY Ca N.

Omnepanuje nysxkune 1 30By ce yrapHe.

Hedununnuja 0.3. Yrapra onepayuje Ha HempasHoM ckymy A je cBako mpeciukaBame A — A.

1

Ywapre onepanuje Hajuemhe O3HAYABAMO ca —a, a + Wi a'.

IIpumep 0.3. a — —a je omepanuja aysxuHe 1 Ha crymy Z;
a+ 1 je omepammja myssune 1 ma crymy Q\ {0}.

Hepunumuja 0.4. Hysapra onepayuje mnu onepanuja ayskmHe 0 Ha HempasHoM ckymy A je
U3aBajam-e HeKOT ejeMeHTa ckyma A.

Omnepamnuje nysxxune 0 4ecTo ce 30BY KOHCMAHME.

IIpumep 0.4. 0 je onepanuja myskune 0 (kOHCTaHTa) HA CKymy Z;
1 je onepamuja nyskuue 0 ma crymy Q \ {0}.



Asnrebapcku 3aKkoHU

Anzebapcru 30K0M WM UOEHTUTET je jeOHAKOCT nBa airebapcka mspasa (KOju ce mpase
momohy cum0o0sa MPOMEHJ/PMBUX, KOHCTAHTU U OIEPAIMjCKUX 3HAKOBAa HEKOI ajrebapckor
jesura). Ha mpumep, 3aKOHM aCOUMjaTUBHOCTU U KOMYTATUBHOCTU 33 OUMHADHY ONEPALU]Y *
riace:
acoyujamusrnocm (axb)xc = ax (b*c) 3a cBako a,b,c € A;
xomymamuerocm a*xb=>bxa, a,b € A.
(Anrebapcka Teopuja HEKOT anrebapCKOr jesrKa je CBaKU CKyI MASHTUTETa TOT je3uKa, a
anrebapCcKu BapujeTeT Te TeOpUje je Kiaaca CBUX aiarebpy TOr je3anka Koje 3aT0BOJbBajy CBe
3aKOHE Te Teopuje.)

Axo cy Ha cryny A me¢pumHumcame nBe GmHApHEe omepanuje koje heMmo o3HaunTy ca + # -,
3a - KaXKeMO Ia je ucmpubymuera y OTHOCY Ha + AKO BAKU
(a+b)-c=a-c+b-cuc-(a+b)=c-a+c-b3sacsako a,b,ce A

ITprmep 0.5. Ca cabupama KOja CMO HABEJIU Ka0 IpUMepe OMHAPHUX OMEPAIja Cy aCOIU-
jaTrBHA, a TO Ba:KM UM 3a CBa MHOKema. O CKyNOBHUX OIlepalrja acolujaTUBHE CY yHH)a,
IPEeCeK U CUMETPUYHA PA3JINKa, NOK OOMYHA PA3JIUKA HUjE.

ITpumep 0.6. Ca cabupama KOja CMO HaBeJM Ka0 IpUMepe OMHAPHUX OIepaIuja Cy KOMyTa-
tuBHa. Tarkobe, cBa MHOKEHA, OCUM MHO:KEHA KBAAPATHUX MaTpuia, cy komyratusHa. O
CKYIIOBHIX OIl€pAIlija KOMYyTAaTUBHE Cy yHUja, MPECEK U CUMETPUYHA PAa3jNnKa, NOK OOuUYHA
pa3iuka Huje.

ITpumep 0.7. Onepanuja aob =b medpurucana y ckymy OpupomHux OpojeBa jecTe acoluja-
TUBHA, a HUAje KOMYTaTUBHA. M *n = m> +n’ neduHucana y cKyIy OIPUPOTHUX OpojeBa jecte
KOMYTATHWBHA, a HUje acOlUjaTUBHA.

ITpumep 0.8. Cpa MHOKEHA KOja CMO HABEJIU Cy OUCTPUOYTUBHA y OAHOCY Ha oAroBapajyha
cabupama (y CKymoBUMa IPUPOIHUX, HEJIUX, PALUOHAIHAX, PEATHUX U KOMILIEKCHUX OpO-
jeBa; y CKyILy OoCTaTaka IO MOLYJY N; ¥ CKYIOBMMA IOJMHOMA Ca HEJUM, DANUOHAJIHUM, pPe-
AJIHUM M KOMILJIEKCHIM KOe(UINjeHTNMA; V CKYIly KBAAPATHNX MATPUIA Ca LEeJIUM, PAIXOHAJ-
HUM, PeaJHIM U KOMIUIEKCHUM KoMmoHeHTaMa ). Tarobe, npecek je muctpubyTuBan y oqHOCY
Ha VHU]Y, & BaXU U OOPHYTO.

ITpumep 0.9. Aro cy m*n = m+Tn, a mon = Tmn onepanuje y CKyly Opupogaux 6pojesa,
o je muCTpUOYTUBAH TIpEMa, *.

Ilononepamnmuje

Ily;xuHa Heke olepalje 30Be Ce HBEH Mmun.

Hepuaumuja 0.5. 3a omepamujy g Ha ckyny B raxkemo na je nmodonepayuja onepamnuje f Ha
ckyny A ako Baxkm: 1) B C A 2) omepauuje f u g cy ucror tuma 3) omepamuje f u g ce
nomynapajy Ha ckymy B.
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IToce6uo, monomepamnuja 6unapue omepamuje * : A2 — A je omepanuja o : B2 — B 3a kojy
je BCAuaob=axb, 3a cee a,b € B. To 3uauu na meH CKyln HOcau B 3a10Bo/baBa yCJIOB:
a,b€ B= axbe B. Tana 3a noackyn B Ka;keMoO Ia je 3aTBOPEH y OJHOCY Ha Ty OlepaIjy.
Iloanepamnuje jense onmepanuje o3HayaBaMoO UCTUM CHMOOJIOM KAO M caMy Ty OIE€palujy.

ITpumep 0.10. Cabupame neaux OpojeBa je momoneparnuja onepaiuje cabupama PaAIMOHAI-
HUX WJIM PeaJHuX Opojesa.

Cabupame 1o MOIYJIy OPUPOITHOr Opoja 7 HUje Mojolepanuja olepaluje cabupama
nequx OpojeBa, mako je Z, C Z, jep, Ha npumep 4 +79 = 6 y Z7, nok je 44+9 = 13 y
Z. VicTo BasKy M 38 MHOMKEHE€ 10 MOIYJY N 1 OOMYHO MHOKHEHE.

Carsacaoct IIpecCJIMKaBamba

Hepununmnuja 0.6. Hera cy va crkynmoBuma A n B nedunucane penom onepanuje f u g, obe
Ay:KUHE M. 3a IpeciukaBame ¢ : A — B KaxkeMo ma je cazaacho ca mapoMm omepanuja f u g
ako Basku ¢(f(a1,as,...,a,)) = g(¢d(ar),...,¢(a,)) (10 jecT ako je ciauka pesyaraTa Omepanuje
y A HaJ HEKUM eJIeMEeHTUMa jeJHAKa Pe3yJITaTy Ollepaluje Hal HUXOBUM CIukaMa y B).

Tana kakeMo na je ¢ jeman romomopgdusam napa (A, f) y map (B,g).

[MoceGuo, 3a mpecaukaBame ¢ : A — B KakeMo Ha je carjacHo ca mapoM OMHAPHUX
omepanuja * u o gedUHUCAHUX penoM Ha ckymoBuMa A u B ako je ¢(a xb) = ¢(a) o ¢(b).

Ucro kao rope, kaxxeMmo ga je f jeman xomomopéusam napa (A4, *) y nap (B,o).

AHaJIOrHO, CArJaCHOCT ca HapoM YHADHHUX omepamnuja a — a~ ' u b + b/ 3maum na je
#(a™t) = (#(a)), a carmacmoct ca mapom Hymaprux (koncTanta) ¢ € A u ¢ € B ma je
ole) =e.

Kao mro hemo ce (mnm cmo ce, y Jluneapuoj anreGpu) orpanndaBaTu Ha IOCMATPAE
IOICKYyNOBa 3aTBOPEHUX 3a omepanuje, 3anmMahe Hac ¥ ciauke CKymoBa ca OIlepalyjama
y OIHOCY Ha IpPeCJINKaBama carjacHa ca muMa. Baxkn na ”XoMoOMOp(QHE CIUKe UyBajy
anrebapcke 3akoue”. IIpobajre 3a Be:kOy ma mokaskere ciemehe TBpbheme

T: Axro je OmmapHa omepamnuja x y cCkymy A aconujaTuBHA M aKO IOCTOJU XOMOMOD(pU3aM
napa (A,*) y nap (B,o) koju je cypjexnuja, tana je u onepanuja o aconujarusHa. CaunHo
U 38 KOMYTaTUBHOCT.

IIpumep 0.11. Ilpecnukasame p : Z — Z, nedpunucano ca p(m) = rest(m,n) je carmacao ca
napom omnepamuja + u +, (ocrarak 36upa je 30up ocraraka - nposepure!). OBo npecaura-
Bame je oumriemnHo ’Ha”, ma IO IPETXOMHOM TBpDHEmy acoumjaTUBHOCT cabuparha Ienx
OpojeBa MoOBJaYM aCOIUjaTUBHOCT cabupama mo MOoayry n. Ha mctu Haumu nobujamo ma je
+, ¥ KoMyTaTuBHa onepanuja. TakoDbe, npeciaukaBame p je carjacHo U ca HapoM - U -, (oc-
TaTak IPOU3BOIA IIPU AEbEeRy Ca N jeJHAK je IPOU3BOLY OCTaTaKa UMHUIANA - IpoBepute!),
ma mobujaMo na je -, acolujaTUBHA U KOMYTATUBHA OMEPaIlM]ja.

Kourpyenmnuje

Heka je ma ckynmy A samara omepaunuja f Oy:KUHE N U PeJallija eKBUBaJEHIUje ~. KakeMo
Ia je ~ jemHa kowepyenyujo Ha CKyImy A ako je carjacHa ca ornepanujoM f, OJHOCHO aKO U3
ap ~ by ANag ~ by A+ ANay ~ b, cienn (f(ar,a2,....,an)) ~ (f(b1,ba,...,by)).



[Moce6HO, ako Ha ckymy A mMaMo OUHADHY ONEPAIU]y *, PeJalrja €KBUBAJECHIUjE ~ je
KOHI'DY€EHIja maTe OMHApPHE Olepaluje ako Baku a ~ cANb~d = axb~cxd. Ako je C,
kiIaca eneMenTa a, oBo 3uauu na C, = C. A Cy = Cqg = Cuup = Cinq. pyrum peumma, To
sHamu 1a je ranga ca C, @ Cp = Cyyp 1006po medunmcana jenna OMHAPHA Oolepanuja y CKYIy
A/ ~ cBEX Kilaca yOueHE €KBUBAJCHIU]E. 30BEMO j€ KOAUYHUYKOM ONEPauujom nate GUHADHE
omepanuje * y CKyny A 1o meHoj KOHrpyeHmuju ~. Ilomro je mpecaukasamwe m: A — A/ ~
KOje eJIeMEeHTy IoJelbyje HmeroBy kiacy ekBuBasienuuje, m(a) = C, xomomopduzaMm koju je
Ha (OBO HENOCPENHO CJIeAV U3 NPETXOIHE Ne(UHUIMje olepanuje Ha Kiacama), ClIenu 1a je
KOJIMYHUYKA CTPYKTypa xoMoMop¢Ha ciauka ox A. To he mame moBmauntm na y m0j Baxke
uctu ajrebapcku 3akoHu Kao y A.

0.1.2 AuJsarebapcka CTpyKTypa

Hedunumnuja 0.7. Anrebapcka cTpykrypa (mau anrebpa) je ckym A ca anreGapckum om-
epanujama nepurucanuM Ha memy, A = (A, f1, fo, .., [x)-

A je ckyn-nocaw anrebapcke CTPYKType, a OyskuHe omnepamnuja oapebyjy mun anzebapcke
cmpykmype.

IIpumep 0.12. (Z,+) je anrebapcka crpykrypa tuna 2, (Z,4+,-) je tuna (2,2), nok je
(Z,+,-,0) Tuna (2,2,0).

Hedunnmuja 0.8. 3a anrebapcky crpyrrypy B = (B, g1, g2, ..., gr) KaKeMO na je nodcmpyk-
mypa crpyrrype A = (A, f1, fa, ..., fx) axo Baxmu:

1) Crpyrrype B u A cy ucror tuna; 2) 3a cBako i € 1,...,n onepamuja g; je nomonepaimja
omeparyje f;.

W3 nepmuunnuje ommax cremu na je tama B C A, kao u ma je ckyn B 3aTBOpeH 3a CBe
omepanuje nedpuHucane Ha A.

IIpumep 0.13. (Z,+,-,0) je noncrpykrypa crpykrype (Q,+,-,0)

Iame, ako cy A = (A, f1,...fx) u B = (B, g1,...,gx) 0uio xoje anrebapcke CTPyKType
UCTOT TUMA, UHTEPECY]y HAC caMO OHA TIpeciukaBama ckymna A y ckyn B ¢ : A — B koja cy
carjacHa ca CBaKUM OJ IapoBa IBUXOBUX oaroBapajyhux omepamuja. To cy zomomopdusmu
cmpyxmype Ay cTpyrrypy B.

WHjexTuBHEN XOMOMOP(U3IMU 30By C€ M MOHOMOD(U3MU, CYPjEKTUBHU XOMOMOP(PUIMU CY
enuMoppM3MU, NOK Cy OUjeKTUBHU M30MOPPU3MU.
3a aarebapcky CTPYKTypy A KakeMo Ia je uzomopfra cTpykTypu B ako mocroju 6ap jenan
uzoMopduzam crpykrype A y crpyrrypy B. Tana numemo A = B.

Mu hemo npoyuasatu camo aarebapcke crpykrype oapebenux Tunosa (Ha npumep Thna
(2), (2,0), (2,1,0), (2,2)) u TO OHe uYMje omepanuje 3a40BOJHABAJY HEKM CUCTEM YHAIDE.
3aaTUX yCJIOBa WM aKCUOMa (Ha IPUMEp yCJIOBE ACOLUjaTUBHOCTU WU KOMYTATUBHOCTH).
3ajemHo ca muMa npoydaBahieMO BUXOBE HOICTPYKTYPE, XOMOMODPQU3ME U KOHIDYEHIH]E.
To cy yjemHo u Tpu OCHOBHA HaUMHA Yy ajJredOpu Oa Ol jedHe CTPYKTYpe NoOUjeMo CTPYKType
KUCTE BPCTE - y3UMame IOACKYIOBA 3aTBOPEHUX 3a OIepaluje Wil nodcmpykmypa, 3aTUM
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IOCMATPALEe TOMOMOPPHUT CAUKG U HA KPajy, y3UMame KJIaca €KBUBAJIEHINje CArJIacHe ca
omepamujamMa U ceuene no kowepyeryuju. Bunehemo (Ha mpuMmepuma rpyna m mpcreHa) aa
Cy OBe TPU KOHCTDPYKIMje YBEK HEPACKUIUBO IIOBE3AHE.

0.2 Cemurpymne u MOHOU I

0.2.1 Cemwurpyne

Heounnnuja 0.9. Aro je * Ouio koja Oumapua omepanuja y ckyny A, tama ypeben map
(A, *) 30BeMO epynoud ca OIePaLUUjoM * U CKyIOM-HOcaueM A.

ITpumep 0.14. CBu ckynoBu u OuHapHE omepalyje AeUHUNCAHE HA HBUMA KOje€ CMO HABEJIN

y TpeTxoHOM TormaBmy ¢y mpmvepu rpymona: (N, +), (Z,+), (Q.+), (R, +), (N,-), (Z.-),
EQ&)v) (R7)')7 (Zm +n)7 (Zm 'Tb)’ (R[X]a +)7 (R[XL ')7 (Mmﬂ(R)7 +)7 (MH(R)’ ')’ (P(X>7 U)’ (P(X)> m)v
P(X),A).

I'pymounn je koMmyTaTrBaH ako je TakBa merosa onepamuja. CBU IPETXOIHO HABEIEHU I'DYIOVIN
cy xomytarusuu, ocuM (M, (R), ). Takobe, rpynonn (P(X),\) H1je KOMyTaTHBAH.

Ono mTO je BakHHMje M IITO HaM oMoryhaBa na IPaBUMO JAJbe CIOMKEHUje ajrebapcke
CTPYKTYPE je acolujaTuBHOCT OMHAPHE oIepanuje rpynonga. AconujaTuBHe IPYIOUIE 30BEMO
nosyrpyme unu cemurpyune. llpernusauje

Hedununnuja 0.10. Axo je x Ouio koja Obunapua onepanuja y ckymy A, tama ypeben map
(A, %) 30BeMO cemuzpyna niau noayepyna axo Baxku (a *b) *x ¢ = ax (b*c) 3a cBako a,b,c € A.

ITpumep 0.15. CBu ckynoBu m OGUHApHE onepanuje neGUHUCAHE HA HUMA KOjé CMO HaBeau

y IpeTxomHoM moriasipy cy upumepu cemurpyna: (N, +), (Z,+), (Q,+), (R,+), (N,), (Z,-),
(Q7 ')7 <R7 ')7 (Zm +n)’ (Zm 'n)’ (R[X]a +)’ (R[XL ')v (MWH(R)’ +)7 (MH<R)’ ')’ (P(X>7 U)’ (P(X)> ﬂ>7
(P(X), ).

Hase, ckyn cBux ¢yuruuja f: X — X nepunmcanmx Ha Hempa3HOM CKyIy X je ceMurpyua

y OIHOCY Ha Olepamujy HBHUXOBOT ciarama (kommosummje), (XX, o), jep Basmm (f og)oh =
Folgoh).

IIpumep 0.16. (Z,—) muje cemurpyna, Kao, Ha npumep, mu (P(X),\).

Y ceMUrpymm MOKEeMO MHIYKTUBHO Ie(GUHUCATU U KOMIIO3UIU]y BUILE ejleMeHara: (a) = a,
i a x b je crammapaHa BpemHOCT OWHApHE omepanuje Ha a W b, HOK Kommosurujy n + 1
ereMeHATa Ae(UHUIIIEMO IPEKO KOMIO3ULNje N ejieMeHaTa Ha cienenu HAaYWH:

al*...*an*an+1:(al*---*an)*an+1.

Omnasne cienu na je, Ha npuMep, axbxc = (axb)*c mm axbxcxd = ((axb)xc)*d. Mebhyrum,
ACOUMjaTUBHOCT HAM Jaje Ia je MpBM MPOM3BOL jemHak a * (b * ¢), ma mpermnocTaBbaMo 1a
HKCTO BayKM 3a OMJIO KAKBO 3[PY/KUBAI-€ eJleMeHaTa, HapaBHO De3 Memama penociena.



Teopema 0.1. (Yommrena acounujaruBaOCcT) Ako je (A, *) buro xoja cemuepyna, n npupooan
6poj u ay,...,a, npoussosHy eaemenmu u3 A, mada za cearo i < n eaxncu

ay xag -k ap = (ag - xa;) % (a1 * - *ay).

Ilokas. IIpso, axo je © =n—1, oBo ce cBOOU Ha NePUHUIM]Y KOMIO3UIUje BUNIE €JIEeMEHATA.

Ako je i < n — 1, 0O3HAYUMO a1 * -+ % G; = T U Q41 * -+ * ap—1 = Y. IlecHa crpana je cana
x#*(y*ay), a TO je 300r ACONUjATUBHOCTHU jeqHAKO (T *Y)*ay,. 110 MHAYKTUBHO] IPETHOCTABIU
jex*y =ay *x---*ap_1, 1 OHIA je IO NePUHWUNON]V KOMIIO3UIMje 7 eJleMeHaTa OBO TadHO
a1 %Ay * Q. O

Iakme, exeMeHTe MOXKEMO I'PYIUCATA IO BOJBU, O€3 HapyIIaBama HUXOBOT Penociena

Kana je omepamuja cemurpyme o3HAUE€HA MYJITUIIMKATUBHO, HA IPUMEP Ca -, 30BEMO
je MHOKeme, a KOMIIO3UNWjy N eJIeMEeHATa 30BEeMO BUXOB mnpowm3Boxa. llpomssonm n mcrux
¢axkTOopa O3HaAUABaAMO ca a , n-TU CTeleH eneMeHTa a. VI3 mperxomuor tBphema cienu na
3a IpuponHe OpOjeBe M M N BAKM:

am . an — am+n’ (am)n — amn.

Axo esnementu a u b kKoMmyTupajy, Tana je (a-b)" =a" - b".

Axo je omepamnuja o3HaueHa aAUTUBHO, HA TPUMED Ca +, €JIEMEHT aj + - - - + G, 30BEMO
30up exemeHara ai,...,a, . lakobhe, n-Tu CTENEH eJIe€MEHTa ¢ y TOj CEMUIDYIN O3HAUABAMO
cana=a+--+a, uouga je (m+n)a = ma + na, m(na) = (mn)a. Aro ememenTu a u b
KOMYTHDA]y, OMHOCHO aKo je a + b =0b—+ a, tana je n(a+b) = na + nb.

Ha kpajy majemo me¢mHUIUM]y jeIHOr BeOMa BaKHOI' IIOjMa, KOjU CMO NPOIILIe I'OIUHE
UMAJU KOJ MATPHUIA.

Jepunuanmuja 0.11. 3a esement a cemurpyne A KakeMo Ha je pezyaapar caesa (OJHOCHO
30ecHa), aKO 3a CBAKO I,y € A BaEn

axx=axy=2x =1y (ONHOCHO T*a =y*a =T =1y).

3a a KaKeMO Ia je pezyaapar aKo je peryiapaH U CieBa U 31eCHA.

IIpmmep 0.17. Y cemurpynama (N, +), (Z,+), (Q,+), (R, +), (Zn, +n), (R[X],+), (Mpyn(R),+)
CBU €JIEMEHTU Cy DeryJapHu.

Y cemurpymu (N, -) rakobe cy cBu enementu peryaapuu, mok cy y (Z,-), (Q,), (R,) n
(R[X],-) perynapuu csu ocuM Hyne. Y (Zy,-n) PEryIapHOCT €JIEMEHTA 3aBUCHU O HEIOBOT
omuHoca can: y Zg u3 3-sx =3 -gy caequ x =y, 10k u3 452 =4 -36(=0) ve caemu 2 =6
y Zg. Jom jeman mpuMep CEMUTPYIEe y KOjOj HHUCY CBU €JEeMEHTHU PeryJjapHu Cy MaTpPUIe,
(M, (R),-) (monoBUTE Kajx je KBaApaTHA MaTpUna perynapsal)

Y cemurpymu XX perymapme cy cBe Oujexnuje, NOK Ce eNEeMEHTH PeryIapHU CIEBa U
3mecHa pas3iukyjy: GpyHnuja f je peryiaapna cieBa akko je "1-17, nok je perymnapHa 3mecHa
akko je "ma’.

0.2.2 Mouounmu

3a eseMeHT ¢ € A KakeMO Ja je HeyTPAJHU €JIEMEHT WU HeYympas 3a OUHAPHY ONEpaIujy *
nepunucany Ha ckymy A ako 3a cBako a € A BaKuU:
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axe=a, e*xa=a.
Heyrpas mate omepanuje je yBEK jeIMHCTBEH: aKO OU M € U € OWJIM HEYyTPAJIU ONEPAlUje *,
us exe=ce (jep je € HeyTpau) u ex € =€ (jep je e HEyTpaJ) caemu xa je e = e.

Hanomena 0.18. MoskeMo na neuHHUIIEMO J€BU M NECHU HEyTpaJ HEKe olepaluje, U OHIA
HEe MOYKEMO na MPUMEHUMO TOPIU apryMeHT 3a jemmHcTBeHOoCcT. Mu ce oBae mehemo 6aButu
THME.

ITpumep 0.19. Cabupame y cKymy IpupoIHuX OpojeBa HeMa HeyTpaJt, IOk je 1 meyTpads 3a
MHOMKEH€ y TOM CKyIy. Y CKyIy IeJux OpojeBa Hyza je HeyTpaJsa 3a cabupame. Ilpaszan
CKyIl je HeyTpaJ 3a yHWUjy, HOK je meo ckyn X HeyTpad 3a mnpecek y P(X). Wnentuuno
IpecauKaBame Ha CKymy X je HeyTpaJs 3a KOMIO3UIHA]Y MPeCciIuKaBama y XX .

Ilonyrpymne ca meyTpaaoM 30By Ce MOHOWIN.

Hedunnmuja 0.12. Monoud je anrebapcka ctpykrypa (A, *,e) tuna (2,0) y K0joj Basku:
1) (a*b)*xc=ax(bxc) 3a cBako a,b,c € A
2) axe=a, exa=a.

IIpumep 0.20. Crpyrrype (N, 1), (Z,-,1), (Q,-,1), (R,,1) u (C,-,1) cy monouznu, kao u
(z,+,0), (Q,+,0), (R,+,0), (C,+,0). Monounu cy u (Zy,+n,0) 1 (Zy, -n, 1), 3aTum (R[X], +,0),
(RIXT, 1), (Myn(R), +, 0mn), (Mn(R), -, Ey), Tarobe u (P(X),U, ), (P(X),N, X), (P(X),A,0).
3a cBaku HempasaH CKyIn X, CEMUI'DYIa CBUX IPECIMKABAHA HA HEMY je MOHOUI YUjU je Hey-
TpaJI UASHTWYHO TmpecimkaBame , (XX, o, idx).

Hednanmuja 0.13. 3a eaement a MmoHOMIA (A, *,€) KAKEMO Ia je UHEEP3UOUAAH CAL8A, AKO
jemHaumMHa T *a = e uMa 6ap jemHo pememe y A, a ma je uneepsubuaan 30eCHa aKO jeTHAYMHA
a*x = e uMma pememe y A. CBako pememe OpBe jeAHAUMHE 30BE CE JIEBU UHBEP3 €JIEMEHTA
a, a Opyre OeCHU WHBEP3 €JIEeMEHTa d.

Teopema 0.2. Ceaxu caesa uneep3ubULAH eAeMENT MOHOUODA je u peeyrapan caesa. Taxobe,
axo jednavure
axr=e, yxa=e

uMajy 6ap mo jedno pewene, mada cy BULOBA PEULEHE JEORAKA U JEOUHCMEENA.

IToka3. Heka je a esneMeHT KOju je MHBEDP3UOUIAH CIeBa U HEKA BaKU a4 * X = a * Y. AKO je
b emement 3a kKoju je b*x a = e, MOMHORkNEMO TPETXOAHY jemHakocT ciaeBa ca b. Jlobujamo
bx(a*xxz) = bx(axy), a onna mHam acomujatusHoCcT maje (bxa)xx = (bxa)+*y, TO jecT exx = exy
u KoHauHO ¥ = y. To 3Haum na je a perynapas cjieBa, ajyd CMO yCIOyT JOKA3aJIyd U & HE
MOKE Ia MMa [Ba Pa3JINuUTa IeCHA WHBEP3a, jep u3 a*xx = a*xy = e cuemu ¢ = y. Iadme,
aKo je axc=e u bxa = e 3a HEKe b U ¢, TOMHOKMNEMO IPBY O OBUX j€THAKOCTHU CJIEBa Ca b,
“CcKopucTUTU acouujaruBHoct u noburu (b a)*c = bxe, onHocHo e* ¢ = bx*e, TO jecT ¢ = b.
OBo 3HAUM na Cy JI€BU W NECHU WHBEP3 €JIEMEHTA ¢ jeTHAKU. O

Hepunnnuja 0.14. Exement monOmMna je unsepsubuaak aKO je MHBep3WOWIAH U CleBa U
3eCHA.

W3 mperxomgue Teopeme cienu na akO €JEMEHT @ MMa U JIEBU U IECHU WHBEP3, OHU MODPajy
na 6yny jennaru. Taj jemuucTBeH eseMeHT (KOjU je U JIEBU M NECHU MHBEDP3 IATOr') 30BEMO
uneep3 eleMeHTa a M O3HauaBaMao ca a  !. Jlakie, MHBEP3 eJIEeMEHTa a4 je eJeMeHT a4 3a

KOjU BaKU



axa =a *xa=e

Ilocnenuna noka3ame TeopeMe je U & aKO je eJIeMEHT WHBeP3UOUMIIaH, OH je peryiapas.

IIpumep 0.21. Y mououny (Z,+,0) cBu eseMeHTH Cy WHBEP3UOWIHU, MHBED3 €JIEMEHTA Q

je —a. Y (Z,-,1) nuep3ubunan cy camo 1 m —1. ¥ (Q,+,0) cy rakobe cBu enementn

VMHBEP3UOUIHN, NHBEDP3 ejgeMeHTa a je —a, a 'y (Q,-, 1) nasep3ubunan cy csu ocuMm 0, uHBED
1

eleMeHTa a je -.
a

Y wmonouny (Z,,~+n,,0) cBA eqeMeHTH Cy WHBEp3UOWIHU, MHBEP3 esneMeHta r # 0 je n —r,
IOK je Hysa cama cebu unBep3. Y (Zp,n,l) NHBEP3UOUIHU Cy OHU €JIEMEHTU KOJU Cy y3a-
jamuo mpoctu ca n. Y (R[X],+,0) cBu cy wuBep3ubunnu, mok cy y (R[X], -, 1) unsepsu-
OuHU esleMeHTH caMO cKasapu pasnuuuty o 0 (HOJMHOM MMa MHBEP3 CAMO aKO je HeHyJa
rkoucrantal). Y (Mpun(R),+,0m,,) Cy TOHOBO cBu mHBep3ubunuu, mok cy y (M,(R),- E,)
VMHBEP3UOUIIHN €JIeMEeHT! MATPUIE YMja je NeTePMUHAHTA Da3iIndnTa Onx Hyje (Mau uuju je
paur n). Y (P(X),U,0) nasepsubuaan je camo @, y (P(X),N, X) camo neo cxyn X, mok cy
y (P(X), A, () nasep3ubuinn cBu enementn, masep3 on A je monoso A. 3a cBaku mempasan
ckynm X, y mououny (XX, o0,idyx) uEBep3MOUIHE eleMeHTH Cy Oujexmmje.

Teopema 0.3. Axo cy y mMonoudy 08a esemMeHma UHBEPUOUAHA, MAKEU CY U BUTOBU UHEEPIU,
Kao u Komnosuyuja. Baxcu

(axb)”"=b"xa", (a7) =a.

ITokas. Henmocpenuo nposepasamo na je (a*b)x (b” xa”) =ax(bxb")xa” =axexa” =
axa = e, Ia je 3auCTa (a * b)_ = b~ xa~. Ipyra jemHaxkocT cienum u3 caMe€ aKCHUOMe
UHBEP3a: @ * G =G *a = e 3HAUU Na eJIEMEHT a  IIOMHOKEH OMJIO cieBa OWIO 31ecHa ca a
Iaje HeyTpaJ, Ia je mo AeGUHUNN)U HEeroB MHBEP3 ynpaso a, Tj. (™)~ = a. O

Hanowmena 0.22. Axo je onmepanuja MoOHOUIA A O3HAUEHA MYJITUIIUKATABHO (HEKO MHOMKEHE ),

CKYIl MHBEP3UOWIJIHUX ejleMeHaTa TOT MOHOUAa OOWyHO o3HauaBamo ca A*, meyrpaa ca 1 u

30BEMO jeIUHUIA MOHOUIA, NOK UHBEP3 eJIEMEeHTa a O3HAUABaMO ca a '.

Ako je omepamuja MOHOMZA O3HAUEHA ANUTUBHO (HEKO cabupame), HEeroB HEyTpas 03-
HauaBaMo ca 0 M 30BeMO HyJa MOHOWIA, & WHBEP3 €JIEMEHTAa ¢ Ca —G U 30BEMO CYIPOTaH
€JIEMEHT eJieMeHTa @ ([IOHEKa U OHO3UT OJ a).

ITpumep 0.23. V3 nperxonsor npumepa je Z* = {—1,1},
Zr ={re€Z,: (r,n) =1},

R[X]* =R\ 0,

M,(R)* = {A € M,(R) : detA # 0},

(XX ={f: X=X |fje”l—1" u”na”
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0.3 I'pymne

0.3.1 JlebmHunuja u npuMepu rpymna

Monounu y xojuma Cy CBU eJeMEHTV MHBEP3UOUIHU 30BYy Ce IpPyIe.

Hedunnmnuja 0.15. I'pyna je anrebapcka crpykrypa (G, *,~ ,e) tuna (2,1,0) (menpasan ckyn
G Ha KOM je maTa jeqHa OUHApHA omepanuja *, jemHa yHaApHA — U jeIHa KOHCTAHTA €) TaKBa
Ia 3a CBakKo a,b,c € G Baxku:

1) (axb)xc=ax(bxc)

2) axe=a, exa=a

3)axa =e, a xa=e.

(ITowrro ce wecTo ucTuye caMo GMHAPHA OIepanuja, MOKEMO Ja KaxkeMo u: ['pyna je ckyn
G ca OuUHADHOM OIEpalMjoOM * He(GUHUCAHOM Ha HeMy, 3a KOjy BayKU Ja je acolujaTuBHA,
“Ma HEYyTPaJ U CBAKU €JEeMEeHT MMa WHBEP3, TO jecT:

1) 3a cBako a,b,c € G je (axb)xc=ax*(bxc)
2) mocroju e € G TakBo Ha je 3a cBe a € G axe=e*xa=a
3) 3a cBako a € G moctoju a~ € G TakBO ma je axa” =a” xa=e.)

Omnepanujy rpymne hemo oO0uyHO 0O3HAYABATU Ca + WU Ca -, Y 3aBUCHOCTHU OJ TOTa U HEY-
TpaJ u uHBep3 (Ioraenajre HAIOMEHY y OPETXOAHO] nekuuju). Takobe, u3 nocaenmer TBpA-
jema y IpeTXOMHO] JEKIUju, CIAEeIN N8 jeé CKYN WHBEP3UOMIHUX ejieMeHaTa CBAKOT MOHOUIA
3aTBOPEH 338 MHOMKEH€ U MHBEPTOBame (IPOU3BOJ ABA WHBEDP3UOWIIHA €JIeMEHTa je MHBep3-
nOUJIAH, WHBEP3 CBAKOT WHBEP3MOMIIHOT €JeMEHTA jeé MHBEP3MOWiaH), ma Kako My HeyTPaJ
yBek mpunaia (MHBEP3 HEyTpAaJa je OH caM), CIeIy Aa jeé CKyI MHBEP3UOUIHUX eJeMeHATa
IPOU3BOLHOr MOHOUIA jenHa rpyna. (To je m HAUMH HA KOjU KOHCTPYMIIEMO PasHe T'PyIe -
n30anuMO 13 MOHOUAA OHO MITO HUje WHBEP3UOUIIHO.)

Hedmuunuja 0.16. 3a rpyny (G, *,” ,e) kakeMo na je xwomymamusna (unu Abenosa) ako je
TAKBA IHbEHA ODMHApHA OIEpAaImja, TO JecT ako je 3a cBe a,b € G ucuymeno axb = bxa.

Jepunuunmuja 0.17. Axo je (G,*,” ,e) rpyna, 6poj exemenara ckyna G 3osemo ped zpyne G.

IIpuponso, kakeMo 1a je rpyna G KOHaUHA aKO je Takas meH pel |G| u canuno 3a GecKoHaAUHY.

IIpumepu rpymna

1) Ckyn meaux GpojeBa je KOMyTaTUBHA T'PYNa y OAHOCY Ha cabupame, ca HeyTpasoMm 0, u
VHBEDP30M esieMeHTa m (CynpoTHuM eixemenToMm) —m: (Z,+,0,—).
Hcro Baxu 3a (Q7+)7 (R7+)7 (C7+)
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2) Ckyn ocraTaka IPU €YKIUIACKOM IeJbeHhY Ca N je KOMyTATUBHA I'DyIa y OXHOCY Ha cabu-
pame 1o MOAyJay n, 4uju je HeyTpaJsa mouoBo 0, a —pr =n—r 3ar > 0un —,0 = O
(Zny+n,0,—y). IIpuMerrMo na OBO 3HAYM A& 3a CBAKU IPUPOJAH Opoj m mocTtoju 6ap jemna
rpymna pemna mn.

3) Ckyn cBUX panmoHAJHUX OpOjeBa PAa3iIMYUTHUX OX HyJe je KOMYTATUBHA IPyIa Y OJHOCY
Ha HUXOBO MHOKEHE, YUjU je HEYyTPaa 1, a MHBEP3 €JIEeMEHTa a4 jeTHAK %: (Q\ {0},-,1,71).
Vcro Basky 1 3a CKyI O3UTHMBHUX palMoHaJHUX Opojesa, (QT,-), kao u 3a (R\{0},), (RT,")

u (C\O,-).

4) 3uamo ga y mououny (Zy,n,l) HUCY CBU €JIEeMEHTU WHBEDP3UOUIHU, AU aKO U3IBOJUMO
vuBep3ubunane, nobuhemo rpymy (komyratusny): (Z7X, ).

Ilonosumo ma je Z) = {r € Zy, : (r,n) = 1}.

I'pyny uaBep3ubunnux enemenara MoHouna Z, 3oBemo u Ojieposa 2pyna U O3HAYABAMO Ca
®,,. Harmne, ®,, =7Z; je rpyna y omHOCY Ha MHOMKEHE IO MOIYJY T.

5) I'pyna mpecimkaBama

Axo je (G,+g,0G,—¢) 6mo koja rpynma u S # () Tama je ckyn G° cBux mpeciuKaBama
n3 Sy G rpyna y omHOCY HA ONepamujy MHIYKOBaHy omepamujoM y G (Kao KOI BEKTOPCKUX
npocTopa mTo cMO mMasn). Axro cy f m ¢g nBa mpeciaukaBama u3z S y G, ®UXOB 30up
nepUHUIIEMO Ca

(f +9)(x) := f(2x) +c g(x)

3a cBe x € S. Heyrpan nnu mysna oe rpyne he Gurtu HyjIa-OpECIUKABAKE TATO CA
0(z) :=0¢

3a cBe ¥ € S, IOK je mEBep3 (CympoTaH eJeMeHT) mpeciaukaBama [ € G° mpeciukaBame — f
ompebeno ca
(—=f)(z) = —af(z), z€S.

Arxo je rpyna G xomyTaTuBHA, TakBa he 6urtm 1 G°.

6) Cumerpuuna rpyna

Bunenu cmo Behl ma je ckym cBUX ImpeciukaBama HEIpa3HOI ckyma X y caMmor cebe jenan
Mmououna. IHberoBu wMHBEP3MOWUIHM €JIEMEHTU YMHE T'PYIY Y OOHOCY HA KOMIIO3UIU)Y IIpPEC-
mukaBama, (XX)*. 3mamo ma je mpeciuKaBame MHBEP3UOUIHO akko je Oujexmmja. Tarobe,
(Tpebaso 6u ma) 3mamo na ce Gujernmja f : X — X 30Be m nepmymayuje ckyna X. Cryn
cBUX Oujexuuja, OQHOCHO mepMyTanuja, Hempas3Hor ckyma X hemo Haga/be O3HAUYABATU Ca
Sx u 3BaTu cumempuuna zpyna cxyna X. Hakme, Sx = (XX)*. 3mamo ma osa rpymna muje
KOMYyTATUBHA (KOMIIO3UIUja NPECIUKABama HUje KOMYyTATUBHA, f o g # go f) ako je ckyn X
0ap TpouIaH.

Taxrobe, ako je X = {1,2,...,n}, Sx o3mauaBamo ca S, 1 30BEMO CUMEMPUUHAE 2DYNA CIMENENA
n. Ona je pena n! u 3a n > 3 HUje KOMyTaTUBHA.

7) JIuneapua rpymna

Cryn cBUX MaTpulla peia n ca KOMIOHEHTaMa W3 HEKOI II0Jba je MOHOWUZ y OIHOCY Ha
BUXOBO MHOMEHE. | pyna MBEP3UOMIHUX €JEeMEeHATa TOI MOHOUAA 30BE CE AUNEAPHA 2PYNd
cmenena n Han M nosbeM. Hakae, GL(n,R) = M, (R)* = {4 € M, (R) : detA # 0}.
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Suamo (u3 Jluneapue anrebpe) na osa rpyna zuje komyrarusHa. OHa je HeCKOHAYHOT pela
Yy TOPHEM CIIy4Yajy, ajud Kal je HoJbe U3 KOI' CY KOMIIOHEHTE MaTpUIle KOHAYHO, W OHAa je
KOHAYHOT pela.

8) 'pyna m3oMerpuja eyKINACKE PABHU

W3zomerpuja eyRIUICKE PABHU je CBakKO mpeciukaBame ¢ : E — E koje uyBa pacrojame,
Tj. TakBo ma je 3a mpousBosHe Tauke A u B nyx AB nomynapua myxu ¢(A)¢(B). Ako
nMaMO OBE M30MeTpUje, W HUXOBa KOMIO3WUNUja je Takobhe m3oMerpuja, Kao W UIACHTUUHA
TpaHChoOpMAIMja U BUXOBU WHBep3u. Jlakie, CKym CBHX M30MeTpHUja EYKIUICKE DaBHU je
rpyna y OAHOCY Ha BUXOBY KOMIIO3ULU]Y, KO]JY 30BEMO 2PYna U30MEMpUja eykiuocke pasHi 1
osnauasamo ca GI(E).

9) 'pyna cumerpuja

M3omeTpuje eyRIUICKOr IPOCTOPA KOje NATU CKyIl Tadaka (HEKy (Urypy) NpeCcIuKaBajy
Ha Hera caMor 30BeMoO cuMerpuje Ttor ckyma. CKym CBUX TaKBUX M30OMETpUja je Tpyma y
OMHOCY Ha IBUXOBO cjlarame, jep akO ABe U30MeTpHje IpeciukaBajy QUrypy y my camy, U
BUXOBA KOMIO3UNUja he mMaTu Ty OCOOWHY, Ka0 M MACHTUYHA TPAHCHOPMAIja U HBUXOBU
uHBep3u. [lakie, CKyI cuMeTpHja HEKOI CKyIla Tadaka je 2pyna CUMEmpuja moz cKyna.

10) Muenapcka rpyna

['pyna cumeTpuja IpaBUIHOT N-TOYTJA 30BE Ce U QUEGPCKA 2PYna Cmenena n U 03HAYaBa
ce ca D,. Ona je pena 2n u Huje KOMyTaTUBHA (ONEpannja y HOj jé KOMIO3UIW]ja IPECIUKa-
Bama). YunHu je n poramuja u n ocHUX cuMeTpuja. AKO ca p 03HAUMMO POTANN]Y IPABUIHOT
N-TOYTJIa OKO H-ErOBOT cpeanmTa (LeHTpa ONMcaHe KPY:KHUIE) 3a yrao 27", jacHo je ma cBe
ocTajie poTanuje MOKEMO M3Pa3uTU Kao heHe cremneHe. Jlajse, ako ca 0 03HAUMMO OWIIO
KOjy ocHy cumerpujy (pediiekcujy) TOr n-toyria, Jako ce IPOBEPU Oa Cy CBE OCTaje OCHE
cuMerpuje npousBomu (KoMIo3unuje) re PUKCUpaHe U HEeKe poranuje (ceTure ce Oa je KOM-
no3unuja ABe pedlileKcuje jefHaKa POTANNj! OKO IIpecedyHe Tauke IUXOBUX 0Ca 33 JIBOCTPYKU

yrao Koju Te mpase 3akiamnajy - mauprajre!). Hobuhiemo ma je

Dn = {Zdv Ps p2a te 7pn_17 0,0p, Up2a R Upn_l}'

Kaxxemo u na je nuemapcka rpyma CTEIEHA N 2€HEPUCANG CA OBA €JIEMEHTA p U 0 3a KOje BayKe
peaayuje p" = o? =id, po = op" L.

(Teramuuje 0 TOME KAKO CMO HOOMIM MPEICTAB/LAH€ CBUX DOTAlja U peIeKcuja, Kao u
oBaj omuoc uaMmebhy mux, mpoumrajre kox Hukosme y ckpuntu ma 20. crpanu, rme je cse
seno objammeno Ha npuMmepy rpyne Dy. OBa rpymna he mam yecto Outu npumep KojuMm hemo
WIIYCTPOBATHY HOBE IIOjMOBE, je€p je HEKOMYyTaTUBHA WM KOHAUHA, Ha Ou O6uso mobpo ma je jgemo
pasymere u "Bumure” u aarebGapCKu U MeOMETPU]jCKU. )

11) KnajuoBa ueTBOpHa rpyna

ITocmaTpajmo ckym ca yetupu esementa {1,a,b,c} Ha KOM je CTpyKTypa rpyme 3amata
crenehum penanujama:



12

JacHo je ma cM0 moOmIM KOMYTATUBHY I'DYIY, y KOjOj j€ CBAKM €JEMEHT jeAHAK CBOM HMHBEP3Y
(1 je mapasuo HeyTpau - jenuauna). Osa rpyna ce 30Be Kaajnosa wemsopna zpyna Vy.
IIpumeTumo ma oBa rpyma uMa U T€OMETPHUjCKYy UHTEPIPETAIUjY - TO je Tpyla CUMETPHUja
IpaBOyraoHWKa KOju HUje kBagpar! 3amcra, ako je 1 mmeHTnuHa TpaHchopMmanuja, a u b
OCHE pedJeKcHuje y OTHOCY Ha IpaBe Koje IMpoJjia3e KPO3 CPEAUINTa HACIPAMHUX CTPAHUIA,
a ¢ IeHTpaJIHA CHMeTpHja y OOHOCY Ha IEHTAD IPABOYTaOHUKA, JAKO CEe IPOBEPU Oa Cy
3a/10BOJbEHE TOPH-E PeaIuje.

12) I'pyna kBaTepHUOHA

Cryn Qs = {1,—1,4,—i,j,—j,k,—k} je rpyna y omHOCY HA MHOMKEHE, IIPU 4eMY je
ij=k, jk=1i, ki=7j, ji=—k, kj=—1, ik=—j, kaom i’ = j2 =k? = —1
(mapasno, (—1)2 =1 u (—1)z = z(—1) = —x). Osa rpyma 30Be ce zpyna xeamepruona Qg.
(Otrpuo jy je XamuaroH, nmokymasajyhn Ge3ycnemsuo mpso na AepUHULIE TPOIUMEH3NOHO
VOIIITEHe KOMIJIEKCHE PDaBHU, & 3aTUM TE€K YeTBOPOAUMEH3NOHO - IPUMETUTE na Ce 4, j U
k momamajy cBu Kao uMaruHapHa jemuHuna ¢ y mosy C; muxoBe sumHeapHe KOMOUHAIM]jE
a+ bi + ¢j + dk uune anreGpy KBaTepHUOHA.)

0.3.2 Iloarpyme

Hedunnmnuja 0.18. 3a rpyny (H,o, ) ramkemo na je nodepyna rpyne (G,*,€) ako cy meHe
omeparuje moxonepamuje omnepamnuja rpymne G, Tto ject ako je H C G, e = e, aob=ax*xbmu
a=a 3a cBe a,b e H.

Y ToMm ciyuajy KaskeMo W na je caMm ckyn H jemua moarpymna rpymne G u numemo H < G.

ITpumep 0.24. Csaka rpyna G uMa 6ap ABe MOArPYIE KOje 30BEMO MPUSUJjarHe nodepyne Te
rpyne - to cy nena rpyna G u mwen meyrpan {e}. (Ocrame moarpyme, ako ux mma, 30By ce
npage.)

(Z,+) < (Q,+), (Q,+) < (R,+), amu (Z,,+,) Huje noarpyna rpyne (Z,+) jep HEeMajy UCTy
ornepanujy;

Sn < Sy 32 n < m - 0BO 3aK/BbYUyjeMO jep CBaKy MEepMyTalujy OX 7 eJeMeHATa MOKEeMO
BUIETHU U KO IEPMYTAaLN]y O M eJeMeHaTa IPpU yeMy purcupamo eneMerte n+1,n+2, ..., m;

SL(n,R) < GL(n,R) rzme je SL(n,R) cneuujanna suaeapHa rpyna CTeIeHa N KOjy YUHE Ma-
Tpule nerepMuHaHTe 1

Cryn csux porammja {id, p,p?,...,p" 1} uuan jemmy moarpymy muemapcke rpyme D,,;
{17 _17i7 _’L} S @8~

Teopema 0.4. Axo je (G,-,' e) buro woja zpyna, 3a ceaxu wenpasan nodckyn H cwyna G

caedeha mpu ycaosa cy exeusaseHMHA:
1) H <G,
2)a,be H = a'beH,
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3)a,be H = ab,a™! € H.

(IIpuMeTuTe Ha CMO IPOMEHMIIN O3HAKE M3 IIOYeTHE AepUHUNMje, na OU oAroBapale CTaH-
[apIHOj MyJITUIIMKATUBHO] HOTAIM]U, ¥ KOJO] - CKOPO YBEK U30CTABILAMO. )
JIoka3. Ilorkazahemo oBo TBpheme ka0 gaHAI] UMIIUKAIA]jA.
1) = 2) IIpema nperxomuoj mnedpununuju, ako je H < G, ckyn H je 3arBopeH 3a omepanuje
rpyne G, ma axo cy a,b € H mvamo npBo ma a~ ' € H, a ouna u a”'b € H.
2) = 3) Osge je mpernocraBka na Ckyn H ca CBAKAM IMapoOM eJIeMEHATa CAAPIKA MPOU3BOI
MHBEP3a MPBOT W APYIOT, Ia je IPBO ata=c¢ec H, mame u3 Tora ale=a"'€ Husna
kpajy, (a=*)"tb=abc H.
3) = 1) Iowro je H menpa3san, mocmarpajMo Heko a € H. W3 ycaosa 3) umamo ma je
ouma u a~' € H, w noroBo mu3 3), mpousBox aa” ' = e Takobe mpumana H. 3maum, H campxn
HeyTpaJs rpymne (G, Kao U OPOM3BOAE U MHBEDP3€ CBUX CBOjUX ejeMeHara (TO je Gam ycios
3)), ma je, no neduHMIMjn, noarpyna rpyune G.

Ilakne, wenpaszaun nonckyn H ckyna G, rae je G rpyna, je moarpyna akkO 3aI0BOJbABA
jelaH Ol eKBUBAJIEHTHUX YCJIOBa 2) WM 3) IpeTXOnHOr TBphema, OJHOCHO aKo je 3aTBOPEH
38 MHO:KEH€ U MHBepTOBame (y mposepaMa lieTe KOPUCTUTH jeNaH Ol BUX, IO BOJLU). JaCHO
je Jma ako je omepaiuja rpyme O3HAUeHa AAUTHUBHO, YCJIOB 2) TJacu

a,be H = a—be H,

a ycioB 3)
a,be H = a+b,—a€ H.

[IpumeruMo ma je, Ha HUBOY CKyTOBa, ycJoB 3) exBuBasentan ca HH C H, H' C H, a
MOWTO Ce JaKo BUAM Ma OOpHyTe MHKIy3uje Baxke, omhe HH = H, H ' = H.

Cerumo ce u3 Jluneapre anreGpe ma je mpecek nBa IOTIPOCTOPA YBEK IOTIPOCTOP.
[[Tragumme, TO BaskM 3a MpeceK BMII0 KOMMKO (KOHAUHO UK GECKOHAUHO ) IOTIpOCTOpa (Ipecenn
HUKAJ HUCY "TpoOseMaTuyHu - KO Cy HEKU €JIEMEHTU Y IPECEKY, OHU CY Y CBUM CKyIOBUMA,
ONHOCHO airebapCKUM CTPYKTypaMa KOje YYeCTBYjy - WM3BPIIMMO OIepanujy yHyTap TUX
CTPYKTypa, Pe3yJiTaT je y CBAKOj Ol HWUX, U KOHAYHO, y Ipeceky!) AHaiorno, Basku:

Axo cy H u K noarpyne rpyue (G,-), onna je To u muxos npecek H N K. Vcro Baxu u 3a
Ipecek NPom3BOJbHE paMmuianje noarpyuna rpyme G.

- mpoBepuTe 3a Be:kOy, uma kom Hukoie

C nmpyre crpane, y Jluneapuoj anrebpu cMmo takobe mMasu na yHUja OBa TOTIPOCTOPA
HUje IOTIPOCTOp y oumTeM caydajy. IllTaBume, To Bakm caMo ako je jemaH oI BUX CaApKaH
y ApPyroM, OAHOCHO Kala je yHuja jenHaka Behem on mux. VCTO Bajku U 3a MOArPYIIE:

Ako cy H u K noarpyne rpyne (G,-), onna je To u muxoBa yuuja H UK ako u camo ako je
HCKum KCH

- mpoBepure 3a Be:xkOy, mma rox Hurome

3aT0 me(UHUIIEMO NPOM3BOL HOAIDYIA KAO HAajMamy HOArPYymy Koja canpsxku obe. (U
oBo cMo mMmasau y Jlumeapnoj anrebpu, neduHUCAJU CMO CyMy OBA MOTIPOCTOPA U TO j€
6uo HajMABmU IOTIPOCTOP Koju je canpskao oba.) Ilakue, ako cy H u K momrpyne rpyne G
(koja je oBme, KA0 U y IpeTxXOAHOM TBpDemy, 03HAUEHA MYJITUILIMKATUBHO, IPU YeMy 3HAK
omepanuje - M30CTaBbaMo) npoussod noarpyua H u K nepunumemo kao

HK ={hk:he H ke K}.



14

Teopema 0.5. Axo cy H u K nodepyne epyne (G,-), onda je mo u wuzos npoussod HK axxo
me nodepyne Komymupagy, mo jecm axo je HK = KH.

Jokas. Heka noarpyne H n K romyTmpajy. Ilokasumo na je omma HK jemma noarpyna
rpyne G. Heka cy hk u h'k’ npoussomun enementn uz HK. Tana je hkh'k' = hhkk' € HK
jep je hh € H u kk' € K (uckopumermmu cvo HEK = KH na exement kh' € KH 3ameHnMO
enementom hk € HK). Ilame, 3a hk € HK je (hk)™* = k~'h™' € KH = HK (oBze cmo
uckopuctwu ta h € H = h™' € H,xaoum k€ K = k! € K).

Heka je cama mpomssonq HK moarpyma rpyme G. To moBmaum na je 3aTBOpPEH 3a MHBED-
ToBame, To ject ma je (HK) ! = HK, omaocio K 'H™! = HK. Mebyrtum, H u K cy
moarpyne, na je H'=Hu K ' =K, aounau KH = HK. ]

Jlarpan:xoBa TeopeMa

Cpara monrpyna H rpyne G unaykyje jeqny pesanujy exkBuBaJieHuuje Ha ckyny G aedunH-
HUCAHY ca
a~pgb < o 'beH.

IIpoBepumo ma je oBO TayHO:

~lg = e € H, mTo je Tauno jep je H monrpyma m camp:ku

PepIEeKCUBHOCT: a4 ~g @ < a
HEyTpaJ

cumeTpudHOCT: A~ b & a lbe H & (a" b)) '=b"lacH & b~ya
TPAH3UTUBHOCT: a ~g b A b~gc & a 'beH A b lce H = a bbb lce H =
alceH = a~pgc

Haxrne, ~pg jecre jenmna exksuBajennuja. llra cy mene riace?
Co=a/ ~g={beG:b~ga}={beG:a'be Hy={beG:bcaH}=aH.

Cryn aH = {ah : h € H} 30Be ce aesu noaoxwcaj uma aesu xocem noarpyne H y rpynu G
KOjU CAIp:KM HATU €JIEMEHT a. J3HAMO ma 3a Kjlace OWJIO KOje eKBUBAJICHIje BAKU WU Oa
Cy jemHakKe wMiauW na Cy AUCjyHKTHE. Ilpum ToM cy jemHake akKO Cy HUXOBU MPEICTABHUIMN Y
penamnuju, omakie nobujamMo moTpebaH U AOBOJHAH YCJIOB 34 jJeAHAKOCT ABA KOCETA:

aH=bH < a'beH < beaH.

Iakne, nBa sneBa kocera noarpyne H cy jemHaka aKKO Ce€ HBUXOBU IPEICTABHUIU PAa3JIUKY]y

no ua emxement usz H. IloceGuo je aH = H < a € H. Ako cy mBa kocera pa3auuura, OHU CY

1 qucjyHKTHU, 1 rpyna (G je jemHaka OUC]YHKTHO] YHUJU CBUX PA3IUYUTUX JIEBUX MOJIOMKA]A

6uno koje mene noarpyne H. Kommunuuen ckyn G/ ~g hemo osmauasaru ca Gp(H).
CnuyHo neUHUIIEMO U HeCHE KOCEeTe, CAMO IITO MOJAa3UMO O Pesaluje

a~b & ba~teH.

Komumunnuku cxyn G/ ~ fiemo oBne oznauasatu ca Gp(H) = {Ha : a € G}.
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IIpumeTumo na BasKku

Ha=Hb < o 'H=0b"'H,

na je ca f(Ha) = a~'H nepurucana Oujermuja ckyma CBUX mAecHUX moioskaja Gp(H) mon-
rpyne H Ha ckyn cBux sesux monoskaja Gp(H). Iakie, oBa OBa CKyla Cy UCTE KapIUHAJI-
HOCTH.

AKO Cy T; CKyNIOBM KOHAUHU, OPOj eneMeHaTa GMIIo KOT 01 BUX 30BEeMO uNJeKkc MOATPYIIe
H y rpynu G u o3nauaBamo [G : H|. Iaxkue,

(G H| = [GL(H)| = |Gp(H)|.

Y cynporHoMm 3a moarpyny H kaxkemo na je beckonaunoz underxca y rpynu G. Ha mpumep,
[Z :2Z]) =2, nox je SL(n,R) 6eckonaunor unnexca y GL(n,R).

Teopema 0.6. (Jlarpam:xoBa Teopema) Ped 6uno xoje nodepyne H xonaune epyne G deau peod
me 2pyne u eaxncu

G| = [H]|-[G: H].

Iloka3. KoucraroBanau cmo Beh ma je rpyma (G OUCjyHKTHA YHUjA CBUX PA3IUYUTUX JIEBUX
nonokaja mare nmoarpyne H. Ilpumerumo na cy cBu ckymoBu aH mcToOpOjHU U HUXOBA Kap-
IWHAJHOCT jenHaka je kapauuagHoctu came nmoarpyme H. To je jacHo jep je mpecamraBame
f:+ H — aH nmaro ca f(z) = ax 6ujernuja ( f(z) = f(y) = ax = ay u TOMHOKHMO CleBa
UBEP30M ejieMeHTa @ na nobujemo x =y - f je '1-1’; 3a maro ax € aH, eneMeHT T ce CiIUKa
y mera nomohiy f, ma je f u 'ma’. Ilakiue, 6poj aeBux monoxkaja moarpyune H je [G: H|, a 'y
cBakoM on mux uMa |H| enemenara, na je |G| = |H| - [G : H]. O

IIperxonna Teopema He TBpAM na 3a CBaKM OPOj KOjU [eau pen KOHAUYHE I'PyIe, OHA MMa
noArpymy maror pena, Beli camo maje rammumare 3a pen Te moarpyme. Ha mpumep, rpyma
pena 40 curypHO HeMa NOATPYIY pena 7, NOK NOArPYIY pena 8 MOe, ajil He MOpa Oa UMa
(Bumehemo ma 3a Heke mocebHe kiace rpyna Basku u Taj ' obpuyTy Jlarpamk”).

JlarpamkoBy TeopeMy KOPUCTUMO Aa OIPEAUMO MHIEKC maTe nmoarpyne. Ha mpumep, mHIEKC

noarpymne R, cauummene ox poraunuja, y rpymu D, je [D, : R,] = 27—? =2.

0.3.3 Pen enemenra y rpynu

Heka je G rpyna u a npousBoman enemenT u3 G. Iluramo ce mra je MUHMMAJIHA MOArPYyIA
on GG KOja caap:Ku Taj €JIEeMEeHT?!

Hamomena 0.25. Axko je S 6uio kxoju moackyn rpyme G (TO jecT HEHOI CKyla HOCAda),
IUTAMO Ce Ia JIU IOCTOju MUHUMaJHa noarpyna on G koja canpsxu S. Heka je g pamunauja
cBux monrpyna ox G koje canpske Taj ckyn S. Tpaskena noarpyna he ynpaso 6Gutu mpecek
damunuje Ilg. Oszmaunhemo je ca H =< S >. CBu enementu nu3 H he Outu tavyno obGauka
a = aiag---a,, rme jen € N, a; € SUS™! (a; je uz S unu je meros umseps u3 S). 3a
noarpymy H raxemo ma je eenepucana youenum ckynom S u mumemo H = (S). Axko je cryn
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S komauan, S = {a1,a2,...,0n} U, JODATHO, HEIOBU €JIEMEHTH KOMYTUDA]Y, CBAKA €JIEMEHT
u3 (S) je obaura

_ k1 k km
a=ay'ay’---aym, k € Z.

MoskeMo ma uX rpymnuimeMo jep je a;a; = a;a;, a OOIYIITAMO Ha C€ HEeKM He IojaBJbyje
j i,

Yy KOHKPETHOM eJIEMEHTY THUMe CTO HeroB ekcnoneHT Oyge 0). Ako je omepamuja y rpymnu

O3HAUEHa AMUTUBHO, MIPETXOAHU yCJOB IJIACK

a = kiay + koas + - - + kmam, (ki € Z).

(OBo mac, csakako, nmouceha ma guHeapHy KOMOUHAIM]Y HAJ BEKTOPUMA 1,d2, ..., dn KOJY
¢MO mpomuie roauie nMaiau y Jluneapuoj aare6pu).

IIpumep 0.26. Z = (1), Z,, = (1), nok Q Hema HujenaH KOHAYAH CKyI reHepaTopa (IpoBepuTe
- MOTY JIX C€ CBU PAa3JIOMIU AOOUTU KAO JUHEaApHEe KOMOUWHAIMje KOHAYHO HUX, Ca IeI00po-
jHIM KoeduumjenTIMAa?)

]D)n = <P70'>; V4 = <a7b>7 Q8 = <i7ja k>

Bparumo ce ma nouerno nutame. Ilakae, 3a 3amatu eseMenT a € G, Tpaxumo (a). U3
neduHUNTjE je
(a) ={a™ :m € Z}.

IImramo ce nma nm je oBa moArpyna KOHaYHA MIM O€CKOHaYHA, 3aIpaBO Pa3jIMKYjeMO Ta IBa
crIydJaja.

Jacuo je ma ako mMeDy cremenuMa eseMeHTa a HEMA jeQHAKUX, HOArDPYyIa (a) je GECKOHAUHA.

Ia Buanmo mTa ce memasa ako je a” = a® 3a 6ap jeman map pa3iIMUUTUX [eJux OpojeBa 7, s.
Axo je r > s, ogaocHO 7 — s > 0, u3 @'~ ° = e cieau ma MOCTOjU U HAjMaHmU Tpuponan 6poj k
3a Koju je a* = e. Y Tom camyuajy he k Gutm ympaso pen moarpyme (a), a TuMe u

(a) = {e,a,d?,...,a" "1}

3amTo 0BO Basku?! -Y3MuMo IpousBossaH a™ € (a). Ty je m € Z, na ra MOKEMO €yKIUICKU
nomenuru ca k. Jobuhemo m = kq + r, mpu uemy je 0 < r < k. Ilomro je a® = e, umamo

crnenehu U3 jemnakocTn

a™ = akq+T — akqar _ (ak)qar — elg" = ar7
IITO 3HAUM [a jé CBAKU CTEIEeH eJIeMEHTa ¢ jeJHAK HEKOM OX IpBux k, omakie je (a) =
{e,a,a?,...,a" '}, Tlpumerumo Takobe m ma mMebhy OBUM eleMeHTHMMA HeMa jeTHAKHX, jep
ako 6w BaxkmIo ma je a' = a’ 3a mexe 0 < i,j < k, i # j onga 6ucmo mobunu ma je al = e u 3a
Hero 0 <!l <k (l=i—juml=j—1), mro je y CYIPOTHOCTH Ca YCJIOBOM fa je k HajMamu
TakaB Opoj.

3maun, ako je (a) KOHAuUHA, HEH PeJ je HajMamy TpUpoaaH 6poj k 3a kxoju je a* = e. Taj

6poj 30BeMO ped camor eneMenta a y rpynu G u o3HavaBamo ca w(a).

Hepuaumuja 0.19. Ped esemenma a y rpynu G je HajMamu npuponaH Opoj k 3a koju je

a® = e. Ako TakaB Gpoj He mOCTOjU, KaskeMO 1a je a beckonaunoz peda y rpyma G.
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W3 ropmux uzBobhema je jacHO ma Baku
am"=e & w(a)|m.

-Jacuo je ma axo je k = w(a) u m = kq, onna je a™ = a*? = (a¥)9 = e. C mpyre crpane, axo je
a™ = e, mogemwhemo omeT m eykmuAckn ca k = w(a) u mobutu e = a™ = a1t = (a¥)%a" = a",
rae je 0 <r < k. Oner u3z nepunuIyje pema eJreMeHTa, 3aK/bydyjeMo Oa je 0BO Moryhe camo
3a r =0, omHOCHO 3a M = kq.

Ounrnenuo je na ako je cama rpyna G KOHAYHOI pena, OHAA je TO M CBAKWA OX HHEHUX
esemenara. Takobe, momro je pex rpyne nemus pefoM HOArpyIe (a) KOJU je 0o AepuHunmju
jenHak pemy eseMeHTa a, u3 JlarpamxoBe TeopeMe Clenu a PEeX eJIeMeHTa Neu PEeX IPYIeE,
OJTHOCHO

Gl =n = w(a)|n,

kao u a" = e 3a cBako a € G. (IloceBHO, aKo je pex rpyme mpoct Gpoj, TO BaKM U 3a Pel
CBaKOT HEHOI eJIEMEHTa OCUM HeyTpaua, na je (a) = G.)

Ha kpajy, moBesahemo pen mpomsBoma IBa eJIeMeHTa Ca HBUXOBUM pPeIoBUMa. JacHO je,
u3 npasuia o creneny npoussoga ((ab)™ = a™b™ ako je ab = ba, unaue je (ab)™ = abab- - - ab),
na je To Moryhe caMoO akKO TU €JIeMEHTH KOMYTHUPA]y.

Teopema 0.7. Axo cy a u b 6uno xoju eaemenmu epyne G u e men neympan. Axo je ab = ba u
(a) N {by = {e}, onda je w(ab) = NZS(w(a),w(d)).

Hoxa3s. Heka je w(ab) =k, w(a) =m, w(b) =nu NZS(w(a),w(b)) = s. Tpeba norazaru na je
k = s. Ilpso, u3 ab = ba cnemn (ab)® = a®b®, a KaKo je HajMAKU 3aje MHUYKU CANP/KAJIAI IBA
6poja memums cBakuM on mux, 6whe (ab)® = a*b® = (a™)m (b")n = emen = e, omaKITe Ciemn
na k| s. Tpeba mokazatu na Baku u OOPHYTO.

Wwmamo (ab)* = e (jep je k = w(ab)), ommocro a*b* = e (jep xomyrtupajy), a oBo je mame
exBuBaseHTHO ca a® = b~%. Tako cMO HOOGMIM eleMEeHT KOoju je y IpPeceKy MOoArpyIla reHep-
ucammx ca a u b (a¥ € (a), a b=F € (b)), ma je a* = b=* = e, ommocno a¥ = e u V¥ = e (u3
b=F = e cnemu na je m meros wHBep3 jennax meyrpadty, b = (b=F)71). Cana, us af = e ciemm
nmam |k, u3 b*¥ = e cnemn ma n | k, na onga u HajMamu G6pOj y KOM Cy CAAP/HKAHU M U N AEIU
k, To jecr s | k.

Ha kpajy, u3 k | s u s | k u Tora mro cy oba npupoxan Gpojesu, 3akmpydyjeMo k = s. ]

ITocnemuma: Axko cy a u b 6uno kKoju emementu rpyne G KOju KOMYTUPAjy U UUjU CY
penosu ysajamMHO mpoctu, ouzaa je w(ab) = w(a)w(d).

0.3.4 Xomomop¢m3Mu rpyna

Mmanu cmo Beh y yBOmHOj nekmmju ma je xomomMopdm3aMm jenHe anredapcre CTPYKTYpe y
Opyry Koja je UCTOr TUIa, CBAKO IPECIVKABAaKke HBUXOBUX CKYyINOBa-HOCAYA KOje Ce CIaiKe
ca CBUM IapoBMMa OArOBapajynux omepamuja TUX CTPYKTypa. & CKIaAy ca TUM HUMaMO
crnenehy nepmanrnmjy:
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Iedununuja 0.20. Xomomopdusam rpyne (G, *,71 e) y rpymy (K,0,~ ) je cBako mpeciuxa-
Bame f: G — K Koje 3am0BOJbaBa yCIOBE:

1) flaxb) = f(a)o f(b),

2) fle) =e¢,

3) fla™h) = fa)~.

Ncnocrasma ce na ¢y y IPeTXOMHO] AePUHANMIU yCIOBU 2) u 3) mocienuna yciaosa 1)
(v HApaBHO, aKCHOMA Ipyme):
IpBO, U3 €% € = e U npojacka f Kpo3 OumHapHy omepamujy, nobujamo f(e)o f(e) = f(e) -
0BO je jemHakocT y rpynu K u 3HaMO Ia By UCIYHAaBa jeIUHO HeyTpaJs Te rpyne (rox =x
NOMHOKMMO CJIEBA MHBEP30M O & U HO0UjeMo na je = jenHak HeyTpauay). Omasne je f(e) = e.
Cana, u3 akcuome mHBep3a a*a ! = e, mpumenoM f mobujamo f(a)o f(a~!) = f(e), ommocno
f(a)o f(a=t) =&, mro, mo akcuomm mmBep3a y rpym K 3naum ma je f(a=!) = (f(a))™.
Haxrne, npecaukaBame f: G — K je xomomopduzam rpyne G y rpyny K akko je cariacHo
ca mapoM BUXOBUX ODMHADHUX OIepaluja.

[MIra MokeMO nma Ka)kKeMO O Be3M pela HEKOI eJEeMEHTA UM HEroBe CIMKEe IPU XOMOMOD-
¢uzmy? Baskmu:

Axo je ememenT a kKoHauHor pena y rpymu G, ouga je u f(a) komaunor pema y rpyma K u
w(f(a)) |w(a) (pen ciuke memu pen ereMeHTa).

-Kpernmo ox a¥(®) = e u npumennmo f. Hobujamo f(a®(®) = f(e) = ¢, ommocuo f(a)?(® =¢
mro rayno 3Hauu xa w(f(a)) | w(a).

Ako je mpeciukaBame [ uHjeknuja, a u f(a) cy ucror pena.

IMpuMeTuMo Ha Kpajy Oa je KOMIO3UIMja IBa XOMOMOPQU3Ma omeT XoMoMopdusaMm (umaiu
c¢Mo mpomuie roguue y JluHeapHO] aare0pu KOMIO3WIU]Y [OBA JIMHEADHA IPECIUKABANmA) U
Ia je nHBep3 OUjeKTUBHOI XOMOMOD(u3Ma Takobhe xomoMopdusam (OmeT AHAIOIHO BAKUA 34
omeparope):

1) Akocy f: G — K u g: K — L, penom, xomomoppusmu rpyne (G, *) y (K, *), 0QHOCHO
(K,*) y (L,o), ouma je go f: G — L xomomopdusam rpyune G y rpyny L.

2) Ako je f: G — K xoMoMOp¢u3aM Ipymna Koju je mHBep3ubuiaan (nakie, OUjeKTUBAH),
oHza je u meros musep3 f!: K — G xomMoMopdusam rpyma.

VHujexkTuBHEE XOMOMOP(}U3IME 30BEMO MOHOMOP(U3MY, CYPjEKTUBHE eNUMODP(PU3MU, OUjeKTUBHE
uzomopousmu. Axo je f: G — K 6umo koju uzomopouszam rpyme G Ha rpyny K, tana je
U BEroB WHBepP3 jemaH m3oMmopowusam rpyme K wHa rpyny G. 3a rpyny G kaxkemo na je
usomopgpra rpymu K m mumemo G = K aro mocroju 6ap jemam msomopdmzam f : G —
K. W3meby m3oMop¢HUX Ipyna HeMa CYNITMHCKAX PAa3juKa, U3y3uMajyhu came mpupone
BUXOBUX OOjekara, IIa UX YeCTO IoucToBehyjemo.

Xomomopouzmu rpyne Gy my camy 30By ce eHnoMopdusMu, a nzoMopdusmu rpyne G meHn
ayromopusmu. Cryn cBux enmomopduszama rpyme G ozmauaBahemo ca End(G). Ilpume-
TAMO 74 je TO jelaH MOHOWZ y OJHOCY HA KOMIO3WIWMjy npeciukaBama, (End(G),o,idg), nok
je CKyn mHBep3MOWIHUX eseMeHaTa oBor MoHomza End(G)* ympaso rpyma ayromopdusama

rpyne G, Aut(QG).

IIpumep 0.27. Nzomopduzam S3 = D3 nobujamMo TAKO MTO O3HAUMMO TEMEHA MPABUJIHOL
Tpoyraa ca 1,2, 3 u npaTuMo mTa ce gJecaBa KaJ IPUMEHUMO CBE POTAIje M OCHE CUMETPU]E.
C npyre crpame, nuzomopduszam Aut(S3) = S3 mobujamo mparehwu mra cy moryhu pemosu
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eJIeMeHaTa IPUIIMKOM CIHKamka ayToMopdm3MoM (M30MOp(PH3aM MOpa A& UyBa pel CBAKOD
esemenTal)

0.3.5 IMurmuuae rpyue

CBE 13 HUKOJIMHE CKPUIITE, 1 CAMO TO

Hepuuumuja 0.21. 3a rpyny G KaxkeMO na je yukAuuHG aKo MMa 0ap jeIHy jeqHOUTIAHY
reHepaTpucy, To ject 6ap jemaH eJIeMeHT a 3a KOju je

G={(a)y={a™:mecZ}

Cpaka IUKJINYHA IPyNa je KOMYTATUBHA U y CIyYajy Kala je KOHAUHA, IHEH Pel je YyIpaBo
pen O6mIIO KOT O H-€HUX I'eHepaTopa.
Ako je rpyna G o3HaUYeHA aIUTUBHO, yMECTO ¢ MUIIEMO Ma, Ha je OHIA

G = (a) = {ma :m € Z}.

ITpumep 0.28. AnurusBma rpyna 7Z je mukAW4YHAa U ca reeparopoMm a = 1. To Baxku u 3a
CBaKy O aOUTUBHUX Tpymna Z,, camo mTo je Z OeCKOHAUHAa, a OBE OCTAaJie KOHAUYHE U pena
n.

Kon Hurone cy mokasana ciaemeha tBpbhemas:

Teopema [3anarar 19 kox Hurosne]: Caka muknaudusa rpyna je m30MOpQHA Uiau rpynn Z
UIM TAYHO jenHoj on rpyua Z,. llocebHo, nBe murauyHe rpyle cy M30MODP(HE aKO U CaMO
aKO Cy HUCTOI pela.

Teopema[3anarak 20 kox Hurone|: Csaka moarpyna nukaumane rpyne G je takobe mmk-
JIUYHA.

Teopema[3anarak 21 kon Huromne]: Axo je G KOHaAUHA MUKJIMYHA TPyTa PeAa N, Tala 3a
CBAKU IMPUPOIaH 6poj m Koju menu n, rpyna G UMa TauyHO jenHy MOATPYIY pena m.

Teopema [3anarakx 22 roxm Hwukomne]: Aro je G mukawuHa Tpyma pena n TeHEPUCAHA
eJIEMEHTOM a, OHIA CBaku ejeMeHT a® rakobe remepume rpymy G ako u camo ako cy n u k
y3ajaMHO TPOCTHU.

0.3.6 CumerpuuHa rpymna

Nmamu cmo Beh ma je ckyn Sy cBux mepmyrtamuja (6ujekmuja X — X ) mempasuor ckyna X
rpylna y OmHOCY Ha BUXOBY KoMmmosunujy (caarame). Ta rpyma ce 30Be cuMempuyha zpyna
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ckynma X. YwMmecto yobuuajeHuM oO3HAKaMa 3a (YHKIHUje, mepMyTainuje heMo O3HadaBaTy
TPYKUM CJIOBUMA T, 0,0, T .... 3HAUA] CUMETPUYHE IPyIe y Pa3HUM 00JIaCTAMa MAaTEMaTHUKE
je orpomat, a HmEHY BajKHOCT y Teopuju rpyma nokasyje KejnujeBa teopema

Teopema 0.8. Csaxa zpyna G je uzomopdra nexoj nodepynu cumempuune zpyne Sg weroz ckyna-
nocawa G.

Iokasz. CsaroMm enementy g € G npunpy:xuhemo nepmyranunjy m, € Si, onpebeny ca my(z) =
gr. 3a mouerak Tpeba IPOBEPUTH Ha CMO 3aKUCTA AOOUIM MEPMYTAIN)y, OJHOCHO OUjeKIujy
cryma G: 7y je "1-17 jep my(x) = me(y) & gr =gy & g '(g2) =g gy) & (97'9)z =
(97'9)y & ex=ey & x=y

Tgje ma’ jepy=my(z) & y=gz & g ly= g (gx) & gly=(g"9)r & g ly=ex &
r = g~'y. Ilakne, 3a cBako g € G npeciukaBame 7, je mepMmyramija u3z Sg. Cana Tpeba
HOKa3aTy Ja je npuapyxusame ¢ : G — Sg nepunncano ca ¢(g) = m, jemaH XoMOMOpPQu3am
rpyua G u Sg: ¢(glg2) = Tgigs = Mgy O Tgy = ¢(gl) o ¢(92) jep ﬂ-glgz(x) = (9192)3j = 91(92'1:) =
gy (g (2)) = (g, 07y, ) () 30 cBO 7 € G O

Ako cy ckymosu X m Y uCTOGPOjHM, HUXOBE CUMETPUYHE TpDyle Ccy m3oMopdue (aro
je f+ X — Y obujerumja roja nmorBpbhyje mcTy KapaumHAIHOCT CKynmoBa X u Y, OHIa je
npeciukasame F : Sx — Sy ompebeno ca F(n) = fomo f~! jemam msomopdusam oBux
cuMerpuunux rpyna). Onaszpe ciequ na je CUMETPUYHA FPyHa OUIIO0 KOI KOHAYHOL CKyIa Ca
n eyleMeHaTa M30MODP(HA cUMeTPUYHO]j rpynu ckyna {1,2,...,n}. I'pymy S{1,2,...,n} O3HAUABAMO
ca S, u 30BeMO cumempuyna epyna cmenena n. OHa je pena n! u Huje KOMyTaTUBHA 3a N > 3.

ITepmyTanuje hiemo noucrosehnsatu ca ypeherum n-TopkaMa BUXOBUX BPEIHOCTH, OIHOCHO
ako je m(i) = a; 3a i € {1,2,...,n}, nucahemo 7 = (a1, as,...,a,). MeDyrum, u3 osor 3amuca
He BUAMMO NOBOJLHO (Ha mpuMep, HE MOKEMO OIMaxX Ha OAPEeANMO PeJ MEPMYTANWje T, UK
13 Ka)KeMO HEINTO BUINE O H:0j). 3aTo mOCMaTpaMo mocebHe BPCTe IMepMyTaluja.

Hedpunnmnuja 0.22. [lepmyramuja m € S, je yurayc dyxmcune k axo 3a k enemenara aj, az, . . ., ak
n3 {1,2,...,n} Baxkn na je w(a1) = az, w(az) = as,..., w(ag—1) = ak, w(ar) = a1, a 3a cBe
j € {1,2,...,71}\{01,02,...,ak} je ’/T(j) :j

OBaras murixyc hemo osmauasatu ca ™ = [ay,ag,...,a;]. IIpumernmo Takobe na metu nmk-

JIyC MOYKEMO 3alliCaTv Ha BUIIE HaYWHAa:

|—a17a23"'?a’kJ = [a27a37"'7ak7a1J = |—a3aa4a"'7a’k7al7a2J == [akaalaaQ?"'va’k—lJ-
Crym {a1,as,...,a} 30BEMO HOCAY TUMRIYCA.
Jacro je na je 7F = momo---om = id u na je k HajMamu TakaB O6pOj. SaKmydyjeMo ma

je oysKMHa IUMKJIyCca 3alpaBo HEroB pen y rpynu S,. Tarobe, u3 came nepurunnuje nuxiayca
cllelM Ma ce HeroB MHBEp3 JaKO padyHa, ' = [a, ar_1,...,a2,a1].

Jemmounany MUKIycu ce mMoAymapajy ca UICHTUYHOM MEePMYyTAlUjoOM, Ma UX He IUIEMO
KaJ padyHaMo ca mepmytamujama. O3HauaBaMo ux HOHEKan || (mo moroBopy, HeyTpasd y
CUMETPUYHO] TPy O3HAYABAMO YTJIIABHOM ca ¢; makie, id = [| = ¢). C mpyre crpame,
IOBOYJIAHY IUKJIYCU UMajy noceban 3Hauvaj. 30By ce mpancnoszuyuje . CBaKU IMUKIYC Oy/KUHE
k je nmpoumsBon k — 1 Tpaucnosumnuja. OBO ce JakO NPOBEPU:

[01,02, .- 'aakJ = (leCLzJ [02,03J [ak—l,akJ~

(oBbpaTuTe maskmy Ia Ha NECHO] CTpaHu Tpeba na MHOMKUTE 3MeCHA yJIeBO). 3a Taj HUKIYC
KayKeMO [l je napak, OMHOCHO Henapan, ako je To um 6poj k — 1 (jemma Tpamcnosunuja je
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HemapHa, TPOM3BOJ ABe Mapad uTx). Ilpm ToMm, meo 6poj sgnm = (—1)*~! zoBe ce znax
yukayca (ma mpumep, sgnla,b] = —1, nok sgnfa,b,c] =1 ).

3a [OBa IUKIyCca KAKEMO Oa Cy Oucjynkmha akO Cy TaKBU M BUX0BM Hocauu. Ilomro
Cce eJeMEHTU KOje TH IUKIYyCHU IIOMepajy He IOKJIAIajy, jaCHO je Aa NUCjYHKTHU IUKJIYCH
KOMYTHUPAa]y.

Teopema 0.9. Cseakxa nepmymayuja T # € u3 Sy, ce MONCE PAZAOACUMAU KA NPOU3BO0D OUCTYHKM-
HUT YUKAYCA, U MU YuKAYCU cy o0pehenu jednosnauno 00 Ha wuros pedocael.

Joka3. [lomro 7 HUje maeHTHMUHA TEPMyTalja, MOCTOjU Gap jedaH €JEeMeHT a1 3a KOju je
m(a1) # a1. Hera je m(a1) = ag. 3amodynuMo mUKIYC [a1,ds,...] Uy Bera pefoM yIUIIAMO
CBe eJeMeHTe Koje nobujamo om aj, omHocHO m(ay), 3a i = 0,1,2,.... Y jemHoMm TpeHyTKy
hemo moHOBO MO6GUTH a1 jep ce HaTa3MMO y KOHaWHOM ckymy. Ako je 7%(ay) = a; u 7' (ay) =
a;41 # a1 3a cBe 1 <i < k— 1, npuMeTuMo [a ce mepMyTalrja T HOKJIANa Ca IMUKIYCOM T =
[a1,a9,...,ak_1,a;| HA BerosoM Hocauy. Cana HacraBbaMo masbe. Ako y ckymy {1,2,....,n}\
{a1,a9,...,ak_1,a;} UMa eseMeHara Koje T He QUKCUPA, Y3MEMO jelaH O WUX, by, U HmUMe
3aII0YHEMO HOBU NMUKJAYC. Taj muriyc he curypHo OUTH OUCjYHKTAH Ca IMUKIYCOM 71 jep 71
canpsu cse cremere m(ay) 3a i =0,1,2,... ¥ TAYHO HUX.

OBaj mporec npaB/bema HOBUX IUKIyca Ne ce y jeIHOM TPEeHYTKY 3aBPIIUTHU 360T KOHAUHOCTH
crkyna {1,2,...,n}. AKO cCMO HOOWIN LUKIYCE T1, T2, ..., Ty, TBPAUMO O je

T =TT Tm-

OBo je TauvHO jep ce T ca CBAKKMM OJ OBUX HUKJYCA MOKJANA HA HENOBOM HOCAUY, & BaH TOT
HOCaYa IUKIYyC (PUKCHpA OCTaje eJeMeHTe IOK MX HEKW NPYTI'U HUKJIYC IoMepa MCTO Kao U
m. 3a eJieMeHTe Koje T He IOMepa BaKM Ja UX U MPOU3BOL M7 - - - T, purcupa. Ha kpajy,
[IOIITO Cy CBY NUKIYCU Yy TOPHOj MEKOMIO3UNUju MeDycOOHO MUCjyHKTHU, OHU KOMYTUDPA]Y,
a BUXOB PEIOCIEN HUje BAKAH. O

3amTo je IpeTXoqHO pasiiarame Tako Baskao! Vmasu cMmo TBpheme na ako mBa ejemMeHTa
rpyne KOMyTHPajy W IPU TOM Ce HOArPYyIle I'eHepUCame HBUMa TPUBUjaJIHO CEKy, OHIA je
pen mpou3BOJIa TUX €JeMEeHATa jeIHAK HAjMAameM 3aj€IHUYKOM CAAP:KUOIY IUXOBUX PEIOBA.
OBO ce MHOYKIMjOM JIAKO YOIIITaBa HA MPOMU3BOM KOHAUHO ejeMmeHara. llpmmermmo ma cy
OBU YCJIOBU WUCIYHEHU 3a AUC]YHKTHE IUKIyCE Y MEKOMIIO3UNUjU IPOU3BOJHHE MEPMYTAII]E.
Ilakne, ako je m = mmy--- Ty, OPEACTAB/bAKE IEPMyTAIHje KAO OPOM3BOIA IUCjYHKTHUX
NUKJIyCca, pel Te NepMyTalldje je HajMakbU 3aje THUYKU CAIP:KAJall Oy:KWHA TUX IIUKIYCA.

IMomohy pasmarama Ha IUCjyHKTHE NUKIyce NeUHUIIEMO U 3HAK mepMmyTammje. Beh cmo
neduHUCAIN 3HAK NUKIyca myxuHe k kao (—1)F1,

Hepuuumuja 0.23. Ako je m = mimg - - - Ty, JEKOMIIO3UIKjA IEPMYyTANAje T € S, HA TPOU3BOL
IVCjYHKTHUX MUKIYCA, VKBYUY]yNU 1 jeAHOUIAHE, 3HAK NEPMYymMayuje 7 je TPOU3BOA 3HAKOBA
CBUX MIUCjYHKTHUX IUKJIYCa 7; KOjU YYECTBY]y Yy OBOM Da3jaramy, OITHOCHO

sgnm = (—=1)"7™.
Axo je sgnm = 1, 3a mepMmyTainujy 7 KaKeMO 1a je napHa, a ako je sgnm = —1, na je nenapma.

Teopema 0.10. Axo cy m,0 € S,, dge nepmymayuje, onoda je

sgn(om) = sgnosgnr.
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Hoxa3. IlokazaheMo mpBO ma ropma jeTHAKOCT BaKHU ako je o = [a,b| Hera Tpamcmosm-
nuja, omHocHo ma je sgn([a,b|m) = —sgnw. Hekra je m = mimy -« Ty AEKOMIO3UNUjA TED-
MyTaluje T Ha OPOU3BOJ AUCjYHKTHUX IUKJIyCa, IIe Cy yKbydeHu u jenHounanu. Ilocroje
nBe MoryhHoCTHI:

1) ako ememenTr @ u b mpumagajy HOCady MCTOT NUKJIYCA U3 T, HA TIpuMep 71 (AWC]yHKTHU
[UKJIYCH KOMyTHPAajy, Ia Taj KoOMe IPUNanajy a u b MOKEeMO DOBECTH Ha IPBO MeCTO), OHIA
je

om = [a,b]|[a,c1,. .., ¢k, b,d1,. ... di| = [a,c1,. .0 cr]b,dy, ... di],

MITO 3HAYM & O UMa YKYITHO M + 1 MUCjYHKTHUX IUKIyCa, 33 jeJaH BUIIE HETO T, Ia UMA]y

cymporre 3HaKoBe (sgn(om) = (—=1)""""1 = —(—1)""™ = sgnn).

2) ako ejeMeHTH @ W b mpUNanajy HOCAYMMA DA3JIMYNATHAX MUKIYCA U3 T, Ha MPUMED 7] =
[a,c1,...,ck] u o = [b,dy,...,d;], ouma je om = [a,b|[a,c1,...,ck|[b,dr,...,di]7s T,
OmHOCHO o7 = [a,c¢1,...,Ck,b,dy, ..., d;|73 Ty je mpomsBon m — 1 AWMCjYHKTHUX TUKIyca,

Ma ¥ yOBOM CJIydajy WMMa 3HAK CYNPOTaH oJ 3Haka mepmyTanuje 7 (sgn(om) = (—1)"" "+ =
—(=1)"™ = sgnm).

Axo je cama o mpouM3BOJLHA INepMyTaluja, HamucalieMo je mMpBO Kao MPOU3BOJ HEKUX
Tpancmosunuja (TO MOMKEMO jep je CBaka MepMyTanuja MPOU3BOM IUKIYCa, 4 CBAKA IUK-
JyC TPOU3BOMA TPAHCIO3WIMja), KOjUX MMa Ha HOPUMep 7, ma OpBo mobujamo ma je sgno =
(=1)" (mo mpeTrxoaHOM, MHOKEH:€ JeJHOM TPAHCIO3UIX]OM jeJIHOM IMPOMEHU 3HAK), a OHIA U
sgn(om) = sgnosgnr. O

[Tocmenuua mperxonHe TeopeMe je na je mepMyTanuja m € S, IDapHa aKKO je IPOU3BOL
nmapHor 6poja Tpancrnosunuja. Taxkobe, u3 me ciean ma akKo UMaMO IBE MapHe MepMyTaluje,
U BUXOB MPOM3BOL he OWTM mapHa mepMyTanuja. Kako je mmeHTUTETa HapHA, a WHBEP3
nmepMyTalunje T UMa WUCTU ODJUK KA0 7 y CMUCIY IUKJINYHE TEKOMIIO3UIU]jE, 3aKJbYUyjeMO
Ia CKyI CBUX MapHUX INEepMyTallvja U3 S, YMHU jeaHy noArpymy te rpyme. ObemeskaBamo je
ca A, u 3oBeMmo aameprupajyha epyna cmenena n. Ona je pena %’ jep mapHUX U HEmapHUX
nepmyTtanuja y S, uMma jeqnaro (Ha npuMmep, npecaukasame f(mw) = [a,b|7 je jenna Gujeruuja
A, = S\ Ay).

Ha kpajy map peum o KOHJyroBamy y rpynu S,. Y 6umiao kojoj rpynu GG 3a ejemeHTe a U
b KasKeMo Ia Cy KOM)y208anu akKo MOcToju edeMenT g € G 3a koju je b = g~ lag. Komjyrosamu
eJIEMEHTU Cy WCTUX DPENoBa W [0 CBEMY Cy CJIWYHM (CBE ITO PAIUMO Ca G PAIUMO U Ca
b, camo momumemo g~ ! m g ca cTpame - ceTmTe ce CAMYHUX MATPUIA O MpOMLIe romaHe!).
VcmocraBspa ce ma ce KOHJyraT IMUKIyca BeoMma jako onpebyje. Baxkm

p’—alva@v s 7akjp_1 = fp(a1)7p(a2), s ,P(ak)J~

(OBO ce mpoBepu: Ha HOCAUy NMKIyCa HA JECHOj CTPAHW jeIHAKOCTH, JIEBA CTPAHA IPBO

nomohy p~! crkmme TO p, a omma "mpomeTra’ egeMeHTe Kako MUKIYC [ai,as, ..., a)| HaTake u
Ha Kpajy UM AOIa p - UCTO IITO yPaOU W JIEBA; BAH HOCAYA IUKJIyCa HA NECHO] CTPaHU, OH
je mImeHTUTeTA, 4 TO jeé U HPECIUKABAKE HA JIEBOj CTPAHU, jep UUKIYC a1, ds, ..., ax| moMepa
caMo eJleMeHTe KOju Cy y HeMy, TO jecT oHe Koje p~ ! ybamu y ckym {ai,as,...,ax}).

Kao mociemuny oBe jemmakocTtu mobumjamMo Ja ce W KOHJyraT IEepMyTAIlrje KOja je mpeacTaBi-
jeHa Kao MpOM3BOM AVIC]YHKTHUX IIUKJIYCA JIAKO PAUyHA:

PTITY T L = prip” pmap e pmp !

u ouna p "ybe” y cBaku mukiyc m;.
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OBo 3uaun na cy cse Mmehycobuo koHjyroBase nepmyranuje ”ucror obauka” (kKaske ce U UCTOT
TUNDA) Y CMHUCILY Aa MMajy jelHak OpOj IMUKIyCa WUCTe Ly:KUHE Y CBOJUM IEKOMIIO3UIVjaMa
Ha aucjyHkTHe mwmkiayce. (Bamu m 0oOpHYTO: aKO Cy ABe IepMyTalje MCTOI THIA, OHEe
Mopajy ma Oyny konjyrosane! OGjacuuliemo Ha mpumepy: Heka cy m = [1,2,3,4|[5,6,7] u
o=1[2,5,7,3][1,4,6]; mra je p 3a xoje je prp~! = 0?7 3mamo ma je

prp~ " = [p(1), p(2), p(3), p(4)] [p(5), p(6), p(7)]

1 OHZAa y3M€eMO, Ha IIPUMEP

p(1) =2,p(2) =5,p(3) =7,p(4) =3,p(5) = 1,p(6) = 4,p(7) = 6.)

Iakme, nBe mepMmyTaluje Cy KOHJYTrOBaHE aKKO Cy MCTOT TUma. 1aj TUI YeCTO MUIMEMO Kao M-
TOopKy ypebheny tako ma 6yme mepacryha. Ha mpumep, ako je mepMmyTanuja m mpeacraBi/beHA
Ka0 IPOM3BOM AUCjYHKTHUX HUKIYCa 71, T2, M3 U T4 YMje Cy Oy:KuHe penoM 4, 3, 3 u 2, oHa je
tuna (4,3,3,2). [Ipumerumo na oBakBe M-TOPKe YMHE maprunuje 6poja n, TAKO Aa MOKEMO

Ia 3aKJLYYMMO f1a CBAKO] MapTUliiju 6poja n oarosBapa jeaHa Kiaaca KOH]YTOBAHOCTHU y TPy
S,.

0.3.7 Omnmuc rpyna MmaJior peaa

sRenmumo ma momohy TexHMKa KOje cy HaM [0 calna Ha paclojiaramny AaMO IITO BUIIE MHOOP-
Manuja O rpymnaMa 4mju cy penoBu jemHorumdpenu OpojeBu. Hapaswo, racuuje hemo umaru
tBpbema momohy kKojux hemo TO ypamuTu MHOTO JIAKIIE.

IIpe cBera 3HaMO Ha pen eJeMeHTa AesU pel caMe rpyme. 1o je 10BOJLHO Aa Y HOTIYHOCTU
OmuMIIeMO CBe TPyIle Uuju Cy penoBu npoctu 6pojesu. Axo je |G| = p, rme je p mpocT 6poj
u a € G, Basguhe na w(a) | p, onnocuo w(a) € {1,p} na aro a muje meyrpas, ou he Gutu pena
yupaso p. To name maje na |[(a)| = |G|, omsocuo (a) = G. Ilakzie, cBaka rpyna mpocTor pena
je mukaMuHa. 3a MOZeN TakBe rpyie HeMo y3eTu UUKINYHY TPYLy Zi,.

Barspyuak: Caka I'pyna IPOCTOr pena je M30MOPQHA TAYHO jeIHO] IPYIN Zi,.

Nnemo ma HajMamu jemmorupper Opoj koju Huje mpoct. Omnucahiemo rpyme pema 4. Y
rpymu G pena 4, emementu Mory Outu pema 1,2 mim 4. Aro y ®0j mocroju 6ap jeman
eneMenT pena 4, ou hie mohu na msrenepwuine ey Ty rpymy. Y Tom ciaydajy G je NUKJINUIHA
u uzomopodua rpymu Zy. Ocraje moryhuocT na cy y rpynu G CBU €JI€MEHTU OCUM HEyTpaJia
pena 2. Tepaumo na je tama rpyna G KOMyTATUBHA.

[Basku: Axo cy y rpynu G CBU elleMeHTH OCUM HeyTpaJia pena 2, rpyna G je KOMyTaTHUBHA.
- Hera cy a u b 6uno koju exementu rpyne G. Umamo a? = b? = e, kao u (ab)? = e. Onasne
je

a’b? = (ab)?,

OOHOCHO

aabb = abab.



24

TloMmHO:KHEeMO OBY jeIHAKOCT CJIEBA MHBEP3OM €JIEMEHTA @, a 3[CCHA WHBEP3OM eJeMeHTa b.
Hobujamo ab = ba, mTo MO U Kejeuu. |

Y3mumo cazma gBa pasziauunTa eixeMmenta a u b uz G. IlocmarpajMo moarpyme remepucane
tuM enementuma, H = (a) = {e,a} u K = (b) = {e,b}. Ilomro enementu a u b xKoMyTUpajy,
komytupahe u noarpyne H u K. 3uamo na uz HK = KH cunenu na je HK noarpymna rpyie
G. Opx Kojux esemMeHaTa Ce OHA CaCTOjU?

HK ={e, a,b,ab},

jep cy oBu esemeHTH curypHo Ty u Meby muma Hema jemmakux (a # b, a # ab jep b # e,
ncto u 3a b # ab, nok ab # e jep a u b Hucy jeman npyrom muBep3). Tume cmo Beh moGunn
4 enemenra, na je HK = G. 3uamo na je oo KuajuoBa rpyma, na je G = Vy.

IIpumeruMo jom mga ce oBaj IPOM3BOM IIOHAINA MCTO Kao JlekapToB mpoussond rpymna H u
K. [Hekapros npousson gse rpyue (Gi,-,e1,” ) u (Ga,0,e2,” ) je rpyna G1 X G2 y K0jOj cy
omepanuje mepuHUCAHE MO KOOpmuHaTtama: (gi,(gs) @ (g;,g;) = (g1 - g/l,gg ogé), e = (e1,e2),
(91,92)7" = (g1, G2)]-

IIpeuwnsuuje, TBpauMoO na je upecaukasame (h, k) — hk nzomopduszam rpyna H x K u HK.
Hakne, G=HK 2 H X K 27y X Zs.

3axsyuak: Cpaka rpymna pena 4 je m3oMopdHA WIN IMUKIUIHO] TPYyNU Zy WU Tpynu Vy =
Zg X ZZ.

Crursz cmo no rpyna pena 6. Ako je G pena 6, menu ejsementu Mory ourtu pena 1,2,3
nmm 6. [la am Moske ma ce mecu Ia Cy CBU ejieMeHTH ocuM HeyTpajia y G pema 27 Y
TOM CJIyuajy OMCMO MMaJid UCTY CUTYAIU]y Kao y IPETXOIHOM IIPUMEPY: IOCTOjaja Ou aBa
pasauumra eJeMeHTa pena 2 Koja Ou oHIa KOMyTHUpaJa u gaja noarpyiry pena 4. Mebyrtuwm,
0BO je y cynporHoctu ca Jlarpamkom, jep 4 me meau 6! Taxkobe, He MOry HU CBU eleMeHTU
rpyne G na G6ymy pema 3. Taummje, ako je a pema 3, tBpmumo ma y G\ {e,a,a’®} mema
esemeHara pena 3. Axo 6u Ty mocrojao b koju je pena 3, oEga GUCMO MOTJIN A3 HAIPABUMO
pume ox 6 pas3IuuuTHX egeMenaTa obiuka a'b’ (e, a,a? b,b? ab,a’b,ab® cy cBu pazmmumTy -
nposepute). 3ato mHera je b € G\ {e,a,a?} pema 2. Ilomohy mera u ememenTa a koju je
pena 3 MoskeMo ma HampasuMo cienehe ememente {e,a,a?,b,ab, a’b} xoju cy csu mebhycobmO
pasnuuutu (nposepure!) Ilakie, y oBOM cayuajy je

G = {e,a,a?,b,ab,a’b}.

Anu, uma jom enemenara! Ilpsu onm mwux je ba. Ilomro cmo Beh momymumnu memny rpymy,
nouTaMO Ce KOM OJl HaBeIeHUX ejeMeHara je jemHak ba. Huje e jep a u b Hucy jeman npyrom
uHBEp3u, HUuje a jep b # e, Huje a? jep b # a, Huje b jep a # e. Octajy mBe moryhuocTn.
IIpBa je ma je ba = ab. Cama mMamo ABa ejleMEHTa KOjU KOMYTHUPAjy U YUjU CY PEHOBU
y3ajaMHO IIPOCTH, IIa 3HAMO Ha je pel HUXOBOI NMPOM3BOAA jJeIHAK HPOU3BOLY HUXOBUX
pemosa, To ject w(ab) = 6. Kako y rpymnu pema 6 mocroju esnement pena 6, oma he Guru
uukauyna. Jlakiae, y oBoM cay4ajy je rpyna G IUKIUYHA.

Ipyra moryhroct je ma je ba = a?b. Camga y rpymu G UMaMo eJIeMeHT @ pela 3 U eJeMeHT
b pena 2 3a xoje Baxku ba = a’b. Axo peramuje a® = b?> = e u ba = a?b ymopemumo ca
penanmujama Koje Kapakrepumy maenapcky rpymy Ds: p? = o2 =id, op = p*o, 3aKmydyjeMo
na je y oBoM ciaydajy rpyna G m3omopdaa ca Ds.

3akpyuak: CBaka rpyna pena 6 je m3oMOp¢HA WIN MUKINYHO] IPynu Zg WX OUETAPCKO]
rpynu D3 (oxHOCHO cuMmeTpudHOj S3).
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Kanacupurkosahemo cana rpyme pema 8. Axko je G pena 8, HeHU €JIEMEHTU MOTY OUTH
pena 1,24 nim 8. Axo y rpymnu G mocroju ejneMeHT pena 8, OHa e OUTU NUKJIUYHA U
uzoMopdua ca Zs.

Axo cy y rpynu G CBU eJIeMEHTU OCUM HEyTpaja pena 2, BUAECIU CMO na OHA MOpa na Oyme
KOMYTATWBHA, ¥ HA MCTU HAYMH Kao y Caydajy rpyme pema 4 mokasaiau OMCMO ma je Tama
G= Zio X Lo X Zig.

Ilame hemo npernocraBuTu na y rpynu G He MOCTOjU €JE€MEHT pena 8, aju Ja MoCToju bap
jeman emement pena 4. Axo je H = {e,a,a?, a®} moarpymna remepucana TUM eJEMEHTOM, 32
npousBosman exeMenT u3 G\ H Basku na je pema 2 unu pena 4.

Axo mocroju 6ap jemam enement b € G\ {e,a,a?, a®} woju je pena 2, onna hemo, caudano
Kao 3a rpymny pemna 6, mohu ma KOHCTpyUIIeMO 8 pa3juuyuTUX esjeMeHaTa obuuka a'b’:

G = {e,a,a?,a® b, ab,a’b,ab}.

Omner, HA UCTW HAYWH KAO KOI Ipyne pena 6, OUCKyTyjeMO KOM OX HBUX Ou Morao ma Oyme
jemnak ba. Jlako enemumunmemo npsux 5 Moryhnoctu (mpoBepute 3a BeskOy) U HOIA3UMO IO
mpBe Koja Morke na Basku: ba = ab. OBme mMmamo nBa eseMeHTa KOja KOMyTHPajy, na he u
MOArpyIle PeHepucane mbuMa Komytupatu. CIUYHO Kao 32 HEIUKIWYHY I'PyIy pena 4, Jako
nokasyjemo ma je oumma G = HK 2 H x K & Z4 X Zy, upu uemy je K = {e,b}. Cuenmehu
cayuaj, ba = a?b, muje moryh, jep je oBa jemIHAKOCT eKBMBaJIeHTHA ca a = b 'a®b, a omma
6u 6uno aa = b~ ta?bb 'a®b, ommocuo a® = b~ la*b = b~ leb = e, mTO HUje TauHO jep a Huje
pena 2. Ocraje cayuaj ba = a®b. Cama uMamo rpymy y kojoj Basu a* = b? = e u ba = a®b, u
MPEmo3HajeMo [a je ped O IPYIU CUMETpPUja KBaIpaTa, OMJHOCHO auenapckoj rpymu Dy.

Ha wpajy, octaje moryhuoct na cy csu exementu u3 G\ {e,a,a?, a®} pena 4. Hampasumo
MOATPYTY KOjy remepume jenan on mux, K = {e,b,b? b>}. Opze je KbydUHO TPUMETUTH 12 CBU
CTeNeHU eJieMeHTa b He MOry Ja ce HaJia3e BaH noarpyme H remepucane eixeMmenToMm a! Ako
6u To Bazkmio (ako He Ou Ouio "Memama’ cremeHa a u b), MOrau GUCMO Na KOHCTPYHUIIEMO
BUIIE O 8 PAa3NIUUYUTHUX exeMeHara obmumka a'b/. Enement b cMo 6upanu Tako ma Huje y
H. Axo 6u b3 6uo y H, 3arBopenoct H 3a MHO¥CH.¢ OM UMILIMIPAJIA A2 j€ U HOATPYIIA
remepucana muMe nena y H, a 1o je K (K = (b) = (b%)), merauno. 3maum, b*> € H. Kom
eneMeHTy je oH jemmak? IlomTo je pema 2, mopahe ma Basxku b? = a?. Cama ce mmramo mTa
je ba. Wcmocrasu ce ma je ba = a®b (ba = a?b maje a = b~'a®b, ommocuo a? = e, mTo HUje
TagHo, MOK ba = ab mosnaun o 'b =ba~! u mame (a7'b)(a"1b) = a " tbba"t =a"ta?a"t =e, a
npernoctasuiau cmo na y G\ H mema enemenara pena 2!)

Hakne, caga umamo a* = b* = e, a®? = b? u ba = a®b. IIpuMeTuMO Ia OBE yCJIOBE UCIYHaBa
rpymna KBaTEepHMOHA, aKO y3MeMO ha je a =1 u b= j.

3akmyuak: CBaka rpyna pena 8 je nzoMopdua jenunoj on ciaenehwux rpymna:

Zg, 7Ly X Lo, ZLoXZoxZLy, Dy, Qs.

IIpu ToM cy mpBe Tpu KOMyTaTHUBHE, a IPEOCTAJIE JBE HEKOMYTATUBHE.

Ocrajy mam jomr rpymne pena 9. Ako je G pena 9, meHu enemenTtu mMory outu pema 1,3
i 9. Axo y rpymu G mocrtoju ememeHT pena 9, oHa he OuTU IUKINYHA U U30MOpdHA Ca
Zg.

Heka cy cBu esmementu rpyne (G, ocuMm HeyTpaja, pena 3. Y3MUMO jeIaH ol BUX, a4, U
osmaummMo ca H moarpymy kojy on remepume, H = {e, a,a?}. Ysmumo name enement b € G\ H.
[lomto ce moarpyna K = {e,b,b?} remepucana ca b Tpusujammo ceue ca noarpymnom H,
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MOKEMO /1a HAPAaBUMO 9 Pa3IUuuTHX ejeMenata obnuka a'b’: {e,a,a? b, b?, ab, ab, ab?, ab?}.
Omner ce muramMo KOM on BUX je jemHak ba. Jlako esemunumemo npsux 5 moryhuocTu.
Ia GucMmo enuMUHECANIM TOCHenme Tpu, Kpenyhemo ox w(ab) = 3, ommocuo ababab = e.
[TomuoxuhemMo OBy jemmakocT ciesa ca a?, a smecHa ca b? (ma 6ucmo mckopucTmam a’ =
b = e) u noburu baba = a?b?. OBo HAM je moBOJHO ma mobujeMmo ma ba He mpumama CKyIy
{a?b, ab?,a*b?} (ba = a®b 6u mam maso baba = a?bab, omrocuo a?b? = a?ba’b; ckpaTUMO caeBa
ca a?, ma 31ecHa ca b u Ha Kpajy mpeoctaauM b 1 1o6ujamMo a’ = e ITO je HeTAYHO; UCIUTAjTEe
npeocrasie ase moryhmoctu!) Ilakme, ba = ab. Cama y G umMaMo IBe NUKIUYHE MOATPYIE
pena 3 umju remeparopu KoMyTupajy, na je G = HK =2 H X K =2 73 X Z3.

3akmyuak: CBaka rpymna pena 9 je n3oMOpQHA WU TUKINYHO] Tpynu Zg Uau rpynu Zs X Zs.
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0.3.8 Kourpyenmnuje meaux opojeBa u Kunecka TeopeMa o ocTtanmmuMa

3HaMO Ja 3a CBaKU 1eo Opoj m u mpupomaH O6poj k mocToje jeMHCTBEHU Ieau OPOojeBu ¢ u
r TakBu ga je m =kq+r u 0 <r < k. MrOro myra cMoO ce ocCiamaju Ha OBO TBpDheme Koje
ce 30Be Jlema o ocraTky u oBIe heMo maTu jenaH HEroB JOKA3.

JIema 0.1. 3a csaxa dsa 6poja n € Ny u k € N nocmoje jeduncmeenu bpojesu q,r € Ny makeu
dajen=kqg+ru0<r<k.

Joxa3s. ITocmarpajmo ckyn X = {n—kl:1 € Ny,n—kl >0}, roe je Ng = NU{0}. Osaj ckyn
je Hempasan jep je y memy 6ap n. Ilomro je X momckyn ckyma Ny roju je mobpo ypeben
(cBakKM WHEroB Henpa3aH MOJCKYI MMa HAajMamU esgeMeHT), u X Iie nMaTu HajMamyU eJIeMEeHT,
o3Haummo ra ca r. Ilakae, mocroju mexo g € Ny 3a koje je r =n — kq. JacHo je ma je onma
n =kq+r. TBpaumo na Basku u 0 < r < k: axo 6u r 6usno Behe nnm jemnaxo k, Moriso oum
na ce mpencraBu Kao 30up r =k + s rae je s € Ng. OnmaBme Ou ciaennnio na je n eeMeHT
s=r—k=n—kq—k=n—k(¢g+1) y ckyny X, a OH je cTPOro Mamu OX 7, KOHTPaUKIMja!
3amro cy 6pojeBu q u r jemuucTBenu?! IIpermocTaBuMo CympoTHO, ma Basku n = kqp + 71
un=kqg +1re 3a HeKe q1,q2 € Ng 1 0 < rq,79 < k. OnysumameM OBUX je IHAKOCTU HOOUjaMoO

0=~k(q1 — q2) + (r1 — 72),

OHOCHO
ro —7T1 = k(lh - QQ)-

Axo Ou 6pojeBu 1 U ro OUIM PA3NIUYUTH, HA TIpUMeEp 71 < g, oHAa Ou Baskuio 0 < ro—ry < k.
Canma mMaMo na je mpupoman Opoj re — 71 YMHOMXKAK NpUpoaHor Opoja k, a cTporo je Mamu
on mera, mro je HeMoryhe. lakme, r; =ro, na je u ¢ — g2 = 0, OIHOCHO q1 = (2. ]

Jennosnauno omxpebene OpojeBe ¢ u r u3 nperxomHOr TBpDHema 30BEMO PEIOM KOAUNHUK U
ocmamax TPU eykaudckom Odemeny Opoja n npupomuum OpojeM k. To ma je r eyRIMICKU
ocTaTak Mpu Oebemy Opoja n ca k 3amucyjemo r = rest(n, k) nmu r = p(n, k).

Axo je y mperxonnoj semu n = 0, 1 KOJIUYHUK U OCTATAK Npu aepewmy ca k hie 6utu 0. Axo je
n > 0 1 jeqHAKOCT U3 IPETXOAHE JeMe HOMHOKUMO ca (—1), noduliemo (—n) = k(—q)—r. Axo
je oBme r = 0, —q he OuTH KONMUYHUK, & HyJIa OCTATAK IPU €yKIUICKOM I€JHEHY HEraTUBHOT
nenor 6poja —n npupogHuM GpojeM k. Ako je r > 0, Baxuhe (—n) = k(—¢—1)+k—r
u0<k—r <k, na je oBue —q — 1 KomuuauK, a k — r OCTATAK IPU EYKIUICKOM IEJLEHY
HEraTUBHOI IIeJIor Opoja —n npupoaauMm Opojem k.

Ilakne,3a cBaku 11eo 6poj m m mpuponaH 6poj k mocroje jeaquHCTBEHU 1eau OPOjeBU q U T
takBu na je m=kq+1r u 0 <r < k. Axo je oBme r = 0, omHocuo m = kq, Ka:keMO Ia je 1meo
6poj m denue ca k niu na k deau m u nmumemo k | m. Tana je k jeman deaunay Gpoja m.

[Ipumernmo na agBa mena Opoja, m M n, Aajy WCTE OCTATKE IPU E€YKINUACKOM NeJbEHY
npupomHUM OpojeM k ako W caMO aKO je WmUXOBa pasjaumka aesuBa ca k (ako majy umcre
OCTaTKe, jaCHO je ma je pa3iuka nesbuBa ca k, a 3a OOpPHYTH CMep HTPUMEHUMO CJIUYHO
pasMaTpame Kao y HOKA3y jeAWHCTBEHOCTU Yy HPETXOMHO] JieMu). Y TOM CiIydajy KaskeMmo
na cy 6pojeBu m U n jednaky WU KoHZpYyenmHu Lo Modyay k u mumemo m = n (modk) niaun
m =i n. Iakme,

m=gn < pmk)=pnk) < k|lm-—n.
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Jlako ce mpoBepaBa na je = jemHa peJjamnuja eKBUBAJECHI]e y CKy Iy meaux opojesa. [lTasurme,
OBa pejamnuja je carjacHa U ca cabupameM U ca MHOKEHmEM Ieaux OpojeBa, TO jecT BarKu:

m=rn A m =n = m+m =n+n A mm =,nn.

(3a mokas npyre hiemo pazmuxy mm' —nn’' rpancpopmucaru va ciaenehiu mauua mm’ —nn’ =
mm’ —mn' +mn’ —nn' = m(m’ —n’) + (m — n)n’ u omma uckopucruru mesUBOCT GpOjeBa
m—num' —n' cak.)

W3 yBonmHe sekmuje oHaa 3HAMO A CMO HOOWIU jeIHY KoMZpYyehyujy TPCTEHA Meaux Opo-
jesa. (IllTaBume, MOKe ce TOKA3aTH A je CBaKa KOHIDyeHNUja IpCTeHa Z (makie pesanuja
eKBUBAJIEHIUje cariacHa ca cabupameM U MHOKeHeM) obauka = 3a Heko k € N).

[BuaMo ma cy oHma M Ha CKyIy Kjlaca OBe KOHIDyeHUuje NeQUHUCAHE olepaluje Koje Taj
KOJIMYHUUKY CKyI mperBapajy y HoBu npcres. IllTa je rimaca exementa m?

Chn={ne€eZ:-m=n}={necZ: klm—-nt={m+kl:l€Z}=m+EkZ.
Omnpga je cTpyKTypa mpcTeHa Ae(GUHUCAHA HA CKYIy Kiaca
Z)=p={m+kZ :meZ}={kq+r+kZ:0<r<k}={r+kZ:0<r <k}
OJIHOCHO,
Z) =y = {kZ,1+ kZ,...,(k — 1) + KZ}.

Omnepanuje y memy Cy
(r+kZ)+ (s +kZ)=(r +xs) + kZ u

(r+kZ) (s +kZ) = (r - s) + kZ,

a HyJa u jequHuna, pemoM, kZ u 1+ k7Z. Ilpumerumo na je oBaj npcTeH n30MOpP(daH IPCTEHY
Z.]

O oBoMe y yrmacTuMm 3arpagamMa NeMo ydYWTH BUIIE U ONMITHUje y APYIOM CEMECTDPY, aju
OPUMETUMO Cala na jeTHAKOCT IO MOAYIY k MOKEMO CBECTH HA jeQHAKOCT Yy CKyLy Zj:

m=kn < pmk)=pnk) & m=ny L.

IMomro ymemo ma pauyHamo y Zjp (mehiemo roBopuru y mnpcreny Zjy jep jom yBEeK HUCMO
M3yYaBaJiy IPCTEHEe, HEr0 MUCIMMO IPBEHCTBEHO HA HEIOB MYJITUILIMKATUBHA MOHOUL), IIPU-
MenulieMoO TO Ha KOHrpyeHruje. Ha mpumep, ocuM ImTO je =) carjacHa ca cabupameMm u
MHOMKEHeM, HEKe KOHIDYEHIUje MO;KeMO W na ckparumo. Ausm mpe cBera, pehu hemo map
peun o HajBehem 3ajemnuukoM meauony aBa Opoja m Be3yoBoj penamnuju.

Heka cy m,n € Z. CBaku o1 BmUX je cUr'ypHO nesbuB 6pojem 1 (u camum coGom). To
3HAUM Ja MOKEeMO [a MoCMaTpaMo CKyn D(m,n) CBUX BUXOBUX 3aje THUUKAX JeNrIana, Koju
Huje mpas3aH. Ako je osaj ckyn jemnounas, To ject D(m,n) = {1}, 3a GpojeBe m u n KakeMo
nma cy ysajammo npocmu. OBaj ckyn he mMaTy 1 MAKCMMAJAH €JIEMEHT y OJHOCY Ha PeJalujy
memuBoCTU. AKO Taj eseMeHT o3HauMMO ca d, oH je onpeben ciaemehium ycnosuma:

dlm A dln A (d|m A d|n = d]d).

3oBeMo ra najeehu sajednuyku deauaay 6pojeBa m u n u numemo d = NZD(m,n).

Basu: Axko je d = NZD(m,n), ogga nocroje z,y € Z Tako na je d = mx + ny.
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-OBe 6pojese onpebyjemo npumenom Fykaudoeoz aazopumma 3a Tpaskeme HajBeher 3ajen-
HUYKOT fenuona O6pojesa m u n. BEyRIMAOB aIropuraM Ce 3aCHUBA HA UUH-HUIU & TPU-
JINKOM €YKIUICKOT NEJLEHha Ca OCTATKOM uyBaMmo HajBehu 3ajemuuurn nemunarn. Hawmme, ako
jem=ng+r (m€Z, neN), ouna je NZD(m,n) = NZD(n,r), 3amro oo Basku’ -IIpe
cBera, jacHO je Ia U3 m = ng + r ciend na CBaku OpPOj KOjU meiW m U N MOpa Oa NeJId U T,
jep je r =m —ngq, a ouna nobujamo d' |[m A d' |n = d|n A d|r = d|NZD(n,r), na
u NZD(m,n) | NZD(n,r). Caugano u 3a 06pHYTO, jep CBaKU 3ajeHUYKA IEJIUIAN OX N U T
Mopa ma Oyme u 3ajeIHUYKM Heiuian on m u n, na gobujamo u NZD(n,r) | NZD(m,n).

Kako oo rkopuctumo na mabemo majBehu 3ajemumuru mnesmmiar nsa Opoja? -Hacrasimamo
MOCTYIAK €yKJINACKOT nejbema, u y cieneheMm kopaky meiammo n ca r: n = rqp + ri. llomro
jey m=nq+r ucnymeso 0 <r <n, a cama umamo u 0 < r; < r, akO HACTABUMO OaJbe Ha
UCTU HAUWH, nobulieMo cTporo omanajyliv HU3 ocTaTaka: T = T1qs + T, 1 = r2q3 + T3, - ..,
Ty = Tip1Git2 + Tit2, ... U T > 11 > 19 > --- > 0. OBaj nmpouec ce Mopa 3aBPIIUTHA ¥ KOHAYHO
KOpakKa, OITHOCHO NoOUjaMo Ia je y jeJHOM TPEHYTKY OCTATAK Hyaa. AKO je ry_o = Tp_1qx+7k
U Tk—1 = Tkqk+1+0, TBPpOUMO Ia je mOCIenl’ OCTATAK PA3JIUYUT Ol HYJE, TO JeCT Tk, YIPaBO
NZD(m,n). Oso cirenu u3 caenehier Huza jeqaaroctu

NZD(m,n) = NZD(n,r) = NZD(r,r1) = NZD(r1,m2) = ... = NZD(rf—1,7) = 7%

Omno mTO HaM je jouI BaKHUje y HACTABKY je na uayhu yHasan, HajBehu 3aje iHUYKMU mesuialg
OpojeBa m M N MOKEMO O3 M3Pa3uMO Kao HUXOBY ~JMHeapHy KoMOuwHamujy”’ ca 1eiaobpo-
jEnM roe¢punujerrMa. Vzpaszuhemo IpBO 7 OPEKO T'y_o U Tp—1 KOpucTehn mpernocienmny
jeIHAKOCT y TOPHBUM E€yKIUICKUM AeJbeHhUMAa: Ty = T'k_o — T'k—1Qx. Jlame, U3 OHe mpe e,
Tk—1 W3PaKaBaMO NPEKO Tkp_o U Tip_3 U 3aMEHmYjeMO y u3pa3 3a r'y. 1ako, XOAOM yHAa3am,
CTIDKEMO IO N U T, W Ha Kpajy, 10 m u n. Koepuuujertu y3 m m n he Outu Hekum neian
OpojeBu nOOUjeHN Y OBOM paydyHY.

Cama Be3a d = mzx + ny, rae je d = NZD(m,n), a x,y € Z 308e ce Desyosa peaayuja.

IMocaemuma: Y cayuajy ysajaMHO mpocTux OpojeBa mobujamo: AKO cy m u n y3ajaMHO
IpOCTH 1esu O6pojeBu, OHAAa MOCTOje X,y € Z 3a kKoje je mx + ny = 1.

IIpumeTnmo jour oBo: y ropmem TBphemy Baku ekBUBaJIeHIMja. TadvHMje: m U n cy y3ajaMHO
IPOCTU AKO U CAMO aKO IIOCTOje =,y € Z TakBu na je mx + ny = 1.

-CMep KOju HMCMO HOKA3aJU CJIENN W3 UMHCHUIE Ia CBAKU OPOj KOJU Heal m U m MOpa
na mead U mx + ny 3a OuIo Koje x,y € Z, a TO je y HaImeM ciaydajy 1, ma je To um jeauHu
3aje IHUYKU nejuial OpojeBa m u n.

Canma ce koHauno BpahiaMO Ha KOHIDYEHIUje W HajaBJbheHO ~crkpahuBame” .
Jlema 0.2. Axo je ueo 6pojl ysajammo npocm ca npupoonum bpojem k, onda
ml=rnl = m=pn.

Hoxkaz. NZD(l,k)=1 = @Qx,ye€Z)kr+ly=1 = ly=;1

Cana hemo rourpyenmujy ml = nl noMHOEUTHU ca y (TauyHUje TOMHOKUNIEMO JIeBe U JECHEe
crpane Kourpyeruuja ml = nl u y = y) u noburu mly = nly. Kan uckopucrumo ly = 1,
[0oOMjaMO TPaskeHy jeTHAKOCT 1M =j 1. ]

Teopema 0.11. Konepyenyuja mx =y, 1 uma b6ap jedno pewemne (no x) ako u camo axo cy bpojesu
m u k ysajammo npocmu. Y mom cayuaiy U ceaxa 00 KOHZPYEHUUIAE MT = N UMG PEULEHE U OHO
je odpeheno jeonosnanno no modyay k (o0nocwo, jedurncmeeno y ckyny Zy ).



30

Joxka3. Kourpyennuja mx =i 1 je ekBuBasientHa ca k | mz — 1, a oBo mame ca mzx + ky =1
3a HEKO y € Z, mro 3Hauu na je NZD(m, k) = 1.

Heka je | jemqno pememe oBe KOHrpyeHnuje (Ha mpuMep, OHO Koje HaM naje Eyknumos asiro-
puram, TO ject 6poj 3a koju je ml+kp = 1). Kaxro je ml =; 1 u n = n, MHOMKemEM 106MjaMO
mln = n, To ject x = In je pememe KOHrpyeunuje mx =g n. OO je onpebeno jemnozmauno
mo Monyay k, jep ako Ou BasKMIIO MI =j N =j MS, U3 TOTA MTO Cy M U k y3ajaMHO TPOCTU
U IPETXOMHOT TBphewma bucMo umaau r =i . lakie, pememe CBake KOHTPYEHIUjEe ML =k N
je jemuncTBeHO y Zj. O

Y cayuajy xama je k mpocTt OpOj KOju HEe meau M, jeAHO KOHKPETHO PeIleiheé MPEeTXOIHE
KOHIpyeHIuje naje ciaeneha teopema.

Teopema 0.12. (Mana $epmaoBa Teopema) Axo npocm 6poj p e deau yeo 6poj m, onda je
-1
mP~ =, 1.

JHoxa3. 3a caku meo 6poj m mocroju r € Z, 3a koje je m =, r (TO je HMEroB eyKIUICKU
ocraTak mpu nememy ca p). Ako p me memm m, Guhe r # 0, ma r npunana ckymy Zi =
Z,\{0}. MebyTum™m, 3HaMO Ia je 0Baj CKyl rpyna (rpyna MHBeP3UOUIHNX eJIeMEHATa MOHOUIA
(Zp,-p,1), mmamu cmo Beh)! Cama mpocTo mpuMmeHHMMO ”pen eeMeHTa Oeau pel rpyme”:
|Z%| = p— 1, na 3a csaxo r € Z} awu w(r) | p— 1, omaocno P! =1y Z,.

Cana je mP~t =, rP=1 =) 1. L]

Ilakxne, ako je p mpocT Opoj KOju He mea: M, jeIHO pellere KOHIpyeHHuje mx =, 1 je =
mP~2, a axko Tpeba Ha PEMNMO KOHIDYEHLIHU]Y M =p N, U3 mP~1 =, 1 nobujamo mP~1n =p N,
onsocHO m-mP~n =, n, mro 3HAUM KA je jexHo WeHO pememe T =mP " 'n (a cBax =, mP~!n).

Pasmorpumo cama omHoce m3meDy pa3iuuuTux KOHIDYEHNMja y CKYIy [eauX Opojesa,
OHOCHO KOHI'DYEHIM]ja IO PA3JIUYUTUM MOLYJIUMA.

Teopema 0.13. (Kurecka teopemMa o ocramuma) Axo ¢y r u S npoussosny um un y3ajammo
npocmu yeau 6pojesy, mada KoNZPYEHYUje

L=, T U T=,S8

UMATY MAYHO JEOHO 3aJe0HUYKO Pewene no MOOYAY MM, MO JeCm Nocmoju 4eo 6poj
ke {0,1,...,mn— 1} 3a xoju cy ca T =pm, k oopeliena cea wurosa sajedruvka peuwena.

JHoxra3z. V3 x =, r cinemu na je x obauka r = r + my 3a HEKO Yy € Z. YBPCTUMO OBO Cana
y apyry kourpyeumujy. Ilobujamo r + my =, s, omHocHo my =, s —r. OBme cy OpojeBu
m U N y3ajaMHO TIPOCTH, Ia, IO IPETXOMHOM TBpDemy, OBa KOHIPpYEHIMja mMa Oap jemHo
pememe, y = t. Ouna je © = r + mt 3aje JHUYKO pellleme OBUX KOHIpyeHImja. Iloka:kuMo u

Ia je pememe OBOI' CUCTEMa, KOHIDYEHIU]a jeIUHCTBEHO Y Z.,,. Heka cy k u [ 6umo koja
3ajeIHMYKa PEIlelha OBUX KOHIpyeHnuja. lanma Bawu: k=, r, k=, s, kaoul =, rul =, s.
Nz k=, rul=,r ngobujamo nam | k—Il,aunz k=, sul=,s nan|k—1. OnaBne cnenu na
mn | k—1, jep cy 6pojeBu m u n y3ajamuo npoctu. To Tauno 3maum na je k =, I, omHOCHO
CBa 3ajeIHUYKA Pellema OBUX KOHIDYeHIUja jeqHakra cy mo Momyiry mn (pasiukyjy ce mo Ha
yMHOkak Opoja mn). Onma cy cBa obauka k+t(mn), rue je t € Z, a k jemUHCTBEHO pemene
3 CKyna L. L]
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0.3.9 OjmepoBa ¢yHKIIja 1 TeopeMa

Y IperxomHOj JEKIMjU CMO 3HANE U3 TeOPUje IpyIla IPUMEHWIN 1a 100UjeMO H0Ka3 IIO3HATOr
tBpbhewma u3 enementapue reopuje 6pojesa - Mase $Pepmaose Teopeme. Cana hiemo ypamuru
1CTO, caMO mTO HeheMo mocMaTpaTy rPyIy WHBEP3UOMIHUX ejeMeHaTa MOHOMIA Zp,, HETO
npou3BoJsHOT Z, 3a n € N. Mmanu cmo Beh y mpuMmepmMma rpyna ga ta rpymna mMa noceban
Hasus, Ojaeposa epyna, , = Z.

[Hamomena Cana MOKeMO [a MOKAKEMO A je eJeMeHT 1 € Z, MHBeP3UOUIIaH aKO M CaMo ako
je y3ajamuOo mpocT ca n 0e3 ocaamama Ha Apyre m3Bope. Vmaau cMO y OPOIILIO] JIEKIUjU
ma cy mBa Opoja y3ajaMHO MPOCTa aKO W CaAMO aKO MMOCTOjU HHUXOBA IEJOOpOjHA JIMHEAPHA
koMOuHanuja xKoja je jemuara 1. Ilakise, r u n cy y3ajaMHO IPOCTM aKO U CAMO aKO IIOCTOje
x,y € Z TrakBu na je rx +ny = 1. OBa penamnuja je najbe eKBUBAJEHTHA Ca I'T =, 1, OJHOCHO
car-,r=1mro 3Hauu na r uMa UHBEP3 y MoHOUNY Z, (Taj MHBED3 jé eYRIUIACKU OCTATAK
KOJU T [aje IPU Aebemy ca n).|

Iake,
o, ={re€Z,: NZD(r,n) = 1}.

Pen oBe rpyme je onma
[P, = {1 <r<n:NZD(r,n) =1},

a 1o je ympaso sBpenHocTt Ojaepose dynryuje p(n). Ha mpumep, |P1] = ¢(1) = 1, |P3] =
©(2) = 1, |P3] = ¢(3) = 2, |Py| = p(4) = 2 u Tarko mame. IlpumeTuMoO ma 3a CBaKU
npoct 6poj p Bawku ¢(p) = p — 1, a nako ce morasyje ma je Ha CTEIEeHUMAa OPOCTUX OPO-
jesa Bpemmoct Ojmepose ¢ymrmmje ¢(p™) = p” — p"~!: woju Gpojesm y mm3y 1,2,...,p,p +
1,...,2p,...,3p,p%, ...,p%, ..., p" — 1 mHucy ysajamuo mpoctu ca p"? -To cy cBu 6pojeBu Koju
umajy 6ap jemHo p Kao GarTOp, OMHOCHO CBAKU P-TH, [1a OHUX KOJU jEeCy y3ajaMHO IPOCTU Ca
o
P

p" uma p" — OBoO MOkeMO UCKOpUCTUTU na m3padynamo BpenHocTt Ojiaepose ¢yHKuMIjE

Ha CBAKOM IPUPOIHOM OpPOjy, jep je OjnepoBa ¢(yHKIUja MYAMUNAUKAMUEBHAE APUMMEMULKA
Pyrryuja. To 3maum na je ¢(1) =1 u p(mn) = @(m)e(n) kax rox cy npuponsu 6pojeBr Mu
n y3zajamuo npoctu. OBO ce moka3yje Tako mTo ce mocmarpa JlekapToB TpPOM3BOI IPCTEHA
Zom u Ly, KOjU je 3a y3ajaMHO TPOCTE M U N U30MODP(AH OPCTERY Ziy, (MU HACMO Daquin
jOII HU OMPEKTaH IPOU3BOJ IPYIAa, ajli JIAKO Ce IIPOBEPHU 14 je, 3a onepaluje geGuHucaHe 1o
KOMIOHEHTaMa, JleKapTOB IPOU3BOI JBa NPCTEHA TMOHOBO npcTeH). Eaement u3 IlekapTosor
NPOU3BOJA je MHBEP3UOUIAH AKKO Cy HErOBe KOMIIOHEHTE WHBEpP3UOMIHE y oarosapajyhum
upcrenuma, na je |Zr. | = |Z5 || Z5).

Basgku: Axo je n = p{ps? - pi* KAHOHCKa (paKTOPUM3ANM)a IPUPOIHOT O6pPOja N HA IPOU3BOX

IPOCTUX, OHIA je
1 1 1
n)=n(l—-—)(1—-——)---(1——).
p(n) = n( pl)( p2) ( pk)

Hoxa3s: Heka je n=pi"py?---pp*, roe cy p; npocrn. OHA Cy M BUXOBU CTEIICHU y3ajaMHO
npoctu, na n3 myarumnukatusaoctu OjiaepoBe PyHKIUje ciienu

p(n) = p(P'ps* - ppt) =

(P )p(pe?) - w(pp*) =
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(P =P s —ps2 ) (ot — ) =

P = ) (1 o) =
1 1 1
n(l—g)(l—g)'“(l—ﬁ):
1
nH(l_};).

pln

-ITonoBo hemo 3Hame 0 rpynamMa u pegoBUMa €JIeMEHATA UCKOPUCTUTH & TOKAKEMO 03~
HaTO TBpDhEeme M3 esleMeHTapHe Teopuje 6pojesa.

Teopema 0.14. (OjnepoBa Teopema) .3a céaxu yeo 6poj m Koju je Yy3ajamrno npocm can eancu
me) =, 1.

Jloka3. Kao u y norazy Mane PepmaoBe Teopeme, oner heMo NPUMEHUTH ~PeI €JIEMEHTA
menu pen rpyme”’, camo oor myrta y Ojmeposoj rpynu ®,. Ilomro je m y3ajamuO mpoct
ca n, Baxunhe na m € Z; = ®,. Ilpenusnwuje, m =, r 3a Hero r € Z; = &, jep aro je
m=nqg+rumun HeMajy 3ajeTHUYKUX TeJUana ocuM 1, OoHOa M 7 = m — ng U N HEMA]Y
3ajeiHUYKUX meaunana paszauuutux ox 1. Ilomro je r € ®,, a pen emementa neau pen
rpymne, 6uhie 7 7 -+ 7 = 1, mpm wemy cmo r MHOEUIU ca cobom |P,| = ¢(n) myra,
omrocHO ¢ =n rl®=l = 1. 3aro je

mP) = pe) — 1

O]

-Ilpumerumo na je Mana PepmaoBa Teopema cunemnumjasan ciayuaj Ojmepose, 3a n = p
npoct. OjrepoBa TeopeMa MMa MUPOKY NPUMEHY IPU PaUyHABKHY CA KOHIDYEHIMjaMa.

0.3.10 BmuiaconoBa Teopema

Teopema 0.15. (Buiconosa teopema) Bpoj p je npocm axo u camo axo samcup | 1+ (p—1)L

Jloka3. -Heka je p upoct 6poj. Ako je p =2, Basku 2| 1+ (2 —1)!. Hera je cana p upocr
opoj Behu onx 2. To 3maum ma je p HemapaH. sReaIuMO MOHOBO A8 MCKOPUCTUMO OHO IIITO
3HAMO O pelly eJeMeHTa W I'pyIle, 3aT0 NeMO MOCMATPaTU IPYIY UHBEP3UOUIHUX eJIeMeHATa
MOHOUIA Z;. [Tomro je p mpoct, ca BUM Cy y3ajaMHO MPOCTU CBU NPUPOIHU OPOjEBU MambuU
on wera, Zs = Z, \{0} = {1,2,...,p—1}. Ilakne, 3a cBako 1 € Z, Baxu %l = pp—1 =p 1 nin
rP~t —1=, 0. To 3Haun na cBako r € Zj nouumTasa noiuaoM a(z) = zP~1 — 1 € Z,[z]. Oso
je moJMHOM cTemneHa p — 1 U y HEKOM IOJbYy OH MOKE na MMa HajBuile p — 1 pasaumduTy HYJIY.
3akmpyuyjeMo xa cy cse HyJse moiuHoMa a(x) tayno 1,2,...,p — 1, na ce oH paxkTopuue Ha
cnenehu HauuH y Z):

a(z) =" —1=(z-1)(@-2)(z—(p-1)).
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Samenumo x = 0 (M3pauyHajMoO BPEIHOCT U J€Be U NeCHe CTPaHe y HyJld):

a(0) = (0-1)(0-2)--- (0= (p—1)),

OOHOCHO,
1= (-1)(=2) - (~(p— 1),

OBo je jemmakocT y momy Zy, 0a je y 7 OHa eKBUBAJECHTHA Ca:

~1=p (-1)(=2)--(=(p 1)) = (-1)P7'1-2-- (p - 1).
Kako je p memapamn, 6uhe (—1)P~! = 1, ma komauno mobmjamo
—1=, (p—1,
MTO CMO W JKEJEJN.

-IlokaskMMO ¥ OPYTU CMEp TpaskeHe ekBuBajeHmuje. Heka je p Opoj 3a koju Baku p | 1+
(p — 1)!. IIpernocraBuMo na p HUje OPOCT, OAHOCHO Oa MMa npaBy ¢akropusanujy. Heka je
p=r-s3aneke 1 <r,s <p. Caga nobujamo

7‘.3|1+1.2...7’...5...(p_1).

IMowto r (nnu s, cejenno) neau (p — 1)!, a menu u 36up Ha mecHOj crpaHu, caemu ma r | 1.
OBO je y CympOTHOCTH Ca HAIIOM HPETIOCTABKOM & je r mpaBu (akrop Opoja p. llakue, p
HeMa pPacTaB Ha IPOU3BOJ OpOjeBa MamUX O H-era, Ia je MpPOCT. O
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0.3.11 HopwmasHe moarpyne U KOJUUYHUUYKA IpyIla

Hepunumuja 0.24. 3a noarpyny H rpyme G kaskemo na je wopmasna y G aro 3a cBaku
enemenT a € G Basku aH = Ha, unu, expusajentso, a 'Ha = H.

ITumemo H < G.

IIpBu ycioB ce omHOCH HA jeOHAKOCT OAroBapajylux JIeBUX M JEeCHUX KOCEeTa, a APYTU Ha
jemrakoct moarpyne H v ¢cBUX H-€HUX KOH]yraTa, TO jecT, lbeHy WHBAPUjaAHTHOCT Y OQHOCY Ha
yHyTpamme ayToMopdusme 7, : G — G onpebene ca m,(z) = a~lza, 360r uera ce HOpMasHE
NOArpyIe 30By W uHeapujaumue. Y crBapu, na 6m H Owuima mHopmasgnHa moarpyna rpyme G
noBobHO je ma Basku a 'Ha C H 3a cBako a € G, omaocuo 7,(H) C H 3a csako a € H.
To je 3aro mTo u3 oBe penanuje ciaemu mq—1(m,(H)) C m,-1(H) 3a cBako a € H, ogHOCHO
H C m,-1(H) 3a cBako a € H, mto je H C aHa™! 3a cBako a € H, a To je ympaso obpHyTa
UHKIY3U]ja.

ITpumep 0.29. 1) Tpusujanue noarpyne rpyne G cy meHe HopMmaaHe noarpyue, {e}, G<G.
Ako rpyna G Hema mpaBe HOpMaJiHe nmoarpyne (moarpyme pasauuure oxn {e} u G), Kaskemo
Ia je oHa mpocma.

2) Y AGenoBoj rpymm CBe MOArpyIE Cy HOPMAJHE.

3) Jesrpo 6uno kor xomomopdusma f : G — K, nedpurucano ca
Kerf={g€G: f(9) =ex},

rme je €x HeyrpaJd rpymne K, je yBek HOopMaJsiHa moarpymna rpyme (G: mpBo, je3rpo jecte
noarpymna rpymne G jep 3a g,h € Kerf cnema f(g th) = f(g9)~'f(h) = ek, omuocno g~ 1h €
Kerf; name, 3a a € Gu g € Kerf saxu f(a"tga) = f(a™1)f(9)f(a) = f(a) tex f(a) = ek, ma
n o~ 'ga mpunana jesrpy, mro naje a 'Kerfa C Kerf.

4) Axo je pemammja ~ jenna kKourpyenmuja rpyne G (eKBuBajleHIMja Koja je carjacHa ca
omeparujom y G: a ~b A ¢~d = ac~ bd), onna je wKiaca HeyTpaja jeaHa HOPpMaJHA
noarpyna rpyne G : Co. ={g€G:g~e} <G.

-Heka je g€ Co, a € G. Ormaus g~ena ' ~a ! cremr alg ~ale =a"', a us ose
penamuje u a ~ a je name a 'ga ~a la=e, nau a 'ga € C,, mro 3maun a”'Cea C C,.

1 1 1

5) Ceaka moArpyna MHIAEKCA 2 je HOPMAJIHA.

-Heka je [G : H] = 2. To 3uauu ga nocroje ykynno 2 nesa kocera, H u aH. Ilpsu je ongpeben
6usno kojum npencrasaukoM u3 H (aH = H camo 3a a € H), a apyru Ouiio KOjuM a Koje He
npunana H. To Baxku u 3a nmecue rocere. Hakne G = HUaH = H U Ha 3a 6uio koje a koje
auje y H. Oso maje aH = Ha = G\ H 3a cBako a xoje muje y H. Hapasno, 3a a € H je
aH = Ha = H, na cy  OBIe jemHAK! JE€BU U MECHU KOCET onpeheH MCTUM eTeMEHTOM.

HMocaemuua: R, < D,, (R, je moarpyna poranuja y OUeIapCKOj IPYIU CTEHEHA N);
A, <8, (A, je antepuupajyha rpyna crenena n)

IIpumep 0.30. 1) H< G, K <G = HK <G

3uamo na je HK < G akko je HK = KH. Axko je H mopmasna noarpymna rpymne G, oumga je
kH = Hk u 3a cBako k € K, na je

KH = U kH = U Hk = HK.
keK keK
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2) H<G, K<1G = HK <G

Ila 6u mpom3Bon Owo moarpyma, IO yIpaBO MOKA3aHOM, HOBOJHHO je Oa je jeoHa oL OBUX
moarpyna Hopmadaa. OcTaje na mMpoOBEPUMO HOPMAJIHOCT HPOU3BOIA:

a'HKa= (¢ 'Ha)(a ' Ka) = HK.

3amTo cy HaM BaskHe HOpMaJiHe HoArpymne? -3aTo mMITO MOMONY HBUX MOXKEMO na HAIpPaB-
Mo HOBe rpyme. Ilomcerumo ce penamuje ~py u3 mokasa Jlarpamkose Teopeme, ompebene
narom moarpynoMm H: a ~p b < a~'b€ H. Oma je penamuja eKkBUBaJeHIUje U HEHE KIACe
cy yupaso neBu kocetu noarpyne H y rpymu G. MebyrtuMm, ako je moarpyna H u HOpMasHa
y rpyuu GG, oBa pesamuja mocrtaje carjacHa ca omepanujoM y G:

a~gb N c~gd = aH=bH N cH=dH = aHcH =bHdH,

1 caja MCKOPUCTUMO jeTHAKOCT oAroBapajyhmx mgeBux u mecHuUX kKocera moarpymne H na
zamenumo Hec =cH u Hd = dH, na je name

acHH =bdHH = acH =bdH = ac~pg bd.

Ilakne, nobuau ¢MO jenHy KOHIDYEHIM]y W OHOa 3HaMO Ia CKyI EBeHUX Kiaca Takohe jemHa
rpyna. Y B0j je onepanuja gepuHICAHA TAKO 1A je " IPOMU3BOJ KiIaca jeJHaK Kiacu npoussona’”,
TO jecT

aH e bH = abH.

(Mornu cMo u 6e3 mOMMIaHa Peur KOHIDYeHIMja, MPOCTO U3 TOPHEr HU3a MMILIUKALN]a
nznsojumo aH = bH AN ¢cH = dH = acH = bdH u 1O yupaBo 3HAUM na je HA CKYIY
kiaca 1n006po mepunucana ouepanuja aH e bH = abH.) Heyrpan y 0BOj rpymu je kiaca
Heyrpasna y rpymu GG, a 1o je eH = H, nok je maBep3 rocera aH KOCeT MHBEDP3a €JIE€MEHTA «:
(aH)™! = a='H. Ilakne, ckyn kocera HopMaJsHe moarpyne H je jemma rpyma, Koja ce 30Be
KoauuHuwka 2pyna rpyne G mo meHoj HopMasiHo] moarpynu H. Ilomro cy kom HOpMasHe
IOArpYIE NEeCHU KOCeTH jemHaKy oAroBapajyhum jgeBuM, Buile He HAIJIamaBaMO Aa JHU je Y
OUTA’kY CKYI jeIHUX WU APYTUX, U KOJUYHUYKY T'PyIy o3nauasamo G/H.

Jom jemnom: H < G nosnauu na je G/H = {aH : a € G} rpyna ca onepaiujama

aH ebH = abH
aH e H=0aH
(aH)™ ' =a'H,

U OHA Ce 30B€ KOJUYHUYKA WU (AaKTOp rpyma gare rpymne G Mo HEHO] HOPMAJIHO] HOAr DY

H.

Ipecaurasame 7 : G — G/H koje enemMeHTy Trpylie moleibyje meros kocet, m(a) = aH, je y
OBOM CJIydYajy ! jemaH XoMoMOp(r3aM I'pyIla, KOjU je OUNIJIeqHO u ~Ha':

m(ab) = abH = oH ¢ bH = 7w(a) @ w(b).

To 3Haum na je KOJIWMYHMYKA I'pyla XOoMoMop@dHa cauka noderHe rpymne. Illra he orma burnm
3aBUCU OJI TPyIe OJ KOje MOJIa3UMO U MOIArpyIe 1o Kojoj je "ceuemo”. Ilpumerumo rarobe
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na je jesrpo emmmopdusma m ynpaso cama nomrpyna H: Kermr ={a € G:w(a) = H} ={a €
G:aH=H}={a€eG:a€H} =H.

Hamomena IlojmoBu HOpMasiHe moArpyie, XOMOMOP(U3Ma M KOHIDYEHLUje Cy €KBUBa-
JIEHTHU:

1) Caka HOpMaJHA TOArPYIA WHAYKYje jemaH XoMOMOp(dU3aM U jeqHy KOHrpyeHuujy (To
CMO yIPaBO OIUCAJN):

H <G = ~p je kourpyermuja u 7 : G — G/H je xoMoMop¢pusam

2) Ceaku xoMOMOpQU3aM UHAYKYje jeIHy HOPMAaJHy HOATDPYILy U jeIHY KOHIDYEHIU])Y:

f G — K xomomopo¢uzam rpyna = Kerf <G u penannja ~ nepuHucaHa ca

anb & fla)=fb)

je rourpyennuja rpyne G (0BO jemUHO HUCMO IOKa3aiu, nposepute!)

3) Caka KOHIDYeHIUja MHAYKYje jeIHy HOPMAaJHy MOATPYIYy W jeNaH XOMOMOD(U3aM:

~ gourpyennuja rpyne G = C. <G u upecaukasame 7 : G — G/ ~ Koje eqeMeHTy monesmbyje
HBEroBy KJIacy €KBUBAJICHIMje€ je XOMOMOD(U3aM Irpyna

IIpumep 0.31. 1) 3a 6uno koju noackyn S rpyne G medpunucana je noarpyna Ng = {a € G :
aS = Sa} xoja ce 30Be nopmaauzamop ckyna S y rpymu G. Iloce6uo, ako je H meka monrpyna
rpyne G, men HopMasm3arop je Hajseha moarpyma rpyme Gy kojoj je H mopmasna (0BO
cnemu u3 came neduanmuje, H <Ny ={a € G:aH = Ha}), na je HG < Ny =G.

2) 3a 6uiro koju nonckyn S rpyne G nedpunucana je noarpyna Cs = {a € G : (Vs € S) as = sa}
KOja ce 30Be yenwmpaauzamop ckyna Sy rpynu G. IMoceGuo, nenrpanusarop came rpyme G ce
3oBe yenwmap epyne G: Cq ={a € G : (Vg € G) ag = ga}. Jacuo je ma je rpyna KOMyTaTUBHA
ako u camo ako je Cg = G. llenrap je mopMmaana moarpymna rpyme (G, caMo IITO HE MOpa Ia
Oyne npasa (rpymne y kojuma je nenrap tpusujanaf, Cg = {e} 30By ce u rpymne Ge3 neHTpa).
OHO mMTO yBEK BAKU je Ha uhdeKkc yueHmpa we moxce da byde npocm 6poj. *

Iloxa3s *: Ilpso hemo mokasaTu ma Basku
Axko je Cg nenrap rpyune G, rpyna G/Cq je nuknuuna axko u camo ako je rpyna G AGesosa.

= Hexka je rpyna G/Cq renepucana enementoMm aCq. To 3Haum na cy 3a NpOU3BOJLHE g1, go €

G roceru onpebenn muma Hekn crenenu kocera aCg y rommunnukoj rpym: ¢1Cq = (aCg)™
— n — m — n 1

n g2Cq = (aCg)", ommrocuo ¢1Cq = a™Cq n g2Cq = a"Cq. Cana u3 jeqHAKOCTH OBA KOCETA

nobujamo g1 = a™cy u g3 = a”co 3a Heke ¢, ¢y € Cg. Ilomro esemenTy U3 NEHTPA KOMYTUPA]Y

Ca CBUM OCTAJIUM €JIEMEHTHUMa, a CTEIEeHN eJeMeHTa a MeDhHycoBGHO, KOHAUHO mMaMo

+n _.n m _
C1C2 = a C2a €1 = g201-

g192 = ac1a"cy = a™
< Ako je rpyna G KOMyTaTUBHA, HEH LEHTAD je jedHAk Iesoj rpynu, na je G/Cq = G/G =
{G} = {e} jemnounana rpyna, koja je 1 NUKJINYHA.

IIpermocrasumo cana aa je [G : Cg] = p, rae je p npoct 6poj. To smaum ma je |G/Cq| = p.
ITomTo je cBaka rpyma IpocTor pena mukianuda, G/Cq je muEamuHa, a OHIA je, IO MPETXOIHO
nokazanoMm, G AGenosa. MebyTum, ouna je men meHTap nesia rpymna, ma HUje WHACKCA P!
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0.3.12 Teopeme o n3oMopdpuIMUMa

Hexka je f: G — K 6umno xoju xomomopouzam rpyma. Houme cy oapebene mse moarpymne,
jemna rpyne G, a apyra rpyne K. Ilpsa je cauxa zomomop@usma, HIOACKYT KOJU C€ IPUPOITHO
neUHUITE Ka0 CKYII CJIMKA CBUX ejeMeHara rpyme G:

Imf={f(g): g€ G}.

OsBo je jemma momrpyma rpyme K: ako cy ki,ke € Imf, mocroje g1,9o € G TakBu nma je
ki = f(g1) m ks = f(g2), ma je kika = f(91)f(92) = f(g192) € Imf, xao m k' = f(g:)™" =
flgrh) € Imf, 3a i€ {1,2}.

Ipyra je jesepo romomoppuzma nepuHUCAHO Ca

Kerf={geG: f(g9) =ex}
u Beh cMo0 mokasanau ga je OoBO jemHa HOpMaJiHa nmoarpymna rpymne G.

Kao mro cMo mMamu KOO BEKTOPCKUX TPOCTOpa, W KOA TPyHa CJAWKa ~Mepu’ Cypjek-
TUBHOCT IpeCIUKaBama f, a je3rpo MH]JeKTUBHOCT, OJHOCHO BaKU:

f je 'ma’ ako m camo ako je Imf = K,
f je’1-1” ako u camo aro je Kerf = {eg}.

[IpBa exBuBaseHnuja je jacHa, mok apyra ciema u3 f(g1) = f(g2) < f(97'g2) = ex <
g7 g2 € Kerf, ma axo je Kerf = {eg}, u3 f(91) = f(g2) he caemuru g; = go.

Omsoc uameby oBux moarpyma maje ciaemeha Teopema, koja ce jom 30Be Teopema 0 ToMo-
mopdusmy niu Teopema 0 paznazany LOMOMOPHUIMA.

Teopema 0.16. (IIpBa Teopema o m3omopdusmy) Hexa je f: G — K zomomopdusam epyna.
Taoa je
G/Kerf = Imf.

Joka3. Tepunucahemo npecnurasamwe ® : G/Kerf — Imf ca ®(gKerf) = f(g). ITomro je
® nedunucano Ha rKoceruMma moarpyue Kerf tpeba mpBo mokaszaTu na je 7o06po medrHUICAHO,
TO jecT ma He 3aBUCU OX n30Opa MPEACTABHUKA KJACE eKBUBAJICHI]E.

giKerf =g Kerf & gi'go€ Kerf & f(97'92) =ex & flg1) 'g2=ex & flg1) = f(g2).

OBuM cMO mokaszaau mHe camo na je ® nobpo mepumwmcano, seh u ma uz ®(giKerf) =
O(goKerf), To ject f(g1) = f(g92) cnenn g1 Kerf = goKerf (cByna cy Baskuiie €KBUBAJICH-
uje, na NPeTXOMHU HU3 YATAMO 3[eCHa yJeBo), ogHocHO na je @ ’1-1’. OBo mpeciurasame
je jacuo u 'Ha’, jep je cBaku eneMmeHt u3 k € I'mf obuuka k = f(g) 3a Hero g € G, a camuMm
tim u k = (gKerf).

Ocraje na moraskemo na je ¢ xomomopduzam, mro he ciaemuru u3 AePUHUANNjEe MHOKEHA Y
KOJIMYHMYKO] I'PYIX 1 TOTa mTO je f XxoMoMopdusam:

O(g1KerfegaKerf)=®(gig2Kerf) = f(gig2) = f(91)f(g2) = ®(g1Kerf)®(giKerf).
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Ilakne, nupecaukaBame P je bujexnuja m xomoMopu3aMm, na je u jegan mzomMopdusam rpymna

G/Kerf n Imf. ]

-IIperxomna Teopema ce 30Be TeOpeMa O pasziaramy XoMoMopdusma, jep ce f 3ampaBo pa-
31aske Ha KoMnosuiujy enuMopousma 7 : G — G/Ker f, yupaBo nepuHUCAHOT IPECIUKABAKA
® u nnraysuje o : Imf — K (mepunucane ca o(k) =k 3a k € Imf):

f=oco0odon.

Opmuoc uzmebhy npeceka u mTpomsBOAa ABE MOATPYIE MUCTE I'PyIe, IIPU YeMy je jeaHa Ol HUX
u HOpMaJHa, naje ciaeneha teopema.

Teopema 0.17. (pyra teopema o mzomop¢usmy) Heka cy H u K nodepyne epyne G, npu
wemy je nodepyna H wopmaana. Tada je HN K < K u eaxncu

HK/H~K/HNK.

Joka3. Ilowmro je H <G, MosxeMo na HanpasuMmo koiumuauuky rpyny G/H. ITocmarpahiemo
npecaukaBame [ : K — G/H nedpunucano ca f(k) = kH. IIpumeTunMo na je 0BO pecTpuKImja
npuponsor emumop¢usma 7w : G — G/H, na je u f xomomopousam. Hahwu hemo meroso
jes3rpo u CIMKY U IPUMEHUTU IPETXOIHY TeopeMy. 3a eneMmeHT k € K Baxku na je y jesrpy
npeciaukaBama f ako je f(k) meyrpan y rpynu G/H, a 1o je H. Ilakne, k € Kerf < kH =
H, a oBo 3uauu ma je k € H. Cana umamo k € K u k € H, na je Kerf = HN K. Ocraje
na ompenuMo cauky. VI3 came nedpunmimje npecnukasama je Imf = {kH : k € K}, amu ne
MoskeMo mmucatu aa je to K/H jep unje H C K mna Ta rpyna u He nocroju. MebyruMm, csakn
eaxement u3 noarpyne HK (koja moctoju jep je H <G u K < G) je obnura hk 3a Heke
he H, ke K. llomro je HK = KH (uvmamu cmo HK < G akko HK = KH, a cuenu u u3
mopmasmmoctu H), mocroje m h' € H, k' € K 3a roje je maro hk jemmaro k'h'. Ilakme, axo
y3MeMO TIOTITyHO Tpou3BosbHO k € K u h € H, ouna je kH = khh™'H = khH, na je ckyn cBuX
kH, 3a k € K, jemnak KH/H (oBa rpyna nocroju, jep H <1 G nosnaun H < KH), ogHOCHO
Imf=KH/H. Kan npumenunmo IpBy Teopemy u jemnaxoct HK = KH, nobujamo

K/HNK ~ HK/H.
]

Axo je cama H < G, nmuramo ce kakaB je omHoc uaMmeDhy moarpyna rpyme G u moarpyna
rkommunuka G/H. OAroBop Ha OBO MUTAHE faje MOCIeqHha TEOPEMa O M30MODP(U3MY.

Teopema 0.18. (Tpeha Teopema o uzomopdusmy) Hexa je H nopmaana nodepyna 2pyne G.
Taoda ceaxoj nodepynu epyne G xoja cadpacu H odzosapa mawno jeona nodepyna epyne G/H,
u obprymo. Taxobe, axo je K nopmaarwa nodepyna epyne G xoja cadpawcu damy H, buhie u
K/H < G/H, u jow saxcu

(G/H)/(K/H) = G/K.

Ioxka3. Heka je K 6uio koja noarpymna rpyne G Koja Caap:Ku OaTy HOPMAaJHy moarpymy H.
Tepmamo na je tana K/H jemna nonrpymna rpyne G/H. OBo ce nako mposepu 3axBasyjyhn
rome mro je K < G: axo k1H,koH € K/H ouna je kiH e ko H = k1koH € K/H jep kiks € K,
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asza kH € K/H jeu (kH)™! = k'H € K/H jep k € K = k™! € K. Mebyrum, Baxu
n o6pHyTO: cBaky moarpymy rpymne G/H mosxkemo ma ”Bparmmo” y moarpymy rpyme G koja
caap:xu H. Heka je K jemma taksa moarpymna gommunuka G/H. Hepunumumo K = {k €
G : kH € K}. Tspmumo nma je oBo jemna moarpyna ox G. Hexra ki, ko € K, To 3Haunm na
kiH,keH € K na je n muxoB npousBon kikeH y K, mTo n3 HaunHa Ha KOjU CMO Ke(QUHUCAIN
K nosnaun na kike € K. Ha ucrtu mauun, us k € K caemu kH € K, a omna moarpymna K
canpsu u uaBeps (kH)™! = k~1H, mro tauno smaum na k~! € K. Iarne, K < G, u ocraje
caMoO 1a KOHCTATYjeMO Oa OHa CBakako canp:sku H, jep 3a ouao xoje h € H Bawku hH = H,
a to npunaga K kao meyrpaa rpyne G/H. 3unauu, y crBapu je K = K/H u upuapyxusame

K — K/H je jenna bujexuuja ckyna csux noarpymna rpyue G koje caap:ke H Ha CKyI CBUX
noarpyna rpyne G/H.

Heka je cama K mopmasna moarpymna rpyme G Koja cagp:Ru OaTy HOPMaJHy moarpymy H.
Tpeba nokaszaru ma goxatso Baxku K/H < G/H. ¥Y3mumo npousBosman exement aH € G/H
U KOHJyTyjMo muMe mpoussossro kH € K/H. Ilo6ujamo (aH) 'kH(aH) = a~'kaH, ma xako
je K <G, ouhe a tka € K, a cavum tum u (aH) 'kH(aH) € K/H. (Jacuo je ma Baxum
u o6puyTO, arko je K = K/H mopmamna noarpyna rpyne G/H, ouna u3 (aH) 'kH(aH) =
a~‘kaH € K/H cnema na a ‘ka € K.) Ila 6mcMo MOKA3a/M Ma BAKKM TPAKEHT M30MOP(OU3aM
(mapaBHO, 1 maJsse mox yciaoBoM na je K mopmasHa nmoarpyna rpyune G Koja CampsKu OaTy
H), nocmarpahemo npecnukasamwe f : G/H — G/K mepunucano ca f(gH) = gK. Omno je
npe cBera nobpo medpumuucano jep m3 g1H = goH cunenn (gl)_lgg € H, amu xarxo je H C K
pazkmnhe u (g91) 'ge € K, nma je 1K = g2 K. JacHo je ma je oBo mpeciukaBame 'Ha'. Hahn
hemo my jesrpo: Kerf = {gH € G/H : f(gH) =K} ={9H € G/H: gK = K} = {¢gH €
G/H: ge K} =K/H. Canaus (G/H)/Kerf = Imf nobujamo

(G/H)/(K/H) = G/K.

0.3.13 Pa3znarama rpyue

Jexapmoe npouseod rpyna (Gi,-,e1, ) n (Ga,0,e2,”) je rpyna Gy X G2 y K0joj cy omepanuje
’ ’ ’ ’ _1

AepurnCane IO KoopmHaTama: (g1,92)e(g1,92) = (91-91,92002), €cixa. = (€1,€2), (91,92) 7" =
(91,92)-
Ha npumep, Z X Z, Zyn, X Zy Ly X Z,, cy TPyTIE KOje cy IlekapToBU MPOU3BOAN HAMA MO3HATUX
rpymoa.

IIpumep 0.32. Baxu:
Loy X Ly 2 Lo, = NZD(m,n) = 1.
-Iloka3 nmare xkon Hurose, 3anamu 63. u 64.

Axo je rpyma G IlekaprtoB mpoms3son rpyna (G m (G, oHe HUCY (HOPMATHO HOArPYyIE
on G. Mebhyrum, nmocroje muxoBe ”"konuje” kKoje jecy moarpyme rpymne (G. 3amTo yommTe
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skenuMo na npenctaBumo G kao JlekapToB NpOM3BOJ HEKUX I'pyma? -3aTO MITO OHAA MOMKEMO
[a MCKOPUCTUMO OHO IITO 3HAMO O BuUMa ma Oucmo nobunaun mapopmanuje o G, jep oHe
3ap:kaBajy cBoje ocobune y IlekaproBom mpousBoxmy, mehy mwuma ”mema Memama’. Ha
npumep, G = G1 X G5 je KoMyTaTUBHA akKo U caMo ako cy G1 u G KOMyTaTuBHE. Y CKOPO
he ce ucnocraBuTn ma je cBaka KOMyTATUBHA T'PyIa MPOU3BOJ HEKUX IUKJIUYHUX, & O HUMA
3HAMO CBe.

Bpartnmo ce ma meo "ako je G = Gy X Ga, ouga mocroje moarpyme rpymne G mzomopdue
rpynama G; u Go”. Illrta cy te moarpyme? Ilocmarpajmo mpecaukaBama w1 : G1 X G —
G1 n w2 1 G1 x Go — G2 nedurucana ca m(g1,92) = ¢1 1 m2(91,92) = g2. OnHa ce 30By
npojexuuje U Ha OCHOBY meduHUIMje omepanuja y JlekapToBOoM IpPOM3BOLY jACHO je Oa Cy
TO emuMopdu3Mu (IPBa KOOPAMHATA NPOU3BOLA jeJHAKA je IPOU3BOLY HIPBUX KOODIUHATA,
u ucro 3a apyry). Ilra cy muxoBa jesrpa, OQHOCHO IITa C€ CIMKA ca 71 y e1 (WU ca o y
e2)? To he 6utm enementn JlekapTOBOT MPOU3BOJA UMja je IpBa KOOpAUHATA €1 (OTHOCHO
e2). Harne, Kerm; = {e1} x Ga u Kermy = Gy x {e2}. 3Hamo ma cy jesrpa xoMoMopdusama
HOpMaJiHe moarpymne, na ouxa rpyna G koja je IlekaproB mpomssox rpyna G u Go mMma
wopmasae noarpyne H u K umzomopoue tum rpynama G u Go, H = {e1} X G2 &£ Gy un
K =Gy x{ex} 2 G;. llpumernmo na je jenrHU 3aje IHUYKU €JIEMEHT TUX HOArDPYHa HEyTpai
rpyne G, HN K = {(e1,e2)} = eq. Tarobe, Basku u

(91,92) = (61792) b (91,62) = (g1,€2) ® (61792)

3a cBako (g1,92) € G, na nobujamo G = HK (= KH), kao u to na nmoarpyne H u K romyTn-
pajy unad nmo uiad. l[lpumerumo ma nmpeTxoaHa jeqHAKOCT 3HAUM U A8 CBaku ejseMeHT u3 G
“Ma jeIUHCTBEHU PAcTaB Kao MPOU3BOI jeaHor ejementa u3 H u jemmor u3 K|

Ila pe3mmupamo, ako je G = G X Go, ouma y rpynu (G mocroje moarpyne H u K 3a koje
Baxku H 2 Gy, K2 G n

HK<G, G=HK, HNK = {eg},

Kao n

(Vhe H k€ K) hk=kh A (Vg€ G)(F1h € H k€ K) g = hk.

Cana ce muramo caenelie: ma sm 3a mpon3BosLHY rpyny G mocroje mene (Ipase) noarpymne
H n K 3a koje je G = Hx K? Omue cy onga Mamux penoBa on G 1 BEPOBATHO je IHOCTABHU]E.
Bunenn cmo na G = (G X Gy 3HauUM ynTaB HU3 yCJIOBa 3a meHe noarpyne H u K m3omopdue
ca G; nu G, na je Tako ouekmBaHO u ciaenehe rBpheme.

Teopema 0.19. 3a 2pyny G u wene nodepyne H u K caedehiu ycaosu cy exeusasenmmuu:

1) G2 H x K umn: (hk)— hk je jedan usomopgusam epyne H x K na 2pyny G;

2) HK <G, G=HK, HNK = {e};

3) hk = kh sa cee h € H, k € K u ceaxo g € G ce na jeduncmaen Ha4ur npedcmas.na Kao
npoussod jednoe eaemernma uz H u jednoe uz K.

Joka3. ExBUBaJIEHTHOCT HABENEHUX YCJIOBa NeMO HOKA3aTU Kao JIaHAI] UMILIUKAIN]A.

1) = 2) Herka je G 2 HXx K u7: Hx K — G uzomoppuszam. ITocmarpajmo moarpyme
K = {e} x K n H = H x {e} rpyme H x K. Yupaso cmo Bumenu (y KOMEHTADPY WUCIPEX
TeopeMe) na cy TO ABe HOpMaaHe moarpymne ox H x K koje ce ceky mo Heyrpauay (e,e) Te
rpyle u Kao mpoussox Aajy nery rpymy: HK = H x K. Ona UCTO Baku U 3a HUXOBE

cauke mpu m3oMopduaMy 7 (M3oMOp@uU3aM UuyBa cBe ocobOuHe M mMOACTPYKType). Ilakie,
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sa H = 7(H) u K = n(K) y rpymn G Bawm cse ncro mro 3a H u K Bamu y H x K:
H,K<G, G=HK, HNK = {e}.

2) = 3) Herka cy h € H u k € K npousBomnu enemenTtu. IIpumerumo na je hk = kh axko
je h"'k~'hk = e. 3aro hemo mocmarparu enement h~'k~'hk. Ilomro je H < G, k™ 'hk
npunana H kao xomjyrart emxementa m3 H. Iloarpyma H je 3aTBOpeHa W 3a MHBEPTOBAE U
MHOMeme, Tia je orma u meo npousson h~1(k~'hk) y H. VcTum apryMeHTUMa TOKA3yjeMo
ma je hk~hk y K: K<G, k! € K, ma h'k~'h € K, a onmma u (h~*k~'h)k € K.
To smaum na je h~'k~'hk € HN K, a Taj mpecek je Mo MPETIOCTABIM jeTHOUTAH, Ta je
h='k~'hk = e, omrocuo hk = kh. Ilame, ycmoB G = HK naje ma ce cBaku eneMent g € G
MOsKe TPEeACTAaBUTUA Kao mpou3Bon jenuor u3 H u jemnor u3 K. Tpeba jom morkazaTtu ma je To
pasziarame jeIMHCTBeHO. IIpeTmocTaBuMo 3aTo na je g = hk = h'k’ rme h,h' € H, k, k' € K.
Omer, MHOKEHmEM cieBa eqementoMm h™! a snecma emementom (k')~1, jemmaroct hk = h'K'
tparchopmumemo y k(k')™! = h='h. OBum cmo mobuam ma je Ha JIEBOj CTPAHW MPOU3BO
enemenara n3 K, a Ha necHoj mpousson emeMenara u3 H. To spaun ma je k(k')~' = h~h €
H N K u omer UCKOPUCTAMO 1a je Taj mpecek camo HeyTpad, ma je k(k')~! = h~'h/ = e, mTo
Tauno naje h=h un k=K.

3) = 1) Tpeba nokaszaru na je upecaukasamwe 7 : (h, k) — hk uzomopduszam rpyne H x K Ha
rpyy G ako 3HaMO na Baske yciosu nox 3). I[Ipso hemo nposepuru na je 7 xomoMopduzam
OBUX Ipyma:

7((h, k) (I, K')) = m(hh  kK') = hh kK’ = hER'E = 7((h, k))x (W, K')).

OBae cmo uckopuctuiu na noarpyne H u K komyTupajy dias mo unad u 3amenuiu h'k ca
kh'.

Hame nposepasamo na je w '1-1": w((h,k)) = n((k', k")) = hk =PRIk, a 360r jenuacrBeHOCTN
IpEeNCTaB/LAKa CBAKOT €JIIEMEHTa Kao npousBona jenuor u3 H u jemmor uz K cuemu h =h' u
k =k, omaocuo (h,k) = (W, k).

Ocraje ma ce yBepuMoO na je m U 'HA' OPECIMKAaBame: OBO CJIEAM M3 TOra IITO CBakKO g € G
“Ma pacTaB Ha IPOM3BOX jenHor eneMenrta h u3 H u jemwor k u3 K, na je g = w(h, k). ]

YcaoBe mpeTxonHe TeopeMe YBeK 3a00BOJbaBajy TpuBHjasHe moarpyme rpyme G. Axo
nocroje nmpase nmoarpyne H n K Koje 3a10B0o/baBajy HEKU O] HABEIEHUX YCJIOBa (& TO 3HAUM
u cBe), 3a rpyny G kaxkemo ma je pasaoxcuea. Tanma moucrosehyjemo rpyne H x K u G y
cmucay ga je (h,k) ucro mro u hk.

(IlIpoussox G = HK non ycanosuma H, K <<G, HN K = {eg} 30BeMo ynympawmu dupexman
npouszsod, nok H x K 30BeMO cnomawmnu dupekman npoussod. Ilperxonua TeopemMa TBpOX na
Cy OBa [Ba IIOjMa €KBHBAJIEHTHA.)

NBayknujoM 1o n mpeTxoqHo TBpheme ce yommTasa HA KOHAYHO MOATPYTIA.
Teopema 0.20. 3a 2pyny G u wene nodepyne Hy, Ho, ..., H, caedehu ycaosu cy exeusasenmmnu:

1) Cam: (hi,ha, ..., hy) — hihe - hy je Oedunucan jedan usomopduszam epyne Hy x Ho X -+ -x Hy,
na epyny G;

2)H;<G, G=HHy---H,, (HHHy---H;_1)NH; ={e} 3a ceei € {2,...,n};

3) 3a i # j nodepyne H; u H; womymupajy waan no wian u ceaxo g € G uma mawno jedan
pacmae obauxa g = hihs - hy.
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O]

3a rpyny G kaskemo na je dupexman npouszgod cBojux nonrpyna Hiy, Hs,... H, ako Te
MOArpyTe 3aM0BOJbAaBajy 0ap jemaH ol ycCJoBa mpeTrxomHe Teopeme. AKo je omepanuja y
rpynu (G 03HAUEHA aMUTUBHO, KaskeMo na je G dupexmua cyma TUX TOATPYTA U MUIMIEMO

G=H &H® - @ Hp.

Yecro ce memasa ga je HeKa Ipyla Ipou3BoL (yHYTPAMbU) CBOJUX IMOArPYIa KOje Ce TPUB-
MjaJIHO CEKy W OJl KOjUX je caMO jenHa HOPMaJIHA.

3a rpyny G KakeMo 1a je noaydupexmar Uit cemudupexmar npousgod csojux nmonrpyuna H u
K axo Baske cuenehiu ycaosu: G = HK, H<G, HNK = {e}. To 3anucyjemo G = H x K.

(OBo je omer mosyqUpeKTaH yHYTPAIIbYU NPOU3BOI, a IOCTOjU U cunobamsbu - Heliemo oBoM
IPUIMKOM O HEeMy, Al U OBAE BayKU AA j€ CHOJbAIIKYM KCTO MITO U YHYTPAIIMBU. )

IIpumep 0.33. Y mumemapckoj rpymu [, mpupomHo ce m3aBajajy MOArPyIe TeHEepUCaHe ca
puo, H={(p) u K = (o). llpsa on mux je HOpMaJHA jep je WHIEKca 2, a jacHO je ma
Cy CBU eJIEMEHTU OUelapCKe I'pyle MPOM3BOAU HEKOI cTemeHa p u o. 3aro je D, = HK.
JenuHM 3ajeIHUYKU eJleMEeHT OBUX MOArPYIa je HeyTpaJ Auenapcke rpyme, na Baxu D, =
HxK =2 7Z,xZy. Canuso ce moka3yje oa Baxu S, = A, XZy, npu yeMy je oBe Zg HOArpyIa

reHepucana OUI0 KOjOM TPAHCIIO3UII]OM.

0.3.14 KowmyraruBHe rpyne

sRenmumo nma ommmemo cBe KOMyTaTuBHE rpyne no Ha m3oMopduszam. Hcmocrasuhie ce na
je To moryhe, a texauke koje hemo kopuctutu cy yraaBuoMm u3 Jlumeapue amareope. Ilo
JOTOBOPY, KOMYyTATUBHE TPYIE O3HAUABAMO AJUTUBHO.

Coboagse KOMYTATUBHE I'PyIe

Heka je (G,+,0,—) komyTaTuBHa rpymna. Kao u y CBakoj rpymnu, 3a JaTU €JIEMEHT ¢ €
G cy mepuHMCAHU HEIOBU CTEIEHU, y OBOM cuayuajy amutuBHU (ako je rpyna G o3nadena
MYJITHUIIUKATUBHO, 332 n € N nmamo: ¢" = ¢g-¢---¢g, TIe IPUMEBHYjeMO OIEPAIU]y N MyTa,
g =e, ok je g " =g t-g7t...g7! Tarobe n myra):

san€Njeng=g+g+---+g, nuyra, a (-n)g=(—g)+(—g)+ - +(—g), ucro n myra, 10K
je 0g =0 =0g¢.



0.3. TPYIIE 43

Hakse, 3a cBako m € 7Z je neduHmcaH aJUTUBHU M-TU CTEOEH OMIIO KOr ejneMeHnTa g € G.
OBO MOKeMO mOCMATpaT Kao omepanujy (m,g) — mg, OOHOCHO mpeciukaBame Z X G — G.
Cana u3 akcuoMa I'pyne U KOMyTaTUBHOCTU KOja OBIe BaKU TOOUjaMO:

(m+n)g = mg + ng (0BO je ocoBUHA CTENEHOBamA KOja Y MYyJITUIIMKATABHUM O3HAKAMA
raacu gt = gMg™)

m(ng) = (mn)g (oBO je ocobuHA CTemeHOBama KOja y MYyJITUILIMKATUBHAM O3HAKAMA TJIACH
(g")™ =g"")

m(g1 + g2) = mg1 + mg> (0BO ciremU U3 KOMYyTATUBHOCTHA W y MYJTUILIMKATUBHUAM O3HAKAMA
rnacu (9192)™ = g1"95")

lg = g (13 mepuHUTIUje cTemeHa, y MyJITUIUIMKATUBHAM O3HaKaMa riacu gl = g)

IToramenajmo cBe mperxomuo Hanucauo ~oumMa’ Jluneapue anrebpe: mMaMO KOMYTaTUBHY
rpymy (G,+) ca meHe yeTUpU aKCUOMe U NONATHO, jeNHY CIOJHY Z-omepanujy y rpymu G,
(m, g) — mg, 3a KOjy BaxKu

1) (m+n)g =mg +ng

2) m(g1 + g2) = mg1 + Mgz

3) m(ng) = (mn)g

4) 1g=g

3a cBe m,n €7Z u g,91,92 € G.

Ilakne, cBaka KOMYTATUBHA I'PyIa je jemad Z-mo0ya (MOLYJ HAX IPCTEHOM je UCTO IITO U
BEKTOPCKU IPOCTOP HAJ IIOJBEM - BayKe HOTILYHO MCTE aKCUOME, aJK TO IITO CKAJAPU HEMAjy
VHBEP3€ MOABOIM MO PA3JIMYUTUX MOCHemAna TUX akcuoma). To maMm naje moryhmoct ma
IPUMEHMMO CB€ IITO 3HAMO O BEKTOPCKUM IPOCTOPUMA - Oa IOCMAaTpPaMO JWHEapHe KOMOUu-
Halllje, TeHepaTpuce, TOBOPUMO O JUHEAPHOj HE3aBUCHOCTU, 0a3m m muMeH3uju. Hapaswo,
MucauMo Ha oarosapajyhe mojmoBe y Z-monyny G, amu hemo nepuHunuje dpopmynucatu
Tako ma ce omHoce Ha caMy rpyny G. Ilpsa ox mux (aHasorsa ne@UHUNMjU KOHAYHOIUMEH-
3MOHOT BEKTOPCKOT mpocTopa) je caeneha:

Hepunnnuja 0.25. 3a komyratuBHy Ipyny G KaKeMO na je KoOHawH0zZ Muna axko mMma dap
jeoHy KOHAUYHY T'€HEPATPUCY.

To 3HaumM na MOCTOje eJeMeHTHU €1,€s,...,€e, Irpyne G TakBu ma ce cBaku g € G MOKe Tpe-
CTABUTU Yy OOJIUKY
g =kier + kaea + -+ + kpen,

rae cy k; Hexu neau 6pojesu. IlomTo cBaky e; reHepumie CBOjy NUKJINYHY IPYIy (e;), Tpyma
G je cyMa KOHAYHO NUKJIWYHUX MOATPYIA

G={(e1)+{eay+- -+ (e, =er1Z+eZ+ - +e,Z.

Ono mTO HE 3HAMO je Ha JIK Cy OBe IUKJIWYHE MOArPYIe KOHAuHe i OeckoHauHe. AKO Baku
na cy ey, es,. .., e, JUHEAPHO HE3aBUCHU, IPBO nobujamo na je ;7 = 7 (y CyIpOTHOM, Tj. aKo
HEKU e; TeHePUIle KOHAYHY NUKINYHY I'PYLy Zy,, u3 kie; = 0 cienu na je e; IMHEAPHO 3aBUCAH
(caMm ca coBboMm), na je OHIA U e CUCTEM JMHEAPHO 3aBUCAH), a 3aTuM u 1a je G = e1 Z®ea Z®
- @epZ (cyMa je OIUpEKTHA jep Cy UCIYHEHU YCJIOBU 3a TO - CBe HOArDYIE y KOMYTaTUBHO]
rpyny Cy HOPpMAJIHE, & CBU IpPecemy KOjU Ce M0jaBibyjy y YCIOBY 3a AUpeKTHOCT cyMme cy {0}
omer 300r JUHEAPHE HE3ABUCHOCTH).
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Iaxkne, ako je cucteM [eq,eq, ..., e,] INHEADHO HE3ABUCAH, BAYKU
GE2ZOZ® - - L =17".

To 3naun na je cBaka rpyna G koja nMa KOHAUHY JIMHEAPHO HE3aBUCHY MEHEPATPUCY U30MOD(HA
rpynu Z" 3a HEKO n.

Hepuaumuja 0.26. 3a romyraruBHy rpyny G KakeMo na je ca0600ka ako mMa 6ap jemaHy
6a3y, TO jecT Gap jemHy JMHEADHO HE3aBUCHY reHepaTpucy (mocMaTpaHa Kao Z-MOIYJ, HAp-
ABHO).

ITpumep 0.34. Axko je n Guso Koju mpupoman 6poj, rpyna Z" =2 & - ®ZL =7Z X --- X 7
je cnobonua. Hbeny raHoHCKy 0a3y UmMHE BEKTODH €1,€2,...,€E,, TIE je e; N-TOPKa Y KOjoj Cy
cBe koMnoHeHnTe (0, ocuMm mTO je ¢-Ta 1.

IIpema KOMeHTApY KOjU je MPETXOAUO AePUHUIMjU, CBaKa KOMyTaTWBHaA rpyna (G Koja mMa
Oap jemny 6a3y ca n exeMeHaTra je mdoMopoHa ca Z".

Canma ce muraMo Oa JIM MO:KE Ia Ce AEeCU Oa KOMYyTATWBHA I'DyNa KOHAUHOL TUIA KUMa
jemmy 06a3y KApAWHAJIHOCTU N, a APYTY KapAWHAJIHOCTU m, 3a m # n. llomcerumo ce nma je
KO/l BEKTOPCKUX [IPOCTOPA HajIpe BAKUIO Ja CBakM uMa 6a3y (KOHAUHY WIM OECKOHAYHY ),
a 3aTUM UM Ja Ce KOJX BEKTOPCKUX IIPOCTOPA Ca KOHAUYHOM I'€HEePATPUCOM U3 Te NeHepaTpuce
Moke usznsojutu 6a3a. Ha kpajy cmo mokasanu na cy oHna cBe 0ase MCTe KapAUHAJIHOCTU, U
Taj 6pOj 3BaJIM AMMEH3Mja BEKTOPCKOT IpocTopa. Kom rpymna je curyaruja Majao APyTradvnl]ja:
na 6ucMo MOTJIu Aa Ae(UHUIIEMO aHAJOTOH AVMeH3uje, Tpeda HaM yCJIOB Oa rpyna uMma oap
jemmy 6a3y.

Teopema 0.21. Ax0 c10600HG KOMYMAMUBHE 2PYNG UM OGP JEOHY KOHAUNY 2EHEPAMPUCY, 0HOG
cy cee mene basze KOHAYHE U UMAJy ucmu 6poj esemenama.

Ioka3z. Heka je G cnobomHa KOMyTaTUBHA Tpyla ca KOHAYHOM reHeparpucoMm. Ako je e
jenHa meHa 0a3a W g KOHAYHA FEeHEPATPHCA, TaAa je CBAKU €JEeMEHT U3 ¢ JWHeapHa KoMOu-
HAIWja KOHAYHO MHOTO eJleMeHaTa n3 e (1o ne(uHunrju JnHeapHe KOMOUHANMjE) ca Koepum-
jeatuma u3 Z. VImamMo makie KOHAUHO JUHEAPHUX KOMOUWHAINM]a ca KOHAYHO BEKTOPA ¥ CBAKO],
na ce y BUMa YKYIHO IOjaBibyje KOHAUHO BEKTOPa 0asze e, HEKa Cy TO € = [e1,€a,...,ey].
Canma uz g C L(é) u G = L(g) (g je remeparpuca rpyne G, 1o ject Z-monyna G), cienu
G =L(g) C L(L(é)) = L(é). 3armyuyjemo na je é remeparpuca uene rpyne G. To cana naje
na je mouerHa 0a3a e koHauHa u jemuaka ¢! 3amro? -Ilomto je é remeparpuca rpyme G,
OHJZIA Cy U TPEOCTANN BEKTOPU (aKO MX mMa) u3 e \ é koMOunanuje Bekropa u3 é. Mebyrum,
CUCTEM e je JuHeapHO He3aBucaH, ma oo Huje moryhe! Jlakme, cBaka 6a3a rpyme G je
koHauHa!

Heka cy cama e u f ©mmo xoje Gase (komaume) mare rpyme G, e = [ej,ea,...,e,], f =
[f1, f2; .-, fm]. IlomTo je e Ga3a, cBaku f; je MuHeapHa KOMOMHAIL]jA BEKTOPA U3 € U OOPHYTO,
CBAaKWU ¢; je JuHeapHa KOMOWHanuja Bexkropa u3 f, ma moctoje marpune P € M, (Z) u Q =
M,n(Z) 3a koje je f = eP u e = fQ (ceture ce marpune npesacka ca 6asze Ha 6a3y of
npouwte romuue). OnmaBme name mvmamo e = ePQ u f = fQP, a rako je PQ € M,(Z) n
QP € M,,(Z), nobujamo canenehe jennakoctu

ek, =ePQ u fE,=fQP.
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TTomwro cy cucremMu e u f JuHEeapHO HE3aBUCHU HAL Z, MOKEMO Ia ~ CKPaTUMO’ IPETXOIHE
jemnaroctu (eA =eB = A = B axko je e auneapHO He3asucas, jep eA = eB 3mauu na cy
JUHEapHEe KOMOMHAIM]Ee e-0Ba YMju Cy KOoehUIujeHTn peqoM Koytone Mmarpuna A n B jenHake,
a UCKOPUCTUMO JUHEAPHY HE3aBUCHOCT Ja JOOUjeMo 1a je CBaka KOoJoHa MaTpure A jeqHaka
omrosapajyhoj komuau marpune B). Hobujamo E, = PQ u E,, = QP. TspaouMo na oxasue
cirenu ma je m =n.

-ITocmaTpaheMo TparoBe OoBUX MaTpUIA:

n="Tr(E,) =Tr(PQ)=Tr(QP) =Tr(E,) = m.

Ocraje ma o6jacHUMO Cpenmy jeHAKOCT aKO je He 3HAMO OJ pPaHuje:

Tr(PQ) = Z(PQ)n' = ZZPUjS = ZPiijia
i g 2]

i

J J

Tr(QP)=> (QP)j; =>_> QjiPyj =Y _ PiiQji.
i i
]

Ilakne, ako komyraruBHa rpyna G mma Gap jemny koHauHy 0a3y, OHIA CBe H.eHe Dase
nMajy uctu 6poj exemenarta. Taj 6poj ce 30Be pane rpyne G u o3naudasa ce ca p(G) (To je
3Hauu mumensuja Z-moxnyia G). Bumenu cmo Behi na je csaka roMmyrarusua rpyna G koja
uma 0a3y ca n ememeHara m3oMop¢Ha ca Z™, ma je

p(G)=n & G=Z"

Iloarpyne cio0omgHe KOMYTaTHUBHE Tpyle

Hedurnrcanr cMO aHAJIOTOH AWMEH3Uje€ BEKTOPCKOT IOTIPOCTOPA, U CALA KEJIUMO O3 BUAUMO
mra oBae Basku 3a ~morupocrope” (mommonyse), omHocHo moarpyme. Omer HauzazuMmo Ha
pa3iuKy y OOHOCY Ha BeKTOpcke mpoctope. Ilomcerumo ce ma je Tamo Bakmiao ma ako je U
IOTIIPOCTOP mpocTopa V' Koju je ucre auMmeHsuje kao cam V, ouga mopa na 6yne U = V. Osze
TO cBojcTBO r'y6mMo. Ha mpumep, rpyma Z2 je panra 2, Kao M HmeHa INOACPYIA CEHEPHCAHA
(numeapuo mezasucHuM) enementuMa (2,0) u (0,5), anu ounraenno mucy jenuake! MebhyTun,
onpebena mpaBUIIHOCT UIMAK BaKU:

Teopema 0.22. Axo je G ca0000Ha KOMYMAMUBHA 2PYNG PaHza N, ok0a je c8aKa bena nodzpyna
makohe caobodHna u panea He eehiez 00 n.

p(G)

3a n =1 nmamo ma je G = 7Z, a momTo 3HAMO Ia ONUIIEMO HOATPYIE T'pyle neanx Opo-
jesa, cmemuhe ma je csaka moarpyna H on G mnm {0} wnm m3omopdua ca kZ mro je mame
uzoMopduo ca Z. Harne, H je panra 0 uau 1.

Jloka3. -UHIYKINjOM TIO N
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Hexka je cama n > 1 u mpernocraBuMo 1a TBpheme Basky 3a CBe TPyIle paHra Mamer o 1. AKo
je e =le1,ea,...,e,] jemna 6asa rpyme G, tama ce cBaku eneMeHT g € G MOKe IPeICTaBUTH
y obaury g = kie; + ksea + - - - + kpe,, Tae cy k; Hexku mesau 6pojeBu. IloceGHo, TO Baku u 3a
eneMenTe O6mIO Koje mene noarpymne H. Jla 6ucMO MCKOPUCTUNIN WHIYKTUBHY NPETIOCTABKY
Tpeba ma "uzbamumo” jeman Oa3HM €JIEMEHT W 3aTO NeMO MOCMATPATU MPECIVNKABAKE KOje
€JeMEHTY HOoIesbyje HEeroBy MPBY KOOpAMHATY y 0a3u e, OMHOCHO mpojernujy 7 : H — 7Z
nepunucany ca 7(kie; + koes + -+ + kpep,) = k1. OBo je oumriemno xomomop¢usam (mpBa
KOoOpauHaTa 30upa jemHaka je 30uUpy IPBUX KOODAMHATA) U H-ErOBA CIUKA j€ HEKA MOArPYIa
rpyne Z, Imn = kZ.

Axo je k = 0, cmenu ma cBu emementu mu3 H wmmajy npsBy koopmunaty 0. To 3mauu ma
je H canp:kana y Z-MOIyJly T€HEPUCAHOM €JIEMEHTUMA €, ..., €E,, OAHOCHO Ma je MOArpyma
cnobonue rpymne Zles,. .., e,] Koja je panra n—1, na je oHma, IO MHAYKTUBHO] IPETIOCTABIHN,
u H cnobonua n panra HajBume n — 1.

Heka je k # 0. ITomrro je Imm = kZ, nocroju 6ap jeman emement g € G KOju ce ciuka Oair
y k. Horazahemo na je ouwma H = Kerm & gZ, upu yemy je gZ noarpyuna on H rermepucana
exemenToM ¢g. Hera je h € H npoussomno. V3 Imnm = kZ cunemn na je w(h) = mk 3a Heko
m € Z. Cana u3 k = n(g) umamo w(h) — mn(g) =0, omaocro w(h —mg) = 0. To 3Haum na je
h—mg € Kerm, a tume n h € Kerm + gZ, na je H = Kerm + gZ.

3amTo je oBa cyma muperraa?! Heka h € Kerm N gZ. To 3uaum na na je h obsuka h = mg u
mw(h) = 0, na umamo w(mg) = mn(g) = mk = 0. IIpernocrasuau cmo 1a je k # 0, mro naje na
m =0, a ouna je u h u3 upeceka jemnako 0. akne, Kerm NgZ = {0} u cyma je nuperrHa.

[MIra cmo mobunu oBuM pasiarameM noarpyne H Ha mupexkTtHy cymy? - Kerrm je moarpyna
caobonue rpyme Zles,...,e,] panra n — 1, na je mo MHAYKTUBHO] npermocraBiu u Kerm
caobonna u panra He Beher om n— 1. To 3uaum na je H nupekTHa cyMma cio0O0mMHE TOATPYIIE
panra < n—1 u cnoboxnre noarpyne gZ paura 1, na je u H cnobomua u p(H) <n—1+1=n,
mTo je m Tpebasio mokaszaTu. O

[Ipema Tome, aro cimobomHa komMyTaTuBHa rpyna G uma 6a3y Oy:KUHE n, Taga U CBaKa
meHa noarpyna H mnva 6a3y mysxuae m < n. Bunenu cmo takobe na un 3a H # G panrosu m
u n Mory ma Oyny jemsaru. OcuMm Te, joIn jemHa pasjvKa y OMHOCY HA BEKTOPCKE MPOCTOPE
je mro nmpom3BoJsHA 6a3a moarpymne H He mopa ma Oyme meo Here Oase came rpyne G. Unak,
U OBJIe BAYKU M3BECHA MPABUIHOCT.

Teopema 0.23. 3a ceaxy npasy nodepyny caobodne xomymamuene zpyne G panza n nocmoju

cucmem yeaus bpojesa [ny,na, ..., ng| mMehy Kojuma ceaxu deau onaj Hapedrnu u 3a xoje epyna G
uma bap jeony bazy e = le1, ea, ..., e,] maxey da je

[ =[nie1,nzea, ..., nyer]
jeowa b6asa nodepyne H. ITpu mom cy bpojesu ny,na, ...,y o0pehenu jednosnauno 00 Ha 3HAK.

Jloka3. YmnpaBo cmo moraszaiau na je m nmoarpyma H cinobomma, ma hemo mocmarpartn
npounsBossHe Oa3e g on G u h og H. Ilomro je g 6a3a mese rpyne GG, To ce u h-oBu MOry
u3pasuTyu npeko g-osa: h = gA 3a jemuncreno oxpebeny marpuny A € My, (Z), ruoe je k
paur nonrpymne H.

C mpyre crpame, 3a 6a3e koje seauMmo na Habemo Baxu f = eAY, roe je
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ng 0 0 --- 0 O
0 ny O 0 O

A = O O 0 nk O (i | nig1).
|0 0 0 --- 0 0]

Ako Om, ka0 3a MATpUIE HAI IOJHEM, BAXKUIO Ia MOCTOje MHBep3ubuine matpune P u @
roje A ”cBome” ma A°, To ject Tarse ma je PAQ = A°, moram 6ucmo na mabemo Besy usmeby
g u e, onnocuo usMebhy h u f:
jemmaxocT h = gA moMHOuMO 3mecHA ca @ u mobujemo h@Q = gAQ; cama ymermemo P~ !P
n3meby g u A ma Gucmo mmanu 3ajenno PAQ:
hQ = gP~'PAQ, omaocuo hQ = gP~1A°. Canmaje,3a f=hQ ue=gP !, f=eA"

Ilakie, ako HOKasKeMO Ma 3a MPOU3BOJLHY MATPUILy HAJ 7 MOCTOje WHBEP3UOUIHE Ma-
tpune P u ) omrosapajyhux ¢opmara takse ma je PAQ) TpakeHor obawka, MOram O6mCMO
onx novyeTHnx (OPOM3BOJBHUX) Ga3a g u h oa nobujeMo e u f 3a KOje BasKu nara Besa.
3aro hemo nocebHO popmynucatu To TBpheme o MaTpurnama, y3 noacehame ga cMO UMaIn
anaJioruo y Jlumeapuoj anrebpu, u na AOHEKIE MOKEMO IPUMEHUTU UCTY TEXHUKY Y JOKa3U-
Bawy (HE y HOTIYHOCTH jep CMO TaMO PAIUINA Ca MATPULAMa HA IOJLEM, [Ae UMAMO IeJbeHe
- HeMOTyNHOCT Oa ox MPOM3BOJLHOI HEeHyIa Opoja mobujeMo jeawHWUy y Z TPEeBa3UIA3MMO
EYRIMACKAM HesbermeM!)

JIema 0.3. 3a ceaxy mampuyy A € My, (Z), nocmoje ungepsubuane mampuye P € M, (Z) u
Q € M,(Z) 3a xoje je mampuya PAQ = A°, 20e je AY mampuya wuje cy cxopo cee xomnonenme
HYAQ, OCUM Kk BUL KA NOYEeMHOM 0eay Jujazonane U 36 BUT 8axcyu 0a c8aka deau Hapedny. Tu
bpojesu cy, 3a damy mampuyy, odpeheny jednosnawho 00 Ha FHAK.

Ioka3. JIoBOWHO je ma HOKasKeMO ma ce MaTpuna A MOsKe TPUMEHOM KOHAYHO MHOTO eJi-
€MEHTApHUX ollepalyja Ha BPCTaMa MM KOJIOHAMa TPAHCHOPMUCATA y MATPUIY TPaKEHOT
0o0JiMKa, jep CMO Ipomljie I'OJUHE MMaJU Na Ce CBaka eJleMeHTapHa Ollepaliija Ha BPCTaMa
MOXK€e 3aMEHUTU MHOMKEHEM CIIEBA €AEeMENMAPHOM MAMPUYOM KOja HACTAje IPUMEHOM Te UCTE
omepamuje Ha Bpcrama jequauune Matpune: ¥(A) = ¢(E)A, rae je ¢ jenna on caenehinx on-
epanuja:

Vi & Vj

)V, = aV; (aeZ*={-1,1});

) Vi = VitaV; (a€Z, i#j).

Wcro Basky 1 3a omepanuje Ha KOJIOHAMA, CAMO MTO Ty A MHOMKMMO €JIEMEHTAPHOM MATPUIIOM
s3necua: ¢(A) = A¢(E).

OHO wWTO je OBHe KPYLUUJjANHO je Ha Cy ejleMeHTapHe MaTpule WHBep3uOuiHe (HUXOBU WH-
BeP3M Cy OHOBO eJIEMEHTapHE MAaTPUIlE HACTAJIE IPUMEHOM MHBEP3HE eJIEMEHTapHE OIePAIu]je
Ha E). To mam maje objammene 3aI0TO ce €JeMEHTAPHE ONEPAaNKje MOTY 3aMEHUTUA MHOKECH-
jeM MHBep3MOWIHMM MaTpuiaMa ClieBa U 3[eCHA:

Vw01 APra -+ - G = Up(E) -+ b (E)Y1 (E)Agy (E)p2(E) -+ ¢s(E) = = P - - PoPLAQ1Q2 - Qs = PAQ,

a MaTpune Pu Q Ccy I/IHBep3I/I6I/IJ'IHe KaO IIpou3BO I eJIeMeHTapHI/IX!
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Ilaksie, HEKA je maTa MATPUIA

a1 a2 @13 - Gip
a21 Qa22 a3 - G2p

A= |a1 G322 az3 - aA3n | ¢ Mpn(Z).
Am1 Am2 Am3 T Amn

Ilorazahemo npBo ga ce Mmarpuna A Moxe eleMeHTapHUM TpaHCHOpPMAIjaMa CBECTH HA
MaTpHUIy ODJIUKA

d 0 o - 0
0 b22 b23 e bZn

B=|0 b3z bgz -+ b3 (d | bij),
0 bm2 bm3 e bmn

y K0joj je d HajBehn 3ajeqnuukm menmiam CBUX KOMIIOHEHaTa a;; Marpune A. Moxemo na

npernocraBuMo na A Huje Hysa MaTpuna (jep Kox Hac ocrBapyje Bedy uaMmeDy nse Gase, a
u na jecre, Moxe ce pehinm ma je TpaskeHor oG/aMKa). YOUMMO €JEMEHT d;j KOJU je HajMammu
[0 alCoJIyTHO] BpemHocTu Mely CBUM He-HyJia KOMIIOHEHTaMa. be3 yMamema OIIITOCTHU
IPEeTHOCTAaBUMO Ja je TO a1, jep ra omepamujama tuma Vi <+ V; u Ki < K; cBakako
MOKEMO IOBECTU y FOpHU JeBu yrao. Axo je |ajp| = 1, momamaliemo ce mcro ka0 u KOX
MATpUIla HaI MOJ/HEM, OAZHOCHO TUM €JEMEHTOM heMO ~OdYumcTUTH’ OCTATAK NPBE BPCTE U
npBe KoJoHe (y 3aBUCHOCTM OJX TOra Ia Ju je ai; = 1 wiu a;; = —1, BpmmMMO omepanuje
Vis Vi—anVi m K; — Kj—a; Ky, ommocao V; — Vi+anViu K; — K;+a;K).
Tume cmo mobunu mMaTpuiy B jep jenuHHIa Neu CBAKO bj.

Hera je canma |a11| = n > 1 u npernocraBuMo na TBpbheme Baskn 3a CBaKy MaTPUIYy uuja
je HajMara He-HyJla alCOoJyTHa BPETHOCT Mama onx n. Hamomenynu cmo Beh ma y Z memamo
[EJbEHE U PA3JIIOMKE, Al UMAMO EYKIUIACKO IeJheme. 3aTO NeMO y3eTu peloM KOMIOHEHTE
IIPBe KOJIOHE U CBAKY €YKIUIACKU MOAEIUTU Ca G11:
as1 = aiq+r, r<a
az1 = aq +1', r' <an
U Tako Jajbe. 3aTUM uU3BpmuMo omepaimuje Vo +— Vo —qVi, V3 — V3 —¢'Vi u ucto ca
IpeocTaJuM BpcTaMa. 10 MCTO ypaarMo U Ca KOMIIOHEHTaMa IIPBe BPCTE, TO jeCT CBaKy €y-
KJIUICKYU NMOJEJNMO Ca G11, & OHIA BPIIMMO Ollepalilije Ha KOJIOHAMa la Yy OCTATKY IPBE BPCTE
nobMjeMo KOMIIOHEHTE Mawke ox a11. LlTa mobujamo mociie Te OBe cepuje eeMEeHTAPHUX OIl-
epamuja? Jemma moryhuocr je ma je Gap jemHa KOMIIOHEHTA OCHM @11 Y IPBOj BPCTU WA
MIPBOj KOJIOHU paz3amumTa on HyJse. To he omma OuTH HajMama alCONyTHA BPEAHOCT MAha
O M ¥ IO MHAYKTUBHO] IIPETIOCTABIN NOOMjeHa MaTpUIA Ce naJjbe MOYKE CBECTU HAa MaTPUILY
obnmuka B. Ipyra moryhHocT je ma cy ocTraTky IpBe BPCTe Ka0 M Y OCTATKY IIPBE KOJIOHE,
CB€ KOMIIOHEHTE OCHUM 1] jeJHaKe Hyjaa. 10 CBakako JWYM Ha MATpuULy [, anu mrTa ako Ty
a11 He meau HeKo b;;7 - Y TOM ciydajy, HOZAMO j-Ty KOJIOHY IpBO]j (Ty ¥y KOjOj je eeMeHT
KOJU HUje NeJbUB Ca a11) U OHAA OIleT M3BEAEMO ONMCaHe ollepaluje IO BpcraMma Koje he 6ap
Ha Mectry (i,1) maTy He-HyJIa BPEOHOCT Maly OJ N U OHIA MOMKEMO HPUMEHUTYU WHIYKTUBHY
XUIOTE3Y.

Iakne, MHAYKIXjOM O HAjMaMO0j alCOJIYTHO] BPEAHOCTU PAa3JUYUTO] O HYJE, CIEIN
na ce mobujeHa MaTpHUIA Y CBAKOM CJIydYajy CBOOM HA Marpuny obiuka B, a caMuMm TuM
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u nouerHa Marpuna A. TBpaumo na je omma me camo d = NZD(A) (y cmucay najsehn
3ajemHUYRN Oenmian cBux komnorenarta marpure A), seh u d = NZD(B). To onpasnasamo
HA UCTU HAYMH Kao y KoMeHTapy kox Eykmumnosor amropurma: NZD(bq+r,b) = NZD(b,r),
a MU CMO KOMIIOHEHTE y MATPui A Memasu UCKBYUYMBO HA OBaj HAUMH - OpojeBe cMo
3aMEBUBAIN HBUXOBUM OCTAIVMa NPU Aekhemy ca aj; = d. Cama HACTaBbaMO HA ONUCAHU

HAYMH Ja TPaHCHOPMUIIEMO HOAMATPHIy MaTpuie B kojy uune kommnorente [b;;]. Ilomro d
menu cBako b;;, nemuhie u wuxo NZD. Osunaunhiemo d ca ny, NZD[b;;] ca ny n Tako name.
Ha xpajy hemo mo6utu marpumy obiauka A, O

BpojeBu ni,no, ..., N U3 OPETXOAHE JEME CE€ 30BY UHBAPUJGHMHU O0eAuoul MaTpune A,
JOK C€ y KOHTEKCTY MPETXOIHE TEOPEME 30BY UHBAPUjaHMHU desuonuy moarpymne H.

KomMmyTraruBHe rpyne KOHAQUHOT THUIIA

[Mopcerumo ce ma 3a koMmyTaTuBHY rpyny G Ka:keMO Ia je KOHAUHOT TUIa aKo uMa 6ap jemHy
KOHAuHYy reHeparpucy. Axo je G KOHAUYHO IeHEpPUCAHA KOMYTAaTUBHA I'DyIa, OHA HE MOpa
na Oyne cinobomua (3a cBe Z, BaXKM Aa UM je jeIHOUNIAHA TeHEePATPUCA JIMHeAPHO 3aBUCHA,
nl = 0). Wnak, ka0 1 KO PaHUjUX OACTYIAHA OJ] IPABUIHOCTU KOje BaskKe y BEKTOPCKUM
IPOCTOPUMA, U OBJE TOCTOjU Be3a n3Mehy KOMyTaTUBHUX I'Dylia KOHAYHOL TUIA U CI000JHUX
KOMYTATUBHUX I'pyla (KOMYyTaTUBHUX I'Dyla ca 6a30M).

Teopema 0.24. 3a ceaxy bazy [e1, ea, . . ., e,] croboone Komymamuene zpyne F panza n u npousgonne
eneMENME §1, G2, - - - , §n KOMYyMamuene zpyne G, nocmoju jedurcmeen romomopgusam f : F — G
makae da je f(e;) = g; 3a cearo i € {1,2,...,n}.

0Odaede caedu 0a je c8aKa KOHGYHO 2EHEPUCARA KOMYMAMUBHA 2PYNa UF0MOPPHA KOAUNHUNKO]
2pYNU Hexe caoboone epyne no Kekoj menoj nodepyni.

Joka3. Aro TpaskeHM XOMOMOp(U3aM MOCTOjU, OHOA 3a HPOM3BOJLHE Iesie Gpojese k; Mopa
Ia BaxKU

fkier + koea + - + knen) = kif(er) + kaf(ea) + - + knflen) = kigr + kago + - - + kngn.

Taxobe, momro 3a cBaku ereMeHT M3 F' IIOCTOje HEIOBU jeOWHCTBEHU KOEPUUIUjEeHTH Yy 0a3u
e, ca

f(krer + kaea + -« + knen) = kig1 + kaga + -+ + kngn
je mobpo meduHUCaHO jenHo npecaukaBame f: F— G. OHO je ounrienHo XoMoMop¢pu3am:
FO kiei+ > Kei) = fO (ki +k)e) = > (ki +k))gi =
= kigi+ Y _kigi = FO_kied) + FO_ Kie).

Jacuo je u na Baxu f(e;) = g;. (Cerure ce on mpouure ToauHe: JMHEAPHO NPECIUKABALE je
jemuacTBeHO ompebeno ako je 3amaro Ha 0a3m).
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Hera je cama G mpou3BOJbHA KOHAUHO T€HEPUCAHA KOMYTATUBHA CPYIa Ca DEHEPATPUCOM
[91,92,-.,9n]. Y3ehemo crnobomuy KOMyTaTUBHY TPyIy panra n (Ha npumMep Z™) u Kao rope,
IPECIUKATH €; — g;, TAE je e; i-TU KAHOHCKU BeKTOp. JacHo je ma he omma ciauka 6utu mesia
rpyna G, Imf =G, na uz F/Kerf 2 Imf canemu G = F/H 3a nomrpyny H = Kerf. L]

Osa Teopema Hac yBomu y ciaenehe outHo TBpheme roje Beh maje onmc kKoMyTaTUBHUX

rpyna KOHAYHOT' TUIIA.

Teopema 0.25. 3a ceaxy xomymamusny 2pyny G rxonawnoz muna nocmoje ueo 6poj s > 0 u
cucmem nodepyna N1z D noZ D - -+ D npZ epyne Z, maxo da je

G2Z/mZ XL/no X -+ X L/ Z X Z7°.

Hoxka3. IIpema mperxomuoj Teopemu, G je M30MOpQHHA KOJIUYHUKY HEKE CJI0DOIHE TpyIe
F. Y3zehemo na je FF = Z™ (ako G uma n-towiany reHeparpucy, To je To n). Iakie,
G 2 7Z"/H 3a mexy noarpyny H rpyme Z". Cana, mpeMa TeopemMu O HOArPyIaMa ciobomHe

KOMyTaTUBHE TPyIe, HOCTOje Ny, N2, ...,n; € Z \ {0} TakBu na csaku mesau ciaenehn, u Heka
6aza e = [e1,ea,...,6e,] Tpyne Z" 3a Koje je

f= [n1617n262;-~ank6k]
jemna 6asza moarpyme H. U3 ycaosa n; | nj41 ommax caemu nZ 2D noZ 2 -+ 2 niZ. Hama

tpeba m3omoppuszam n3 G, 1o ject Z"/H y rpyny Z/mZ X --- X Z/nxZ x Z°. Ulra hemo
y3eru 3a s? - Ilomro je k < n, buhe n — k > 0, na hemo craButu s =n — k.

IIpousBoman enemenT m3 Z" ce MOke M3pa3uTu y 0asm e: a = aie; + ases + -+ + anén.
Iepuuncahemo npecinkaBame

f:72" > Z/Z x - X L/npZ x 7.°

ca
flarer +agea + -+ anen) = (a1 + M2, ... a5 + niZ, agy1, .- ., ap).

JacHo je ma je f xomoMopduzam, jep cy omeparuje y KOJIUYHUKY U JleKapTOBOM IPOU3BOLY
TaKoO Ne(PUHUCAHE:

f(z aiei—l—z biei) = f(Z(az—l—bl)e,) = (a1+b1+n1Z, ceey ak—&-bk—I—nkZ, ak+1+bk+1, . ,an+bn) =

= (a1+mZ,...,ax+nkZ, agi, -y ap)+(bitnaZ . bptngZy by, ..o bn) = f(z aiez‘)+f(z bie;).

Jacno je m ma je f 'ma’, ma je Imf =Z/nZ x -+ X Z/niZ x Z*. 1lra je jearpo?

a=aje;+- -+ape, € Kerf & (a1+mZ,...,ap+nZ,ak41,...,0,) = (MZ,...,nxZ,0,...,0)

< a€nZ,i€{l,....k} Nagp1=-=a,=0& ae; €Ene;Z, i €{1,...,k} Nagg1="-=a, =0
< a€L(fr,..., k) =L(f)& a€H.

Canma uz Z"/Kerf = Imf wvamo Z"/H = Imf, omaOCHO

G277 X L[nol X -+ X L/niZ x Z°.
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BpojeBu ny,na,...,ng y IpeTxoquoj teopemu cy u3 ckyna Z\{0}, amu momro 3an € N, nu
(—n) remepumry ucTy mOArpymy nZ, MO¥KEMO Aa MPETIOCTABAMO Aa cy npuponuu. lltasume,
y3ehemo nma cy csu Behn oxn 1, jep ako je HEKOJMKO IOYETHUX jemHAKO 1, MOMKEMO Ha X
nzocrasuMo 36or Z/Z = {0}. To suauu na cy Z/n;Z = Z,, koHAUHE NUKJINYHE TPYIE PeI0oBa
Behinx on 1 m To TakBe Ia pel CBake LEJU el HApEIHe.

Ilakie, cBaka KOHAYHO IeHepUCaHA KOMyTaTuBHa rpyna je JlekaproB npousson (AupekTHA
cyMa) HEKMX KOHaAYHUX MUKJINYHUX I'DYyIIa penoBa BehI/IX oo 1 TakBUX Ja pen CBake OeJivd pen
cnenehe u Here ciaobomue rpyme panra s > 0:

GX2lpy X Ly X o+ X Ly, XL, n; > 1, ny | iy, s>0.

IIperxomuy penamujy 3oBeMO Hopmaana @opma rpyne G, a O6pojeBe ni,na,...,N; UHBAPU-
janmuu deauoyu rpyne G. Ownm, kao u s > 0 cy jemmosmauno onpebenm 3a mary rpymy

G.

Ako HacraBuMoO najbe, nMajyhu y Buy na je cBaka NMKINYHA IPyna pena n = pyipy? -« ppk,
rae Cy p; Pa3iuyuuTy OIPOCTU OpOjeBU, U30MODPQHA I'DYIN Zp;n X Zpgz X +oe X Zp;':k ,CBaKY Zn,
MOKEMO PaCTaBUTU Ha AUPEKTAH IPOM3BOJ IUKJIWYHUAX Ipyna Z,- YUju Cy PEIOBHU CTEICHU
HEeKNX OpocTux opojesa. Ilpu ToM, u3 n; | n;y1 CIemu na cy CTENeHN NCTUX IPOCTUX OpojeBa
KOjU Ce Ty jaBjbajy Heomanajynu, ma mMamo:

3a cBaKy KOHAUHO TeHepucaHy KOMyTaTUBHY rpyny G moctoje jemHosHauno onpebheru npoctu
6pojeBu p < --- < ¢ 1 cucreM npuponHKX Opojesa (k1 < - < kis...;lp < --- <] 3a kOje je

G =Ly X oo X Ly X oo X Lty ><---><Zqzj X Z°, s > 0.

k1 ki L4l l
o

IIperxonaHy pesanujy 30BeMO esemermapha gopma rpyne G, a cucteM [p SPYgt, q]

cucmem esemenmapruz desunaya rpyne G. OBum cuctemoMm u GpojeM s > (0 KOMyTaTUBHA
rpyna je jemHo3Hauno oapebena.

0.3.15 Ywuyrpammsu ayToMOppU3IMU Irpylie

3uHamo na cy ayromopdusmu rpyne G mzomopdpusmu n3 Gy G, OOHOCHO OUjEeKTUBHU XO-
MOMOPOU3MU KOJU CIMKAjy rpymy y camy cebe. Ckym cBux ayroMopduzama mare Ipyme
G, roju osnauaBamo ca Aut(G), je m cam rpyna y OmHOCY HA KOMIO3ULU]Yy IPECIUKABAA.
Bunenu cmo Beh ma je rtemko onpenuTu OBY DYy y OIIITEM CIydajy, &l CMO TO YCIEJH,
Ha OpuUMep, 38 ONUKJIWYHE T'pyle, auenapcky u KaajHosy.

Cana hemo ce 6aBut; camo mocebHOM BPCTOM ayToOMOp¢U3aMa narTe rpyie, KOju Cy TaTh
eKCINIMIUTHO U YuHe BazkHy noarpyny rpyne Aut(G). Bume myra no caga ¢cMo HAIOMeHYJIU
na je jeBa (MM OecHA) TpaHCJIAUWja y TPYIN, TO jeCT IPeciIuKaBame T — axr (WiIu T — Ta)
rue je a GpUKCHpaHU eJEeMEeHT Irpyle, jenHa oOujexknuja. JacHo je Takobhe ma oBo Huje XOMO-
Moppuzam (axay # axy ocuMm 3a a = e). Mebhyrtum, cerumo ce omer na cmo Beh mpumerunn
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Ja ce IpecIukaBame T +—r axafl caaxke ca MHOKemeM. OBO OpecC/IMKaBame hemo o3maumTu

ca m,. [Iposepumo ma 3aucra 7, € Aut(G):

7o je xomomopousam: m,(ry) = a(zy)a™t = ara taya™! = 7, (7)7,(y)

l—aya™l= 2=y

o je '1-1": me(x) = me(y) = azxa™
T je 'ma’s y=m,(r) = y=ava = r=a"lya

Iaxkie,

7o (2) = aza™?

je jemam ayromop¢usaMm rpyne G KOju 30BEMO YHYMPAUBU AYMOMOPPHU3GM KOJU OOroBapa
esemenTy a. CKyl CBUX yHyTpammux ayroMopdusama rpyne G oznauasamo ca Inn(G):

Inn(G) ={r,: a€G}.

Basu: Inn(G) < Aut(G)

- IPOM3BOX ABA yHYTpAIlkha ayTOMOP(U3Ma je OIeT yHYTPAIIbU ayTOMOP(YU3aM U jOII BasKN
Ta O Tp = Tab, JEP:

(o o mp)(x) = T (mp(x)) = a(bxb™ )a™t = (ab)x(ab) ™! = map(x) = Tao0mp = Tap

- MHBEp3 yHYTPAIImer W30MOpGU3Ma je YHYTPAUImH M30MOD(GU3aM U jOUI BasKW: T, ' = Ty 1
jep
(g1 07) (%) = a1 (Mo () = a Y aza ™) (a7 =a taza ta =z =id(z) = n,'=m4

- UIOCHTUYHO NMPECINKABAKE je YHyTpallkhu ayToMopduzaMm: idg = 7. jep
me(z) =eve t =2 = 7 =idg

= Inn(GQ) < Aut(Q)

Tpeba moraszaru u HopMmaaHocT. Heka je f € Aut(G) mpou3BobAaH €JIEMEHT, TO jeCcT ayTo-
Mopousam rpyne G, u 7, € Inn(G) npoussoman yayTpammu ayromopduzam. Tama je

(f om0 f)(z) = fH(ma(f(2) = fHaf(x)a™) =
= U (@) = FH@)z(f @) T = Tpaa) (2).

OBme cMO KOPHUCTHJIM TO Oa ako je f ayromop¢msam, oHma je m f~ ' ayromopdusam, ma
IpoJIa3y Kpo3 Mpou3BOX U uHBep3. Hakme, f~lom, o f = T-1(a) € Inn(G), ma je Inn(G) <
Aut(G). (Kommurur Aut(G)/Inn(G) ce 30Be rpyna cunossHuUX ayToMop¢dusama rpyne G, anu
HAC TO cala He 3aHuMa npesuine). Koaumynuk koju Hac 3aHuMa je oHaj uzoMopodau ca Inn(G),

a to je G/Cg:

Teopema 0.26. Axo je Co uewmap epyne G, onda je
Inn(G) = G/Cq.

Iora3. Jacuo je ma je mpecaukaBame Koje NieMo mocMaTpaTu OHO Koje esemeHTy rpyrne G
Ioleibyje BheroB YHyTpalllhl ayToMoppu3aM,

f:G— Aut(@), f(a)=m,.
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OBo je xomomop¢usaMm, jep cmo Beli mokazamm na je m, o m, = map, na je f(ab) = mep =
a0 = f(a) o f(b). Caura my je Imf = Inn(G), a jesrpo

Kerf={acG: fla)=idg} ={acG:m,=tidc} ={a€G:m(x) =2, Vo € G} =
={a€G:ava ' =2, V2 € G} ={a€G:ar=ma, Vo €G}=Cg.

Cana npumennmo IIpBy teopemy o msomopdpusmy, G/Kerf = Imf, u nobujamo

G/Cq = Inn(G).
O]

IIpumep 0.35. IlomTo je menrap cuMeTpudHe T'pyle TPUBUjaJaH, W3 IMPETXOAHE TeopeMe
mobujamo Inn(Sz) =2 S3, a umanm cmo Beh ma je Aut(S3) =2 S, na je Aut(S3) = Inn(Ss),
OMHOCHO CBU ayTOMOPOU3MU I'pyIe S3 Cy YHYTPAIIbLU.

0.3.16 W3Bon rpyne, pemmse rpyne

Bunenu cmo Beh ma ce rommunnum (unu xomomopdue ciuke, uz G/Kerf = I'mf caemu na
Cy Ta JBa IOjMa EKBUBAJIEHTHA) HEKUX IPYIa IPUIMYHO DA3JIUKY]y O THUX IOJA3HUX IPyNa.
Cana xeauMo ga JaMo OAroBop Ha cienehe nurame: Mo KakBOj moarpynu tpeba ma ceuyemo
oaTy HEeKOMyTaTuBHy rpyny G ma OucMO Kao KOJWYHUE noOmiau komyrtatuBHy. IllTa mopa
na canp:ku HajMama noarpyna H 3a kojy je G/H AGemnosa?

aHebH =bHeaH < abH=baH < (ba)labeH < a 'vlabe H.

Enement a~'b~'ab ompebhen enementuma a u b cvmo Beh mocmarpasmu. 3saheMo ra xomymamop
enemenara a u b n osHauasaru ca [a,b]. Oum "Mepn” ma siu ejgeMeHTH a U b KOMyTHUDAjy:
ab = ba & [a,b] = e. IIpumeruMo omMax nga je MHBEP3 KOMyTaTopa Takohe KOMyTarTop,
[a,b]7 = (a7 tbtab)~! = b~ 1a"tba = [b,a], anu npousson ABa KOMyTaTOpa HUje KOMYTATOD Y
ommTeM ciy4ajy, [a,b]c,d] = a"tb"tabe~'d"led. 3aTo ckym cBuX KOMyTaTOpa 3aTBapaMo 3a
MHO/KEH€ U IOCMATPaMo MOArpyIly remepucany muMa. Osnauasamo je ca G (jep je moTmyHnO
ompebena matom rpymoMm G) m 30BeMO u3600 rpyne G (Mim KOMyTATOpPCKa MOATPyIa IpyTe

G):

G’ = (la,b] : a,b € G) = <a71b*1ab ta,b e Q).

Bpatumo ce Ha HM3 €KBUBAJIEHIMja KOje cMO rope umaiu. Jobumu cmo na je G/H ko-
MyTATWBHA aKO W caMO ako H camp:xku cBe komyTartope. Ilomro je H momrpyma, To je
€KBUBAJIEHTHO TOME Ia CAAP/KU MOArPYIY I'eHepucaHy Komyraropuma. [lakie

G/H je xomyratusna < G’ C H.

OBaxo cMO OKapaxTepucaan U3BOA IPyIe, a cana heMo moka3aTu Ja je U OH jeAHA HOPMAaJIHA
noarpyna rpymne G.



54

G <G:
- HOIITO CMO M3BOJ Je(GUHUCAIU Kao MOArPYIY TeHepucaHy KOMYTaTOPUMa, MOBOJLHO je na
IpPOBEPUMO Ja je KOHJyraT KOMyTaTopa Takobe KoMyTaTop:

1

g a,blg=g a0 abg = g a g b g9 T agg T bg = [97 M ag, g7 Tbg] € G

Ilaksne, m3BON Ipylle je HmeHa HajMama HOPMAaJHA IOATrpPyla TakBa Oa je oAromapajyha
KOJIMYHUYKA Tpyna koMmyratusHa (AGenosa). Taj KOMUUHUEK Ce 3aTO 30BE KOMYMANM WA
abesusayuja rpyne G-

Ab(G) = G .= G/C".

To je suaum majBehim komyraTuBHU KomuHuk rpyrne G. JacHo je ma je G KOMyTaTUBHA aKO
u camo axo je Ab(G) = G, omaocuo G’ = {e}.

IIpumep 0.36. V3soxn cuMmerpuune rpyme je oarosapajyha anrepuupajyha, S, = A, 3a n >
3 (S = Z5 je xomyTaTuBHA Ta joj je m3Boxm TpuBMjasaH). Ilakie, abenuszanuja CUIMETPUYHE
rpyne je nukaugsa rpyuna pena 2, Ab(S,) =S,/S, =S,/A, = Zy. To he norazaru Huroua
(y Aarebpu 2; mosxkere na mabere cana y merosoj ckpuntu u3 Anrebpe 2 ako kesure).
Tarxobe, nokazahe u na je A, = A, 3an>5 Ban=4je A} =V, a Ay =Z3, ma joj je
M3BOJ TPUBUjaAJIAH.

ITpumep 0.37. V3Box muenapcke rpyle je meHa MOATPYyTa reHepucana poramujom p?, D =
(p?) (0oBO ce MOKa3yje Tako MTO ce U3padyHA]y KOMYTATOPH TPOU3BOJLHUX eJeMeHaTa MueapcKe
rpyne). 3HaAMO A je 3a HENAPHO N OBa MOATPYNA jeqHAKA [eJI0] POTALUjCKO] MOATPYIN O
D, na je unmekca 2 u y ToMm ciyuajy abemumsanuja je Ab(D,) =D, /D) =D, /(p) = Zs. Axo
je n mapam 6poj, moarpyma (p?) je mEAekca 4 W WcmocTaBba ce Aa je KomudHuk D, /(p?)
u3omopdan KiajHosoj rpynu (nposepu ce ma Cy CBU €JIEMEHTH y TOM KOJIUYHUKY, OCUM HEY-
tpana (p?), pena 2 - omer kon Hukose y ckpuntu 3a Anre6py 2). Ilakte, 3a n HemapHo,
Ab(D,,) & Zs, a 3a n napuo je Ab(D,) 2V, X Zy X Zs.

[TomTo je m3BOA rpyme HOBa rpyna, MOKEMO HOTPAKUTH HeH u3Boa. ObenexkaBaMo ra ca
G? = (G") u 30Bemo Opyeu uze00 rpyme G. Ha mcru maumm me¢ummmemo tpehin u ocrame
usBome. Tako mobujamo mHu3 moarpymna rpyne Gy KOM je CBaKM UjaaH M3BOJ IPETXOMIHOT
(caMuM TUM ¥ HOpMaJIHA HOArPYHA 3a KOjy Basku na je omrosapajyhum komununur AGenosa

rpymna):
GQG’QG(Q) Qg(3) ...

JacHo je ma ako cy nBa y3aCTOIIHA 4YjaHa OBOT HU3A jeIHAKA, OHIA CY W CBU HAPENHU jeIHAKU
wuma. C apyre crpane, oBaj HU3 MOKE Ja C€ HE YCTaJU CBE AOK HE CTUTHEMO IO HAjMame
noarpymne rpyne G, a 1o je {e}. 3a rpyny G raxkemo na je pewwusa ako nocroju n € N 3a Koje
je G = {e}. TepMmuu pemmsa moTwuye OX TOra MTO Ce aAreGapCKUM jeTHAYMHAMA BUIIET
crenena (a To cy jemsaumue obuawuka p(x) = 0 rme je p moaumHoM crenecua Beher onm jemam)
Mory mpuapy:kutu onpebene rpyme koje ce 30By ['aayaose rpyme. VMcmocrassma ce ma ce Ta
jemHAUMHA MOMKe pemmTy IOMONy KOpeHa wiu paavkaia (0OLHOCHO cBoDemeM Ha jenHauume
obmmka =¥ = a) ako u camo ako je mena [asyaoBa rpyna pemmsa.
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Teopema 0.27. Konauna 2pyna G je pewusa ako u camo axo nocmoju bap jedan onadajyhu nusz
noodzpyna

G=Gy2G12G22---2G, ={e}
Y KOME jJe C8AKU UAaH HOPMAAHG No0ZPYNa npemrodnoz maxsa 0a je epyna G;/Giy1 Abenosa.

JIokas. Axo je rpyna G pemmusa u n 6poj 3a koju je G = {e}, 3a unaHOBE TpaKEHOT HU3A
hiemo ysern Gam omrosapajyhe mssome rpyme G, G; = G, Kako je GUTY uzpon ox GO,
saxn GUTY 9GO u GO /GUHY je AGenosa.

OO6pHYTO, HEKa TMOCTOjU HU3 Yy KOME je CBAKM YJIaH HOPMAJIHA IOArPYINa IMPETXOTHOT U
omrosapajyhu rkomuunuk je komyrarusan. Cama u3 komyratusHoctu G,;/Giy1 u Kapaxkrep-
n3amuje uszBoma caema na je (G;) C Giy1 3a cako i. To smaum na je G’ C G1, nma je omma
(G")Y =G® C G). Canma us G, C Gy name ciemn G? C Gy. Ako cama y3MeMmo M3BOJIE OBUX
noarpyna u uckopuctumo (Gz)' C G5, nobuhiemo G®) C G5 u Tako mamwe, G C G;. Onasne
cremn n ma je G C G, = {e}, ma je rpyma G pemmusa. ]

JacHo je ma je cBaka KOMyTaTWBHA I'pyla pemwuBa jep je Beh WmeH M3BOJ TPUBUjAJIAH.
Hame, ako je H 6uno roja noarpyna rpyne G, CBU BbeHI KOMYTATOPHU cy Takohe komyraTopu

Heknx eneMenara u3 G, na je H' < G'. Omasne je u HY) C G, na je cBaka moarpyna pemuse
rpyne takobe pemwmBa. Tarobhe, Baxkm ma arxo je rpyna G pemwmBa u H 6umio roja meHA
HOPMAaJIHA TIOArpyIa, OHAA je koauuanuka rpyna G/H takobe pemmsa: ako je 7: G — G/H
IpUpOIHN enuMopdu3am, mokaxe ce ma je 7(G') = (G/H)', a ouma u na je n(GW) = (G/H)®,
na axo je G™ = {e} 3a mexo n, ouma je u (G/H)™ = n(G™) = n({e}) = {H}. (Ozo jey
CTBapW MOCIEIUIa TOra Ja je XOMOMOD(HA CJIMKa PEMmUBE I'PYIe pemmuBa, jep je f(G(i)) =
(f(G)@)). Ha rpajy, saBomumo u tBpbheme ”jaue” ox mperxomHor, koje Hehemo mokazaru:
rpymna G je pemmBa ako M CaMO akO MMa Oap jemHy HOpMaJHy moarpymy H TakBy ma cy
H wn G/H pemmuse. (Ilocaenuna osor TBpbhema je jom HEmTO MTO MOJKETE Aa KOPUCTUTE Y
samanuMa: rpyna G je pemwmBa axko je G/Cg pemusa).

IIpumep 0.38. Cumerpuuna rpyna S, u anrepuupajyha A, cy pemmBe ako u caMo ako je
n < 4. To caemu u3 mpumepa O M3BOAY OBUX rpyma. 3a m > 5 HU30BU M3BOJA 33 OBE IBE

rpyne cy

S, > A, >A, >

A, >A,>A, >---.

3a n = 4 nmamo

S4I>A4>V4I>{E}

Ay>Vy> {6}

Hus ussoma 3a S3 je
Sg > Ag > {6},

ok ¢y Az, So 1 Ay AGesnose, na je Behh mUX0OB U3BOL TPUBU]jAIAH.
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IIpumep 0.39. uenmapcka rpyna D, je pemwmsa. Oner Ha OCHOBY IpuMepa O WU3BOLY
Arenapcke rpyne Clear na je HU3 M3BOIa 3a OBY T'DPYILY

D, > (p*) > {e}.



