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0.1 Algebarske operacije i strukture

0.1.1 Definicija operacije i osnovni primeri

Definicija 0.1. Neka je A bilo koji neprazan skup. Operacija du�ine n na skupu A
je svako preslikavaǌe f : An → A, gde je An = A × · · · × A n-ti Dekartov stepen skupa
A, odnosno skup svih ure�enih n-torki sa komponentama iz A.

Primer 0.1. f(m,n, l) = 2mn+ 7l je operacija du�ine 3 na skupu prirodnih brojeva.

Operacije du�ine 2 zovu se binarne.

Definicija 0.2. Binarna operacija na nepraznom skupu A je svako preslikavaǌe ∗ :
A2 → A, kojim se proizvoǉnom paru (a, b) elemenata iz skupa A pridru�uje element tog
istog skupa.

Umesto ∗(a, b) pisa�emo a ∗ b.
Primer 0.2. 1) Operacije sabiraǌa i mno�eǌa prirodnih brojeva su primeri bi-
narnih operacija. Te operacije su definisane i na skupovima celih, racionalnih,
realnih i kompleksnih brojeva.

2) ∪,∩, \,4 definisane na partitivnom skupu P(X) nepraznog skupa X

3) Sabiraǌe i mno�eǌe polinoma sa realnim (racionalnim, kompleksnim) koefici-
jentima 4) Sabiraǌe i mno�eǌe kvadratnih matrica sa realnim (racionalnim, kom-

pleksnim) komponentama

5) Neka je n fiksiran prirodan broj. Oznaqimo sa Zn skup svih ostataka pri euk-
lidskom deǉeǌu sa n: Zn = {0, 1, 2, . . . , n − 1}. Na ovom skupu uvodimo dve binarne
operacije, sabiraǌe i mno�eǌe po modulu n:

r +n s = rest(r + s, n), r ·n s = rest(r · s, n),
pri qemu je rest(m,n) ostatak koji broj m daje pri euklidskom deǉeǌu sa n.

Operacije du�ine 1 zovu se unarne.

Definicija 0.3. Unarna operacija na nepraznom skupu A je svako preslikavaǌe A→ A.

Unarne operacije najqex�e oznaqavamo sa −a, a−1 ili a′.

Primer 0.3. a 7→ −a je operacija du�ine 1 na skupu Z;
a 7→ 1

a je operacija du�ine 1 na skupu Q \ {0}.
Definicija 0.4. Nularna operacija ili operacija du�ine 0 na nepraznom skupu A je
izdvajaǌe nekog elementa skupa A.

Operacije du�ine 0 qesto se zovu konstante.

Primer 0.4. 0 je operacija du�ine 0 (konstanta) na skupu Z;
1 je operacija du�ine 0 na skupu Q \ {0}.
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Algebarski zakoni

Algebarski zakon ili identitet je jednakost dva algebarska izraza (koji se prave
pomo�u simbola promenǉivih, konstanti i operacijskih znakova nekog algebarskog
jezika). Na primer, zakoni asocijativnosti i komutativnosti za binarnu operaciju ∗
glase:
asocijativnost (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) za svako a, b, c ∈ A;
komutativnost a ∗ b = b ∗ a, a, b ∈ A.
(Algebarska teorija nekog algebarskog jezika je svaki skup identiteta tog jezika, a
algebarski varijetet te teorije je klasa svih algebri tog jezika koje zadovoǉvaju sve
zakone te teorije.)

Ako su na skupu A definisane dve binarne operacije koje �emo oznaqiti sa + i ·,
za · ka�emo da je distributivna u odnosu na + ako va�i
(a+ b) · c = a · c+ b · c i c · (a+ b) = c · a+ c · b za svako a, b, c ∈ A.

Primer 0.5. Sva sabiraǌa koja smo naveli kao primere binarnih operacija su asoci-
jativna, a to va�i i za sva mno�eǌa. Od skupovnih operacija asocijativne su unija,
presek i simetriqna razlika, dok obiqna razlika nije.

Primer 0.6. Sva sabiraǌa koja smo naveli kao primere binarnih operacija su komuta-
tivna. Tako�e, sva mno�eǌa, osim mno�eǌa kvadratnih matrica, su komutativna. Od
skupovnih operacija komutativne su unija, presek i simetriqna razlika, dok obiqna
razlika nije.

Primer 0.7. Operacija a ◦ b = b definisana u skupu prirodnih brojeva jeste asocija-
tivna, a nije komutativna. m∗n = m3+n3 definisana u skupu prirodnih brojeva jeste
komutativna, a nije asocijativna.

Primer 0.8. Sva mno�eǌa koja smo naveli su distributivna u odnosu na odgovaraju�a
sabiraǌa (u skupovima prirodnih, celih, racionalnih, realnih i kompleksnih bro-
jeva; u skupu ostataka po modulu n; u skupovima polinoma sa celim, racionalnim, re-
alnim i kompleksnim koeficijentima; u skupu kvadratnih matrica sa celim, racional-
nim, realnim i kompleksnim komponentama). Tako�e, presek je distributivan u odnosu
na uniju, a va�i i obrnuto.

Primer 0.9. Ako su m∗n = m+7n, a m◦n = 7mn operacije u skupu prirodnih brojeva,
◦ je distributivan prema ∗.

Podoperacije

Du�ina neke operacije zove se ǌen tip.

Definicija 0.5. Za operaciju g na skupu B ka�emo da je podoperacija operacije f na
skupu A ako va�i: 1) B ⊂ A 2) operacije f i g su istog tipa 3) operacije f i g se
podudaraju na skupu B.
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Posebno, podoperacija binarne operacije ∗ : A2 → A je operacija ◦ : B2 → B za koju
je B ⊂ A i a ◦ b = a ∗ b, za sve a, b ∈ B. To znaqi da ǌen skup nosaq B zadovoǉava uslov:
a, b ∈ B ⇒ a ∗ b ∈ B. Tada za podskup B ka�emo da je zatvoren u odnosu na tu operaciju.
Podperacije jedne operacije oznaqavamo istim simbolom kao i samu tu operaciju.

Primer 0.10. Sabiraǌe celih brojeva je podoperacija operacije sabiraǌa racional-
nih ili realnih brojeva.

Sabiraǌe po modulu prirodnog broja n nije podoperacija operacije sabiraǌa
celih brojeva, iako je Zn ⊂ Z, jer, na primer 4 +7 9 = 6 u Z7, dok je 4 + 9 = 13 u
Z. Isto va�i i za mno�eǌe po modulu n i obiqno mno�neǌe.

Saglasnost preslikavaǌa

Definicija 0.6. Neka su na skupovima A i B definisane redom operacije f i g, obe
du�ine n. Za preslikavaǌe ϕ : A → B ka�emo da je saglasno sa parom operacija f i g
ako va�i ϕ(f(a1, a2, ..., an)) = g(ϕ(a1), ..., ϕ(an)) (to jest ako je slika rezultata operacije
u A nad nekim elementima jednaka rezultatu operacije nad ǌihovim slikama u B).

Tada ka�emo da je ϕ jedan homomorfizam para (A, f) u par (B, g).
Posebno, za preslikavaǌe ϕ : A → B ka�emo da je saglasno sa parom binarnih

operacija ∗ i ◦ definisanih redom na skupovima A i B ako je ϕ(a ∗ b) = ϕ(a) ◦ ϕ(b).
Isto kao gore, ka�emo da je f jedan homomorfizam para (A, ∗) u par (B, ◦).
Analogno, saglasnost sa parom unarnih operacija a 7→ a−1 i b 7→ b′ znaqi da je

ϕ(a−1) = (ϕ(a))′, a saglasnost sa parom nularnih (konstanti) e ∈ A i ε ∈ B da je
ϕ(e) = ε.

Kao xto �emo se (ili smo se, u Linearnoj algebri) ograniqavati na posmatraǌe
podskupova zatvorenih za operacije, zanima�e nas i slike skupova sa operacijama
u odnosu na preslikavaǌa saglasna sa ǌima. Va�i da ”Homomorfne slike quvaju
algebarske zakone”. Probajte za ve�bu da doka�ete slede�e tvr�eǌe

T: Ako je binarna operacija ⋆ u skupu A asocijativna i ako postoji homomorfizam
para (A, ⋆) u par (B, ◦) koji je surjekcija, tada je i operacija ◦ asocijativna. Slicno
i za komutativnost.

Primer 0.11. Preslikavaǌe ρ : Z → Zn definisano sa ρ(m) = rest(m,n) je saglasno sa
parom operacija + i +n (ostatak zbira je zbir ostataka - proverite!). Ovo preslika-
vaǌe je oqigledno ”na”, pa po prethodnom tvr�eǌu asocijativnost sabiraǌa celih
brojeva povlaqi asocijativnost sabiraǌa po modulu n. Na isti naqin dobijamo da je
+n i komutativna operacija. Tako�e, preslikavaǌe ρ je saglasno i sa parom · i ·n (os-
tatak proizvoda pri deǉeǌu sa n jednak je proizvodu ostataka qinilaca - proverite!),
pa dobijamo da je ·n asocijativna i komutativna operacija.

Kongruencije

Neka je na skupu A zadata operacija f du�ine n i relacija ekvivalencije ∼. Ka�emo
da je ∼ jedna kongruencija na skupu A ako je saglasna sa operacijom f , odnosno ako iz
a1 ∼ b1 ∧ a2 ∼ b2 ∧ · · · ∧ an ∼ bn sledi (f(a1, a2, ..., an)) ∼ (f(b1, b2, ..., bn)).
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Posebno, ako na skupu A imamo binarnu operaciju ∗, relacija ekvivalencije ∼ je
kongruencija date binarne operacije ako va�i a ∼ c ∧ b ∼ d ⇒ a ∗ b ∼ c ∗ d. Ako je Ca

klasa elementa a, ovo znaqi da Ca = Cc ∧ Cb = Cd =⇒ Ca∗b = Cc∗d. Drugim reqima, to
znaci da je tada sa Ca • Cb = Ca∗b dobro definisana jedna binarna operacija u skupu
A/ ∼ svih klasa uoqene ekvivalencije. Zovemo je koliqniqkom operacijom date binarne
operacije ∗ u skupu A po ǌenoj kongruenciji ∼. Poxto je preslikavaǌe π : A → A/ ∼
koje elementu dodeǉuje ǌegovu klasu ekvivalencije, π(a) = Ca homomorfizam koji je
na (ovo neposredno sledi iz prethodne definicije operacije na klasama), sledi da je
koliqniqka struktura homomorfna slika od A. To �e daǉe povlaqiti da u ǌoj va�e
isti algebarski zakoni kao u A.

0.1.2 Algebarska struktura

Definicija 0.7. Algebarska struktura (ili algebra) je skup A sa algebarskim op-
eracijama definisanim na ǌemu, A = (A, f1, f2, ..., fk).

A je skup-nosaq algebarske strukture, a du�ine operacija odre�uju tip algebarske
strukture.

Primer 0.12. (Z,+) je algebarska struktura tipa 2, (Z,+, ·) je tipa (2, 2), dok je
(Z,+, ·, 0) tipa (2, 2, 0).

Definicija 0.8. Za algebarsku strukturu B = (B, g1, g2, ..., gk) ka�emo da je podstruk-
tura strukture A = (A, f1, f2, ..., fk) ako va�i:

1) Strukture B i A su istog tipa; 2) za svako i ∈ 1, . . . , n operacija gi je podoperacija
operacije fi.

Iz definicije odmah sledi da je tada B ⊆ A, kao i da je skup B zatvoren za sve
operacije definisane na A.

Primer 0.13. (Z,+, ·, 0) je podstruktura strukture (Q,+, ·, 0)

Daǉe, ako su A = (A, f1, ..., fk) i B = (B, g1, ..., gk) bilo koje algebarske strukture
istog tipa, interesuju nas samo ona preslikavaǌa skupa A u skup B ϕ : A→ B koja su
saglasna sa svakim od parova ǌihovih odgovaraju�ih operacija. To su homomorfizmi
strukture A u strukturu B.

Injektivni homomorfizmi zovu se i monomorfizmi, surjektivni homomorfizmi su
epimorfizmi, dok su bijektivni izomorfizmi.
Za algebarsku strukturu A ka�emo da je izomorfna strukturi B ako postoji bar jedan
izomorfizam strukture A u strukturu B. Tada pixemo A ∼= B.

Mi �emo prouqavati samo algebarske strukture odre�enih tipova (na primer tipa
(2), (2, 0), (2, 1, 0), (2, 2)) i to one qije operacije zadovoǉavaju neki sistem unapred
zadatih uslova ili aksioma (na primer uslove asocijativnosti ili komutativnosti).
Zajedno sa ǌima prouqava�emo ǌihove podstrukture, homomorfizme i kongruencije.
To su ujedno i tri osnovna naqina u algebri da od jedne strukture dobijemo strukture
iste vrste - uzimaǌe podskupova zatvorenih za operacije ili podstruktura, zatim



0.2. SEMIGRUPE I MONOIDI 5

posmatraǌe homomorfnih slika i na kraju, uzimaǌe klasa ekvivalencije saglasne sa
operacijama ili seqeǌe po kongruenciji. Vide�emo (na primerima grupa i prstena) da
su ove tri konstrukcije uvek neraskidivo povezane.

0.2 Semigrupe i monoidi

0.2.1 Semigrupe

Definicija 0.9. Ako je ∗ bilo koja binarna operacija u skupu A, tada ure�en par
(A, ∗) zovemo grupoid sa operacijom ∗ i skupom-nosaqem A.

Primer 0.14. Svi skupovi i binarne operacije definiisane na ǌima koje smo naveli
u prethodnom poglavǉu su primeri grupoida: (N,+), (Z,+), (Q,+), (R,+), (N, ·), (Z, ·),
(Q, ·), (R, ·), (Zn,+n), (Zn, ·n), (R[X],+), (R[X], ·), (Mmn(R),+), (Mn(R), ·), (P(X),∪), (P(X),∩),
(P(X),4).

Grupoid je komutativan ako je takva ǌegova operacija. Svi prethodno navedeni grupoidi
su komutativni, osim (Mn(R), ·). Tako�e, grupoid (P(X), \) nije komutativan.

Ono xto je va�nije i xto nam omogu�ava da pravimo daǉe slo�enije algebarske
strukture je asocijativnost binarne operacije grupoida. Asocijativne grupoide zovemo
polugrupe ili semigrupe. Preciznije

Definicija 0.10. Ako je ∗ bilo koja binarna operacija u skupu A, tada ure�en par
(A, ∗) zovemo semigrupa ili polugrupa ako va�i (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) za svako a, b, c ∈ A.

Primer 0.15. Svi skupovi i binarne operacije definisane na ǌima koje smo naveli
u prethodnom poglavǉu su primeri semigrupa: (N,+), (Z,+), (Q,+), (R,+), (N, ·), (Z, ·),
(Q, ·), (R, ·), (Zn,+n), (Zn, ·n), (R[X],+), (R[X], ·), (Mmn(R),+), (Mn(R), ·), (P(X),∪), (P(X),∩),
(P(X),4).
Daǉe, skup svih funkcija f : X → X definisanih na nepraznom skupu X je semigrupa
u odnosu na operaciju ǌihovog slagaǌa (kompozicije), (XX , ◦), jer va�i (f ◦ g) ◦ h =
f ◦ (g ◦ h).
Primer 0.16. (Z,−) nije semigrupa, kao, na primer, ni (P(X), \).

U semigrupi mo�emo induktivno definisati i kompoziciju vixe elemenata: (a) = a,
ili a ∗ b je standardna vrednost binarne operacije na a i b, dok kompoziciju n + 1
elemenata definixemo preko kompozicije n elemenata na slede�i naqin:

a1 ∗ · · · ∗ an ∗ an+1 = (a1 ∗ · · · ∗ an) ∗ an+1.

Odavde sledi da je, na primer, a∗b∗c = (a∗b)∗c ili a∗b∗c∗d = ((a∗b)∗c)∗d. Me�utim,
asocijativnost nam daje da je prvi proizvod jednak a ∗ (b ∗ c), pa pretpostavǉamo da
isto va�i za bilo kakvo zdru�ivaǌe elemenata, naravno bez meǌaǌa redosleda.
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Teorema 0.1. (Uopxtena asocijativnost) Ako je (A, ∗) bilo koja semigrupa, n prirodan
broj i a1, . . . , an proizvoǉni elementi iz A, tada za svako i < n va�i

a1 ∗ a2 · · · ∗ an = (a1 ∗ · · · ∗ ai) ∗ (ai+1 ∗ · · · ∗ an).

Dokaz. Prvo, ako je i = n− 1, ovo se svodi na definiciju kompozicije vixe elemenata.
Ako je i < n − 1, oznaqimo a1 ∗ · · · ∗ ai = x i ai+1 ∗ · · · ∗ an−1 = y. Desna strana je sada
x∗(y∗an), a to je zbog asocijativnosti jednako (x∗y)∗an. Po induktivnoj pretpostavci
je x ∗ y = a1 ∗ · · · ∗ an−1, i onda je po definiciji kompozicije n elemenata ovo taqno
a1 ∗ a2 · · · ∗ an.
Dakle, elemente mo�emo grupisati po voǉi, bez naruxavaǌa ǌihovog redosleda

Kada je operacija semigrupe oznaqena multiplikativno, na primer sa ·, zovemo
je mno�eǌe, a kompoziciju n elemenata zovemo ǌihov proizvod. Proizvod n istih
faktora oznaqavamo sa an , n-ti stepen elementa a. Iz prethodnog tvr�eǌa sledi da
za prirodne brojeve m i n va�i:

am · an = am+n, (am)n = amn.

Ako elementi a i b komutiraju, tada je (a · b)n = an · bn.
Ako je operacija oznaqena aditivno, na primer sa +, element a1 + · · · + an zovemo

zbir elemenata a1, . . . , an . Tako�e, n-ti stepen elementa a u toj semigrupi oznaqavamo
sa na = a + · · · + a, i onda je (m + n)a = ma + na, m(na) = (mn)a. Ako elementi a i b
komutiraju, odnosno ako je a+ b = b+ a, tada je n(a+ b) = na+ nb.

Na kraju dajemo definiciju jednog veoma va�nog pojma, koji smo proxle godine
imali kod matrica.

Definicija 0.11. Za element a semigrupe A ka�emo da je regularan sleva (odnosno
zdesna), ako za svako x, y ∈ A va�i
a ∗ x = a ∗ y ⇒ x = y (odnosno x ∗ a = y ∗ a⇒ x = y).
Za a ka�emo da je regularan ako je regularan i sleva i zdesna.

Primer 0.17. U semigrupama (N,+), (Z,+), (Q,+), (R,+), (Zn,+n), (R[X],+), (Mmn(R),+)
svi elementi su regularni.

U semigrupi (N, ·) tako�e su svi elementi regularni, dok su u (Z, ·), (Q, ·), (R, ·) i
(R[X], ·) regularni svi osim nule. U (Zn, ·n) regularnost elementa zavisi od ǌegovog
odnosa sa n: u Z8 iz 3 ·8 x = 3 ·8 y sledi x = y, dok iz 4 ·8 2 = 4 ·8 6(= 0) ne sledi 2 = 6
u Z8. Jox jedan primer semigrupe u kojoj nisu svi elementi regularni su matrice,
(Mn(R), ·) (ponovite kad je kvadratna matrica regularna!)

U semigrupi XX regularne su sve bijekcije, dok se elementi regularni sleva i
zdesna razlikuju: funkcija f je regularna sleva akko je ”1-1”, dok je regularna zdesna
akko je ”na’.

0.2.2 Monoidi

Za element e ∈ A ka�emo da je neutralni element ili neutral za binarnu operaciju ∗
definisanu na skupu A ako za svako a ∈ A va�i:
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a ∗ e = a, e ∗ a = a.
Neutral date operacije je uvek jedinstven: ako bi i e i ê bili neutrali operacije ∗,
iz e ∗ ê = e (jer je ê neutral) i e ∗ ê = ê (jer je e neutral) sledi da je e = ê.

Napomena 0.18. Mo�emo da definixemo levi i desni neutral neke operacije, i onda
ne mo�emo da primenimo gorǌi argument za jedinstvenost. Mi se ovde ne�emo baviti
time.

Primer 0.19. Sabiraǌe u skupu prirodnih brojeva nema neutral, dok je 1 neutral za
mno�eǌe u tom skupu. U skupu celih brojeva nula je neutral za sabiraǌe. Prazan
skup je neutral za uniju, dok je ceo skup X neutral za presek u P(X). Identiqno
preslikavaǌe na skupu X je neutral za kompoziciju preslikavaǌa u XX .

Polugrupe sa neutralom zovu se monoidi.

Definicija 0.12. Monoid je algebarska struktura (A, ∗, e) tipa (2, 0) u kojoj va�i:
1) (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) za svako a, b, c ∈ A
2) a ∗ e = a, e ∗ a = a.

Primer 0.20. Strukture (N, ·, 1) , (Z, ·, 1), (Q, ·, 1), (R, ·, 1) i (C, ·, 1) su monoidi, kao i
(Z,+, 0), (Q,+, 0), (R,+, 0), (C,+, 0). Monoidi su i (Zn,+n, 0) i (Zn, ·n, 1), zatim (R[X],+, 0),
(R[X], ·, 1), (Mmn(R),+,0mn), (Mn(R), ·, En), tako�e i (P(X),∪, ∅), (P(X),∩, X), (P(X),4, ∅).
Za svaki neprazan skup X, semigrupa svih preslikavaǌa na ǌemu je monoid qiji je neu-
tral identiqno preslikavaǌe , (XX , ◦, idX).

Definicija 0.13. Za element a monoida (A, ∗, e) ka�emo da je inverzibilan sleva, ako
jednaqina x∗a = e ima bar jedno rexeǌe u A, a da je inverzibilan zdesna ako jednaqina
a ∗ x = e ima rexeǌe u A. Svako rexeǌe prve jednaqine zove se levi inverz elementa
a, a druge desni inverz elementa a.

Teorema 0.2. Svaki sleva inverzibilan element monoida je i regularan sleva. Tako�e,
ako jednaqine

a ∗ x = e, y ∗ a = e

imaju bar po jedno rexeǌe, tada su ǌihova rexeǌa jednaka i jedinstvena.

Dokaz. Neka je a element koji je inverzibilan sleva i neka va�i a ∗ x = a ∗ y. Ako je
b element za koji je b ∗ a = e, pomno�i�emo prethodnu jednakost sleva sa b. Dobijamo
b∗(a∗x) = b∗(a∗y), a onda nam asocijativnost daje (b∗a)∗x = (b∗a)∗y, to jest e∗x = e∗y
i konaqno x = y. To znaqi da je a regularan sleva, ali smo usput dokazali i da ne
mo�e da ima dva razliqita desna inverza, jer iz a ∗ x = a ∗ y = e sledi x = y. Daǉe,
ako je a ∗ c = e i b ∗a = e za neke b i c, pomno�i�emo prvu od ovih jednakosti sleva sa b,
iskoristiti asocijativnost i dobiti (b ∗ a) ∗ c = b ∗ e, odnosno e ∗ c = b ∗ e, to jest c = b.
Ovo znaqi da su levi i desni inverz elementa a jednaki.

Definicija 0.14. Element monoida je inverzibilan ako je inverzibilan i sleva i
zdesna.

Iz prethodne teoreme sledi da ako element a ima i levi i desni inverz, oni moraju
da budu jednaki. Taj jedinstven element (koji je i levi i desni inverz datog) zovemo
inverz elementa a i oznaqavamao sa a−1. Dakle, inverz elementa a je element a− za
koji va�i
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a ∗ a− = a− ∗ a = e

.
Posledica dokazane teoreme je i da ako je element inverzibilan, on je regularan.

Primer 0.21. U monoidu (Z,+, 0) svi elementi su inverzibilni, inverz elementa a
je −a. U (Z, ·, 1) inverzibilni su samo 1 i −1. U (Q,+, 0) su tako�e svi elementi
inverzibilni, inverz elementa a je −a, a u (Q, ·, 1) inverzibilni su svi osim 0, inver
elementa a je 1

a .
U monoidu (Zn,+n, 0) svi elementi su inverzibilni, inverz elementa r 6= 0 je n − r,
dok je nula sama sebi inverz. U (Zn, ·n, 1) inverzibilni su oni elementi koji su uza-
jamno prosti sa n. U (R[X],+, 0) svi su inverzibilni, dok su u (R[X], ·, 1) inverzi-
bilni elementi samo skalari razliqiti od 0 (polinom ima inverz samo ako je nenula
konstanta!). U (Mmn(R),+,0mn) su ponovo svi inverzibilni, dok su u (Mn(R), ·, En)
inverzibilni elementi matrice qija je determinanta razliqita od nule (ili qiji je
rang n). U (P(X),∪, ∅) inverzibilan je samo ∅, u (P(X),∩, X) samo ceo skup X, dok su
u (P(X),4, ∅) inverzibilni svi elementi, inverz od A je ponovo A. Za svaki neprazan
skup X, u monoidu (XX , ◦, idX) inverzibilni elementi su bijekcije.

Teorema 0.3. Ako su u monoidu dva elementa inverzibilna, takvi su i ǌihovi inverzi,
kao i kompozicija. Va�i

(a ∗ b)− = b− ∗ a−, (a−)− = a.

Dokaz. Neposredno proveravamo da je (a ∗ b) ∗ (b− ∗ a−) = a ∗ (b ∗ b−) ∗ a− = a ∗ e ∗ a− =
a ∗ a− = e, pa je zaista (a ∗ b)− = b− ∗ a−. Druga jednakost sledi iz same aksiome
inverza: a ∗ a− = a− ∗ a = e znaqi da element a− pomno�en bilo sleva bilo zdesna sa a
daje neutral, pa je po definiciji ǌegov inverz upravo a, tj. (a−)− = a.

Napomena 0.22. Ako je operacija monoida A oznaqena multiplikativno (neko mno�eǌe),
skup inverzibilnih elemenata tog monoida obiqno oznaqavamo sa A∗, neutral sa 1 i
zovemo jedinica monoida, dok inverz elementa a oznaqavamo sa a−1.

Ako je operacija monoida oznaqena aditivno (neko sabiraǌe), ǌegov neutral oz-
naqavamo sa 0 i zovemo nula monoida, a inverz elementa a sa −a i zovemo suprotan
element elementa a (ponekad i opozit od a).

Primer 0.23. Iz prethodnog primera je Z∗ = {−1, 1},
Z∗
n = {r ∈ Zn : (r, n) = 1},

R[X]∗ = R \ 0,
Mn(R)∗ = {A ∈Mn(R) : detA 6= 0},
(XX)∗ = {f : X → X | f je ”1− 1” i ”na” }.
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0.3 Grupe

0.3.1 Definicija i primeri grupa

Monoidi u kojima su svi elementi inverzibilni zovu se grupe.

Definicija 0.15. Grupa je algebarska struktura (G, ∗,− , e) tipa (2, 1, 0) (neprazan skup
G na kom je data jedna binarna operacija ∗, jedna unarna − i jedna konstanta e) takva
da za svako a, b, c ∈ G va�i:
1) (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)
2) a ∗ e = a, e ∗ a = a

3) a ∗ a− = e, a− ∗ a = e.

(Poxto se qesto istiqe samo binarna operacija, mo�emo da ka�emo i: Grupa je skup
G sa binarnom operacijom ∗ definisanom na ǌemu, za koju va�i da je asocijativna,
ima neutral i svaki element ima inverz, to jest:
1) za svako a, b, c ∈ G je (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)
2) postoji e ∈ G takvo da je za sve a ∈ G a ∗ e = e ∗ a = a

3) za svako a ∈ G postoji a− ∈ G takvo da je a ∗ a− = a− ∗ a = e.)
Operaciju grupe �emo obiqno oznaqavati sa + ili sa ·, u zavisnosti od toga i neu-

tral i inverz (pogledajte napomenu u prethodnoj lekciji). Tako�e, iz posledǌeg tvrd-
jeǌa u prethodnoj lekciji, sledi da je skup inverzibilnih elemenata svakog monoida
zatvoren za mno�eǌe i invertovaǌe (proizvod dva inverzibilna elementa je inverz-
ibilan, inverz svakog inverzibilnog elementa je inverzibilan), pa kako mu neutral
uvek pripada (inverz neutrala je on sam), sledi da je skup inverzibilnih elemenata
proizvoǉnog monoida jedna grupa. (To je i naqin na koji konstruixemo razne grupe -
izbacimo iz monoida ono xto nije inverzibilno.)

Definicija 0.16. Za grupu (G, ∗,− , e) ka�emo da je komutativna (ili Abelova) ako je
takva ǌena binarna operacija, to jest ako je za sve a, b ∈ G ispuǌeno a ∗ b = b ∗ a.

Definicija 0.17. Ako je (G, ∗,− , e) grupa, broj elemenata skupa G zovemo red grupe G.

Prirodno, ka�emo da je grupa G konaqna ako je takav ǌen red |G| i sliqno za beskonaqnu.

Primeri grupa

1) Skup celih brojeva je komutativna grupa u odnosu na sabiraǌe, sa neutralom 0, i
inverzom elementa m (suprotnim elementom) −m: (Z,+, 0,−).
Isto va�i za (Q,+), (R,+), (C,+).
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2) Skup ostataka pri euklidskom deǉeǌu sa n je komutativna grupa u odnosu na sabi-
raǌe po modulu n, qiji je neutral ponovo 0, a −nr = n − r za r > 0 i −n0 = 0:
(Zn,+n, 0,−n). Primetimo da ovo znaqi da za svaki prirodan broj n postoji bar jedna
grupa reda n.

3) Skup svih racionalnih brojeva razliqitih od nule je komutativna grupa u odnosu
na ǌihovo mno�eǌe, qiji je neutral 1, a inverz elementa a jednak 1

a : (Q \ {0}, ·, 1,−1 ).
Isto va�i i za skup pozitivnih racionalnih brojeva, (Q+, ·), kao i za (R\{0}, ·), (R+, ·)
i (C \ 0, ·).

4) Znamo da u monoidu (Zn, ·n, 1) nisu svi elementi inverzibilni, ali ako izdvojimo
inverzibilne, dobi�emo grupu (komutativnu): (Z∗

n, ·n).
Ponovimo da je Z∗

n = {r ∈ Zn : (r, n) = 1}.
Grupu inverzibilnih elemenata monoida Zn zovemo i Ojlerova grupa i oznaqavamo sa
Φn. Dakle, Φn = Z∗

n je grupa u odnosu na mno�eǌe po modulu n.

5) Grupa preslikavaǌa

Ako je (G,+G, 0G,−G) bilo koja grupa i S 6= ∅ tada je skup GS svih preslikavaǌa
iz S u G grupa u odnosu na operaciju indukovanu operacijom u G (kao kod vektorskih
prostora xto smo imali). Ako su f i g dva preslikavaǌa iz S u G, ǌihov zbir
definixemo sa

(f + g)(x) := f(x) +G g(x)

za sve x ∈ S. Neutral ili nula ove grupe �e biti nula-preslikavaǌe dato sa

0(x) := 0G

za sve x ∈ S, dok je inverz (suprotan element) preslikavaǌa f ∈ GS preslikavaǌe −f
odre�eno sa

(−f)(x) := −Gf(x), x ∈ S.

Ako je grupa G komutativna, takva �e biti i GS.

6) Simetriqna grupa

Videli smo ve� da je skup svih preslikavaǌa nepraznog skupa X u samog sebe jedan
monoid. ǋegovi inverzibilni elementi qine grupu u odnosu na kompoziciju pres-
likavaǌa, (XX)∗. Znamo da je preslikavaǌe inverzibilno akko je bijekcija. Tako�e,
(trebalo bi da) znamo da se bijekcija f : X → X zove i permutacija skupa X. Skup
svih bijekcija, odnosno permutacija, nepraznog skupa X �emo nadaǉe oznaqavati sa
SX i zvati simetriqna grupa skupa X. Dakle, SX = (XX)∗. Znamo da ova grupa nije
komutativna (kompozicija preslikavaǌa nije komutativna, f ◦ g 6= g ◦ f) ako je skup X
bar troqlan.
Tako�e, ako je X = {1, 2, . . . , n}, SX oznaqavamo sa Sn i zovemo simetriqna grupa stepena
n. Ona je reda n! i za n ≥ 3 nije komutativna.

7) Linearna grupa

Skup svih matrica reda n sa komponentama iz nekog poǉa je monoid u odnosu na
ǌihovo mno�eǌe. Grupa iverzibilnih elemenata tog monoida zove se linearna grupa
stepena n nad tim poǉem. Dakle, GL(n,R) =Mn(R)∗ = {A ∈Mn(R) : detA 6= 0}.
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Znamo (iz Linearne algebre) da ova grupa nije komutativna. Ona je beskonaqnog reda
u gorǌem sluqaju, ali kad je poǉe iz kog su komponente matrice konaqno, i ona je
konaqnog reda.

8) Grupa izometrija euklidske ravni

Izometrija euklidske ravni je svako preslikavaǌe ϕ : E → E koje quva rastojaǌe,
tj. takvo da je za proizvoǉne taqke A i B du� AB podudarna du�i ϕ(A)ϕ(B). Ako
imamo dve izometrije, i ǌihova kompozicija je tako�e izometrija, kao i identiqna
transformacija i ǌihovi inverzi. Dakle, skup svih izometrija euklidske ravni je
grupa u odnosu na ǌihovu kompoziciju, koju zovemo grupa izometrija euklidske ravni i
oznaqavamo sa GI(E).

9) Grupa simetrija

Izometrije euklidskog prostora koje dati skup taqaka (neku figuru) preslikavaju
na ǌega samog zovemo simetrije tog skupa. Skup svih takvih izometrija je grupa u
odnosu na ǌihovo slagaǌe, jer ako dve izometrije preslikavaju figuru u ǌu samu, i
ǌihova kompozicija �e imati tu osobinu, kao i identiqna transformacija i ǌihovi
inverzi. Dakle, skup simetrija nekog skupa taqaka je grupa simetrija tog skupa.

10) Diedarska grupa

Grupa simetrija pravilnog n-tougla zove se i diedarska grupa stepena n i oznaqava
se sa Dn. Ona je reda 2n i nije komutativna (operacija u ǌoj je kompozicija preslika-
vaǌa). Qini je n rotacija i n osnih simetrija. Ako sa ρ oznaqimo rotaciju pravilnog
n-tougla oko ǌegovog sredixta (centra opisane kru�nice) za ugao 2π

n , jasno je da sve
ostale rotacije mo�emo izraziti kao ǌene stepene. Daǉe, ako sa σ oznaqimo bilo
koju osnu simetriju (refleksiju) tog n-tougla, lako se proveri da su sve ostale osne
simetrije proizvodi (kompozicije) te fiksirane i neke rotacije (setite se da je kom-
pozicija dve refleksije jednaka rotaciji oko preseqne taqke ǌihovih osa za dvostruki
ugao koji te prave zaklapaju - nacrtajte!). Dobi�emo da je

Dn = {id, ρ, ρ2, . . . , ρn−1, σ, σρ, σρ2, . . . , σρn−1}.

Ka�emo i da je diedarska grupa stepena n generisana sa dva elementa ρ i σ za koje va�e
relacije ρn = σ2 = id, ρσ = σρn−1.
(Detaǉnije o tome kako smo dobili predstavǉaǌe svih rotacija i refleksija, kao i
ovaj odnos izme�u ǌih, proqitajte kod Nikole u skripti na 20. strani, gde je sve
lepo objaxǌeno na primeru grupe D4. Ova grupa �e nam qesto biti primer kojim �emo
ilustrovati nove pojmove, jer je nekomutativna i konaqna, pa bi bilo dobro da je lepo
razumete i ”vidite” i algebarski i geometrijski.)

11) Klajnova qetvorna grupa

Posmatrajmo skup sa qetiri elementa {1, a, b, c} na kom je struktura grupe zadata
slede�im relacijama:

a2 = b2 = c2 = 1,

ab = ba = c, bc = cb = a, ca = ac = b.
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Jasno je da smo dobili komutativnu grupu, u kojoj je svaki element jednak svom inverzu
(1 je naravno neutral - jedinica). Ova grupa se zove Klajnova qetvorna grupa V4.
Primetimo da ova grupa ima i geometrijsku interpretaciju - to je grupa simetrija
pravougaonika koji nije kvadrat! Zaista, ako je 1 identiqna transformacija, a i b
osne refleksije u odnosu na prave koje prolaze kroz sredixta naspramnih stranica,
a c centralna simetrija u odnosu na centar pravougaonika, lako se proveri da su
zadovoǉene gorǌe relacije.

12) Grupa kvaterniona

Skup Q8 = {1,−1, i,−i, j,−j, k,−k} je grupa u odnosu na mno�eǌe, pri qemu je
ij = k, jk = i, ki = j, ji = −k, kj = −1, ik = −j, kao i i2 = j2 = k2 = −1
(naravno, (−1)2 = 1 i (−1)x = x(−1) = −x). Ova grupa zove se grupa kvaterniona Q8.
(Otkrio ju je Hamilton, pokuxavaju�i bezuspexno prvo da definixe trodimenziono
uopxteǌe kompleksne ravni, a zatim tek qetvorodimenziono - primetite da se i, j i
k ponaxaju svi kao imaginarna jedinica i u poǉu C; ǌihove linearne kombinacije
a+ bi+ cj + dk qine algebru kvaterniona.)

0.3.2 Podgrupe

Definicija 0.18. Za grupu (H, ◦,̃ , ε) ka�emo da je podgrupa grupe (G, ∗,̄ , e) ako su ǌene
operacije podoperacije operacija grupe G, to jest ako je H ⊂ G, ε = e, a ◦ b = a ∗ b i
ã = ā za sve a, b ∈ H.

U tom sluqaju ka�emo i da je sam skup H jedna podgrupa grupe G i pixemo H ≤ G.

Primer 0.24. Svaka grupa G ima bar dve podgrupe koje zovemo trivijalne podgrupe te
grupe - to su cela grupa G i ǌen neutral {e}. (Ostale podgrupe, ako ih ima, zovu se
prave.)

(Z,+) ≤ (Q,+), (Q,+) ≤ (R,+), ali (Zn,+n) nije podgrupa grupe (Z,+) jer nemaju istu
operaciju;

(Q \ {0}, ·) ≤ (R \ {0}, ·);

Sn ≤ Sm za n ≤ m - ovo zakǉuqujemo jer svaku permutaciju od n elemenata mo�emo
videti i kao permutaciju od m elemenata pri qemu fiksiramo elemente n+1, n+2, . . . ,m;

SL(n,R) ≤ GL(n,R) gde je SL(n,R) specijalna linearna grupa stepena n koju qine ma-
trice determinante 1

Skup svih rotacija {id, ρ, ρ2, . . . , ρn−1} qini jednu podgrupu diedarske grupe Dn;

{1,−1, i,−i} ≤ Q8.

Teorema 0.4. Ako je (G, ·,−1 , e) bilo koja grupa, za svaki neprazan podskup H skupa G
slede�a tri uslova su ekvivalentna:
1) H ≤ G,
2) a, b ∈ H ⇒ a−1b ∈ H,



0.3. GRUPE 13

3) a, b ∈ H ⇒ ab, a−1 ∈ H.

(Primetite da smo promenili oznake iz poqetne definicije, da bi odgovarale stan-
dardnoj multiplikativnoj notaciji, u kojoj · skoro uvek izostavǉamo.)
Dokaz. Dokaza�emo ovo tvr�eǌe kao lanac implikacija.
1) ⇒ 2) Prema prethodnoj definiciji, ako je H ≤ G, skup H je zatvoren za operacije
grupe G, pa ako su a, b ∈ H imamo prvo da a−1 ∈ H, a onda i a−1b ∈ H.
2) ⇒ 3) Ovde je pretpostavka da skup H sa svakim parom elemenata sadr�i proizvod
inverza prvog i drugog, pa je prvo a−1a = e ∈ H, daǉe iz toga a−1e = a−1 ∈ H i na
kraju, (a−1)−1b = ab ∈ H.
3) ⇒ 1) Poxto je H neprazan, posmatrajmo neko a ∈ H. Iz uslova 3) imamo da je
onda i a−1 ∈ H, i ponovo iz 3), proizvod aa−1 = e tako�e pripada H. Znaqi, H sadr�i
neutral grupe G, kao i proizvode i inverze svih svojih elemenata (to je bax uslov
3)), pa je, po definiciji, podgrupa grupe G.

Dakle, neprazan podskup H skupa G, gde je G grupa, je podgrupa akko zadovoǉava
jedan od ekvivalentnih uslova 2) ili 3) prethodnog tvr�eǌa, odnosno ako je zatvoren
za mno�eǌe i invertovaǌe (u proverama �ete koristiti jedan od ǌih, po voǉi). Jasno
je da ako je operacija grupe oznaqena aditivno, uslov 2) glasi

a, b ∈ H ⇒ a− b ∈ H,

a uslov 3)
a, b ∈ H ⇒ a+ b,−a ∈ H.

Primetimo da je, na nivou skupova, uslov 3) ekvivalentan sa HH ⊆ H, H−1 ⊆ H, a
poxto se lako vidi da obrnute inkluzije va�e, bi�e HH = H, H−1 = H.

Setimo se iz Linearne algebre da je presek dva potprostora uvek potprostor.
Xtavixe, to va�i za presek bilo koliko (konaqno ili beskonaqno) potprostora (preseci
nikad nisu ”problematiqni” - ako su neki elementi u preseku, oni su u svim skupovima,
odnosno algebarskim strukturama koje uqestvuju - izvrximo operaciju unutar tih
struktura, rezultat je u svakoj od ǌih, i konaqno, u preseku!) Analogno, va�i:

Ako su H i K podgrupe grupe (G, ·), onda je to i ǌihov presek H ∩K. Isto va�i i za
presek proizvoǉne familije podgrupa grupe G.

- proverite za ve�bu, ima kod Nikole

S druge strane, u Linearnoj algebri smo tako�e imali da unija dva potprostora
nije potprostor u opxtem sluqaju. Xtavixe, to va�i samo ako je jedan od ǌih sadr�an
u drugom, odnosno kada je unija jednaka ve�em od ǌih. Isto va�i i za podgrupe:
Ako su H i K podgrupe grupe (G, ·), onda je to i ǌihova unija H ∪K ako i samo ako je
H ⊆ K ili K ⊆ H

- proverite za ve�bu, ima kod Nikole

Zato definixemo proizvod podgrupa kao najmaǌu podgrupu koja sadr�i obe. (I
ovo smo imali u Linearnoj algebri, definisali smo sumu dva potprostora i to je
bio najmaǌi potprostor koji je sadr�ao oba.) Dakle, ako su H i K podgrupe grupe G
(koja je ovde, kao i u prethodnom tvr�eǌu, oznaqena multiplikativno, pri qemu znak
operacije · izostavǉamo) proizvod podgrupa H i K definixemo kao

HK = {hk : h ∈ H, k ∈ K}.
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Teorema 0.5. Ako su H i K podgrupe grupe (G, ·), onda je to i ǌihov proizvod HK akko
te podgrupe komutiraju, to jest ako je HK = KH.

Dokaz. Neka podgrupe H i K komutiraju. Doka�imo da je onda HK jedna podgrupa
grupe G. Neka su hk i h′k′ proizvoǉni elementi iz HK. Tada je hkh′k′ = hĥk̂k′ ∈ HK
jer je hĥ ∈ H i k̂k′ ∈ K (iskoristili smo HK = KH da element kh′ ∈ KH zamenimo
elementom ĥk̂ ∈ HK). Daǉe, za hk ∈ HK je (hk)−1 = k−1h−1 ∈ KH = HK (ovde smo
iskoristili da h ∈ H ⇒ h−1 ∈ H, kao i k ∈ K ⇒ k−1 ∈ K).
Neka je sada proizvod HK podgrupa grupe G. To povlaqi da je zatvoren za inver-
tovaǌe, to jest da je (HK)−1 = HK, odnosno K−1H−1 = HK. Me�utim, H i K su
podgrupe, pa je H−1 = H i K−1 = K, a onda i KH = HK.

Lagran�ova teorema

Svaka podgrupa H grupe G indukuje jednu relaciju ekvivalencije na skupu G defin-
isanu sa

a ∼H b ⇔ a−1b ∈ H.

Proverimo da je ovo taqno:

refleksivnost: a ∼H a ⇔ a−1a = e ∈ H, xto je taqno jer je H podgrupa i sadr�i
neutral

simetriqnost: a ∼H b ⇔ a−1b ∈ H ⇔ (a−1b)−1 = b−1a ∈ H ⇔ b ∼H a

tranzitivnost: a ∼H b ∧ b ∼H c ⇔ a−1b ∈ H ∧ b−1c ∈ H ⇒ a−1bb−1c ∈ H ⇒
a−1c ∈ H ⇒ a ∼H c

Dakle, ∼H jeste jedna ekvivalencija. Xta su ǌene klase?

Ca = a/ ∼H= {b ∈ G : b ∼H a} = {b ∈ G : a−1b ∈ H} = {b ∈ G : b ∈ aH} = aH.

Skup aH = {ah : h ∈ H} zove se levi polo�aj ili levi koset podgrupe H u grupi G
koji sadr�i dati element a. Znamo da za klase bilo koje ekvivalencije va�i ili da
su jednake ili da su disjunktne. Pri tom su jednake akko su ǌihovi predstavnici u
relaciji, odakle dobijamo potreban i dovoǉan uslov za jednakost dva koseta:

aH = bH ⇔ a−1b ∈ H ⇔ b ∈ aH.

Dakle, dva leva koseta podgrupe H su jednaka akko se ǌihovi predstavnici razlikuju
do na element iz H. Posebno je aH = H ⇔ a ∈ H. Ako su dva koseta razliqita, oni su
i disjunktni, i grupa G je jednaka disjunktnoj uniji svih razliqitih levih polo�aja
bilo koje ǌene podgrupe H. Koliqniqki skup G/ ∼H �emo oznaqavati sa GL(H).

Sliqno definixemo i desne kosete, samo xto polazimo od relacije

a ∼ b ⇔ ba−1 ∈ H.

Koliqniqki skup G/ ∼ �emo ovde oznaqavati sa GD(H) = {Ha : a ∈ G}.
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Primetimo da va�i
Ha = Hb ⇔ a−1H = b−1H,

pa je sa f(Ha) = a−1H definisana bijekcija skupa svih desnih polo�aja GD(H) pod-
grupe H na skup svih levih polo�aja GL(H). Dakle, ova dva skupa su iste kardinal-
nosti.

Ako su ti skupovi konaqni, broj elemenata bilo kog od ǌih zovemo indeks podgrupe
H u grupi G i oznaqavamo [G : H]. Dakle,

[G : H] = |GL(H)| = |GD(H)|.

U suprotnom za podgrupu H ka�emo da je beskonaqnog indeksa u grupi G. Na primer,
[Z : 2Z] = 2, dok je SL(n,R) beskonaqnog indeksa u GL(n,R).

Teorema 0.6. (Lagran�ova teorema) Red bilo koje podgrupe H konaqne grupe G deli red
te grupe i va�i

|G| = |H| · [G : H].

Dokaz. Konstatovali smo ve� da je grupa G disjunktna unija svih razliqitih levih
polo�aja date podgrupe H. Primetimo da su svi skupovi aH istobrojni i ǌihova kar-
dinalnost jednaka je kardinalnosti same podgrupe H. To je jasno jer je preslikavaǌe
f : H → aH dato sa f(x) = ax bijekcija ( f(x) = f(y) ⇒ ax = ay i pomno�imo sleva
iverzom elementa a da dobijemo x = y - f je ’1-1’; za dato ax ∈ aH, element x se slika
u ǌega pomo�u f , pa je f i ’na’. Dakle, broj levih polo�aja podgrupe H je [G : H], a u
svakom od ǌih ima |H| elemenata, pa je |G| = |H| · [G : H].

Prethodna teorema ne tvrdi da za svaki broj koji deli red konaqne grupe, ona ima
podgrupu datog reda, ve� samo daje kandidate za red te podgrupe. Na primer, grupa
reda 40 sigurno nema podgrupu reda 7, dok podgrupu reda 8 mo�e, ali ne mora da ima
(vide�emo da za neke posebne klase grupa va�i i taj ”obrnuti Lagran�”).

Lagran�ovu teoremu koristimo da odredimo indeks date podgrupe. Na primer, indeks
podgrupe Rn saqiǌene od rotacija, u grupi Dn je [Dn : Rn] =

2n
n = 2.

0.3.3 Red elementa u grupi

Neka je G grupa i a proizvoǉan element iz G. Pitamo se xta je minimalna podgrupa
od G koja sadr�i taj element?

Napomena 0.25. Ako je S bilo koji podskup grupe G (to jest ǌenog skupa nosaqa),
pitamo se da li postoji minimalna podgrupa od G koja sadr�i S. Neka je ΠS familija
svih podgrupa od G koje sadr�e taj skup S. Tra�ena podgrupa �e upravo biti presek
familije ΠS. Oznaqi�emo je sa H =< S >. Svi elementi iz H �e biti taqno oblika
a = a1a2 · · · an, gde je n ∈ N, ai ∈ S ∪ S−1 (ai je iz S ili je ǌegov inverz iz S). Za
podgrupu H ka�emo da je generisana uoqenim skupom S i pixemo H = 〈S〉. Ako je skup
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S konaqan, S = {a1, a2, . . . , am} i, dodatno, ǌegovi elementi komutiraju, svaki element
iz 〈S〉 je oblika

a = ak1
1 a

k2
2 · · · akm

m , ki ∈ Z.

(Mo�emo da ih grupixemo jer je aiaj = ajai, a dopuxtamo da se neki ne pojavǉuje
u konkretnom elementu time sto ǌegov eksponent bude 0). Ako je operacija u grupi
oznaqena aditivno, prethodni uslov glasi

a = k1a1 + k2a2 + · · ·+ kmam, (ki ∈ Z).

(Ovo nas, svakako, podse�a na linearnu kombinaciju nad vektorima a1, a2, . . . , am koju
smo proxle godine imali u Linearnoj algebri).

Primer 0.26. Z = 〈1〉, Zn = 〈1〉, dok Q nema nijedan konaqan skup generatora (proverite
- mogu li se svi razlomci dobiti kao linearne kombinacije konaqno ǌih, sa celobro-
jnim koeficijentima?)

Dn = 〈ρ, σ〉; V4 = 〈a, b〉, Q8 = 〈i, j, k〉.

Vratimo se na poqetno pitaǌe. Dakle, za zadati element a ∈ G, tra�imo 〈a〉. Iz
definicije je

〈a〉 = {am : m ∈ Z}.

Pitamo se da li je ova podgrupa konaqna ili beskonaqna, zapravo razlikujemo ta dva
sluqaja.

Jasno je da ako me�u stepenima elementa a nema jednakih, podgrupa 〈a〉 je beskonaqna.

Da vidimo xta se dexava ako je ar = as za bar jedan par razliqitih celih brojeva r, s.
Ako je r > s, odnosno r− s > 0, iz ar−s = e sledi da postoji i najmaǌi prirodan broj k
za koji je ak = e. U tom sluqaju �e k biti upravo red podgrupe 〈a〉, a time i

〈a〉 = {e, a, a2, . . . , ak−1}.

Zaxto ovo va�i? -Uzmimo proizvoǉan am ∈ 〈a〉. Tu je m ∈ Z, pa ga mo�emo euklidski
podeliti sa k. Dobi�emo m = kq + r, pri qemu je 0 ≤ r < k. Poxto je ak = e, imamo
slede�i niz jednakosti

am = akq+r = akqar = (ak)qar = eqar = ar,

xto znaqi da je svaki stepen elementa a jednak nekom od prvih k, odakle je 〈a〉 =
{e, a, a2, . . . , ak−1}. Primetimo tako�e i da me�u ovim elementima nema jednakih, jer
ako bi va�ilo da je ai = aj za neke 0 ≤ i, j < k, i 6= j onda bismo dobili da je al = e i za
neko 0 < l < k (l = i− j ili l = j − i), xto je u suprotnosti sa uslovom da je k najmaǌi
takav broj.

Znaqi, ako je 〈a〉 konaqna, ǌen red je najmaǌi prirodan broj k za koji je ak = e. Taj
broj zovemo red samog elementa a u grupi G i oznaqavamo sa ω(a).

Definicija 0.19. Red elementa a u grupi G je najmaǌi prirodan broj k za koji je
ak = e. Ako takav broj ne postoji, ka�emo da je a beskonaqnog reda u grupi G.
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Iz gorǌih izvo�eǌa je jasno da va�i

am = e ⇔ ω(a) | m.

-Jasno je da ako je k = ω(a) i m = kq, onda je am = akq = (ak)q = e. S druge strane, ako je
am = e, podeli�emo opet m euklidski sa k = ω(a) i dobiti e = am = akq+r = (ak)qar = ar,
gde je 0 ≤ r < k. Opet iz definicije reda elementa, zakǉuqujemo da je ovo mogu�e samo
za r = 0, odnosno za m = kq.

Oqigledno je da ako je sama grupa G konaqnog reda, onda je to i svaki od ǌenih
elemenata. Tako�e, poxto je red grupe deǉiv redom podgrupe 〈a〉 koji je po definiciji
jednak redu elementa a, iz Lagran�ove teoreme sledi da red elementa deli red grupe,
odnosno

|G| = n ⇒ ω(a) | n,

kao i an = e za svako a ∈ G. (Posebno, ako je red grupe prost broj, to va�i i za red
svakog ǌenog elementa osim neutrala, pa je 〈a〉 = G.)

Na kraju, poveza�emo red proizvoda dva elementa sa ǌihovim redovima. Jasno je,
iz pravila o stepenu proizvoda ((ab)n = anbn ako je ab = ba, inaqe je (ab)n = abab · · · ab),
da je to mogu�e samo ako ti elementi komutiraju.

Teorema 0.7. Ako su a i b bilo koji elementi grupe G i e ǌen neutral. Ako je ab = ba i
〈a〉 ∩ 〈b〉 = {e}, onda je ω(ab) = NZS(ω(a), ω(b)).

Dokaz. Neka je ω(ab) = k, ω(a) = m, ω(b) = n i NZS(ω(a), ω(b)) = s. Treba pokazati da je
k = s. Prvo, iz ab = ba sledi (ab)s = asbs, a kako je najmaǌi zajedniqki sadr�alac dva
broja deǉiv svakim od ǌih, bi�e (ab)s = asbs = (am)

s
m (bn)

s
n = e

s
m e

s
n = e, odakle sledi

da k | s. Treba pokazati da va�i i obrnuto.
Imamo (ab)k = e (jer je k = ω(ab)), odnosno akbk = e (jer komutiraju), a ovo je daǉe
ekvivalentno sa ak = b−k. Tako smo dobili element koji je u preseku podgrupa gener-
isanih sa a i b (ak ∈ 〈a〉, a b−k ∈ 〈b〉), pa je ak = b−k = e, odnosno ak = e i bk = e (iz
b−k = e sledi da je i ǌegov inverz jednak neutralu, bk = (b−k)−1). Sada, iz ak = e sledi
da m | k, iz bk = e sledi da n | k, pa onda i najmaǌi broj u kom su sadr�ani m i n deli
k, to jest s | k.
Na kraju, iz k | s i s | k i toga xto su oba prirodni brojevi, zakǉuqujemo k = s.

Posledica: Ako su a i b bilo koji elementi grupe G koji komutiraju i qiji su
redovi uzajamno prosti, onda je ω(ab) = ω(a)ω(b).

0.3.4 Homomorfizmi grupa

Imali smo ve� u uvodnoj lekciji da je homomorfizam jedne algebarske strukture u
drugu koja je istog tipa, svako preslikavaǌe ǌihovih skupova-nosaqa koje se sla�e
sa svim parovima odgovaraju�ih operacija tih struktura. U skladu sa tim imamo
slede�u definiciju:
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Definicija 0.20. Homomorfizam grupe (G, ∗,−1 , e) u grupu (K, ◦,∼ , ε) je svako preslika-
vaǌe f : G→ K koje zadovoǉava uslove:
1) f(a ∗ b) = f(a) ◦ f(b),
2) f(e) = ε,
3) f(a−1) = f(a)∼.

Ispostavǉa se da su u prethodnoj definiciji uslovi 2) i 3) posledica uslova 1)
(i naravno, aksioma grupe):
prvo, iz e ∗ e = e i prolaska f kroz binarnu operaciju, dobijamo f(e) ◦ f(e) = f(e) -
ovo je jednakost u grupi K i znamo da ǌu ispuǌava jedino neutral te grupe (x ◦ x = x
pomno�imo sleva inverzom od x i dobijemo da je x jednak neutralu). Odavde je f(e) = ε.
Sada, iz aksiome inverza a ∗ a−1 = e, primenom f dobijamo f(a) ◦ f(a−1) = f(e), odnosno
f(a) ◦ f(a−1) = ε, xto, po aksiomi inverza u grupi K znaqi da je f(a−1) = (f(a))∼.
Dakle, preslikavaǌe f : G → K je homomorfizam grupe G u grupu K akko je saglasno
sa parom ǌihovih binarnih operacija.

Xta mo�emo da ka�emo o vezi reda nekog elementa i ǌegove slike pri homomor-
fizmu? Va�i:

Ako je element a konaqnog reda u grupi G, onda je i f(a) konaqnog reda u grupi K i
ω(f(a)) | ω(a) (red slike deli red elementa).

-Krenimo od aω(a) = e i primenimo f . Dobijamo f(aω(a)) = f(e) = ε, odnosno f(a)ω(a) = ε
xto taqno znaqi da ω(f(a)) | ω(a).

Ako je preslikavaǌe f injekcija, a i f(a) su istog reda.

Primetimo na kraju da je kompozicija dva homomorfizma opet homomorfizam (imali
smo proxle godine u Linearnoj algebri kompoziciju dva linearna preslikavaǌa) i
da je inverz bijektivnog homomorfizma tako�e homomorfizam (opet analogno va�i za
operatore):

1) Ako su f : G → K i g : K → L, redom, homomorfizmi grupe (G, ∗) u (K, ⋆), odnosno
(K, ⋆) u (L, �), onda je g ◦ f : G→ L homomorfizam grupe G u grupu L.

2) Ako je f : G → K homomorfizam grupa koji je inverzibilan (dakle, bijektivan),
onda je i ǌegov inverz f−1 : K → G homomorfizam grupa.

Injektivne homomorfizme zovemo monomorfizmi, surjektivne epimorfizmi, bijektivne
izomorfizmi. Ako je f : G → K bilo koji izomorfizam grupe G na grupu K, tada je
i ǌegov inverz jedan izomorfizam grupe K na grupu G. Za grupu G ka�emo da je
izomorfna grupi K i pixemo G ∼= K ako postoji bar jedan izomorfizam f : G →
K. Izme�u izomorfnih grupa nema suxtinskih razlika, izuzimaju�i same prirode
ǌihovih objekata, pa ih qesto poistove�ujemo.

Homomorfizmi grupe G u ǌu samu zovu se endomorfizmi, a izomorfizmi grupe G ǌeni
automorfizmi. Skup svih endomorfizama grupe G oznaqava�emo sa End(G). Prime-
timo da je to jedan monoid u odnosu na kompoziciju preslikavaǌa, (End(G), ◦, idG), dok
je skup inverzibilnih elemenata ovog monoida End(G)∗ upravo grupa automorfizama
grupe G, Aut(G).

Primer 0.27. Izomorfizam S3
∼= D3 dobijamo tako xto oznaqimo temena pravilnog

trougla sa 1, 2, 3 i pratimo xta se desava kad primenimo sve rotacije i osne simetrije.
S druge strane, izomorfizam Aut(S3) ∼= S3 dobijamo prate�i xta su mogu�i redovi
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elemenata prilikom slikaǌa automorfizmom (izomorfizam mora da quva red svakog
elementa!)

0.3.5 Cikliqne grupe

SVE IZ NIKOLINE SKRIPTE, I SAMO TO

Definicija 0.21. Za grupu G ka�emo da je cikliqna ako ima bar jednu jednoqlanu
generatrisu, to jest bar jedan element a za koji je

G = 〈a〉 = {am : m ∈ Z}

Svaka cikliqna grupa je komutativna i u sluqaju kada je konaqna, ǌen red je upravo
red bilo kog od ǌenih generatora.
Ako je grupa G oznaqena aditivno, umesto am pixemo ma, pa je onda

G = 〈a〉 = {ma : m ∈ Z}.

Primer 0.28. Aditivna grupa Z je cikliqna i sa generatorom a = 1. To va�i i za
svaku od aditivnih grupa Zn, samo xto je Z beskonaqna, a ove ostale konaqne i reda
n.

Kod Nikole su dokazana slede�a tvr�eǌa:

Teorema [Zadatak 19 kod Nikole]: Svaka cikliqna grupa je izomorfna ili grupi Z
ili taqno jednoj od grupa Zn. Posebno, dve cikliqne grupe su izomorfne ako i samo
ako su istog reda.

Teorema[Zadatak 20 kod Nikole]: Svaka podgrupa cikliqne grupe G je tako�e cik-
liqna.

Teorema[Zadatak 21 kod Nikole]: Ako je G konaqna cikliqna grupa reda n, tada za
svaki prirodan broj m koji deli n, grupa G ima taqno jednu podgrupu reda m.

Teorema [Zadatak 22 kod Nikole]: Ako je G cikliqna grupa reda n generisana
elementom a, onda svaki element ak tako�e generixe grupu G ako i samo ako su n i k
uzajamno prosti.

0.3.6 Simetriqna grupa

Imali smo ve� da je skup SX svih permutacija (bijekcija X → X) nepraznog skupa X
grupa u odnosu na ǌihovu kompoziciju (slagaǌe). Ta grupa se zove simetriqna grupa



20

skupa X. Umesto uobiqajenim oznakama za funkcije, permutacije �emo oznaqavati
grqkim slovima π, ρ, σ, τ . . .. Znaqaj simetriqne grupe u raznim oblastima matematike
je ogroman, a ǌenu va�nost u teoriji grupa pokazuje Kejlijeva teorema

Teorema 0.8. Svaka grupa G je izomorfna nekoj podgrupi simetriqne grupe SG ǌenog skupa-
nosaqa G.

Dokaz. Svakom elementu g ∈ G pridru�i�emo permutaciju πg ∈ SG, odre�enu sa πg(x) =
gx. Za poqetak treba proveriti da smo zaista dobili permutaciju, odnosno bijekciju
skupa G: πg je ”1-1” jer πg(x) = πg(y) ⇔ gx = gy ⇔ g−1(gx) = g−1(gy) ⇔ (g−1g)x =
(g−1g)y ⇔ ex = ey ⇔ x = y
πg je ”na” jer y = πg(x) ⇔ y = gx ⇔ g−1y = g−1(gx) ⇔ g−1y = (g−1g)x ⇔ g−1y = ex ⇔
x = g−1y. Dakle, za svako g ∈ G preslikavaǌe πg je permutacija iz SG. Sada treba
pokazati da je pridru�ivaǌe ϕ : G → SG definisano sa ϕ(g) = πg jedan homomorfizam
grupa G i SG: ϕ(g1g2) = πg1g2 = πg1 ◦ πg2 = ϕ(g1) ◦ ϕ(g2) jer πg1g2(x) = (g1g2)x = g1(g2x) =
πg1(πg2(x)) = (πg1 ◦ πg2)(x) za sve x ∈ G.

Ako su skupovi X i Y istobrojni, ǌihove simetriqne grupe su izomorfne (ako
je f : X → Y bijekcija koja potvr�uje istu kardinalnost skupova X i Y , onda je
preslikavaǌe F : SX → SY odre�eno sa F (π) = f ◦ π ◦ f−1 jedan izomorfizam ovih
simetriqnih grupa). Odavde sledi da je simetriqna grupa bilo kog konaqnog skupa sa
n elemenata izomorfna simetriqnoj grupi skupa {1, 2, ..., n}. Grupu S{1,2,...,n} oznaqavamo
sa Sn i zovemo simetriqna grupa stepena n. Ona je reda n! i nije komutativna za n ≥ 3.

Permutacije �emo poistove�ivati sa ure�enim n-torkama ǌihovih vrednosti, odnosno
ako je π(i) = ai za i ∈ {1, 2, ..., n}, pisa�emo π = (a1, a2, . . . , an). Me�utim, iz ovog zapisa
ne vidimo dovoǉno (na primer, ne mo�emo odmah da odredimo red permutacije π, ili
da ka�emo nexto vixe o ǌoj). Zato posmatramo posebne vrste permutacija.

Definicija 0.22. Permutacija π ∈ Sn je ciklus du�ine k ako za k elemenata a1, a2, . . . , ak
iz {1, 2, ..., n} va�i da je π(a1) = a2, π(a2) = a3, . . . , π(ak−1) = ak, π(ak) = a1, a za sve
j ∈ {1, 2, ..., n} \ {a1, a2, . . . , ak} je π(j) = j.

Ovakav ciklus �emo oznaqavati sa π = da1, a2, . . . , akc. Primetimo tako�e da isti cik-
lus mo�emo zapisati na vixe naqina:

da1, a2, . . . , akc = da2, a3, . . . , ak, a1c = da3, a4, . . . , ak, a1, a2c = · · · = dak, a1, a2, . . . , ak−1c.

Skup {a1, a2, . . . , ak} zovemo nosaq ciklusa.

Jasno je da je πk = π ◦ π ◦ · · · ◦ π = id i da je k najmaǌi takav broj. Zakǉuqujemo da
je du�ina ciklusa zapravo ǌegov red u grupi Sn. Tako�e, iz same definicije ciklusa
sledi da se ǌegov inverz lako raquna, π−1 = dak, ak−1, . . . , a2, a1c.

Jednoqlani ciklusi se podudaraju sa identiqnom permutacijom, pa ih ne pixemo
kad raqunamo sa permutacijama. Oznaqavamo ih ponekad dc (po dogovoru, neutral u
simetriqnoj grupi oznaqavamo uglavnom sa ε; dakle, id = dc = ε). S druge strane,
dvoqlani ciklusi imaju poseban znaqaj. Zovu se transpozicije . Svaki ciklus du�ine
k je proizvod k − 1 transpozicija. Ovo se lako proveri:

da1, a2, . . . , akc = da1, a2cda2, a3c · · · dak−1, akc.

(obratite pa�ǌu da na desnoj strani treba da mno�ite zdesna ulevo). Za taj ciklus
ka�emo da je paran, odnosno neparan, ako je to i broj k − 1 (jedna transpozicija je
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neparna, proizvod dve paran itd). Pri tom, ceo broj sgnπ = (−1)k−1 zove se znak
ciklusa (na primer, sgnda, bc = −1, dok sgnda, b, cc = 1 ).

Za dva ciklusa ka�emo da su disjunktna ako su takvi i ǌihovi nosaqi. Poxto
se elementi koje ti ciklusi pomeraju ne poklapaju, jasno je da disjunktni ciklusi
komutiraju.

Teorema 0.9. Svaka permutacija π 6= ε iz Sn se mo�e razlo�iti na proizvod disjunkt-
nih ciklusa, i ti ciklusi su odre�eni jednoznaqno do na ǌihov redosled.

Dokaz. Poxto π nije identiqna permutacija, postoji bar jedan element a1 za koji je
π(a1) 6= a1. Neka je π(a1) = a2. Zapoqnimo ciklus da1, a2, . . .c i u ǌega redom upiximo
sve elemente koje dobijamo od a1, odnosno πi(a1), za i = 0, 1, 2, . . .. U jednom trenutku
�emo ponovo dobiti a1 jer se nalazimo u konaqnom skupu. Ako je πk(a1) = a1 i πi(a1) =
ai+1 6= a1 za sve 1 ≤ i ≤ k − 1, primetimo da se permutacija π poklapa sa ciklusom π1 =
da1, a2, . . . , ak−1, akc na ǌegovom nosaqu. Sada nastavǉamo daǉe. Ako u skupu {1, 2, ..., n}\
{a1, a2, . . . , ak−1, ak} ima elemenata koje π ne fiksira, uzmemo jedan od ǌih, b1, i ǌime
zapoqnemo novi ciklus. Taj ciklus �e sigurno biti disjunktan sa ciklusom π1 jer π1
sadr�i sve stepene πi(a1) za i = 0, 1, 2, . . . i taqno ǌih.
Ovaj proces pravǉeǌa novih ciklusa �e se u jednom trenutku zavrxiti zbog konaqnosti
skupa {1, 2, ..., n}. Ako smo dobili cikluse π1, π2, . . . , πm, tvrdimo da je

π = π1π2 · · ·πm.

Ovo je taqno jer se π sa svakim od ovih ciklusa poklapa na ǌegovom nosaqu, a van tog
nosaqa ciklus fiksira ostale elemente dok ih neki drugi ciklus pomera isto kao i
π. Za elemente koje π ne pomera va�i da ih i proizvod π1π2 · · ·πm fiksira. Na kraju,
poxto su svi ciklusi u gorǌoj dekompoziciji me�usobno disjunktni, oni komutiraju,
pa ǌihov redosled nije va�an.

Zaxto je prethodno razlagaǌe tako va�no? Imali smo tvr�eǌe da ako dva elementa
grupe komutiraju i pri tom se podgrupe generisaǌe ǌima trivijalno seku, onda je
red proizvoda tih elemenata jednak najmaǌem zajedniqkom sadr�iocu ǌihovih redova.
Ovo se indukcijom lako uopxtava na proizvod konaqno elemenata. Primetimo da su
ovi uslovi ispuǌeni za disjunktne cikluse u dekompoziciji proizvoǉne permutacije.
Dakle, ako je π = π1π2 · · ·πm predstavǉaǌe permutacije kao proizvoda disjunktnih
ciklusa, red te permutacije je najmaǌi zajedniqki sadr�alac du�ina tih ciklusa.

Pomo�u razlagaǌa na disjunktne cikluse definixemo i znak permutacije. Ve� smo
definisali znak ciklusa du�ine k kao (−1)k−1.

Definicija 0.23. Ako je π = π1π2 · · ·πm dekompozicija permutacije π ∈ Sn na proizvod
disjunktnih ciklusa, ukǉuquju�i i jednoqlane, znak permutacije π je proizvod znakova
svih disjunktnih ciklusa πi koji uqestvuju u ovom razlagaǌu, odnosno

sgnπ = (−1)n−m.

Ako je sgnπ = 1, za permutaciju π ka�emo da je parna, a ako je sgnπ = −1, da je neparna.

Teorema 0.10. Ako su π, σ ∈ Sn dve permutacije, onda je

sgn(σπ) = sgnσsgnπ.
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Dokaz. Dokaza�emo prvo da gorǌa jednakost va�i ako je σ = da, bc neka transpozi-
cija, odnosno da je sgn(da, bcπ) = −sgnπ. Neka je π = π1π2 · · ·πm dekompozicija per-
mutacije π na proizvod disjunktnih ciklusa, gde su ukǉuqeni i jednoqlani. Postoje
dve mogu�nosti:

1) ako elementi a i b pripadaju nosaqu istog ciklusa iz π, na primer π1 (disjunktni
ciklusi komutiraju, pa taj kome pripadaju a i b mo�emo dovesti na prvo mesto), onda
je

σπ1 = da, bcda, c1, . . . , ck, b, d1, . . . , dlc = da, c1, . . . , ckcdb, d1, . . . , dlc,

xto znaqi da σπ ima ukupno m+1 disjunktnih ciklusa, za jedan vixe nego π, pa imaju
suprotne znakove (sgn(σπ) = (−1)n−m−1 = −(−1)n−m = sgnπ).

2) ako elementi a i b pripadaju nosaqima razliqitih ciklusa iz π, na primer π1 =
da, c1, . . . , ckc i π2 = db, d1, . . . , dlc, onda je σπ = da, bcda, c1, . . . , ckcdb, d1, . . . , dlcπ3 · · ·πm,
odnosno σπ = da, c1, . . . , ck, b, d1, . . . , dlcπ3 · · ·πm je proizvod m − 1 disjunktnih ciklusa,
pa i uovom sluqaju ima znak suprotan od znaka permutacije π (sgn(σπ) = (−1)n−m+1 =
−(−1)n−m = sgnπ).

Ako je sada σ proizvoǉna permutacija, napisa�emo je prvo kao proizvod nekih
transpozicija (to mo�emo jer je svaka permutacija proizvod ciklusa, a svaki cik-
lus proizvod transpozicija), kojih ima na primer r, pa prvo dobijamo da je sgnσ =
(−1)r (po prethodnom, mno�eǌe jednom transpozicijom jednom promeni znak), a onda i
sgn(σπ) = sgnσsgnπ.

Posledica prethodne teoreme je da je permutacija π ∈ Sn parna akko je proizvod
parnog broja transpozicija. Tako�e, iz ǌe sledi da ako imamo dve parne permutacije,
i ǌihov proizvod �e biti parna permutacija. Kako je identiteta parna, a inverz
permutacije π ima isti oblik kao π u smislu cikliqne dekompozicije, zakǉuqujemo
da skup svih parnih permutacija iz Sn qini jednu podgrupu te grupe. Obele�avamo je
sa An i zovemo alterniraju�a grupa stepena n. Ona je reda n!

2 jer parnih i neparnih
permutacija u Sn ima jednako (na primer, preslikavaǌe f(π) = da, bcπ je jedna bijekcija
An → Sn \ An).

Na kraju par reqi o konȷugovaǌu u grupi Sn. U bilo kojoj grupi G za elemente a i
b ka�emo da su konȷugovani ako postoji element g ∈ G za koji je b = g−1ag. Konȷugovani
elementi su istih redova i po svemu su sliqni (sve xto radimo sa a radimo i sa
b, samo dopixemo g−1 i g sa strane - setite se sliqnih matrica od proxle godine!).
Ispostavǉa se da se konȷugat ciklusa veoma lako odre�uje. Va�i

ρda1, a2, . . . , akcρ−1 = dρ(a1), ρ(a2), . . . , ρ(ak)c.

(Ovo se proveri: na nosaqu ciklusa na desnoj strani jednakosti, leva strana prvo
pomo�u ρ−1 skine to ρ, a onda ”proxeta” elemente kako ciklus da1, a2, . . . , akc nala�e i
na kraju im doda ρ - isto xto uradi i leva; van nosaqa ciklusa na desnoj strani, on
je identiteta, a to je i preslikavaǌe na levoj strani, jer ciklus da1, a2, . . . , akc pomera
samo elemente koji su u ǌemu, to jest one koje ρ−1 ubaci u skup {a1, a2, . . . , ak}).
Kao posledicu ove jednakosti dobijamo da se i konȷugat permutacije koja je predstavl-
jena kao proizvod disjunktnih ciklusa lako raquna:

ρπ1π2 · · ·πmρ−1 = ρπ1ρ
−1ρπ2ρ

−1 · · · ρπmρ−1

i onda ρ ”u�e” u svaki ciklus πi.
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Ovo znaqi da su sve me�usobno konȷugovane permutacije ”istog oblika” (ka�e se i istog
tipa) u smislu da imaju jednak broj ciklusa iste du�ine u svojim dekompozicijama
na disjunktne cikluse. (Va�i i obrnuto: ako su dve permutacije istog tipa, one
moraju da budu konȷugovane! Objasni�emo na primeru: neka su π = d1, 2, 3, 4cd5, 6, 7c i
σ = d2, 5, 7, 3cd1, 4, 6c; xta je ρ za koje je ρπρ−1 = σ? Znamo da je

ρπρ−1 = dρ(1), ρ(2), ρ(3), ρ(4)cdρ(5), ρ(6), ρ(7)c

i onda uzmemo, na primer

ρ(1) = 2, ρ(2) = 5, ρ(3) = 7, ρ(4) = 3, ρ(5) = 1, ρ(6) = 4, ρ(7) = 6.)

Dakle, dve permutacije su konȷugovane akko su istog tipa. Taj tip qesto pixemo kao m-
torku ure�enu tako da bude nerastu�a. Na primer, ako je permutacija π predstavǉena
kao proizvod disjunktnih ciklusa π1, π2, π3 i π4 qije su du�ine redom 4, 3, 3 i 2, ona je
tipa (4, 3, 3, 2). Primetimo da ovakve m-torke qine particije broja n, tako da mo�emo
da zakǉuqimo da svakoj particiji broja n odgovara jedna klasa konȷugovanosti u grupi
Sn.

0.3.7 Opis grupa malog reda

�elimo da pomo�u tehnika koje su nam do sada na raspolagaǌu damo xto vixe infor-
macija o grupama qiji su redovi jednocifreni brojevi. Naravno, kasnije �emo imati
tvr�eǌa pomo�u kojih �emo to uraditi mnogo lakxe.

Pre svega znamo da red elementa deli red same grupe. To je dovoǉno da u potpunosti
opixemo sve grupe qiji su redovi prosti brojevi. Ako je |G| = p, gde je p prost broj
i a ∈ G, va�i�e da ω(a) | p, odnosno ω(a) ∈ {1, p} pa ako a nije neutral, on �e biti reda
upravo p. To daǉe daje da |〈a〉| = |G|, odnosno 〈a〉 = G. Dakle, svaka grupa prostog reda
je cikliqna. Za model takve grupe �emo uzeti cikliqnu grupu Zp.

Zakǉuqak: Svaka grupa prostog reda je izomorfna taqno jednoj grupi Zp.

Idemo na najmaǌi jednocifren broj koji nije prost. Opisa�emo grupe reda 4. U
grupi G reda 4, elementi mogu biti reda 1,2 ili 4. Ako u ǌoj postoji bar jedan
element reda 4, on �e mo�i da izgenerixe celu tu grupu. U tom sluqaju G je cikliqna
i izomorfna grupi Z4. Ostaje mogu�nost da su u grupi G svi elementi osim neutrala
reda 2. Tvrdimo da je tada grupa G komutativna.

[Va�i: Ako su u grupi G svi elementi osim neutrala reda 2, grupa G je komutativna.
- Neka su a i b bilo koji elementi grupe G. Imamo a2 = b2 = e, kao i (ab)2 = e. Odavde
je

a2b2 = (ab)2,

odnosno
aabb = abab.
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Pomno�i�emo ovu jednakost sleva inverzom elementa a, a zdesna inverzom elementa b.
Dobijamo ab = ba, xto smo i �eleli.]

Uzmimo sada dva razliqita elementa a i b iz G. Posmatrajmo podgrupe generisane
tim elementima, H = 〈a〉 = {e, a} i K = 〈b〉 = {e, b}. Poxto elementi a i b komutiraju,
komutira�e i podgrupe H i K. Znamo da iz HK = KH sledi da je HK podgrupa grupe
G. Od kojih elemenata se ona sastoji?

HK = {e, a, b, ab},
jer su ovi elementi sigurno tu i me�u ǌima nema jednakih (a 6= b, a 6= ab jer b 6= e,
isto i za b 6= ab, dok ab 6= e jer a i b nisu jedan drugom inverz). Time smo ve� dobili
4 elementa, pa je HK = G. Znamo da je ovo Klajnova grupa, pa je G ∼= V4.

Primetimo jox da se ovaj proizvod ponaxa isto kao Dekartov proizvod grupa H i
K. [Dekartov proizvod dve grupe (G1, ·, e1 ,̄ ) i (G2, ◦, e2 ,̃ ) je grupa G1 × G2 u kojoj su
operacije definisane po koordinatama: (g1, g2) • (g

′

1, g
′

2) = (g1 · g′

1, g2 ◦ g′

2), e = (e1, e2),
(g1, g2)

−1 = (ḡ1, g̃2)].
Preciznije, tvrdimo da je preslikavaǌe (h, k) 7→ hk izomorfizam grupa H ×K i HK.
Dakle, G = HK ∼= H ×K ∼= Z2 × Z2.

Zakǉuqak: Svaka grupa reda 4 je izomorfna ili cikliqnoj grupi Z4 ili grupi V4
∼=

Z2 × Z2.

Stigli smo do grupa reda 6. Ako je G reda 6, ǌeni elementi mogu biti reda 1,2,3
ili 6. Da li mo�e da se desi da su svi elementi osim neutrala u G reda 2? U
tom sluqaju bismo imali istu situaciju kao u prethodnom primeru: postojala bi dva
razliqita elementa reda 2 koja bi onda komutirala i dala podgrupu reda 4. Me�utim,
ovo je u suprotnosti sa Lagran�om, jer 4 ne deli 6! Tako�e, ne mogu ni svi elementi
grupe G da budu reda 3. Taqnije, ako je a reda 3, tvrdimo da u G \ {e, a, a2} nema
elemenata reda 3. Ako bi tu postojao b koji je reda 3, onda bismo mogli da napravimo
vixe od 6 razliqitih elemenata oblika aibj (e, a, a2, b, b2, ab, a2b, ab2 su svi razliqiti -
proverite). Zato neka je b ∈ G \ {e, a, a2} reda 2. Pomo�u ǌega i elementa a koji je
reda 3 mo�emo da napravimo slede�e elemente {e, a, a2, b, ab, a2b} koji su svi me�usobno
razliqiti (proverite!) Dakle, u ovom sluqaju je

G = {e, a, a2, b, ab, a2b}.

Ali, ima jox elemenata! Prvi od ǌih je ba. Poxto smo ve� popunili celu grupu,
pitamo se kom od navedenih elemenata je jednak ba. Nije e jer a i b nisu jedan drugom
inverzi, nije a jer b 6= e, nije a2 jer b 6= a, nije b jer a 6= e. Ostaju dve mogu�nosti.

Prva je da je ba = ab. Sada imamo dva elementa koji komutiraju i qiji su redovi
uzajamno prosti, pa znamo da je red ǌihovog proizvoda jednak proizvodu ǌihovih
redova, to jest ω(ab) = 6. Kako u grupi reda 6 postoji element reda 6, ona �e biti
cikliqna. Dakle, u ovom sluqaju je grupa G cikliqna.

Druga mogu�nost je da je ba = a2b. Sada u grupi G imamo element a reda 3 i element
b reda 2 za koje va�i ba = a2b. Ako relacije a3 = b2 = e i ba = a2b uporedimo sa
relacijama koje karakterixu diedarsku grupu D3: ρ3 = σ2 = id, σρ = ρ2σ, zakǉuqujemo
da je u ovom sluqaju grupa G izomorfna sa D3.

Zakǉuqak: Svaka grupa reda 6 je izomorfna ili cikliqnoj grupi Z6 ili diedarskoj
grupi D3 (odnosno simetriqnoj S3).



0.3. GRUPE 25

Klasifikova�emo sada grupe reda 8. Ako je G reda 8, ǌeni elementi mogu biti
reda 1,2,4 ili 8. Ako u grupi G postoji element reda 8, ona �e biti cikliqna i
izomorfna sa Z8.

Ako su u grupi G svi elementi osim neutrala reda 2, videli smo da ona mora da bude
komutativna, i na isti naqin kao u sluqaju grupe reda 4 pokazali bismo da je tada
G ∼= Z2 × Z2 × Z2.

Daǉe �emo pretpostaviti da u grupi G ne postoji element reda 8, ali da postoji bar
jedan element reda 4. Ako je H = {e, a, a2, a3} podgrupa generisana tim elementom, za
proizvoǉan element iz G \H va�i da je reda 2 ili reda 4.

Ako postoji bar jedan element b ∈ G \ {e, a, a2, a3} koji je reda 2, onda �emo, sliqno
kao za grupu reda 6, mo�i da konstruixemo 8 razliqitih elemenata oblika aibj:

G = {e, a, a2, a3, b, ab, a2b, a3b}.

Opet, na isti naqin kao kod grupe reda 6, diskutujemo kom od ǌih bi mogao da bude
jednak ba. Lako eleminixemo prvih 5 mogu�nosti (proverite za ve�bu) i dolazimo do
prve koja mo�e da va�i: ba = ab. Ovde imamo dva elementa koja komutiraju, pa �e i
podgrupe generisane ǌima komutirati. Sliqno kao za necikliqnu grupu reda 4, lako
pokazujemo da je onda G = HK ∼= H × K ∼= Z4 × Z2, pri qemu je K = {e, b}. Slede�i
sluqaj, ba = a2b, nije mogu�, jer je ova jednakost ekvivalentna sa a = b−1a2b, a onda
bi bilo aa = b−1a2bb−1a2b, odnosno a2 = b−1a4b = b−1eb = e, xto nije taqno jer a nije
reda 2. Ostaje sluqaj ba = a3b. Sada imamo grupu u kojoj va�i a4 = b2 = e i ba = a3b, i
prepoznajemo da je req o grupi simetrija kvadrata, odnosno diedarskoj grupi D4.

Na kraju, ostaje mogu�nost da su svi elementi iz G \ {e, a, a2, a3} reda 4. Napravimo
podgrupu koju generixe jedan od ǌih, K = {e, b, b2, b3}. Ovde je kǉuqno primetiti da svi
stepeni elementa b ne mogu da se nalaze van podgrupe H generisane elementom a! Ako
bi to va�ilo (ako ne bi bilo ”mexaǌa” stepena a i b), mogli bismo da konstruixemo
vixe od 8 razliqitih elemenata oblika aibj. Element b smo birali tako da nije u
H. Ako bi b3 bio u H, zatvorenost H za mno�eǌe bi implicirala da je i podgrupa
generisana ǌime cela u H, a to je K (K = 〈b〉 = 〈b3〉), netaqno. Znaqi, b2 ∈ H. Kom
elementu je on jednak? Poxto je reda 2, mora�e da va�i b2 = a2. Sada se pitamo xta
je ba. Ispostavi se da je ba = a3b (ba = a2b daje a = b−1a2b, odnosno a2 = e, xto nije
taqno, dok ba = ab povlaqi a−1b = ba−1 i daǉe (a−1b)(a−1b) = a−1bba−1 = a−1a2a−1 = e, a
pretpostavili smo da u G \H nema elemenata reda 2!)
Dakle, sada imamo a4 = b4 = e, a2 = b2 i ba = a3b. Primetimo da ove uslove ispuǌava
grupa kvaterniona, ako uzmemo da je a = i i b = j.

Zakǉuqak: Svaka grupa reda 8 je izomorfna jednoj od slede�ih grupa:

Z8, Z4 × Z2, Z2 × Z2 × Z2, D4, Q8.

Pri tom su prve tri komutativne, a preostale dve nekomutativne.

Ostaju nam jox grupe reda 9. Ako je G reda 9, ǌeni elementi mogu biti reda 1,3
ili 9. Ako u grupi G postoji element reda 9, ona �e biti cikliqna i izomorfna sa
Z9.

Neka su svi elementi grupe G, osim neutrala, reda 3. Uzmimo jedan od ǌih, a, i
oznaqimo sa H podgrupu koju on generixe, H = {e, a, a2}. Uzmimo daǉe element b ∈ G\H.
Poxto se podgrupa K = {e, b, b2} generisana sa b trivijalno seqe sa podgrupom H,
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mo�emo da napravimo 9 razliqitih elemenata oblika aibj: {e, a, a2, b, b2, ab, a2b, ab2, a2b2}.
Opet se pitamo kom od ǌih je jednak ba. Lako eleminixemo prvih 5 mogu�nosti.
Da bismo eliminisali posledǌe tri, krenu�emo od ω(ab) = 3, odnosno ababab = e.
Pomno�i�emo ovu jednakost sleva sa a2, a zdesna sa b2 (da bismo iskoristili a3 =
b3 = e) i dobiti baba = a2b2. Ovo nam je dovoǉno da dobijemo da ba ne pripada skupu
{a2b, ab2, a2b2} (ba = a2b bi nam dalo baba = a2ba2b, odnosno a2b2 = a2ba2b; skratimo sleva
sa a2, pa zdesna sa b i na kraju preostalim b i dobijamo a2 = e xto je netaqno; ispitajte
preostale dve mogu�nosti!) Dakle, ba = ab. Sada u G imamo dve cikliqne podgrupe
reda 3 qiji generatori komutiraju, pa je G = HK ∼= H ×K ∼= Z3 × Z3.

Zakǉuqak: Svaka grupa reda 9 je izomorfna ili cikliqnoj grupi Z9 ili grupi Z3×Z3.
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0.3.8 Kongruencije celih brojeva i Kineska teorema o ostacima

Znamo da za svaki ceo broj m i prirodan broj k postoje jedinstveni celi brojevi q i
r takvi da je m = kq + r i 0 ≤ r < k. Mnogo puta smo se oslaǌali na ovo tvr�eǌe koje
se zove Lema o ostatku i ovde �emo dati jedan ǌegov dokaz.

Lema 0.1. Za svaka dva broja n ∈ N0 i k ∈ N postoje jedinstveni brojevi q, r ∈ N0 takvi
da je n = kq + r i 0 ≤ r < k.

Dokaz. Posmatrajmo skup X = {n− kl : l ∈ N0, n− kl ≥ 0}, gde je N0 = N ∪ {0}. Ovaj skup
je neprazan jer je u ǌemu bar n. Poxto je X podskup skupa N0 koji je dobro ure�en
(svaki ǌegov neprazan podskup ima najmaǌi element), i X �e imati najmaǌi element,
oznaqimo ga sa r. Dakle, postoji neko q ∈ N0 za koje je r = n − kq. Jasno je da je onda
n = kq + r. Tvrdimo da va�i i 0 ≤ r < k: ako bi r bilo ve�e ili jednako k, moglo bi
da se predstavi kao zbir r = k + s gde je s ∈ N0. Odavde bi sledilo da je i element
s = r− k = n− kq− k = n− k(q+1) u skupu X, a on je strogo maǌi od r, kontradikcija!

Zaxto su brojevi q i r jedinstveni? Pretpostavimo suprotno, da va�i n = kq1 + r1
i n = kq2 + r2 za neke q1, q2 ∈ N0 i 0 ≤ r1, r2 < k. Oduzimaǌem ovih jednakosti dobijamo

0 = k(q1 − q2) + (r1 − r2),

odnosno
r2 − r1 = k(q1 − q2).

Ako bi brojevi r1 i r2 bili razliqiti, na primer r1 < r2, onda bi va�ilo 0 < r2−r1 < k.
Sada imamo da je prirodan broj r2 − r1 umno�ak prirodnog broja k, a strogo je maǌi
od ǌega, xto je nemogu�e. Dakle, r1 = r2, pa je i q1 − q2 = 0, odnosno q1 = q2.

Jednoznaqno odre�ene brojeve q i r iz prethodnog tvr�eǌa zovemo redom koliqnik i
ostatak pri euklidskom deǉeǌu broja n prirodnim brojem k. To da je r euklidski
ostatak pri deǉeǌu broja n sa k zapisujemo r = rest(n, k) ili r = ρ(n, k).
Ako je u prethodnoj lemi n = 0, i koliqnik i ostatak pri deǉeǌu sa k �e biti 0. Ako je
n > 0 i jednakost iz prethodne leme pomno�imo sa (−1), dobi�emo (−n) = k(−q)−r. Ako
je ovde r = 0, −q �e biti koliqnik, a nula ostatak pri euklidskom deǉeǌu negativnog
celog broja −n prirodnim brojem k. Ako je r > 0, va�i�e (−n) = k(−q − 1) + k − r
i 0 < k − r < k, pa je ovde −q − 1 koliqnik, a k − r ostatak pri euklidskom deǉeǌu
negativnog celog broja −n prirodnim brojem k.

Dakle,za svaki ceo broj m i prirodan broj k postoje jedinstveni celi brojevi q i r
takvi da je m = kq + r i 0 ≤ r < k. Ako je ovde r = 0, odnosno m = kq, ka�emo da je ceo
broj m deǉiv sa k ili da k deli m i pixemo k | m. Tada je k jedan delilac broja m.

Primetimo da dva cela broja, m i n, daju iste ostatke pri euklidskom deǉeǌu
prirodnim brojem k ako i samo ako je ǌihova razlika deǉiva sa k (ako daju iste
ostatke, jasno je da je razlika deǉiva sa k, a za obrnuti smer primenimo sliqno
razmatraǌe kao u dokazu jedinstvenosti u prethodnoj lemi). U tom sluqaju ka�emo
da su brojevi m i n jednaki ili kongruentni po modulu k i pixemo m = n (modk) ili
m =k n. Dakle,

m =k n ⇔ ρ(m, k) = ρ(n, k) ⇔ k | m− n.
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Lako se proverava da je =k jedna relacija ekvivalencije u skupu celih brojeva. Xtavixe,
ova relacija je saglasna i sa sabiraǌem i sa mno�eǌem celih brojeva, to jest va�i:

m =k n ∧ m′ =k n
′ ⇒ m+m′ =k n+ n′ ∧ mm′ =k nn

′.

(Za dokaz druge �emo razliku mm′−nn′ transformisati na slede�i naqin mm′−nn′ =
mm′ − mn′ + mn′ − nn′ = m(m′ − n′) + (m − n)n′ i onda iskoristiti deǉivost brojeva
m− n i m′ − n′ sa k.)

Iz uvodne lekcije onda znamo da smo dobili jednu kongruenciju prstena celih bro-
jeva. (Xtavixe, mo�e se pokazati da je svaka kongruencija prstena Z (dakle relacija
ekvivalencije saglasna sa sabiraǌem i mno�eǌem) oblika =k za neko k ∈ N).

[Znamo da su onda i na skupu klasa ove kongruencije definisane operacije koje taj
koliqniqki skup pretvaraju u novi prsten. Xta je klasa elementa m?

Cm = {n ∈ Z : m =k n} = {n ∈ Z : k | m− n} = {m+ kl : l ∈ Z} = m+ kZ.

Onda je struktura prstena definisana na skupu klasa

Z/ =k = {m+ kZ : m ∈ Z} = {kq + r + kZ : 0 ≤ r < k} = {r + kZ : 0 ≤ r < k}

odnosno,
Z/ =k = {kZ, 1 + kZ, . . . , (k − 1) + kZ}.

Operacije u ǌemu su
(r + kZ) + (s+ kZ) = (r +k s) + kZ i

(r + kZ) · (s+ kZ) = (r ·k s) + kZ,

a nula i jedinica, redom, kZ i 1+kZ. Primetimo da je ovaj prsten izomorfan prstenu
Zk.]

O ovome u uglastim zagradama �emo uqiti vixe i opxtije u drugom semestru, ali
primetimo sada da jednakost po modulu k mo�emo svesti na jednakost u skupu Zk:

m =k n ⇔ ρ(m, k) = ρ(n, k) ⇔ m = n u Zk.

Poxto umemo da raqunamo u Zk (ne�emo govoriti u prstenu Zk jer jox uvek nismo
izuqavali prstene, nego mislimo prvenstveno na ǌegov multiplikativni monoid), pri-
meni�emo to na kongruencije. Na primer, osim xto je =k saglasna sa sabiraǌem i
mno�eǌem, neke kongruencije mo�emo i da skratimo. Ali pre svega, re�i �emo par
reqi o najve�em zajedniqkom deliocu dva broja i Bezuovoj relaciji.

Neka su m,n ∈ Z. Svaki od ǌih je sigurno deǉiv brojem 1 (i samim sobom). To
znaqi da mo�emo da posmatramo skup D(m,n) svih ǌihovih zajedniqkih delilaca, koji
nije prazan. Ako je ovaj skup jednoqlan, to jest D(m,n) = {1}, za brojeve m i n ka�emo
da su uzajamno prosti. Ovaj skup �e imati i maksimalan element u odnosu na relaciju
deǉivosti. Ako taj element oznaqimo sa d, on je odre�en slede�im uslovima:

d | m ∧ d | n ∧ (d′ | m ∧ d′ | n ⇒ d′ | d).

Zovemo ga najve�i zajedniqki delilac brojeva m i n i pixemo d = NZD(m,n).

Va�i: Ako je d = NZD(m,n), onda postoje x, y ∈ Z tako da je d = mx+ ny.
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-Ove brojeve odre�ujemo primenom Euklidovog algoritma za tra�eǌe najve�eg zajed-
niqkog delioca brojeva m i n. Euklidov algoritam se zasniva na qiǌenici da pri-
likom euklidskog deǉeǌa sa ostatkom quvamo najve�i zajedniqki delilac. Naime, ako
je m = nq + r (m ∈ Z, n ∈ N), onda je NZD(m,n) = NZD(n, r), Zaxto ovo va�i? -Pre
svega, jasno je da iz m = nq + r sledi da svaki broj koji deli m i n mora da deli i r,
jer je r = m− nq, a onda dobijamo d′ | m ∧ d′ | n ⇒ d′ | n ∧ d′ | r ⇒ d′ | NZD(n, r), pa
i NZD(m,n) | NZD(n, r). Sliqno i za obrnuto, jer svaki zajedniqki delilac od n i r
mora da bude i zajedniqki delilac od m i n, pa dobijamo i NZD(n, r) | NZD(m,n).

Kako ovo koristimo da na�emo najve�i zajedniqki delilac dva broja? -Nastavǉamo
postupak euklidskog deǉeǌa, i u slede�em koraku delimo n sa r: n = rq1 + r1. Poxto
je u m = nq + r ispuǌeno 0 ≤ r < n, a sada imamo i 0 ≤ r1 < r, ako nastavimo daǉe na
isti naqin, dobi�emo strogo opadaju�i niz ostataka: r = r1q2 + r2, r1 = r2q3 + r3, . . .,
ri = ri+1qi+2 + ri+2, . . . i r > r1 > r2 > · · · ≥ 0. Ovaj proces se mora zavrxiti u konaqno
koraka, odnosno dobijamo da je u jednom trenutku ostatak nula. Ako je rk−2 = rk−1qk+rk
i rk−1 = rkqk+1+0, tvrdimo da je posledǌi ostatak razliqit od nule, to jest rk, upravo
NZD(m,n). Ovo sledi iz slede�eg niza jednakosti

NZD(m,n) = NZD(n, r) = NZD(r, r1) = NZD(r1, r2) = . . . = NZD(rk−1, rk) = rk.

Ono xto nam je jox va�nije u nastavku je da idu�i unazad, najve�i zajedniqki delilac
brojeva m i n mo�emo da izrazimo kao ǌihovu ”linearnu kombinaciju” sa celobro-
jnim koeficijetima. Izrazi�emo prvo rk preko rk−2 i rk−1 koriste�i pretposledǌu
jednakost u gorǌim euklidskim deǉeǌima: rk = rk−2 − rk−1qk. Daǉe, iz one pre ǌe,
rk−1 izra�avamo preko rk−2 i rk−3 i zameǌujemo u izraz za rk. Tako, hodom unazad,
sti�emo do n i r, i na kraju, do m i n. Koeficijenti uz m i n �e biti neki celi
brojevi dobijeni u ovom raqunu.

Sama veza d = mx+ ny, gde je d = NZD(m,n), a x, y ∈ Z zove se Bezuova relacija.
Posledica: U sluqaju uzajamno prostih brojeva dobijamo: Ako su m i n uzajamno
prosti celi brojevi, onda postoje x, y ∈ Z za koje je mx+ ny = 1.

Primetimo jox ovo: u gorǌem tvr�eǌu va�i ekvivalencija. Taqnije: m i n su uzajamno
prosti ako i samo ako postoje x, y ∈ Z takvi da je mx+ ny = 1.

-Smer koji nismo pokazali sledi iz qiǌenice da svaki broj koji deli m i n mora
da deli i mx + ny za bilo koje x, y ∈ Z, a to je u naxem sluqaju 1, pa je to i jedini
zajedniqki delilac brojeva m i n.

Sada se konaqno vra�amo na kongruencije i najavǉeno ”skra�ivaǌe”.

Lema 0.2. Ako je ceo broj l uzajamno prost sa prirodnim brojem k, onda

ml =k nl ⇒ m =k n.

Dokaz. NZD(l, k) = 1 ⇒ (∃x, y ∈ Z) kx+ ly = 1 ⇒ ly =k 1
Sada �emo kongruenciju ml =k nl pomno�iti sa y (taqnije pomno�i�emo leve i desne
strane kongruencija ml =k nl i y =k y) i dobiti mly =k nly. Kad iskoristimo ly =k 1,
dobijamo tra�enu jednakost m =k n.

Teorema 0.11. Kongruencija mx =k 1 ima bar jedno rexeǌe (po x) ako i samo ako su brojevi
m i k uzajamno prosti. U tom sluqaju i svaka od kongruencija mx =k n ima rexeǌe i ono
je odre�eno jednoznaqno po modulu k (odnosno, jedinstveno u skupu Zk).
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Dokaz. Kongruencija mx =k 1 je ekvivalentna sa k | mx− 1, a ovo daǉe sa mx+ ky = 1
za neko y ∈ Z, xto znaqi da je NZD(m, k) = 1.

Neka je l jedno rexeǌe ove kongruencije (na primer, ono koje nam daje Euklidov algo-
ritam, to jest broj za koji je ml+kp = 1). Kako je ml =k 1 i n =k n, mno�eǌem dobijamo
mln =k n, to jest x = ln je rexeǌe kongruencije mx =k n. Ono je odre�eno jednoznaqno
po modulu k, jer ako bi va�ilo mr =k n =k ms, iz toga xto su m i k uzajamno prosti
i prethodnog tvr�eǌa bismo imali r =k s. Dakle, rexeǌe svake kongruencije mx =k n
je jedinstveno u Zk.

U sluqaju kada je k prost broj koji ne deli m, jedno konkretno rexeǌe prethodne
kongruencije daje slede�a teorema.

Teorema 0.12. (Mala Fermaova teorema) Ako prost broj p ne deli ceo broj m, onda je

mp−1 =p 1.

Dokaz. Za svaki ceo broj m postoji r ∈ Zp za koje je m =p r (to je ǌegov euklidski
ostatak pri deǉeǌu sa p). Ako p ne deli m, bi�e r 6= 0, pa r pripada skupu Z∗

p =
Zp\{0}. Me�utim, znamo da je ovaj skup grupa (grupa inverzibilnih elemenata monoida
(Zp, ·p, 1), imali smo ve�)! Sada prosto primenimo ”red elementa deli red grupe”:
|Z∗

p| = p− 1, pa za svako r ∈ Z∗
p va�i ω(r) | p− 1, odnosno rp−1 = 1 u Zp.

Sada je mp−1 =p r
p−1 =p 1.

Dakle, ako je p prost broj koji ne deli m, jedno rexeǌe kongruencije mx =p 1 je x =
mp−2, a ako treba da reximo kongruenciju mx =p n, iz mp−1 =p 1 dobijamo mp−1n =p n,
odnosno m·mp−1n =p n, xto znaqi da je jedno ǌeno rexeǌe x̄ = mp−1n (a sva x =p m

p−1n).

Razmotrimo sada odnose izme�u razliqitih kongruencija u skupu celih brojeva,
odnosno kongruencija po razliqitim modulima.

Teorema 0.13. (Kineska teorema o ostacima) Ako su r i s proizvoǉni i m i n uzajamno
prosti celi brojevi, tada kongruencije

x =m r i x =n s

imaju taqno jedno zajedniqko rexeǌe po modulu mn, to jest postoji ceo broj
k ∈ {0, 1, . . . ,mn− 1} za koji su sa x =mn k odre�ena sva ǌihova zajedniqka rexeǌa.

Dokaz. Iz x =m r sledi da je x oblika x = r +my za neko y ∈ Z. Uvrstimo ovo sada
u drugu kongruenciju. Dobijamo r + my =n s, odnosno my =n s − r. Ovde su brojevi
m i n uzajamno prosti, pa, po prethodnom tvr�eǌu, ova kongruencija ima bar jedno
rexeǌe, y = t. Onda je x = r +mt zajedniqko rexeǌe ovih kongruencija. Poka�imo i

da je rexeǌe ovog sistema kongruencija jedinstveno u Zmn. Neka su k i l bilo koja
zajedniqka rexeǌa ovih kongruencija. Tada va�i: k =m r, k =n s, kao i l =m r i l =n s.
Iz k =m r i l =m r dobijamo da m | k− l, a iz k =n s i l =n s da n | k− l. Odavde sledi da
mn | k− l, jer su brojevi m i n uzajamno prosti. To taqno znaqi da je k =mn l, odnosno
sva zajedniqka rexeǌa ovih kongruencija jednaka su po modulu mn (razlikuju se do na
umno�ak broja mn). Onda su sva oblika k+ t(mn), gde je t ∈ Z, a k jedinstveno rexeǌe
iz skupa Zmn.
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0.3.9 Ojlerova funkcija i teorema

U prethodnoj lekciji smo znaǌe iz teorije grupa primenili da dobijemo dokaz poznatog
tvr�eǌa iz elementarne teorije brojeva - Male Fermaove teoreme. Sada �emo uraditi
isto, samo xto ne�emo posmatrati grupu inverzibilnih elemenata monoida Zp, nego
proizvoǉnog Zn za n ∈ N. Imali smo ve� u primerima grupa da ta grupa ima poseban
naziv, Ojlerova grupa, Φn = Z∗

n.

[Napomena Sada mo�emo da poka�emo da je element r ∈ Zn inverzibilan ako i samo ako
je uzajamno prost sa n bez oslaǌaǌa na druge izvore. Imali smo u proxloj lekciji
da su dva broja uzajamno prosta ako i samo ako postoji ǌihova celobrojna linearna
kombinacija koja je jednaka 1. Dakle, r i n su uzajamno prosti ako i samo ako postoje
x, y ∈ Z takvi da je rx+ ny = 1. Ova relacija je daǉe ekvivalentna sa rx =n 1, odnosno
sa r ·n x = 1 xto znaqi da r ima inverz u monoidu Zn (taj inverz je euklidski ostatak
koji x daje pri deǉeǌu sa n).]

Dakle,
Φn = {r ∈ Zn : NZD(r, n) = 1}.

Red ove grupe je onda
|Φn| = |{1 ≤ r ≤ n : NZD(r, n) = 1}|,

a to je upravo vrednost Ojlerove funkcije φ(n). Na primer, |Φ1| = φ(1) = 1, |Φ2| =
φ(2) = 1, |Φ3| = φ(3) = 2, |Φ4| = φ(4) = 2 i tako daǉe. Primetimo da za svaki
prost broj p va�i φ(p) = p − 1, a lako se pokazuje da je na stepenima prostih bro-
jeva vrednost Ojlerove funkcije φ(pn) = pn − pn−1: koji brojevi u nizu 1, 2, . . . , p, p +
1, . . . , 2p, . . . , 3p, p2, . . . , p3, . . . , pn − 1 nisu uzajamno prosti sa pn? -To su svi brojevi koji
imaju bar jedno p kao faktor, odnosno svaki p-ti, pa onih koji jesu uzajamno prosti sa
pn ima pn − pn

p . Ovo mo�emo iskoristiti da izraqunamo vrednost Ojlerove funkcije

na svakom prirodnom broju, jer je Ojlerova funkcija multiplikativna aritmetiqka
funkcija. To znaqi da je φ(1) = 1 i φ(mn) = φ(m)φ(n) kad god su prirodni brojevi mi
n uzajamno prosti. Ovo se dokazuje tako xto se posmatra Dekartov proizvod prstena
Zm i Zn, koji je za uzajamno proste m i n izomorfan prstenu Zmn (mi nismo radili
jox ni direktan proizvod grupa, ali lako se proveri da je, za operacije definisane po
komponentama, Dekartov proizvod dva prstena ponovo prsten). Element iz Dekartovog
proizvoda je inverzibilan akko su ǌegove komponente inverzibilne u odgovaraju�im
prstenima, pa je |Z∗

mn| = |Z∗
m||Z∗

n|.

Va�i: Ako je n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k kanonska faktorizacija prirodnog broja n na proizvod
prostih, onda je

φ(n) = n(1− 1

p1
)(1− 1

p2
) · · · (1− 1

pk
).

Dokaz: Neka je n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k , gde su pi prosti. Onda su i ǌihovi stepeni uzajamno
prosti, pa iz multiplikativnosti Ojlerove funkcije sledi

φ(n) = φ(pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k ) =

φ(pα1
1 )φ(pα2

2 ) · · ·φ(pαk

k ) =
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(pα1
1 − pα1−1

1 )(pα2
2 − pα2−1

2 ) · · · (pαk

k − pαk−1
k ) =

pα1
1 (1− 1

p1
)pα2

2 (1− 1

p2
) · · · pαk

k (1− 1

pk
) =

n(1− 1

p1
)(1− 1

p2
) · · · (1− 1

pk
) =

n
∏
p|n

(1− 1

p
).

-Ponovo �emo znaǌe o grupama i redovima elemenata iskoristiti da doka�emo poz-
nato tvr�eǌe iz elementarne teorije brojeva.

Teorema 0.14. (Ojlerova teorema) Za svaki ceo broj m koji je uzajamno prost sa n va�i

mφ(n) =n 1.

Dokaz. Kao i u dokazu Male Fermaove teoreme, opet �emo primeniti ”red elementa
deli red grupe”, samo ovog puta u Ojlerovoj grupi Φn. Poxto je m uzajamno prost
sa n, va�i�e da m ∈ Z∗

n = Φn. Preciznije, m =n r za neko r ∈ Z∗
n = Φn jer ako je

m = nq + r i m i n nemaju zajedniqkih delilaca osim 1, onda i r = m − nq i n nemaju
zajedniqkih delilaca razliqitih od 1. Poxto je r ∈ Φn, a red elementa deli red
grupe, bi�e r ·n r ·n · · · ·n r = 1, pri qemu smo r mno�ili sa sobom |Φn| = φ(n) puta,
odnosno rφ(n) =n r

|Φn| =n 1. Zato je

mφ(n) =n r
φ(n) =n 1.

-Primetimo da je Mala Fermaova teorema specijalan sluqaj Ojlerove, za n = p
prost. Ojlerova teorema ima xiroku primenu pri raqunaǌu sa kongruencijama.

0.3.10 Vilsonova teorema

Teorema 0.15. (Vilsonova teorema) Broj p je prost ako i samo ako va�i p | 1+(p−1)!.

Dokaz. -Neka je p prost broj. Ako je p = 2, va�i 2 | 1 + (2 − 1)!. Neka je sada p prost
broj ve�i od 2. To znaqi da je p neparan. �elimo ponovo da iskoristimo ono xto
znamo o redu elementa i grupe, zato �emo posmatrati grupu inverzibilnih elemenata
monoida Z∗

p. Poxto je p prost, sa ǌim su uzajamno prosti svi prirodni brojevi maǌi
od ǌega, Z∗

p = Zp \{0} = {1, 2, . . . , p−1}. Dakle, za svako r ∈ Z∗
p va�i r|Z

∗
p| = rp−1 =p 1 ili

rp−1 − 1 =p 0. To znaqi da svako r ∈ Z∗
p ponixtava polinom a(x) = xp−1 − 1 ∈ Zp[x]. Ovo

je polinom stepena p− 1 i u nekom poǉu on mo�e da ima najvixe p− 1 razliqitu nulu.
Zakǉuqujemo da su sve nule polinoma a(x) taqno 1, 2, . . . , p − 1, pa se on faktorixe na
slede�i naqin u Zp:

a(x) = xp−1 − 1 = (x− 1)(x− 2) · · · (x− (p− 1)).
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Zamenimo x = 0 (izraqunajmo vrednost i leve i desne strane u nuli):

a(0) = (0− 1)(0− 2) · · · (0− (p− 1)),

odnosno,
−1 = (−1)(−2) · · · (−(p− 1)).

Ovo je jednakost u poǉu Zp, pa je u Z ona ekvivalentna sa:

−1 =p (−1)(−2) · · · (−(p− 1)) =p (−1)p−11 · 2 · · · (p− 1).

Kako je p neparan, bi�e (−1)p−1 = 1, pa konaqno dobijamo

−1 =p (p− 1)!,

xto smo i �eleli.

-Doka�imo i drugi smer tra�ene ekvivalencije. Neka je p broj za koji va�i p | 1 +
(p− 1)!. Pretpostavimo da p nije prost, odnosno da ima pravu faktorizaciju. Neka je
p = r · s za neke 1 < r, s < p. Sada dobijamo

r · s | 1 + 1 · 2 · · · r · · · s · · · (p− 1).

Poxto r (ili s, svejedno) deli (p− 1)!, a deli i zbir na desnoj strani, sledi da r | 1.
Ovo je u suprotnosti sa naxom pretpostavkom da je r pravi faktor broja p. Dakle, p
nema rastav na proizvod brojeva maǌih od ǌega, pa je prost.
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0.3.11 Normalne podgrupe i koliqniqka grupa

Definicija 0.24. Za podgrupu H grupe G ka�emo da je normalna u G ako za svaki
element a ∈ G va�i aH = Ha, ili, ekvivalentno, a−1Ha = H.

Pixemo H ▹G.

Prvi uslov se odnosi na jednakost odgovaraju�ih levih i desnih koseta, a drugi na
jednakost podgrupe H i svih ǌenih konȷugata, to jest, ǌenu invarijantnost u odnosu na
unutraxǌe automorfizme πa : G→ G odre�ene sa πa(x) = a−1xa, zbog qega se normalne
podgrupe zovu i invarijantne. U stvari, da bi H bila normalna podgrupa grupe G
dovoǉno je da va�i a−1Ha ⊆ H za svako a ∈ G, odnosno πa(H) ⊆ H za svako a ∈ H.
To je zato xto iz ove relacije sledi πa−1(πa(H)) ⊆ πa−1(H) za svako a ∈ H, odnosno
H ⊆ πa−1(H) za svako a ∈ H, xto je H ⊆ aHa−1 za svako a ∈ H, a to je upravo obrnuta
inkluzija.

Primer 0.29. 1) Trivijalne podgrupe grupe G su ǌene normalne podgrupe, {e}, G▹G.
Ako grupa G nema prave normalne podgrupe (podgrupe razliqite od {e} i G), ka�emo
da je ona prosta.
2) U Abelovoj grupi sve podgrupe su normalne.

3) Jezgro bilo kog homomorfizma f : G→ K, definisano sa

Kerf = {g ∈ G : f(g) = εK},

gde je εK neutral grupe K, je uvek normalna podgrupa grupe G: prvo, jezgro jeste
podgrupa grupe G jer za g, h ∈ Kerf sledi f(g−1h) = f(g)−1f(h) = εK , odnosno g−1h ∈
Kerf ; daǉe, za a ∈ G i g ∈ Kerf va�i f(a−1ga) = f(a−1)f(g)f(a) = f(a)−1εKf(a) = εK , pa
i a−1ga pripada jezgru, xto daje a−1Kerfa ⊆ Kerf .

4) Ako je relacija ∼ jedna kongruencija grupe G (ekvivalencija koja je saglasna sa
operacijom u G: a ∼ b ∧ c ∼ d ⇒ ac ∼ bd), onda je klasa neutrala jedna normalna
podgrupa grupe G : Ce = {g ∈ G : g ∼ e}▹G.
-Neka je g ∈ Ce, a ∈ G. Onda iz g ∼ e i a−1 ∼ a−1 sledi a−1g ∼ a−1e = a−1, a iz ove
relacije i a ∼ a je daǉe a−1ga ∼ a−1a = e, pa i a−1ga ∈ Ce, xto znaqi a−1Cea ⊆ Ce.

5) Svaka podgrupa indeksa 2 je normalna.
-Neka je [G : H] = 2. To znaqi da postoje ukupno 2 leva koseta, H i aH. Prvi je odre�en
bilo kojim predstavnikom iz H (aH = H samo za a ∈ H), a drugi bilo kojim a koje ne
pripada H. To va�i i za desne kosete. Dakle G = H t aH = H tHa za bilo koje a koje
nije u H. Ovo daje aH = Ha = G \ H za svako a koje nije u H. Naravno, za a ∈ H je
aH = Ha = H, pa su i ovde jednaki levi i desni koset odre�en istim elementom.

Posledica: Rn ▹Dn (Rn je podgrupa rotacija u diedarskoj grupi stepena n);
An ▹ Sn (An je alterniraju�a grupa stepena n)

Primer 0.30. 1) H ▹G, K ≤ G ⇒ HK ≤ G

Znamo da je HK ≤ G akko je HK = KH. Ako je H normalna podgrupa grupe G, onda je
kH = Hk i za svako k ∈ K, pa je

KH =
⋃
k∈K

kH =
⋃
k∈K

Hk = HK.
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2) H ▹G, K ▹G ⇒ HK ▹G

Da bi proizvod bio podgrupa, po upravo dokazanom, dovoǉno je da je jedna od ovih
podgrupa normalna. Ostaje da proverimo normalnost proizvoda:

a−1HKa = (a−1Ha)(a−1Ka) = HK.

Zaxto su nam va�ne normalne podgrupe? -Zato xto pomo�u ǌih mo�emo da naprav-
imo nove grupe. Podsetimo se relacije ∼H iz dokaza Lagran�ove teoreme, odre�ene
datom podgrupom H: a ∼H b ⇔ a−1b ∈ H. Ona je relacija ekvivalencije i ǌene klase
su upravo levi koseti podgrupe H u grupi G. Me�utim, ako je podgrupa H i normalna
u grupi G, ova relacija postaje saglasna sa operacijom u G:

a ∼H b ∧ c ∼H d ⇒ aH = bH ∧ cH = dH ⇒ aHcH = bHdH,

i sada iskoristimo jednakost odgovaraju�ih levih i desnih koseta podgrupe H da
zamenimo Hc = cH i Hd = dH, pa je daǉe

acHH = bdHH ⇒ acH = bdH ⇒ ac ∼H bd.

Dakle, dobili smo jednu kongruenciju i onda znamo da skup ǌenih klasa tako�e jedna
grupa. U ǌoj je operacija definisana tako da je ”proizvod klasa jednak klasi proizvoda”,
to jest

aH • bH = abH.

(Mogli smo i bez pomiǌaǌa reqi kongruencija, prosto iz gorǌeg niza implikacija
izdvojimo aH = bH ∧ cH = dH ⇒ acH = bdH i to upravo znaqi da je na skupu
klasa dobro definisana operacija aH • bH = abH.) Neutral u ovoj grupi je klasa
neutrala u grupi G, a to je eH = H, dok je inverz koseta aH koset inverza elementa a:
(aH)−1 = a−1H. Dakle, skup koseta normalne podgrupe H je jedna grupa, koja se zove
koliqniqka grupa grupe G po ǌenoj normalnoj podgrupi H. Poxto su kod normalne
podgrupe desni koseti jednaki odgovaraju�im levim, vixe ne naglaxavamo da li je u
pitaǌu skup jednih ili drugih, i koliqniqku grupu oznaqavamo G/H.

Jox jednom: H ▹G povlaqi da je G/H = {aH : a ∈ G} grupa sa operacijama

aH • bH = abH

aH •H = aH

(aH)−1 = a−1H,

i ona se zove koliqniqka ili faktor grupa date grupe G po ǌenoj normalnoj podgrupi
H.

Preslikavaǌe π : G → G/H koje elementu grupe dodeǉuje ǌegov koset, π(a) = aH, je u
ovom sluqaju i jedan homomorfizam grupa, koji je oqigledno i ”na”:

π(ab) = abH = aH • bH = π(a) • π(b).

To znaqi da je koliqniqka grupa homomorfna slika poqetne grupe. Xta �e ona biti
zavisi od grupe od koje polazimo i podgrupe po kojoj je ”seqemo”. Primetimo tako�e
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da je jezgro epimorfizma π upravo sama podgrupa H: Kerπ = {a ∈ G : π(a) = H} = {a ∈
G : aH = H} = {a ∈ G : a ∈ H} = H.

Napomena Pojmovi normalne podgrupe, homomorfizma i kongruencije su ekviva-
lentni:

1) Svaka normalna podgrupa indukuje jedan homomorfizam i jednu kongruenciju (to
smo upravo opisali):
H ▹G ⇒ ∼H je kongruencija i π : G→ G/H je homomorfizam

2) Svaki homomorfizam indukuje jednu normalnu podgrupu i jednu kongruenciju:
f : G→ K homomorfizam grupa ⇒ Kerf ▹G i relacija ∼ definisana sa

a ∼ b ⇔ f(a) = f(b)

je kongruencija grupe G (ovo jedino nismo dokazali, proverite!)

3) Svaka kongruencija indukuje jednu normalnu podgrupu i jedan homomorfizam:
∼ kongruencija grupe G ⇒ Ce▹G i preslikavaǌe π : G→ G/ ∼ koje elementu dodeǉuje
ǌegovu klasu ekvivalencije je homomorfizam grupa

Primer 0.31. 1) Za bilo koji podskup S grupe G definisana je podgrupa NS = {a ∈ G :
aS = Sa} koja se zove normalizator skupa S u grupi G. Posebno, ako je H neka podgrupa
grupe G, ǌen normalizator je najve�a podgrupa grupe G u kojoj je H normalna (ovo
sledi iz same definicije, H ▹NH = {a ∈ G : aH = Ha}), pa je H ▹G ⇔ NH = G.

2) Za bilo koji podskup S grupe G definisana je podgrupa CS = {a ∈ G : (∀s ∈ S) as = sa}
koja se zove centralizator skupa S u grupi G. Posebno, centralizator same grupe G se
zove centar grupe G: CG = {a ∈ G : (∀g ∈ G) ag = ga}. Jasno je da je grupa komutativna
ako i samo ako je CG = G. Centar je normalna podgrupa grupe G, samo xto ne mora da
bude prava (grupe u kojima je centar trivijalan, CG = {e} zovu se i grupe bez centra).
Ono xto uvek va�i je da indeks centra ne mo�e da bude prost broj. ⋆

Dokaz ⋆: Prvo �emo dokazati da va�i

Ako je CG centar grupe G, grupa G/CG je cikliqna ako i samo ako je grupa G Abelova.

⇒ Neka je grupa G/CG generisana elementom aCG. To znaqi da su za proizvoǉne g1, g2 ∈
G koseti odre�eni ǌima neki stepeni koseta aCG u koliqniqkoj grupi: g1CG = (aCG)

m

i g2CG = (aCG)
n, odnosno g1CG = amCG i g2CG = anCG. Sada iz jednakosti dva koseta

dobijamo g1 = amc1 i g2 = anc2 za neke c1, c2 ∈ CG. Poxto elementi iz centra komutiraju
sa svim ostalim elementima, a stepeni elementa a me�usobno, konaqno imamo

g1g2 = amc1a
nc2 = am+nc1c2 = anc2a

mc1 = g2g1.

⇐ Ako je grupa G komutativna, ǌen centar je jednak celoj grupi, pa je G/CG = G/G =
{G} ∼= {e} jednoqlana grupa, koja je i cikliqna.

Pretpostavimo sada da je [G : CG] = p, gde je p prost broj. To znaqi da je |G/CG| = p.
Poxto je svaka grupa prostog reda cikliqna, G/CG je cikliqna, a onda je, po prethodno
dokazanom, G Abelova. Me�utim, onda je ǌen centar cela grupa, pa nije indeksa p!
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0.3.12 Teoreme o izomorfizmima

Neka je f : G → K bilo koji homomorfizam grupa. ǋime su odre�ene dve podgrupe,
jedna grupe G, a druga grupe K. Prva je slika homomorfizma, podskup koji se prirodno
definixe kao skup slika svih elemenata grupe G:

Imf = {f(g) : g ∈ G}.

Ovo je jedna podgrupa grupe K: ako su k1, k2 ∈ Imf , postoje g1, g2 ∈ G takvi da je
k1 = f(g1) i k2 = f(g2), pa je k1k2 = f(g1)f(g2) = f(g1g2) ∈ Imf , kao i k−1

i = f(gi)
−1 =

f(g−1
i ) ∈ Imf , za i ∈ {1, 2}.

Druga je jezgro homomorfizma definisano sa

Kerf = {g ∈ G : f(g) = εK},

i ve� smo pokazali da je ovo jedna normalna podgrupa grupe G.

Kao xto smo imali kod vektorskih prostora, i kod grupa slika ”meri” surjek-
tivnost preslikavaǌa f , a jezgro inȷektivnost, odnosno va�i:

f je ’na’ ako i samo ako je Imf = K,

f je ’1-1’ ako i samo ako je Kerf = {eG}.

Prva ekvivalencija je jasna, dok druga sledi iz f(g1) = f(g2) ⇔ f(g−1
1 g2) = εK ⇔

g−1
1 g2 ∈ Kerf , pa ako je Kerf = {eG}, iz f(g1) = f(g2) �e slediti g1 = g2.

Odnos izme�u ovih podgrupa daje slede�a teorema, koja se jox zove Teorema o homo-
morfizmu ili Teorema o razlagaǌu homomorfizma.

Teorema 0.16. (Prva teorema o izomorfizmu) Neka je f : G→ K homomorfizam grupa.
Tada je

G/Kerf ∼= Imf.

Dokaz. Definisa�emo preslikavaǌe Φ : G/Kerf → Imf sa Φ(gKerf) = f(g). Poxto je
Φ definisano na kosetima podgrupe Kerf treba prvo pokazati da je dobro definisano,
to jest da ne zavisi od izbora predstavnika klase ekvivalencije.

g1Kerf = g2Kerf ⇔ g−1
1 g2 ∈ Kerf ⇔ f(g−1

1 g2) = εK ⇔ f(g1)
−1g2 = εK ⇔ f(g1) = f(g2).

Ovim smo pokazali ne samo da je Φ dobro definisano, ve� i da iz Φ(g1Kerf) =
Φ(g2Kerf), to jest f(g1) = f(g2) sledi g1Kerf = g2Kerf (svuda su va�ile ekvivalen-
cije, pa prethodni niz qitamo zdesna ulevo), odnosno da je Φ ’1-1’. Ovo preslikavaǌe
je jasno i ’na’, jer je svaki element iz k ∈ Imf oblika k = f(g) za neko g ∈ G, a samim
tim i k = Φ(gKerf).

Ostaje da poka�emo da je Φ homomorfizam, xto �e slediti iz definicije mno�eǌa u
koliqniqkoj grupi i toga xto je f homomorfizam:

Φ(g1Kerf • g2Kerf) = Φ(g1g2Kerf) = f(g1g2) = f(g1)f(g2) = Φ(g1Kerf)Φ(g1Kerf).
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Dakle, preslikavaǌe Φ je bijekcija i homomorfizam, pa je i jedan izomorfizam grupa
G/Kerf i Imf .

-Prethodna teorema se zove teorema o razlagaǌu homomorfizma, jer se f zapravo ra-
zla�e na kompoziciju epimorfizma π : G→ G/Kerf , upravo definisanog preslikavaǌa
Φ i inkluzije σ : Imf → K (definisane sa σ(k) = k za k ∈ Imf):

f = σ ◦ Φ ◦ π.

Odnos izme�u preseka i proizvoda dve podgrupe iste grupe, pri qemu je jedna od ǌih
i normalna, daje slede�a teorema.

Teorema 0.17. (Druga teorema o izomorfizmu) Neka su H i K podgrupe grupe G, pri
qemu je podgrupa H normalna. Tada je H ∩K ▹K i va�i

HK/H ∼= K/H ∩K.

Dokaz. Poxto je H ▹G, mo�emo da napravimo koliqniqku grupu G/H. Posmatra�emo
preslikavaǌe f : K → G/H definisano sa f(k) = kH. Primetimo da je ovo restrikcija
prirodnog epimorfizma π : G → G/H, pa je i f homomorfizam. Na�i �emo ǌegovo
jezgro i sliku i primeniti prethodnu teoremu. Za element k ∈ K va�i da je u jezgru
preslikavaǌa f ako je f(k) neutral u grupi G/H, a to je H. Dakle, k ∈ Kerf ⇔ kH =
H, a ovo znaqi da je k ∈ H. Sada imamo k ∈ K i k ∈ H, pa je Kerf = H ∩K. Ostaje
da odredimo sliku. Iz same definicije preslikavaǌa je Imf = {kH : k ∈ K}, ali ne
mo�emo pisati da je to K/H jer nije H ⊆ K pa ta grupa i ne postoji. Me�utim, svaki
element iz podgrupe HK (koja postoji jer je H ▹ G i K ≤ G) je oblika hk za neke
h ∈ H, k ∈ K. Poxto je HK = KH (imali smo HK ≤ G akko HK = KH, a sledi i iz
normalnosti H), postoje i h′ ∈ H, k′ ∈ K za koje je dato hk jednako k′h′. Dakle, ako
uzmemo potpuno proizvoǉno k ∈ K i h ∈ H, onda je kH = khh−1H = khH, pa je skup svih
kH, za k ∈ K, jednak KH/H (ova grupa postoji, jer H ▹ G povlaqi H ▹KH), odnosno
Imf = KH/H. Kad primenimo Prvu teoremu i jednakost HK = KH, dobijamo

K/H ∩K ∼= HK/H.

Ako je sada H ▹ G, pitamo se kakav je odnos izme�u podgrupa grupe G i podgrupa
koliqnika G/H. Odgovor na ovo pitaǌe daje posledǌa teorema o izomorfizmu.

Teorema 0.18. (Tre�a teorema o izomorfizmu) Neka je H normalna podgrupa grupe G.
Tada svakoj podgrupi grupe G koja sadr�i H odgovara taqno jedna podgrupa grupe G/H,
i obrnuto. Tako�e, ako je K normalna podgrupa grupe G koja sadr�i datu H, bi�e i
K/H ▹G/H, i jox va�i

(G/H)/(K/H) ∼= G/K.

Dokaz. Neka je K bilo koja podgrupa grupe G koja sadr�i datu normalnu podgrupu H.
Tvrdimo da je tada K/H jedna podgrupa grupe G/H. Ovo se lako proveri zahvaǉuju�i
tome xto je K ≤ G: ako k1H, k2H ∈ K/H onda je k1H • k2H = k1k2H ∈ K/H jer k1k2 ∈ K,
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a za kH ∈ K/H je i (kH)−1 = k−1H ∈ K/H jer k ∈ K ⇒ k−1 ∈ K. Me�utim, va�i
i obrnuto: svaku podgrupu grupe G/H mo�emo da ”vratimo” u podgrupu grupe G koja
sadr�i H. Neka je K jedna takva podgrupa koliqnika G/H. Definiximo K = {k ∈
G : kH ∈ K}. Tvrdimo da je ovo jedna podgrupa od G. Neka k1, k2 ∈ K, to znaqi da
k1H, k2H ∈ K pa je i ǌihov proizvod k1k2H u K, xto iz naqina na koji smo definisali
K povlaqi da k1k2 ∈ K. Na isti naqin, iz k ∈ K sledi kH ∈ K, a onda podgrupa K
sadr�i i inverz (kH)−1 = k−1H, xto taqno znaqi da k−1 ∈ K. Dakle, K ≤ G, i ostaje
samo da konstatujemo da ona svakako sadr�i H, jer za bilo koje h ∈ H va�i hH = H,
a to pripada K kao neutral grupe G/H. Znaqi, u stvari je K = K/H i pridru�ivaǌe

K 7→ K/H je jedna bijekcija skupa svih podgrupa grupe G koje sadr�e H na skup svih
podgrupa grupe G/H.

Neka je sada K normalna podgrupa grupe G koja sadr�i datu normalnu podgrupu H.
Treba pokazati da dodatno va�i K/H ▹G/H. Uzmimo proizvoǉan element aH ∈ G/H
i konȷugujmo ǌime proizvoǉno kH ∈ K/H. Dobijamo (aH)−1kH(aH) = a−1kaH, pa kako
je K ▹ G, bi�e a−1ka ∈ K, a samim tim i (aH)−1kH(aH) ∈ K/H. (Jasno je da va�i
i obrnuto, ako je K = K/H normalna podgrupa grupe G/H, onda iz (aH)−1kH(aH) =
a−1kaH ∈ K/H sledi da a−1ka ∈ K.) Da bismo pokazali da va�i tra�eni izomorfizam

(naravno, i daǉe pod uslovom da je K normalna podgrupa grupe G koja sadr�i datu
H), posmatra�emo preslikavaǌe f : G/H → G/K definisano sa f(gH) = gK. Ono je
pre svega dobro definisano jer iz g1H = g2H sledi (g1)

−1g2 ∈ H, ali kako je H ⊆ K
va�i�e i (g1)

−1g2 ∈ K, pa je g1K = g2K. Jasno je da je ovo preslikavaǌe ’na’. Na�i
�emo mu jezgro: Kerf = {gH ∈ G/H : f(gH) = K} = {gH ∈ G/H : gK = K} = {gH ∈
G/H : g ∈ K} = K/H. Sada iz (G/H)/Kerf ∼= Imf dobijamo

(G/H)/(K/H) ∼= G/K.

0.3.13 Razlagaǌa grupe

Dekartov proizvod grupa (G1, ·, e1 ,̄ ) i (G2, ◦, e2 ,̃ ) je grupa G1 ×G2 u kojoj su operacije
definisane po koordinatama: (g1, g2)•(g

′

1, g
′

2) = (g1 ·g
′

1, g2◦g
′

2), eG1×G2
= (e1, e2), (g1, g2)−1 =

(ḡ1, g̃2).

Na primer, Z×Z, Zn×Z, Zm×Zn su grupe koje su Dekartovi proizvodi nama poznatih
grupa.

Primer 0.32. Va�i:

Zm × Zn
∼= Zmn ⇔ NZD(m,n) = 1.

-Dokaz imate kod Nikole, zadaci 63. i 64.

Ako je grupa G Dekartov proizvod grupa G1 i G2, one nisu formalno podgrupe
od G. Me�utim, postoje ǌihove ”kopije” koje jesu podgrupe grupe G. Zaxto uopxte
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�elimo da predstavimo G kao Dekartov proizvod nekih grupa? -Zato xto onda mo�emo
da iskoristimo ono xto znamo o ǌima da bismo dobili informacije o G, jer one
zadr�avaju svoje osobine u Dekartovom proizvodu, me�u ǌima ”nema mexaǌa”. Na
primer, G = G1 × G2 je komutativna ako i samo ako su G1 i G2 komutativne. Uskoro
�e se ispostaviti da je svaka komutativna grupa proizvod nekih cikliqnih, a o ǌima
znamo sve.
Vratimo se na deo ”ako je G = G1 × G2, onda postoje podgrupe grupe G izomorfne
grupama G1 i G2”. Xta su te podgrupe? Posmatrajmo preslikavaǌa π1 : G1 × G2 →
G1 i π2 : G1 × G2 → G2 definisana sa π1(g1, g2) = g1 i π2(g1, g2) = g2. Ona se zovu
projekcije i na osnovu definicije operacija u Dekartovom proizvodu jasno je da su
to epimorfizmi (prva koordinata proizvoda jednaka je proizvodu prvih koordinata,
i isto za drugu). Xta su ǌihova jezgra, odnosno xta se slika sa π1 u e1 (ili sa π2 u
e2)? To �e biti elementi Dekartovog proizvoda qija je prva koordinata e1 (odnosno
e2). Dakle, Kerπ1 = {e1} ×G2 i Kerπ2 = G1 × {e2}. Znamo da su jezgra homomorfizama
normalne podgrupe, pa onda grupa G koja je Dekartov proizvod grupa G1 i G2 ima
normalne podgrupe H i K izomorfne tim grupama G1 i G2, H = {e1} × G2

∼= G2 i
K = G1 × {e2} ∼= G1. Primetimo da je jedini zajedniqki element tih podgrupa neutral
grupe G, H ∩K = {(e1, e2)} = eG. Tako�e, va�i i

(g1, g2) = (e1, g2) • (g1, e2) = (g1, e2) • (e1, g2)

za svako (g1, g2) ∈ G, pa dobijamo G = HK(= KH), kao i to da podgrupe H i K komuti-
raju qlan po qlan. Primetimo da prethodna jednakost znaqi i da svaki element iz G
ima jedinstveni rastav kao proizvod jednog elementa iz H i jednog iz K!

Da rezimiramo, ako je G = G1 × G2, onda u grupi G postoje podgrupe H i K za koje
va�i H ∼= G2, K ∼= G1 i

H,K ▹G, G = HK, H ∩K = {eG},

kao i
(∀h ∈ H, k ∈ K) hk = kh ∧ (∀g ∈ G)(∃1h ∈ H, k ∈ K) g = hk.

Sada se pitamo slede�e: da li za proizvoǉnu grupu G postoje ǌene (prave) podgrupe
H i K za koje je G ∼= H×K? One su onda maǌih redova od G i verovatno jednostavnije.
Videli smo da G = G1 ×G2 znaqi qitav niz uslova za ǌene podgrupe H i K izomorfne
sa G1 i G2, pa je tako oqekivano i slede�e tvr�eǌe.

Teorema 0.19. Za grupu G i ǌene podgrupe H i K slede�i uslovi su ekvivalentni:
1) G ∼= H ×K i π : (h, k) 7→ hk je jedan izomorfizam grupe H ×K na grupu G;
2) H,K ▹G, G = HK, H ∩K = {e};
3) hk = kh za sve h ∈ H, k ∈ K i svako g ∈ G se na jedinstven naqin predstavǉa kao
proizvod jednog elementa iz H i jednog iz K.

Dokaz. Ekvivalentnost navedenih uslova �emo dokazati kao lanac implikacija.

1) ⇒ 2) Neka je G ∼= H × K i π : H × K → G izomorfizam. Posmatrajmo podgrupe
K̃ = {e} × K i H̃ = H × {e} grupe H × K. Upravo smo videli (u komentaru ispred
teoreme) da su to dve normalne podgrupe od H × K koje se seku po neutralu (e, e) te
grupe i kao proizvod daju celu grupu: H̃K̃ = H × K. Onda isto va�i i za ǌihove
slike pri izomorfizmu π (izomorfizam quva sve osobine i podstrukture). Dakle,
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za H = π(H̃) i K = π(K̃) u grupi G va�i sve isto xto za H̃ i K̃ va�i u H × K:
H,K ▹G, G = HK, H ∩K = {e}.

2) ⇒ 3) Neka su h ∈ H i k ∈ K proizvoǉni elementi. Primetimo da je hk = kh akko
je h−1k−1hk = e. Zato �emo posmatrati element h−1k−1hk. Poxto je H ▹ G, k−1hk
pripada H kao konȷugat elementa iz H. Podgrupa H je zatvorena i za invertovaǌe i
mno�eǌe, pa je onda i ceo proizvod h−1(k−1hk) u H. Istim argumentima pokazujemo
da je h−1k−1hk u K: K ▹ G, k−1 ∈ K, pa h−1k−1h ∈ K, a onda i (h−1k−1h)k ∈ K.
To znaqi da je h−1k−1hk ∈ H ∩ K, a taj presek je po pretpostavci jednoqlan, pa je
h−1k−1hk = e, odnosno hk = kh. Daǉe, uslov G = HK daje da se svaki element g ∈ G
mo�e predstaviti kao proizvod jednog iz H i jednog iz K. Treba jox dokazati da je to
razlagaǌe jedinstveno. Pretpostavimo zato da je g = hk = h′k′ gde h, h′ ∈ H, k, k′ ∈ K.
Opet, mno�eǌem sleva elementom h−1, a zdesna elementom (k′)−1, jednakost hk = h′k′

transformixemo u k(k′)−1 = h−1h′. Ovim smo dobili da je na levoj strani proizvod
elemenata iz K, a na desnoj proizvod elemenata iz H. To znaqi da je k(k′)−1 = h−1h′ ∈
H ∩K i opet iskoristimo da je taj presek samo neutral, pa je k(k′)−1 = h−1h′ = e, xto
taqno daje h = h′ i k = k′.

3) ⇒ 1) Treba pokazati da je preslikavaǌe π : (h, k) 7→ hk izomorfizam grupe H ×K na
grupu G ako znamo da va�e uslovi pod 3). Prvo �emo proveriti da je π homomorfizam
ovih grupa:

π((h, k)(h′, k′)) = π(hh′, kk′) = hh′kk′ = hkh′k′ = π((h, k))π((h′, k′)).

Ovde smo iskoristili da podgrupe H i K komutiraju qlan po qlan i zamenili h′k sa
kh′.

Daǉe proveravamo da je π ’1-1’: π((h, k)) = π((h′, k′)) ⇒ hk = h′k′, a zbog jedinstvenosti
predstavǉaǌa svakog elementa kao proizvoda jednog iz H i jednog iz K sledi h = h′ i
k = k′, odnosno (h, k) = (h′, k′).

Ostaje da se uverimo da je π i ’na’ preslikavaǌe: ovo sledi iz toga xto svako g ∈ G
ima rastav na proizvod jednog elementa h iz H i jednog k iz K, pa je g = π(h, k).

Uslove prethodne teoreme uvek zadovoǉavaju trivijalne podgrupe grupe G. Ako
postoje prave podgrupe H i K koje zadovoǉavaju neki od navedenih uslova (a to znaqi
i sve), za grupu G ka�emo da je razlo�iva. Tada poistove�ujemo grupe H ×K i G u
smislu da je (h, k) isto xto i hk.
(Proizvod G = HK pod uslovima H,K ▹G, H ∩K = {eG} zovemo unutraxǌi direktan
proizvod, dok H ×K zovemo spoǉaxǌi direktan proizvod. Prethodna teorema tvrdi da
su ova dva pojma ekvivalentna.)

Indukcijom po n prethodno tvr�eǌe se uopxtava na konaqno podgrupa.

Teorema 0.20. Za grupu G i ǌene podgrupe H1,H2, . . . , Hn slede�i uslovi su ekvivalentni:

1) Sa π : (h1, h2, . . . , hn) 7→ h1h2 · · ·hn je definisan jedan izomorfizam grupe H1×H2×· · ·×Hn

na grupu G;
2) Hi ▹G, G = H1H2 · · ·Hn, (H1H2 · · ·Hi−1) ∩Hi = {e} za sve i ∈ {2, . . . , n};
3) Za i 6= j podgrupe Hi i Hj komutiraju qlan po qlan i svako g ∈ G ima taqno jedan
rastav oblika g = h1h2 · · ·hn.
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Za grupu G ka�emo da je direktan proizvod svojih podgrupa H1,H2, . . . , Hn ako te
podgrupe zadovoǉavaju bar jedan od uslova prethodne teoreme. Ako je operacija u
grupi G oznaqena aditivno, ka�emo da je G direktna suma tih podgrupa i pixemo

G = H1 ⊕H2 ⊕ · · · ⊕Hn.

Qesto se dexava da je neka grupa proizvod (unutraxǌi) svojih podgrupa koje se triv-
ijalno seku i od kojih je samo jedna normalna.
Za grupu G ka�emo da je poludirektan ili semidirektan proizvod svojih podgrupa H i
K ako va�e slede�i uslovi: G = HK, H ▹G, H ∩K = {e}. To zapisujemo G = H oK.

(Ovo je opet poludirektan unutraxǌi proizvod, a postoji i spoǉaxǌi - ne�emo ovom
prilikom o ǌemu, ali i ovde va�i da je spoǉaxǌi isto xto i unutraxǌi.)

Primer 0.33. U diedarskoj grupi Dn prirodno se izdvajaju podgrupe generisane sa
ρ i σ, H = 〈ρ〉 i K = 〈σ〉. Prva od ǌih je normalna jer je indeksa 2, a jasno je da
su svi elementi diedarske grupe proizvodi nekog stepena ρ i σ. Zato je Dn = HK.
Jedini zajedniqki element ovih podgrupa je neutral diedarske grupe, pa va�i Dn =
HoK ∼= ZnoZ2. Sliqno se pokazuje da va�i Sn ∼= AnoZ2, pri qemu je ovde Z2 podgrupa

generisana bilo kojom transpozicijom.

0.3.14 Komutativne grupe

�elimo da opixemo sve komutativne grupe do na izomorfizam. Ispostavi�e se da
je to mogu�e, a tehnike koje �emo koristiti su uglavnom iz Linearne algebre. Po
dogovoru, komutativne grupe oznaqavamo aditivno.

Slobodne komutativne grupe

Neka je (G,+, 0,−) komutativna grupa. Kao i u svakoj grupi, za dati element g ∈
G su definisani ǌegovi stepeni, u ovom sluqaju aditivni (ako je grupa G oznaqena
multiplikativno, za n ∈ N imamo: gn = g · g · · · g, gde primeǌujemo operaciju n puta,
g0 = e, dok je g−n = g−1 · g−1 · · · g−1, tako�e n puta):

za n ∈ N je ng = g+ g+ · · ·+ g, n puta, a (−n)g = (−g)+ (−g)+ · · ·+(−g), isto n puta, dok
je 0g = 0 = 0G.
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Dakle, za svako m ∈ Z je definisan aditivni m-ti stepen bilo kog elementa g ∈ G.
Ovo mo�emo posmatrati kao operaciju (m, g) 7→ mg, odnosno preslikavaǌe Z×G → G.
Sada iz aksioma grupe i komutativnosti koja ovde va�i dobijamo:

(m + n)g = mg + ng (ovo je osobina stepenovaǌa koja u multiplikativnim oznakama
glasi gm+n = gmgn)

m(ng) = (mn)g (ovo je osobina stepenovaǌa koja u multiplikativnim oznakama glasi
(gn)m = gmn)

m(g1 + g2) = mg1 +mg2 (ovo sledi iz komutativnosti i u multiplikativnim oznakama
glasi (g1g2)

m = gm1 g
m
2 )

1g = g (iz definicije stepena, u multiplikativnim oznakama glasi g1 = g)

Pogledajmo sve prethodno napisano ”oqima” Linearne algebre: imamo komutativnu
grupu (G,+) sa ǌene qetiri aksiome i dodatno, jednu spoǉnu Z-operaciju u grupi G,
(m, g) 7→ mg, za koju va�i

1) (m+ n)g = mg + ng

2) m(g1 + g2) = mg1 +mg2

3) m(ng) = (mn)g

4) 1g = g

za sve m,n ∈ Z i g, g1, g2 ∈ G.

Dakle, svaka komutativna grupa je jedan Z-modul (modul nad prstenom je isto xto i
vektorski prostor nad poǉem - va�e potpuno iste aksiome, ali to xto skalari nemaju
inverze dodvodi do razliqitih posledica tih aksioma). To nam daje mogu�nost da
primenimo sve xto znamo o vektorskim prostorima - da posmatramo linearne kombi-
nacije, generatrise, govorimo o linearnoj nezavisnosti, bazi i dimenziji. Naravno,
mislimo na odgovaraju�e pojmove u Z-modulu G, ali �emo definicije formulisati
tako da se odnose na samu grupu G. Prva od ǌih (analogna definiciji konaqnodimen-
zionog vektorskog prostora) je slede�a:

Definicija 0.25. Za komutativnu grupu G ka�emo da je konaqnog tipa ako ima bar
jednu konaqnu generatrisu.

To znaqi da postoje elementi e1, e2, . . . , en grupe G takvi da se svaki g ∈ G mo�e pred-
staviti u obliku

g = k1e1 + k2e2 + · · ·+ knen,

gde su ki neki celi brojevi. Poxto svaki ei generixe svoju cikliqnu grupu 〈ei〉, grupa
G je suma konaqno cikliqnih podgrupa

G = 〈e1〉+ 〈e2〉+ · · ·+ 〈en〉 = e1Z+ e2Z+ · · ·+ enZ.

Ono xto ne znamo je da li su ove cikliqne podgrupe konaqne ili beskonaqne. Ako va�i
da su e1, e2, . . . , en linearno nezavisni, prvo dobijamo da je eiZ ∼= Z (u suprotnom, tj. ako
neki ei generixe konaqnu cikliqnu grupu Zki

, iz kiei = 0 sledi da je ei linearno zavisan
(sam sa sobom), pa je onda i ceo sistem linearno zavisan), a zatim i da je G = e1Z⊕e2Z⊕
· · ·⊕ enZ (suma je direktna jer su ispuǌeni uslovi za to - sve podgrupe u komutativnoj
grupi su normalne, a svi preseci koji se pojavǉuju u uslovu za direktnost sume su {0}
opet zbog linearne nezavisnosti).
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Dakle, ako je sistem [e1, e2, . . . , en] linearno nezavisan, va�i

G ∼= Z⊕ Z⊕ · · · ⊕ Z = Zn.

To znaqi da je svaka grupa G koja ima konaqnu linearno nezavisnu generatrisu izomorfna
grupi Zn za neko n.

Definicija 0.26. Za komutativnu grupu G ka�emo da je slobodna ako ima bar jednu
bazu, to jest bar jednu linearno nezavisnu generatrisu (posmatrana kao Z-modul, nar-
avno).

Primer 0.34. Ako je n bilo koji prirodan broj, grupa Zn = Z ⊕ · · · ⊕ Z = Z × · · · × Z
je slobodna. ǋenu kanonsku bazu qine vektori e1, e2, . . . , en, gde je ei n-torka u kojoj su
sve komponente 0, osim xto je i-ta 1.
Prema komentaru koji je prethodio definiciji, svaka komutativna grupa G koja ima
bar jednu bazu sa n elemenata je izomorfna sa Zn.

Sada se pitamo da li mo�e da se desi da komutativna grupa konaqnog tipa ima
jednu bazu kardinalnosti n, a drugu kardinalnosti m, za m 6= n. Podsetimo se da je
kod vektorskih prostora najpre va�ilo da svaki ima bazu (konaqnu ili beskonaqnu),
a zatim i da se kod vektorskih prostora sa konaqnom generatrisom iz te generatrise
mo�e izdvojiti baza. Na kraju smo pokazali da su onda sve baze iste kardinalnosti, i
taj broj zvali dimenzija vektorskog prostora. Kod grupa je situacija malo drugaqija:
da bismo mogli da definixemo analogon dimenzije, treba nam uslov da grupa ima bar
jednu bazu.

Teorema 0.21. Ako slobodna komutativna grupa ima bar jednu konaqnu generatrisu, onda
su sve ǌene baze konaqne i imaju isti broj elemenata.

Dokaz. Neka je G slobodna komutativna grupa sa konaqnom generatrisom. Ako je e
jedna ǌena baza i g konaqna generatrisa, tada je svaki element iz g linearna kombi-
nacija konaqno mnogo elemenata iz e (po definiciji linearne kombinacije) sa koefici-
jentima iz Z. Imamo dakle konaqno linearnih kombinacija sa konaqno vektora u svakoj,
pa se u ǌima ukupno pojavǉuje konaqno vektora baze e, neka su to ê = [e1, e2, . . . , en].
Sada iz g ⊂ L(ê) i G = L(g) (g je generatrisa grupe G, to jest Z-modula G), sledi
G = L(g) ⊂ L(L(ê)) = L(ê). Zakǉuqujemo da je ê generatrisa cele grupe G. To sada daje
da je poqetna baza e konaqna i jednaka ê! Zaxto? -Poxto je ê generatrisa grupe G,
onda su i preostali vektori (ako ih ima) iz e \ ê kombinacije vektora iz ê. Me�utim,
sistem e je linearno nezavisan, pa ovo nije mogu�e! Dakle, svaka baza grupe G je
konaqna!

Neka su sada e i f bilo koje baze (konaqne) date grupe G, e = [e1, e2, . . . , en], f =
[f1, f2, . . . , fm]. Poxto je e baza, svaki fj je linearna kombinacija vektora iz e i obrnuto,
svaki ei je linearna kombinacija vektora iz f , pa postoje matrice P ∈ Mnm(Z) i Q =
Mmn(Z) za koje je f = eP i e = fQ (setite se matrice prelaska sa baze na bazu od
proxle godine). Odavde daǉe imamo e = ePQ i f = fQP , a kako je PQ ∈ Mn(Z) i
QP ∈Mm(Z), dobijamo slede�e jednakosti

eEn = ePQ i fEm = fQP.
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Poxto su sistemi e i f linearno nezavisni nad Z, mo�emo da ”skratimo” prethodne
jednakosti (eA = eB ⇒ A = B ako je e linearno nezavisan, jer eA = eB znaqi da su
linearne kombinacije e-ova qiji su koeficijenti redom kolone matrica A i B jednake,
pa iskoristimo linearnu nezavisnost da dobijemo da je svaka kolona matrice A jednaka
odgovaraju�oj kolini matrice B). Dobijamo En = PQ i Em = QP . Tvrdimo da odavde
sledi da je m = n.
-Posmatra�emo tragove ovih matrica:

n = Tr(En) = Tr(PQ) = Tr(QP ) = Tr(Em) = m.

Ostaje da objasnimo sredǌu jednakost ako je ne znamo od ranije:

Tr(PQ) =
∑
i

(PQ)ii =
∑
i

∑
j

PijQji =
∑
i,j

PijQji,

T r(QP ) =
∑
j

(QP )jj =
∑
j

∑
i

QjiPij =
∑
i,j

PijQji.

Dakle, ako komutativna grupa G ima bar jednu konaqnu bazu, onda sve ǌene baze
imaju isti broj elemenata. Taj broj se zove rang grupe G i oznaqava se sa ρ(G) (to je
znaqi dimenzija Z-modula G). Videli smo ve� da je svaka komutativna grupa G koja
ima bazu sa n elemenata izomorfna sa Zn, pa je

ρ(G) = n ⇔ G ∼= Zn.

Podgrupe slobodne komutativne grupe

Definisali smo analogon dimenzije vektorskog potprostora, i sada �elimo da vidimo
xta ovde va�i za ”potprostore” (podmodule), odnosno podgrupe. Opet nailazimo na
razliku u odnosu na vektorske prostore. Podsetimo se da je tamo va�ilo da ako je U
potprostor prostora V koji je iste dimenzije kao sam V , onda mora da bude U = V . Ovde
to svojstvo gubimo. Na primer, grupa Z2 je ranga 2, kao i ǌena podgrupa generisana
(linearno nezavisnim) elementima (2, 0) i (0, 5), ali oqigledno nisu jednake! Me�utim,
odre�ena pravilnost ipak va�i:

Teorema 0.22. Ako je G slobodna komutativna grupa ranga n, onda je svaka ǌena podgrupa
tako�e slobodna i ranga ne ve�eg od n.

Dokaz. -indukcijom po n = ρ(G)

Za n = 1 imamo da je G ∼= Z, a poxto znamo da opixemo podgrupe grupe celih bro-
jeva, sledi�e da je svaka podgrupa H od G ili {0} ili izomorfna sa kZ xto je daǉe
izomorfno sa Z. Dakle, H je ranga 0 ili 1.
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Neka je sada n > 1 i pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za sve grupe ranga maǌeg od n. Ako
je e = [e1, e2, . . . , en] jedna baza grupe G, tada se svaki element g ∈ G mo�e predstaviti
u obliku g = k1e1 + k2e2 + · · ·+ knen, gde su ki neki celi brojevi. Posebno, to va�i i za
elemente bilo koje ǌene podgrupe H. Da bismo iskoristili induktivnu pretpostavku
treba da ”izbacimo” jedan bazni element i zato �emo posmatrati preslikavaǌe koje
elementu dodeǉuje ǌegovu prvu koordinatu u bazi e, odnosno projekciju π : H → Z
definisanu sa π(k1e1 + k2e2 + · · · + knen) = k1. Ovo je oqigledno homomorfizam (prva
koordinata zbira jednaka je zbiru prvih koordinata) i ǌegova slika je neka podgrupa
grupe Z, Imπ = kZ.
Ako je k = 0, sledi da svi elementi iz H imaju prvu koordinatu 0. To znaqi da
je H sadr�ana u Z-modulu generisanom elementima e2, . . . , en, odnosno da je podgrupa
slobodne grupe Z[e2, . . . , en] koja je ranga n−1, pa je onda, po induktivnoj pretpostavci,
i H slobodna i ranga najvixe n− 1.
Neka je k 6= 0. Poxto je Imπ = kZ, postoji bar jedan element g ∈ G koji se slika bax
u k. Dokaza�emo da je onda H = Kerπ ⊕ gZ, pri qemu je gZ podgrupa od H generisana
elementom g. Neka je h ∈ H proizvoǉno. Iz Imπ = kZ sledi da je π(h) = mk za neko
m ∈ Z. Sada iz k = π(g) imamo π(h)−mπ(g) = 0, odnosno π(h−mg) = 0. To znaqi da je
h−mg ∈ Kerπ, a time i h ∈ Kerπ + gZ, pa je H = Kerπ + gZ.
Zaxto je ova suma direktna? Neka h ∈ Kerπ ∩ gZ. To znaqi da da je h oblika h = mg i
π(h) = 0, pa imamo π(mg) = mπ(g) = mk = 0. Pretpostavili smo da je k 6= 0, xto daje da
m = 0, a onda je i h iz preseka jednako 0. Dakle, Kerπ ∩ gZ = {0} i suma je direktna.

Xta smo dobili ovim razlagaǌem podgrupe H na direktnu sumu? - Kerπ je podgrupa
slobodne grupe Z[e2, . . . , en] ranga n − 1, pa je po induktivnoj pretpostavci i Kerπ
slobodna i ranga ne ve�eg od n−1. To znaqi da je H direktna suma slobodne podgrupe
ranga ≤ n−1 i slobodne podgrupe gZ ranga 1, pa je i H slobodna i ρ(H) ≤ n−1+1 = n,
xto je i trebalo dokazati.

Prema tome, ako slobodna komutativna grupa G ima bazu du�ine n, tada i svaka
ǌena podgrupa H ima bazu du�ine m ≤ n. Videli smo tako�e da i za H 6= G rangovi m
i n mogu da budu jednaki. Osim te, jox jedna razlika u odnosu na vektorske prostore
je xto proizvoǉna baza podgrupe H ne mora da bude deo neke baze same grupe G. Ipak,
i ovde va�i izvesna pravilnost.

Teorema 0.23. Za svaku pravu podgrupu slobodne komutativne grupe G ranga n postoji
sistem celih brojeva [n1, n2, . . . , nk] me�u kojima svaki deli onaj naredni i za koje grupa G
ima bar jednu bazu e = [e1, e2, . . . , en] takvu da je

f = [n1e1, n2e2, . . . , nkek]

jedna baza podgrupe H. Pri tom su brojevi n1, n2, . . . , nk odre�eni jednoznaqno do na znak.

Dokaz. Upravo smo dokazali da je i podgrupa H slobodna, pa �emo posmatrati
proizvoǉne baze g od G i h od H. Poxto je g baza cele grupe G, to se i h-ovi mogu
izraziti preko g-ova: h = gA za jedinstveno odre�enu matricu A ∈ Mkn(Z), gde je k
rang podgrupe H.
S druge strane, za baze koje �elimo da na�emo va�i f = eA0, gde je
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A0 =



n1 0 0 · · · 0 0
0 n2 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · nk 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 0 0


(ni | ni+1).

Ako bi, kao za matrice nad poǉem, va�ilo da postoje inverzibilne matrice P i Q
koje A ”svode” na A0, to jest takve da je PAQ = A0, mogli bismo da na�emo vezu izme�u
g i e, odnosno izme�u h i f :
jednakost h = gA pomno�imo zdesna sa Q i dobijemo hQ = gAQ; sada umetnemo P−1P
izme�u g i A da bismo imali zajedno PAQ:
hQ = gP−1PAQ, odnosno hQ = gP−1A0. Sada je, za f = hQ i e = gP−1, f = eA0.

Dakle, ako doka�emo da za proizvoǉnu matricu nad Z postoje inverzibilne ma-
trice P i Q odgovaraju�ih formata takve da je PAQ tra�enog oblika, mogli bismo
od poqetnih (proizvoǉnih) baza g i h da dobijemo e i f za koje va�i data veza.
Zato �emo posebno formulisati to tvr�eǌe o matricama, uz podse�aǌe da smo imali
analogno u Linearnoj algebri, i da donekle mo�emo primeniti istu tehniku u dokazi-
vaǌu (ne u potpunosti jer smo tamo radili sa matricama nad poǉem, gde imamo deǉeǌe
- nemogu�nost da od proizvoǉnog nenula broja dobijemo jedinicu u Z prevazilazimo
euklidskim deǉeǌem!)

Lema 0.3. Za svaku matricu A ∈ Mmn(Z), postoje inverzibilne matrice P ∈ Mm(Z) i
Q ∈Mn(Z) za koje je matrica PAQ = A0, gde je A0 matrica qije su skoro sve komponente
nula, osim k ǌih na poqetnom delu dijagonale i za ǌih va�i da svaka deli narednu. Ti
brojevi su, za datu matricu, odre�eni jednoznaqno do na znak.

Dokaz. Dovoǉno je da doka�emo da se matrica A mo�e primenom konaqno mnogo el-
ementarnih operacija na vrstama ili kolonama transformisati u matricu tra�enog
oblika, jer smo proxle godine imali da se svaka elementarna operacija na vrstama
mo�e zameniti mno�eǌem sleva elementarnom matricom koja nastaje primenom te iste
operacije na vrstama jediniqne matrice: ψ(A) = ψ(E)A, gde je ψ jedna od slede�ih op-
eracija:
1) Vi ↔ Vj;
2) Vi 7→ αVi (α ∈ Z∗ = {−1, 1});
3) Vi 7→ Vi + αVj (α ∈ Z, i 6= j).

Isto va�i i za operacije na kolonama, samo xto tu A mno�imo elementarnom matricom
zdesna: ϕ(A) = Aϕ(E).
Ono xto je ovde krucijalno je da su elementarne matrice inverzibilne (ǌihovi in-
verzi su ponovo elementarne matrice nastale primenom inverzne elementarne operacije
na E). To nam daje objaxǌeǌe zaxto se elementarne operacije mogu zameniti mno�en-
jem inverzibilnim matricama sleva i zdesna:

ψr · · ·ψ2ψ1Aϕ1ϕ2 · · ·ϕs = ψr(E) · · ·ψ2(E)ψ1(E)Aϕ1(E)ϕ2(E) · · ·ϕs(E) = = Pr · · ·P2P1AQ1Q2 · · ·Qs = PAQ,

a matrice P i Q su inverzibilne kao proizvodi elementarnih!
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Dakle, neka je data matrica

A =


a11 a12 a13 · · · a1n
a21 a22 a23 · · · a2n
a31 a32 a33 · · · a3n
...

...
...

. . .
...

am1 am2 am3 · · · amn

 ∈Mmn(Z).

Dokaza�emo prvo da se matrica A mo�e elementarnim transformacijama svesti na
matricu oblika

B =


d 0 0 · · · 0
0 b22 b23 · · · b2n
0 b32 b33 · · · b3n
...

...
...

. . .
...

0 bm2 bm3 · · · bmn

 (d | bij),

u kojoj je d najve�i zajedniqki delilac svih komponenata aij matrice A. Mo�emo da

pretpostavimo da A nije nula matrica (jer kod nas ostvaruje vezu izme�u dve baze, a
i da jeste, mo�e se re�i da je tra�enog oblika). Uoqimo element aij koji je najmaǌi
po apsolutnoj vrednosti me�u svim ne-nula komponentama. Bez umaǌeǌa opxtosti
pretpostavimo da je to a11, jer ga operacijama tipa V1 ↔ Vj i K1 ↔ Kj svakako
mo�emo dovesti u gorǌi levi ugao. Ako je |a11| = 1, ponaxa�emo se isto kao i kod
matrica nad poǉem, odnosno tim elementom �emo ”oqistiti” ostatak prve vrste i
prve kolone (u zavisnosti od toga da li je a11 = 1 ili a11 = −1, vrximo operacije
Vi 7→ Vi − ai1V1 i Kj 7→ Kj − a1jK1, odnosno Vi 7→ Vi + ai1V1 i Kj 7→ Kj + a1jK1).
Time smo dobili matricu B jer jedinica deli svako bij.

Neka je sada |a11| = n > 1 i pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za svaku matricu qija
je najmaǌa ne-nula apsolutna vrednost maǌa od n. Napomenuli smo ve� da u Z nemamo
deǉeǌe i razlomke, ali imamo euklidsko deǉeǌe. Zato �emo uzeti redom komponente
prve kolone i svaku euklidski podeliti sa a11:
a21 = a11q + r, r < a11
a31 = a11q

′ + r′, r′ < a11
i tako daǉe. Zatim izvrximo operacije V2 7→ V2 − qV1, V3 7→ V3 − q′V1 i isto sa
preostalim vrstama. To isto uradimo i sa komponentama prve vrste, to jest svaku eu-
klidski podelimo sa a11, a onda vrximo operacije na kolonama da u ostatku prve vrste
dobijemo komponente maǌe od a11. Xta dobijamo posle te dve serije elementarnih op-
eracija? Jedna mogu�nost je da je bar jedna komponenta osim a11 u prvoj vrsti ili
prvoj koloni razliqita od nule. To �e onda biti najmaǌa apsolutna vrednost maǌa
od n i po induktivnoj pretpostavci dobijena matrica se daǉe mo�e svesti na matricu
oblika B. Druga mogu�nost je da su ostatku prve vrste kao i u ostatku prve kolone,
sve komponente osim a11 jednake nula. To svakako liqi na matricu B, ali xta ako tu
a11 ne deli neko bij? - U tom sluqaju, dodamo j-tu kolonu prvoj (tu u kojoj je element
koji nije deǉiv sa a11) i onda opet izvedemo opisane operacije po vrstama koje �e bar
na mestu (i, 1) dati ne-nula vrednost maǌu od n i onda mo�emo primeniti induktivnu
hipotezu.

Dakle, indukcijom po najmaǌoj apsolutnoj vrednosti razliqitoj od nule, sledi
da se dobijena matrica u svakom sluqaju svodi na matricu oblika B, a samim tim
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i poqetna matrica A. Tvrdimo da je onda ne samo d = NZD(A) (u smislu najve�i
zajedniqki delilac svih komponenata matrice A), ve� i d = NZD(B). To opravdavamo
na isti naqin kao u komentaru kod Euklidovog algoritma: NZD(bq + r, b) = NZD(b, r),
a mi smo komponente u matrici A meǌali iskǉuqivo na ovaj naqin - brojeve smo
zameǌivali ǌihovim ostacima pri deǉeǌu sa a11 = d. Sada nastavǉamo na opisani

naqin da transformixemo podmatricu matrice B koju qine komponente [bij ]. Poxto d
deli svako bij, deli�e i ǌihov NZD. Oznaqi�emo d sa n1, NZD[bij ] sa n2 i tako daǉe.
Na kraju �emo dobiti matricu oblika A0.

Brojevi n1, n2, . . . , nk iz prethodne leme se zovu invarijantni delioci matrice A,
dok se u kontekstu prethodne teoreme zovu invarijantni delioci podgrupe H.

Komutativne grupe konaqnog tipa

Podsetimo se da za komutativnu grupu G ka�emo da je konaqnog tipa ako ima bar jednu
konaqnu generatrisu. Ako je G konaqno generisana komutativna grupa, ona ne mora
da bude slobodna (za sve Zn va�i da im je jednoqlana generatrisa linearno zavisna,
n1 = 0). Ipak, kao i kod ranijih odstupaǌa od pravilnosti koje va�e u vektorskim
prostorima, i ovde postoji veza izme�u komutativnih grupa konaqnog tipa i slobodnih
komutativnih grupa (komutativnih grupa sa bazom).

Teorema 0.24. Za svaku bazu [e1, e2, . . . , en] slobodne komutativne grupe F ranga n i proizvoǉne
elemente g1, g2, . . . , gn komutativne grupe G, postoji jedinstven homomorfizam f : F → G
takav da je f(ei) = gi za svako i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Odavde sledi da je svaka konaqno generisana komutativna grupa izomorfna koliqniqkoj
grupi neke slobodne grupe po nekoj ǌenoj podgrupi.

Dokaz. Ako tra�eni homomorfizam postoji, onda za proizvoǉne cele brojeve ki mora
da va�i

f(k1e1 + k2e2 + · · ·+ knen) = k1f(e1) + k2f(e2) + · · ·+ knf(en) = k1g1 + k2g2 + · · ·+ kngn.

Tako�e, poxto za svaki element iz F postoje ǌegovi jedinstveni koeficijenti u bazi
e, sa

f(k1e1 + k2e2 + · · ·+ knen) = k1g1 + k2g2 + · · ·+ kngn

je dobro definisano jedno preslikavaǌe f : F → G. Ono je oqigledno homomorfizam:

f(
∑

kiei +
∑

k′iei) = f(
∑

(ki + k′i)ei) =
∑

(ki + k′i)gi =

=
∑

kigi +
∑

k′igi = f(
∑

kiei) + f(
∑

k′iei).

Jasno je i da va�i f(ei) = gi. (Setite se od proxle godine: linearno preslikavaǌe je
jedinstveno odre�eno ako je zadato na bazi).
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Neka je sada G proizvoǉna konaqno generisana komutativna grupa sa generatrisom
[g1, g2, . . . , gn]. Uze�emo slobodnu komutativnu grupu ranga n (na primer Zn) i kao gore,
preslikati ei 7→ gi, gde je ei i-ti kanonski vektor. Jasno je da �e onda slika biti cela
grupa G, Imf = G, pa iz F/Kerf ∼= Imf sledi G ∼= F/H za podgrupu H = Kerf .

Ova teorema nas uvodi u slede�e bitno tvr�eǌe koje ve� daje opis komutativnih
grupa konaqnog tipa.

Teorema 0.25. Za svaku komutativnu grupu G konaqnog tipa postoje ceo broj s ≥ 0 i
sistem podgrupa n1Z ⊇ n2Z ⊇ · · · ⊇ nkZ grupe Z, tako da je

G ∼= Z/n1Z× Z/n2Z× · · · × Z/nkZ× Zs.

Dokaz. Prema prethodnoj teoremi, G je izomorfna koliqniku neke slobodne grupe
F . Uze�emo da je F = Zn (ako G ima n-toqlanu generatrisu, to je to n). Dakle,
G ∼= Zn/H za neku podgrupu H grupe Zn. Sada, prema teoremi o podgrupama slobodne
komutativne grupe, postoje n1, n2, . . . , nk ∈ Z \ {0} takvi da svaki deli slede�i, i neka
baza e = [e1, e2, . . . , en] grupe Zn za koje je

f = [n1e1, n2e2, . . . , nkek]

jedna baza podgrupe H. Iz uslova ni | ni+1 odmah sledi n1Z ⊇ n2Z ⊇ · · · ⊇ nkZ. Nama
treba izomorfizam iz G, to jest Zn/H u grupu Z/n1Z × · · · × Z/nkZ × Zs. Xta �emo
uzeti za s? - Poxto je k ≤ n, bi�e n− k ≥ 0, pa �emo staviti s = n− k.
Proizvoǉan element iz Zn se mo�e izraziti u bazi e: a = a1e1 + a2e2 + · · · + anen.
Definisa�emo preslikavaǌe

f : Zn → Z/n1Z× · · · × Z/nkZ× Zs

sa
f(a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen) = (a1 + n1Z, . . . , ak + nkZ, ak+1, . . . , an).

Jasno je da je f homomorfizam, jer su operacije u koliqniku i Dekartovom proizvodu
tako definisane:

f(
∑

aiei+
∑

biei) = f(
∑

(ai+bi)ei) = (a1+b1+n1Z, . . . , ak+bk+nkZ, ak+1+bk+1, . . . , an+bn) =

= (a1+n1Z, . . . , ak+nkZ, ak+1, . . . , an)+(b1+n1Z, . . . , bk+nkZ, bk+1, . . . , bn) = f(
∑

aiei)+f(
∑

biei).

Jasno je i da je f ’na’, pa je Imf = Z/n1Z× · · · × Z/nkZ× Zs. Xta je jezgro?

a = a1e1+ · · ·+anen ∈ Kerf ⇔ (a1+n1Z, . . . , ak+nkZ, ak+1, . . . , an) = (n1Z, . . . , nkZ, 0, . . . , 0)

⇔ ai ∈ niZ, i ∈ {1, . . . , k} ∧ ak+1 = · · · = an = 0 ⇔ aiei ∈ nieiZ, i ∈ {1, . . . , k} ∧ ak+1 = · · · = an = 0

⇔ a ∈ L(f1, . . . , fk) = L(f) ⇔ a ∈ H.

Sada iz Zn/Kerf ∼= Imf imamo Zn/H ∼= Imf , odnosno

G ∼= Z/n1Z× Z/n2Z× · · · × Z/nkZ× Zs.



0.3. GRUPE 51

Brojevi n1, n2, . . . , nk u prethodnoj teoremi su iz skupa Z\{0}, ali poxto za n ∈ N, n i
(−n) generixu istu podgrupu nZ, mo�emo da pretpostavimo da su prirodni. Xtavixe,
uze�emo da su svi ve�i od 1, jer ako je nekoliko poqetnih jednako 1, mo�emo da ih
izostavimo zbog Z/Z ∼= {0}. To znaqi da su Z/niZ ∼= Zni

konaqne cikliqne grupe redova
ve�ih od 1 i to takve da red svake deli red naredne.

Dakle, svaka konaqno generisana komutativna grupa je Dekartov proizvod (direktna
suma) nekih konaqnih cikliqnih grupa redova ve�ih od 1 takvih da red svake deli red
slede�e i neke slobodne grupe ranga s ≥ 0:

G ∼= Zn1
× Zn2

× · · · × Znk
× Zs, ni > 1, ni | ni+1, s ≥ 0.

Prethodnu relaciju zovemo normalna forma grupe G, a brojeve n1, n2, . . . , nk invari-
jantni delioci grupe G. Oni, kao i s ≥ 0 su jednoznaqno odre�eni za datu grupu
G.

Ako nastavimo daǉe, imaju�i u vidu da je svaka cikliqna grupa reda n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k ,
gde su pi razliqiti prosti brojevi, izomorfna grupi Zp

α1
1

× Zp
α2
2

× · · · × Zp
αk
k
,svaku Zni

mo�emo rastaviti na direktan proizvod cikliqnih grupa Zpr qiji su redovi stepeni
nekih prostih brojeva. Pri tom, iz ni | ni+1 sledi da su stepeni istih prostih brojeva
koji se tu javǉaju neopadaju�i, pa imamo:

Za svaku konaqno generisanu komutativnu grupu G postoje jednoznaqno odre�eni prosti
brojevi p < · · · < q i sistem prirodnih brojeva [k1 ≤ · · · ≤ ki; . . . ; l1 ≤ · · · ≤ lj ] za koje je

G ∼= Zpk1 × · · · × Zpki × · · · × Zql1 × · · · × Zqlj × Zs, s ≥ 0.

Prethodnu relaciju zovemo elementarna forma grupe G, a sistem [pk1 , . . . , pki ; . . . ; ql1 , . . . , qlj ]

sistem elementarnih delilaca grupe G. Ovim sistemom i brojem s ≥ 0 komutativna
grupa je jednoznaqno odre�ena.

0.3.15 Unutraxǌi automorfizmi grupe

Znamo da su automorfizmi grupe G izomorfizmi iz G u G, odnosno bijektivni ho-
momorfizmi koji slikaju grupu u samu sebe. Skup svih automorfizama date grupe
G, koji oznaqavamo sa Aut(G), je i sam grupa u odnosu na kompoziciju preslikavaǌa.
Videli smo ve� da je texko odrediti ovu grupu u opxtem sluqaju, ali smo to uspeli,
na primer, za cikliqne grupe, diedarsku i Klajnovu.

Sada �emo se baviti samo posebnom vrstom automorfizama date grupe, koji su dati
eksplicitno i qine va�nu podgrupu grupe Aut(G). Vixe puta do sada smo napomenuli
da je leva (ili desna) translacija u grupi, to jest preslikavaǌe x 7→ ax (ili x 7→ xa)
gde je a fiksirani element grupe, jedna bijekcija. Jasno je tako�e da ovo nije homo-
morfizam (axay 6= axy osim za a = e). Me�utim, setimo se opet da smo ve� primetili
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da se preslikavaǌe x 7→ axa−1 sla�e sa mno�eǌem. Ovo preslikavaǌe �emo oznaqiti
sa πa. Proverimo da zaista πa ∈ Aut(G):

πa je homomorfizam: πa(xy) = a(xy)a−1 = axa−1aya−1 = πa(x)πa(y)

πa je ’1-1’: πa(x) = πa(y) ⇒ axa−1 = aya−1 ⇒ x = y

πa je ’na’: y = πa(x) ⇒ y = axa−1 ⇒ x = a−1ya

Dakle,
πa(x) = axa−1

je jedan automorfizam grupe G koji zovemo unutraxǌi automorfizam koji odgovara
elementu a. Skup svih unutraxǌih automorfizama grupe G oznaqavamo sa Inn(G):

Inn(G) = {πa : a ∈ G}.

Va�i: Inn(G)▹Aut(G)

- proizvod dva unutraxǌa automorfizma je opet unutraxǌi automorfizam i jox va�i
πa ◦ πb = πab, jer:
(πa ◦ πb)(x) = πa(πb(x)) = a(bxb−1)a−1 = (ab)x(ab)−1 = πab(x) ⇒ πa ◦ πb = πab

- inverz unutraxǌeg izomorfizma je unutraxǌi izomorfizam i jox va�i: π−1
a = πa−1

jer
(πa−1 ◦ πa)(x) = πa−1(πa(x)) = a−1(axa−1)(a−1)−1 = a−1axa−1a = x = id(x) ⇒ π−1

a = πa−1

- identiqno preslikavaǌe je unutraxǌi automorfizam: idG = πe jer
πe(x) = exe−1 = x ⇒ πe = idG

⇒ Inn(G) ≤ Aut(G)

Treba pokazati i normalnost. Neka je f ∈ Aut(G) proizvoǉan element, to jest auto-
morfizam grupe G, i πa ∈ Inn(G) proizvoǉan unutraxǌi automorfizam. Tada je

(f−1 ◦ πa ◦ f)(x) = f−1(πa(f(x))) = f−1(af(x)a−1) =

= f−1(a)f−1(f(x))f−1(a−1) = f−1(a)x(f−1(a))−1 = πf−1(a)(x).

Ovde smo koristili to da ako je f automorfizam, onda je i f−1 automorfizam, pa
prolazi kroz proizvod i inverz. Dakle, f−1 ◦ πa ◦ f = πf−1(a) ∈ Inn(G), pa je Inn(G) ▹
Aut(G). (Koliqnik Aut(G)/Inn(G) se zove grupa spoǉnih automorfizama grupe G, ali
nas to sada ne zanima previxe). Koliqnik koji nas zanima je onaj izomorfan sa Inn(G),
a to je G/CG:

Teorema 0.26. Ako je CG centar grupe G, onda je

Inn(G) ∼= G/CG.

Dokaz. Jasno je da je preslikavaǌe koje �emo posmatrati ono koje elementu grupe G
dodeǉuje ǌegov unutraxǌi automorfizam,

f : G→ Aut(G), f(a) = πa.
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Ovo je homomorfizam, jer smo ve� pokazali da je πa ◦ πb = πab, pa je f(ab) = πab =
πa ◦ πb = f(a) ◦ f(b). Slika mu je Imf = Inn(G), a jezgro

Kerf = {a ∈ G : f(a) = idG} = {a ∈ G : πa = idG} = {a ∈ G : πa(x) = x, ∀x ∈ G} =

= {a ∈ G : axa−1 = x, ∀x ∈ G} = {a ∈ G : ax = xa, ∀x ∈ G} = CG.

Sada primenimo Prvu teoremu o izomorfizmu, G/Kerf ∼= Imf , i dobijamo

G/CG
∼= Inn(G).

Primer 0.35. Poxto je centar simetriqne grupe trivijalan, iz prethodne teoreme
dobijamo Inn(S3) ∼= S3, a imali smo ve� da je Aut(S3) ∼= S3, pa je Aut(S3) ∼= Inn(S3),
odnosno svi automorfizmi grupe S3 su unutraxǌi.

0.3.16 Izvod grupe, rexive grupe

Videli smo ve� da se koliqnici (ili homomorfne slike, iz G/Kerf ∼= Imf sledi da
su ta dva pojma ekvivalentna) nekih grupa priliqno razlikuju od tih polaznih grupa.
Sada �elimo da damo odgovor na slede�e pitaǌe: po kakvoj podgrupi treba da seqemo
datu nekomutativnu grupu G da bismo kao koliqnik dobili komutativnu. Xta mora
da sadr�i najmaǌa podgrupa H za koju je G/H Abelova?

aH • bH = bH • aH ⇔ abH = baH ⇔ (ba)−1ab ∈ H ⇔ a−1b−1ab ∈ H.

Element a−1b−1ab odre�en elementima a i b smo ve� posmatrali. Zva�emo ga komutator
elemenata a i b i oznaqavati sa [a, b]. On ”meri” da li elementi a i b komutiraju:
ab = ba ⇔ [a, b] = e. Primetimo odmah da je inverz komutatora tako�e komutator,
[a, b]−1 = (a−1b−1ab)−1 = b−1a−1ba = [b, a], ali proizvod dva komutatora nije komutator u
opxtem sluqaju, [a, b][c, d] = a−1b−1abc−1d−1cd. Zato skup svih komutatora zatvaramo za
mno�eǌe i posmatramo podgrupu generisanu ǌima. Oznaqavamo je sa G′ (jer je potpuno
odre�ena datom grupom G) i zovemo izvod grupe G (ili komutatorska podgrupa grupe
G):

G′ = 〈[a, b] : a, b ∈ G〉 = 〈a−1b−1ab : a, b ∈ G〉.

Vratimo se na niz ekvivalencija koje smo gore imali. Dobili smo da je G/H ko-
mutativna ako i samo ako H sadr�i sve komutatore. Poxto je H podgrupa, to je
ekvivalentno tome da sadr�i podgrupu generisanu komutatorima. Dakle

G/H je komutativna ⇔ G′ ⊆ H.

Ovako smo okarakterisali izvod grupe, a sada �emo pokazati da je i on jedna normalna
podgrupa grupe G.
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G′ ▹G :

- poxto smo izvod definisali kao podgrupu generisanu komutatorima, dovoǉno je da
proverimo da je konȷugat komutatora tako�e komutator:

g−1[a, b]g = g−1a−1b−1abg = g−1a−1gg−1b−1gg−1agg−1bg = [g−1ag, g−1bg] ∈ G′.

Dakle, izvod grupe je ǌena najmaǌa normalna podgrupa takva da je odgovaraju�a
koliqniqka grupa komutativna (Abelova). Taj koliqnik se zato zove komutant ili
abelizacija grupe G:

Ab(G) = Gab := G/G′.

To je znaqi najve�i komutativni koliqnik grupe G. Jasno je da je G komutativna ako
i samo ako je Ab(G) = G, odnosno G′ = {e}.

Primer 0.36. Izvod simetriqne grupe je odgovaraju�a alterniraju�a, S′n = An za n ≥
3 (S2 = Z2 je komutativna pa joj je izvod trivijalan). Dakle, abelizacija simetriqne
grupe je cikliqna grupa reda 2, Ab(Sn) = Sn/S′n = Sn/An

∼= Z2. To �e pokazati Nikola
(u Algebri 2; mo�ete da na�ete sada u ǌegovoj skripti iz Algebre 2 ako �elite).
Tako�e, pokaza�e i da je A′

n = An za n ≥ 5. Za n = 4 je A′
4 = V4, a A3 = Z3, pa joj je

izvod trivijalan.

Primer 0.37. Izvod diedarske grupe je ǌena podgrupa generisana rotacijom ρ2, D′
n =

〈ρ2〉 (ovo se pokazuje tako xto se izraqunaju komutatori proizvoǉnih elemenata diedarske
grupe). Znamo da je za neparno n ova podgrupa jednaka celoj rotacijskoj podgrupi od
Dn, pa je indeksa 2 i u tom sluqaju abelizacija je Ab(Dn) = Dn/D′

n = Dn/〈ρ〉 ∼= Z2. Ako
je n paran broj, podgrupa 〈ρ2〉 je indeksa 4 i ispostavǉa se da je koliqnik Dn/〈ρ2〉
izomorfan Klajnovoj grupi (proveri se da su svi elementi u tom koliqniku, osim neu-
trala 〈ρ2〉, reda 2 - opet kod Nikole u skripti za Algebru 2). Dakle, za n neparno,
Ab(Dn) ∼= Z2, a za n parno je Ab(Dn) ∼= V4

∼= Z2 × Z2.

Poxto je izvod grupe nova grupa, mo�emo potra�iti ǌen izvod. Obele�avamo ga sa
G(2) = (G′)′ i zovemo drugi izvod grupe G. Na isti naqin definixemo tre�i i ostale
izvode. Tako dobijamo niz podgrupa grupe G u kom je svaki qlan izvod prethodnog
(samim tim i normalna podgrupa za koju va�i da je odgovaraju�i koliqnik Abelova
grupa):

G ⊇ G′ ⊇ G(2) ⊇ G(3) ⊇ · · ·

Jasno je da ako su dva uzastopna qlana ovog niza jednaka, onda su i svi naredni jednaki
ǌima. S druge strane, ovaj niz mo�e da se ne ustali sve dok ne stignemo do najmaǌe
podgrupe grupe G, a to je {e}. Za grupu G ka�emo da je rexiva ako postoji n ∈ N za koje
je G(n) = {e}. Termin rexiva potiqe od toga xto se algebarskim jednaqinama vixeg
stepena (a to su jednaqine oblika p(x) = 0 gde je p polinom stepena ve�eg od jedan)
mogu pridru�iti odre�ene grupe koje se zovu Galuaove grupe. Ispostavǉa se da se ta
jednaqina mo�e rexiti pomo�u korena ili radikala (odnosno svo�eǌem na jednaqine
oblika xk = a) ako i samo ako je ǌena Galuaova grupa rexiva.
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Teorema 0.27. Konaqna grupa G je rexiva ako i samo ako postoji bar jedan opadaju�i niz
podgrupa

G = G0 ⊇ G1 ⊇ G2 ⊇ · · · ⊇ Gn = {e}

u kome je svaki qlan normalna podgrupa prethodnog takva da je grupa Gi/Gi+1 Abelova.

Dokaz. Ako je grupa G rexiva i n broj za koji je G(n) = {e}, za qlanove tra�enog niza
�emo uzeti bax odgovaraju�e izvode grupe G, Gi = G(i). Kako je G(i+1) izvod od G(i),
va�i G(i+1) ▹G(i) i G(i)/G(i+1) je Abelova.

Obrnuto, neka postoji niz u kome je svaki qlan normalna podgrupa prethodnog i
odgovaraju�i koliqnik je komutativan. Sada iz komutativnosti Gi/Gi+1 i karakter-
izacije izvoda sledi da je (Gi)

′ ⊆ Gi+1 za svako i. To znaqi da je G′ ⊆ G1, pa je onda
(G′)′ = G(2) ⊆ G′

1. Sada iz G′
1 ⊆ G2 daǉe sledi G(2) ⊆ G2. Ako sada uzmemo izvode ovih

podgrupa i iskoristimo (G2)
′ ⊆ G3, dobi�emo G(3) ⊆ G3 i tako daǉe, G(i) ⊆ Gi. Odavde

sledi i da je G(n) ⊆ Gn = {e}, pa je grupa G rexiva.

Jasno je da je svaka komutativna grupa rexiva jer je ve� ǌen izvod trivijalan.
Daǉe, ako je H bilo koja podgrupa grupe G, svi ǌeni komutatori su tako�e komutatori

nekih elemenata iz G, pa je H ′ ≤ G′. Odavde je i H(i) ⊆ G(i), pa je svaka podgrupa rexive
grupe tako�e rexiva. Tako�e, va�i da ako je grupa G rexiva i H bilo koja ǌena
normalna podgrupa, onda je koliqniqka grupa G/H tako�e rexiva: ako je π : G→ G/H
prirodni epimorfizam, poka�e se da je π(G′) = (G/H)′, a onda i da je π(G(i)) = (G/H)(i),
pa ako je G(n) = {e} za neko n, onda je i (G/H)(n) = π(G(n)) = π({e}) = {H}. (Ovo je u
stvari posledica toga da je homomorfna slika rexive grupe rexiva, jer je f(G(i)) =
(f(G))(i))). Na kraju, navodimo i tvr�eǌe ”jaqe” od prethodnog, koje ne�emo dokazati:
grupa G je rexiva ako i samo ako ima bar jednu normalnu podgrupu H takvu da su
H i G/H rexive. (Posledica ovog tvr�eǌa je jox nexto xto mo�ete da koristite u
zadacima: grupa G je rexiva akko je G/CG rexiva).

Primer 0.38. Simetriqna grupa Sn i alterniraju�a An su rexive ako i samo ako je
n ≤ 4. To sledi iz primera o izvodu ovih grupa. Za n ≥ 5 nizovi izvoda za ove dve
grupe su

Sn ◃ An ◃ An ◃ · · ·

i
An ◃ An ◃ An ◃ · · · .

Za n = 4 imamo

S4 ◃ A4 ◃ V4 ◃ {ε}

i
A4 ◃ V4 ◃ {ε}.

Niz izvoda za S3 je
S3 ◃ A3 ◃ {ε},

dok su A3, S2 i A2 Abelove, pa je ve� ǌihov izvod trivijalan.
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Primer 0.39. Diedarska grupa Dn je rexiva. Opet na osnovu primera o izvodu
diedarske grupe sledi da je niz izvoda za ovu grupu

Dn ◃ 〈ρ2〉◃ {ε}.


