Cucremu muepeHIUjaTHUX jeTHAYUMHA

AHAJIOTHO CBMM DaHUjUM TUIOBUMA jeIHAUWHA, IOA CUCTEMOM MU(PEPEHIVjAJTHUX jeIHAUYMHA IOIPa3yMeBaMO
pemaBame BUIIE OJ jeqHe OUu(PepeHnrjaIte jefHaUNHe, IPENU3HIje, TPaKUMO (YHKIN]Y KOja 3ajeHO Ca CBOJUM
M3BOAMMA 330BOJbABA BUIIE ON TE jeNHE jeqHAYMHE. 3a IMOYeTaK, Kao0 W y CIydYajy jeIHe jemHAuuHe, O
UHTEepeca Cy HAM OUTAamka [IOCTOjama U jeIMHCTBEHOCTU pemema. lIpe Tora, meduHUMNIMO

Hedpurummja Hera je U C RN*! orsopen ckyn, meka cy ¢yusnuje f;(z,y1,...,yn),4 = 1,...n HeIpexmmHe Ha
weMy ” Heka cy jom m; € N takBu na je my +ms + ... +m, = N. Ckyn jeanauuna

(ma) _ / (m1—1) / n—1 P
vy =iy, Yt U Y2 Yns Yy e s (ma=1)) " j=1,...n,
Ha3WBaMO CHCTEMOM Au(epEeHnUjaHuX jenHauynHa pena N.
Y cmemuyjajsiHOM CIIydajy Kaaa je mi = Mo = ... = M, = 1, OAHOCHO KaJa je CUCTEeM OOJIUKA

y; = fi(x’y17y27'- -7yn)a

caM crucTeM HaszuBaMoO HOpMaJHuM. l[IpmMerumo takobe ma cayuajy m = 1 ce omHocm Ha paHuje pa3MaTpaHe
mudepeHnunjaiHe jeHauYnHe M1 —Or pena.

Kao m panmje, pememem cucrema hemo moapasyMmeBaTu OMIO KOjUX N (GYHKIUja, KOje 3ajeTHO ca CBOjUM
U3BOAMMA 3a10BOJbABAjY IPETXOMHE jeNHAYVHE M KAa0 M KOJ OOMYHUX jeNHAYVHA, pelleme NeMO TPaKUTH

nogamuo. Ilpemmsnuje, ckyn Qymrumja y;(x), 3a ¢ = 1,...,n u ¢ € I, rge je I 6uio Koju MHTEpBAJ, HA3U-
BaMMO peIeHmeM CUCTEMA jeTHAYNHA, YKOJIUKO je:
1) ®yurunmja y;(x) je Henpexkumua Ha uHTEpBaJy I, 3ajeIHO Ca CBOJUX mM; U3BOJA, MITO BAYKU 3a CBE 1 = 1,...,Nn.

2) 3a ceako z € I je y(™)(z) = fi(z,y1(2),... ,ygml_l)(z), oy (@) (), .y (1),
Caaku cucreM JudepeHIujaJHuX jeIHAaUrHA eKBUBaJieHTaH je (y cMmuciay na nMaMmo bujexnujy usmeby ckyna
pemena) jeHOM HOPMAJHOM CUCTEMY MA(PEPEHNNjaHAX jeqHAuMHA. 3a MOJYeTak, CBaka AU(epeHIurjaIHa je-
Ha4yuHa N—OT pena

y™ =gy, .y Y)
€KBUBAJIEHTHA j€ jeJHOM HOPMAJIHOM CUCTEMY jeIHAUYMHA. 3aMCTa, YKOJIUKO yBEIEMO CMEHE

y=y, Y=y Y=y ... y" Y=y,
nobujamMo CUCTEM
2/1 =92
?/2 =Y3
Y1 = Yn

y’:L :f<x7y1ay27"'7yn)

wWTo je HOpMaJiaH cucTeM (CBe jemHaumue cy npsor pena). asme, yrouuko je y(z) peumeme mupepeHnnjatne

jemmaunee, tama je dymrmmja (yi(z),y2(z), ..., yn(2)) = (y(z),y'(2),...,y™ VD (z)) pememe cucrema, a Baxm
06puyTO, YROMUKO je (y1(x),...,yn(z)) pememe cucrema, pyuxuuja y;(x) je peleme noderHe nupepeHnrjaaiiHe
jemHayuHe.

YKOJINKO MMaMO IPOM3BOJLAH CHUCTEM, NPETXONHU IOCTyIaK IOHOBUMO 3a CBaKy jeJHAUMHY IIOHAOCOD, umMe
omeT HOOUjaMO CUCTEM jeTHAYMHA IIPBOT pEna.

Tarobe, Baxkn 1 0OpHYTO, HaMMe, CBaKA CUCTEM HODMAJIaH CUCTEM AU(PEPEHNUjAJHUX jeTHAUYNHA MOXKEMO I
3alMIIeMo Kao audepeHrjatny jeiHaunHy oarosapajyher pena. YKOJIUKO je OaT CUCTEM

v = filz,y1,- -, Yn) i=1,...,n
Te YKOJUWKO MUupePEeHnMpaMO HIp. NpPBY jeJHadYuHy 1o = mobujamo y| = % + %% + ...+ gﬁ%ﬂ_ s
1 Yn OT
IPEOCTANNX jeAHAYMHA MMAaMO Aa je yi = fi, a omarie, nociaenma jeqHauunaa je obnmka yy = % + g%fl +...4+
%fn = F>(z,y1,Y2,- - Yn), TO€ je HOCIEAHBU KOPAK CAMO IPOMEHA MMeHa (QYHKIUje ca necHe crpade (y3 To
CMO BUIEJM U Ja AECHA CTpaHa He 3aBUCHU OX u3Boja (pyHrnuja y;). Hacrasmajyhu mame mocrymak (jep cmo
OlleT y HOYETHO] CUTyaluju), najbe nobujamo

" (n) _

U1 :F3(x7y1a"'ayn) Y1 _Fn(xaylv"”yn)’

Ila O6u cBenu CUCTEM Ha je[HY jeIHAUNHY, HEONXOMHO HAM j€ NaJjbe na IPOMEHJBUBE Yo, . .., Y, U3PA3UMO IPEKO
u3Bona ¢yHKNuje y;. VI3 TeopeMe 0 MHBEP3HOj (PYHKUMjU 3a pellermhe HAM je HEONXOAHO Ja IEeTEPMUHAHTA TOT
cucreMa Oyne pa3nuduTa OX HyJe, OTHOCHO 1A je

o, of of;
D(f17F27"'7Fn—1)7 Oy2 Jys OYn 7£0
D(y2;- .- yn) : L
OF,_1 OF, 1 OF, 1

Oy2 Jys T OyYn
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IIpemnu3Huuje, moq IpeTxoqHOM IPETIOCTABKOM, II0 TEOPEMU O MHBEP3HO] (YHKIM]U, IOCTOjU MHBEP3HA (YHKIN]a

3a (YHKIU)Y

yi:fl(xayla"wyn) y§_n):Fn($7yl7"'>yn)7

mocMaTpaHe Ka (OYHKIMje O Yo, ..., Y, ONAKIE Ce OHE MOTY M3pasuTu Kao ¢Gymrmuje om i, v/, ...,y 1. Us
cBera Tora, yBobemeM Te (PyHKIUje y MOCIEAmy NOOUjeHy jeTHAYNHY

y(n) = Fn(zyylv s 7yn)a

nobmjaMo jeoHAYWHY 3alMCaHy CAMO MPEKO Y| U HBEHUX U3BOLA, OJAHOCHO, jeOHAYMHY N—OT peaa.

IIpumernmo, jemHOoCTABHOCTHM 3amuca pagv, N4 HOPDMAaJIHE CUCTeMe AU(PEePEHIUjaJTHUX jeTHAYNHA MOYKEMO Oa
samumemo ca Y/ = F(z,Y), roe je Y € R" nok je F menmpekmmna (yHKIMUja HA OTBOpPEHOM ckymy y R7HL.
Y oBoMm 3ammcy mocraBka KommujeBor mpobieMa HOTIYHO je aHAJOTHA Kao U 3a IU(EpEeHIVjaJHe jeTHadrnHe,
HamMe 3a Tadky (To,Yp) € R" ™!, na mu mocroju pememe cucrema Y (x), 3a koje je Y (xg) = Yy, rme je Y: I — R®
onroBapajyha ¢yHKIuja.

IIIto ce muTama eraucTeHnurje n je IMHCTBEHOCTU pelema RomujeBor mpobieMa Tuve, y MPETXOMHO] HOTAI)U
cy caMe ¢opMyJianuje aHAJOTHE jeIHOAUMEH3NOHAJIHOM ciy4ajy. Ilpenusuuje

Teopema Hexa je ¢ynrmja F(x,Y) menpexmmna y obmactu U C R"TL. Tanma 3a caky Taury (zo,Yo) € U
nocroju ¢ysrmuja Y(x): I — R™, rme je I Hekum mHTepBaJ, Takas ma je xg € I, 3a roje je jom Y(xg) = Yy n
Y'(z) = F(z,Y (x)).

Y KOJIMKO jOII KOAATHO IPETIOCTABUMO OIPAHNYEHOCT apuujaHUX N3BoIa PyHKIUje F, OIeT aHaJIOTHO jeTHOIu-
MEH3MOHAJHOM CJIyYajy, IMaMO U jeIWHCTBEHOCT pememe. Hamme

Teopema Axo je, y3 mpernocraske nperxonue Teopeme, jom ¢ymuxmmja F(z,Y) = (Fi, Fs, ..., F,) Taksa na
Cy TapIujajHy W3BOIN 357%’ orpaHuveHu, Taxa je pememe jexuauuue Y' = F(x,Y) us nperxomume Teopeme

jemuacTBeHO. TauHuje, YKOIMKO MOCTOje IBa pellema Y; u Y koja 3amoBossaBajy Yia(zo) = Yo, Tama mocroju
okosuHa V Tauke Xy HaA KOjoj ce Y7 u Yo momymapajy.

Hoxka3 mperxonue Teopeme HOTIYHO je aHAJOTAH jeTHOAUMEH3MOHAJHOM CJIydYajy U CBOAU C€ Ha aneKBATHY
npuMery baHaxoBe TeopeMe O HENMOKPETHO] TaUKU.

W3 nperxomue Teopeme mmamo na je pememe (y Ciydajy MOCTOjalma U jeIUHCTBEHOCTH) j€THO3HAYHO OIPEI-
jeno BekTopoM y R" umjy BpemHOCT y3uMa pEIIEHmE y HEKOj Taukm xg. CaMuM TWM, CHCTeM jenHadmHa Y =
F(z,Y) uvma n cremenu cnobome. Opasme ce m ommre pememe CUCTeMa AeYUHANIE TOTIYHO AHAJIOTHO Kao
panuje. Hamme, Hera je U obaact mocrojama U jeqUHCTBEHOCTH pememna jemnaunue Y' = F(z,Y) n Hera je
y(z,Cq,Cs, ..., Cy) davmunuja ¢ymrrunumja, rae cy C; napamerpu. YKOJIUKO 3a CBaky Tauky (rg,Yp) € V C U
nocroje jemmactseru CY 3a woje je y(x,CY,CY, ..., CY) pememe xoje 3amoBomasa y(zg,CY,CY,....C%) =Yy,
pamunnjy y(z,Cq,Co,...,C,) HA3UBAMO ONIITUM DellemheM jenHavuse y obnactu F.

Op HajBullle MHTEpECa HaMa je HOPMAJaH CUCTEM JUHEAPHUX jeNHAUMHA, KOjU je ODJIMKa

Yy = an(@)yr + ar2(x)y2 + ... + a1n (@) yn + b1 ()
Yo = a21(2)y1 + ag2(x)y2 + ... + a2n(2)yn + ba(x)

D=4t
Yn = an1 (@Y1 + an2(2)y2 + - -+ G (2)yn + bu (),
ONHOCHO, y BerTopckoM obmury Y' = A(x)Y + B(z), rae je A(z) marpuma [a;(z)]},—; a B(z) je BexTop
B(x) = (bi(x),ba(x),...,by(z)). AHAIOrHO IPETXOAHUM CJIUUYHUM CUTYalMjaMa, CUCTEM HA3UBAMO XOMOICH yKO-

muko je B(x) = 0. IIpumeTnmo jomm y 0BOM TPEHYTKY, Aa yKOJIMKO MMAMO CHCTEM JIMHEAPDHUX jeIHAUNHA KOje CY

IPOM3BOJLHOT pena (He 00aBe3HO IPBOT), cBoDemeM HA HOPMAJHN CUCTEeM Ha PaHUje OMUCAHNM HAUWH, 1061jaMo

HODMAaJIaH CUCTEM JIMHeapHUX jenHaumHa. HawrMe, HOBe jeqHadymHe KOje NOAAJEMO y CUCTEM CYy WIN OOJIMKA

Y = yip1 wnu Y, = fr(x,Y), rae je fr no npernocrasuu Beh‘nuueapra ¢yurmmja. Kako cy obe oBe jenanunse

00JIMKA KOjU ce jaBiba Yy HOPMAJIHOM CUCTEMY JMHEAPHUX jeJHAUYMHA, TO 38 UCIUTUBAIE CUCTEMA JUHEAPHUX

jemHayuHa, HOBOJHHO j€ MOCMAaTPATU HOPMAJIHE CUCTEME.

OmeTr aHAJIOTHO CKaJIAPDHOM CJIy4dajy, 0OJACT MOCTOjama U jeIMHCTBEHOCTHU PEIleHha HOPMAJHOD CUCTEMA JIMH-

eapHuX jemHauuH je HajBeha moryha, Taunuje Basku

Teopema Hexka je mar cucrem Y’ = A(z)Y + B(z), rme cy A(x) u B(z) Henpekunue Ha unTepBaty I. Tana 3a

cBako (xg,Yp) € I x R™ nocroju jenuncreento pememe Y (z) 3a x € I, 3a xoje je Y (zp) = Yp.

Y KOHTEKCTY MPEeTXOOHO pedveHor, o Oujeknuju m3meby ckyma pemema cucteMa ¥ jeqHAYnMHEe N—Or pena,

IpeTXOIHA TEOPEME je eKBUBAJIEHTHA OonroBapajylhioj TeopeMmu 3a JIvMHeapHY OU(EPEHIU]ATHY jeTHAYNHY N—OT

pena.

3a Kpaj OBOI Jejia, HABEAVWMO jenHy nepuHUIM]Y Koja he HaMm Tpebau 3a KacHUje

He¢uunnuja Henpekunna ¢pyurumja U(x,Y) ce Ha3uBa OpBUM MHTErpPaIoM (UM CAMO MHTEIDAJIOM) jeIHAUMHE

Y/ = F(z,Y) ako je KOHCTaHTHA Iy CBAKOT Dellema HABENEHE jemHauuHe. llpemusnuje, yroamko je y(z) pem-

eme HaBeneHe jenHauwmue, U je maTerpasn yroauko Baskun U(y(z)) = const.

IIpumernmo ma ykoawko mMaMoO ABa IpBa uHTerpana cucrema U; m Us, Tana je u 3a O0mio kojy (QyHKIUjY

G: R? - R ¢ynrmuja G(Uy,Us) Takobhe npeu unterpan cucrema (3aumcta, kako U o He 3aBuce ako ce kpeliemo

LIysK PEIlemha CUCTEMA, TO He 3aBUCU HU TO IITO HA HUX KACHUje IPUMEHUMO HeKy HOBY ¢yHruujy). Kako mam je
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Ol MHTepeca HaJaKene IPBUX UHTerpada (jep MMIUTMIUTHO MOTY 14 U3pa3e jelHy MIPOMEHLUBY IIPEKO OCTAJNX,
YrMe MOYKEMO a CMamuMO 0pPOj jemHaudmHa), aJu Ha MPETXOMHU HAUWH CYIITHHCKMA He NoOujaMO HOBE WHTE-
rpaJie, oJlakjie HaM je OJ MHTepeca Ja UCKbYUUMO TakBe ciydajese. Ilpenusnuje, pyurmnuje Uy, ..., U, : U — R,

rae je U C R™, mHasuBaMo (yHKIMOHAJIHO 3aBUCHUM YKOJIUKO ocToju ¢pyuruuja F, raxksa na je F(Uy(z1,...,25),. - .

0 3a cse (z1,...,2,) € U. lIpumerunmo na je oBo mocra ”jaun” BuUA 3aBUCHOCTU OJ JIMHEADHE, jep Ce OIHOCHU
Ha cBe Moryhe ¢ymrmmje (mok ce nuHepHa omHocu Ha (yHEmuje obmura F(z) = Y ), apxy). Ilpuvepa pamm
dynrmmje Uy (z,y) = z,Us(z,y) = y u Uz = e*y? cy ¢ymsnmonamno sasucue (jep je Uz — eV1U2 = 0), mox cy
JIMHEAPHO HE3aBUCHE.
Jeman on HaUWMHA UCOUTUBAKA (YHKIMOHAJIHE HE3BUCHOCTU C€ MOKE M3BECTH U3 TeopemMe O UMILIUIUTHO]
¢yurnmjn (maBommMmo ra 6e3 mokasa). Y roaumko mMamo ¢yuruuje U, ..., Uy, dopMuUpajMo Ox BUX BEKTOPCKY
dyHKIH]Y

U= (U,...,Un).
Tana cy ¢ynrmuje Uy, ..., U, He3aBUCHe YKOJIMKO je Marpuna m3sona ¢yurmnuje U panra m.
Ha kpajy, momMeEmMO caMo ma OuW OUYeRMBAHO OmiIO na cucteMm jemHaumna Y' = F(z,Y), mma n (mro je mm-
MEH3Kja OPOCTOPA) NPBUX MHTerpata (IOCMATPAHO JIOKAJIHO, Y OKOJMHAMA Tadaka IIe KMAMO IIOCTOjame U
jemuHCcTBEeHOCT pemena). VnejHo, kako je ommre pememe 3anato ca Y =Y (z,Cq,...,C,), MTO aKO 3annmEMO
Ka0 CHUCTEM MMaMO 1a je

Y1 = yl(x,Ch...,Cn),yQ = y2(x7cla"'acn)7"'7yn = yn(xacla" 7Cn)
Y reHepuUUKOM cCiyyajy, KakO jeQHOM M300py KOHCTAHTU OArOBApAa TAYHO jeIHA BPETHOCT Y, OYEKyjeMO 1a
MOKeMO Jna m3pas3umo koHcTtanTe (C; mpeko BpemHocTu y;. Rako mmamo n koucrantu C;, Tume mobujamo u
oarosapajyhm 6poj maTEerpaJa.
XomoreHu cucrteM MupepEeHIUjATHIX jeqHaAurHA

Y HapemHoM meny, nnsb HaM je na qobhemo mo obsmka OmmITer pelrema HOPMAJHOT XOMOTEHOD cucTeMa audep-
eHnujasHux jemuaudmua (mTo hemo kpahe Ha3uBaTM XOMOTEHM CHCTEM), NMPENU3HUjE, ¥ BEKTOPCKOM OOJIUKY,
cucreMa

(1) Y = A(z)Y,

rae je A(x) MaTrpuna n X n 4uju Cy YHOCU HemperugHe QyHKuuje Ha HekoM uHTepBaty I. Came maeje aHasorue
Cy PaHUjeM CKaJapHOM ciydajy (OJHOCHO JIMHeapHe jeJHAYUHE N—Or Pela). 3a HOUeTak

Jlema Ckyn pemema NpeTXOAHOT CUCTEMA jeTHAUNHA je BEKTOPCKUA IIPOCTOP.

3awucra, yKOIukKo cy «, 3 € R u Y7, Y, pemena cucrema, umamMo mna je

(@Y1 + BY3)" = a¥] + BY; = aA(2)Y1(z) + BA()Ya(z) = A(z)(aY: + BY2),

omakie je mu Y + [Ys pememe IpeTxoqHor CUCTEMA.
AHaJOrHO DeQUHUIIEMO U JIUHEAPHY 3aBUCHOCT, Tj, 3a ¢yHruuje fi,...,fm: I — R™, rmoe je I C R mrTepBad,
KaKEeMO Ia Cy JMHEAPHO HE3aBUCHE, YKOJIUKO U3 je THAKOCTU

arfi(z) +asfo(z) + ...+ amfm(z) =0 Ve el

clnenu na je ap = g = ... = Qp = 0. Y CyIpOTHOM, OZHOCHO aKO IIOCTOje OPOjeBr «; KOju HUCY CBU MUCTOBPE-
MEHO Hyna u 3a Koje je aqfi(x) + asfo(x) + ...+ amfm(x) = 0, 3a cBe © € I, raxxemo nma cy ¢pyurmuje f;(z)
JIMHEAPHO 3aBUCHE.
IloTmyHO aHA/OrHO paHUjUM CIydYajeBUMa ce HOKa3yje HapeITHa
Jlema Heka cy ¢yuruuje fi,...,fm: I — R™ pemema cucrema (1). Ako mocroju xy € I 3a roje cy BekTOpU
f1(xo), ..., fm(xo) nuHEADHO 3aBUCHU, Tala Cy U HABeleHe (YHKLUUje JIMHEAPHO 3aBUCHE Ca UCTUM KOe(UIVjeH-
tuMa (npenmsuauje, sekropu f1(z),..., fm(z) cy nuHeapHo 3aBUCHM 3a CBAKO = € I ca MCTUM KOepuIjeHTIMA.).
3aucra, ako MOCTOjU Xo 3a Koje cy Bekropu fi(Zg),..., fm(®o) nuHEApHO 3aBUCHM, Tj. MOCTOje ; KOJU HUCY
CBU HyJa U 3a KOje je

a1 fi(zo) + aafo(o) + ... + am fr(x0) = 0,
TO UCTU HOUYETHU YCJIOB y TAdKU To 3a40BosbaBa u pememe p(r) = 0. Oryna, no Teopemu o jemuHcTBEHOCTH
pelrema IUHEAPHOD CUCTEMa, OBa ABa pelllele Cy jeTHAKA Ha IeJOM MHTepBaiy I, mTo je u TpebaJio MOKa3aTu.
IIperxonHa Jema je 3alpaBO eKBUBAJIEHIUja (CBAKAKO je YBEK TAUHO Aa AKO Cy (YHKIUje JTUHEAPHO 3aBUCHE,
TO TOCTOjU Ta4dKa y KOjO] Cy BEKTOPU JMHEADHO 3aBUCHU, HAMME CBaKa Tauka uHTepBasa I je omrosapajyha),
Te KOHTPAMO3UIKjOM T00MjaMoO HAPEIHY JIeMy

Jlema Heka cy ¢yuruuje fi,..., fm: I — R™ pemema cucrema (1). Tana je eKBUBaJICHTHO
a) ITocroju tauka xg € I y k0joj cy Bekropu f1(xo),..., fm(To) IUHEADHO HE3ABUCHU.
6) ®yuruuje fi,..., fm Cy JUHEADHO HE3ABUCHE.

Hame, cama MOKEMO MPENU3UPATU U AUMEH3Ujy CKYIa pPEleHa.

JIema IlocToju TauyHO N NMHEAPHO HE3ABUCHUX pelnema jenHauunse (1).

Iokas Osznaunmo IpBo ca @;(x) pemema, Koja y HEKO] UKCUPAHO] TaUKU Lo € I y3uMajy 3a BPEIHOCT BEKTOPE

e; =(0,...,0,1,0,...,0), Tj. @;(x0) =e€;,3ai=1,...,n. Hera je name f(z) upoussossuo pememe. Karo je f(xq)
——

i
BexkTop y R™, TO je oH iImHeapHa KOMOUHANIMja BEKTOPHU €;, & CAMUM THUM Cy IO IPETXOAHO] JeMu (YHKIU]je
3



©1,..-,¥n, [ IuHEapHO 3aBUCHE (jep cy 3aBUCHE y Tauky To). CaMuM TUM MMa TAYHO 7 JIMHEAPHO He3aBUCHUX
pemema.

OpnaBne umamMo u

Teopema [IpousBomHUX N IWHEAPHO HE3ABUCHUX DeEILIEHa, rpaau 6a3y mpocTopa Peuena.

Iokas nperxonue Teopeme je CyIITUHCKA UCTU KAO y CIydajy JuUHeapHe jeqHavwsHe n—or pexa. Ilo anamoruju,
caMmy 0a3y mpoCTOpa pellema Ha3MBaMO U (yHAAMEHTAJIHU CKYI Peulena.

Ilakyie, YKOJIUKO Cy @1,---,Pn QyHIaMeHTaNHA pemema cuctema (1) ommre pememe je maTo ca

f(l‘) = Cl@l(x) +...F Cn@n(m)v

rae cy ¢; € R. IIpeTX0oOHO MOMKEMO U jeIHOCTABHO 3allUCATU MATPUYHO, YKOJIUKO O3HaumMmo ca M (x) mMarpuiy
unja i—Ta KOJIOHA BEKTOD @;(x), onmre pememe cucreMa je maro ca f(z) = M(z) - C, rge je C € R" ¢urcupan
BEKTOD.

PemaBame XOMOreHOr cucTeMa Ca KOHCTAHTHUM Koe(uIujeHTrMAa
Heka je mat cucrem
Y' = AY,

rzoe je A marpurna [a;;]};_; ca KOHCTAHTHAM Koe(UIUjeHTUMA (Tj. KOCPUIUjEHTUMA KOJU HE 3ABUCE O IPOMEHILUBE
z) u Y(x) je rpaskena gyurnuja koja y3uma spemaoctu y R™. Kao mro Beh 3uamo, y ciayuajy n = 1, nperxoana

n
)=

jemmaumna je obnmra y' = ay w meHO ommre pememe je mato ca y(x) = Ce® rme je C € R mTo m mmpek-
THO MOKeMO ma mpoepuMo. IlokymajMo cama ma yommTwMO OBaj ciaydvaj m Ha MaTpuie pena n. [Ipumerumo
OpBO, nMa Kako je A KBampaTHa MaTpuia, uMajy cMucia u Mmarpume A2, A3,... A" u y CBeTIy IpeTXOIHOr,

MOCMAaTpajMoO MATPUILy ATy Ca
k
> A
k=0

Ie je & He3aBUCHO IPOMEHJBMBA UM KOjy [leMO II0 aHAJOIWjU Ca jeJHOIMMEH3MOHAJIHUM CJIydajeM O3HAYNTHU
ca . TIpecKOUNMO TPEHYTHO IHTAE nepunucanocTu (Ha Koje femMoO ce BpATUTH KacHUje) W 3a IOYETAK,
moryieajMo 3amTo Or HaM OBAKBa MATpPUYHA (YHKIMja OAroBapalia 3a pellaBame NPETXONHE jeqHAYNHE. Y KO-
JINKO [NaKje IPEeTXOMHU CTEIeHW Pel MMa CMUCJIa, OH Ce MOKe AU(PEepPEeHIVPATH UIAH [I0 UJIaH, U CAMUM TUM
BayKU

d .4 <= d2F

7ew —

Ak
dz p de K77

. K k-1 -
a xako yHocu marpuie AF me 3aBumce on x, To aHaJOTHO ciydajy n = 1 Baku %%Ak = hAk. Kako je jom
cabupak 3a k = 0 KOHCTaHTaH, y AudepeHnmpamny ce rybu, a caMuM TUM HOOUjaMo

d .a_~x~ 70 S AT A
—e = A" =AY —— A" = A"
dx Z(lc—l)! Z(k;—l)!
k=1 k=1
[ornyro amamorso, 3a ¢ymsnujy Y (z) = * - C, rme je C = (c1,...,¢,) n06ujaMo Oa 3a00BOJbABA MOUYETHY

jemHauuMmy, Tj ma Baskm Y' = AY, Tj ma je OmmTe pememe TPasKeHOr CHUCTEMA.

Hasxasocr, mpumerumo na Marpuny AF a tum mpe u maTpumy e He MOM¥eMO jeIHOCTABHO M3PA3UTH IPEKO
yHOCa Marpune A y ommreM ciaydajy. Vmak y HeKuM ciaydajeBUMa MOKEMO jeqHOCTABHO mohwu mo perema.
IIpBo, ykOoMUMKO je MarTpuna A mujaroHajHa, OQHOCHO, IaTa je ca

M O - 0
0 X - 0
A= . . .
0 0 - M\
tazxa je marpuna A mara ca
AE0 0
0 Mk 0
AF = 1,
0 0 \E
a naJjbe ce NUPEKTHO nobuja u
Sreo mAl 0 0 et 0 0

0 0 2020%)\51 0 0 --- et



Jpyro, YKOIUKO MaTpuIia A Moke na ce AujaroHausyje, onHocHO obnuka je A = T~ 1DT, rne je D nujaronansa
MaTPUIA, TaAd IUPEKTHUM PadyHOM TOOUjaMO A2=A-A=T7'DTT DT =T DT u ciuuno A* = T-1DT.
CaMuM TUM, MATPHUIYy €4 MOXKEMO M3PA3UTU KAO

1 1 1
A k -1k -1 k -1,D
e —E k!A_E k'!T DT =T E k!D T=T"e"T
k=0 k=0 k=0

u mMarpuna e’ ce Moke M3pauyHATH Ha TPETXOIHO ONUCAHU HAUMH.
Hajsan, y ommrem ciayuajy maTpuna A He Mopa OuTy oujaroHaan3abuiIHa, ajlu ce MOke cBecTu Ha sKopaanos

o6muk. Oszmaunmo ca J(\, i) MaTpury muMeHswmje i X i ATy ca

A1 0 -+ 0
o x 1 -+ 0
00 0 - A

KOja Ha IJIaBHOj OWjarOHAJU WMa BPEAHOCTU A, HA AWjaroHAJM M3HAI TJIaBHE BpPeTHOCTH 1 a cBe ocTaje Bpel-
soctu cy 0. VI3 nuseapue anrebpe je mo3HaTO ma ce cBaka Marpuma A Moxke cBectu Ha obmuk A =T 'JT, rae
je J marpuna obamka

J(A1,i1) 0 0
0 J(Aayiz) - 0
J =
0 0 o I (Neyis)

A

Ila/se, CIMYHO KAO KO AujaroHaim3abuine marpune, Baxku e = T le/T, a Takobe ce OUPEKTHUM padyHOM

MOKE IIOKa3aTH Oa BaiEkWn

JF(N1,i1) 0 0

. 0 J*(Ng,i0) - 0

JF = _
0 0 s TRy i)

Iakie, omeT ka0 y IPETXOMHOM CIYYajy, YKOIUKO YMEMO U3PAUyHAMO MATPUILY Jk()\, 1) u cabepeMo [0 MaTpUle
e (M) TEOPEIKA MOKEMO Aa M3PadyHAMO e 3a Guno KOjy Marpuny A (HApaBHO MOJ yCJIOBOM Ia 3HAMO A je
nosenemo no sKopmanose dopme). Hajzan, Munykuujom ce Moske mokasatu na Basku (3a k > i)

o ) D (9 D N ) DA
Jk()\ i) = 0 AF (lf))‘k_l (ig))\k—wz
0 0 0 A
a omaTie AUPEKTHO CJIenu u
1 z %mz (Z_ll)lxi*1
0 1 T (252)195’_2

Ha xpajy, BpaTuMo ce Ha muTame 3amTo Ou youmrre pes Z,;“;O %Ak roHBeprupao. IIpBo, Ha mpocTopy KBaIpaT-
HUX MATpUIa AUMEH3Uje 1, MOKEMO Ia YBIEMO HODMY ca

[A[l = sup{z € R"[[zfl <1 | [ Az},

rae je ||z|la = /2% + 23 + ... 22 yobuuajena eyknunacka mopma. Kako je mpecaukaBame T — Az HemperumHo,
a jemuamyna gonta {r € R"||z|2 < 1} je roMmakran CKyI, TO je HaBEIEHU CyNpPEMYyM KOHAYAH W MOKE Ce
IOKa3aTU 1a je 3amcra HopMa. Takobe, MOke ce MOKA3aTW Oa je IPOCTOP KBAAPATHUX MATPHUNA IUMEH3U]je

7N X N KOMIIJIETAH y HAaBEIEHO] HOPMMU.

mxH <1 a camum TEM HA(mx)HQ < ||All- 36or aureaproCcTH je
2

camum M ||Az||2 < || A - ||z|l2 (3ampaso ||A]| je Hajmamu 6poj 3a KOju TO BasKM), a CAMUM TUM BAKU U
4222 = [A(Az)[|l2 < [|A]l - | Az]l2 < AP [l]l2-
Ysumamenm oxrosapajyher cympemyma mobujamo ma je ||A?]| < ||4]|?, a mame ce MBAyKIUjoM MOEKe MOKAa3aTH
na sazu u ||AF|| < ||A|F.
W3 mpeTxo0QHOT, MOHAB/LAmEM JOKa3a BajepmrpacoBor KpuTepujyMa MO3€XMO 3aK/LYyUNTH 1a Peld Y p o o AR
KOHBeprupa. 3aucrta, 3a Beauke Ni < Ny € N umamo
k k k
S oatl< S LAl < Y Al <,
k=N, k=N, k=N,
5

[Mpumernmo na 3a BekTop T # 0 Baku ‘



3a N1 u Ny IOBOLHO Benwke, jep je mociemmsu mM3pa3 NaplujajHa CyMa KOHBEPTeHTHOT OpojHor pena (koju
KOHBEPrupa Ka e”A”). Hakne, mo KomujeBom KpurepujyMmy, TpaKeHU pen KOHBEPrupa.



