
Sistemi diferencijalnih jednaqina
Analogno svim ranijim tipovima jednaqina, pod sistemom diferencijalnih jednaqina podrazumevamo
rexavaǌe vixe od jedne diferencijalne jednaqine, preciznije, tra�imo funkciju koja zajedno sa svojim
izvodima zadovoǉava vixe od te jedne jednaqine. Za poqetak, kao i u sluqaju jedne jednaqine, od
interesa su nam pitaǌa postojaǌa i jedinstvenosti rexeǌa. Pre toga, definiximo
Definicija Neka je U ⊂ RN+1 otvoren skup, neka su funkcije fi(x, y1, . . . , yN ), i = 1, . . . n neprekidne na
ǌemu i neka su jox mi ∈ N takvi da je m1 +m2 + . . .+mn = N. Skup jednaqina

y
(mi)
i = fi(x, y1, y

′
1, . . . , y

(m1−1)
1 , y2, . . . , yn, y

′
n, . . . , y

(mn−1)
n ), i = 1, . . . n,

nazivamo sistemom diferencijalnih jednaqina reda N.
U specijalnom sluqaju kada je m1 = m2 = . . . = mn = 1, odnosno kada je sistem oblika

y′i = fi(x, y1, y2, . . . , yn),

sam sistem nazivamo normalnim. Primetimo tako�e da sluqaju n = 1 se odnosi na ranije razmatrane
diferencijalne jednaqine m1−og reda.
Kao i ranije, rexeǌem sistema �emo podrazumevati bilo kojih n funkcija, koje zajedno sa svojim
izvodima zadovoǉavaju prethodne jednaqine i kao i kod obiqnih jednaqina, rexeǌe �emo tra�iti
lokalno. Preciznije, skup funkcija yi(x), za i = 1, . . . , n i x ∈ I, gde je I bilo koji interval, nazi-
vammo rexeǌem sistema jednaqina, ukoliko je:
1) Funkcija yi(x) je neprekidna na intervalu I, zajedno sa svojih mi izvoda, xto va�i za sve i = 1, . . . , n.

2) Za svako x ∈ I je y(m1)(x) = fi(x, y1(x), . . . , y
(m1−1)
1 (x), . . . , yn(x), y

′
n(x), . . . , y

(mn−1)(x)).
Svaki sistem diferencijalnih jednaqina ekvivalentan je (u smislu da imamo bijekciju izme�u skupa
rexeǌa) jednom normalnom sistemu diferencijalnih jednaqina. Za poqetak, svaka diferencijalna jed-
naqina n−og reda

y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1))

ekvivalentna je jednom normalnom sistemu jednaqina. Zaista, ukoliko uvedemo smene

y = y1, y′ = y2 y′′ = y3 . . . y(n−1) = yn,

dobijamo sistem

y′1 = y2

y′2 = y3

... =
...

y′n−1 = yn

y′n = f(x, y1, y2, . . . , yn)

xto je normalan sistem (sve jednaqine su prvog reda). Daǉe, ukoliko je y(x) rexeǌe diferencijalne
jednaqine, tada je funkcija (y1(x), y2(x), . . . , yn(x)) = (y(x), y′(x), . . . , y(n−1)(x)) rexeǌe sistema, a va�i
obrnuto, ukoliko je (y1(x), . . . , yn(x)) rexeǌe sistema, funkcija y1(x) je rexeǌe poqetne diferencijaalne
jednaqine.
Ukoliko imamo proizvoǉan sistem, prethodni postupak ponovimo za svaku jednaqinu ponaosob, qime
opet dobijamo sistem jednaqina prvog reda.
Tako�e, va�i i obrnuto, naime, svaki sistem normalan sistem diferencijalnih jednaqina mo�emo da
zapixemo kao diferencijalnu jednaqinu odgovaraju�eg reda. Ukoliko je dat sistem

y′i = fi(x, y1, . . . , yn) i = 1, . . . , n

te ukoliko diferenciramo npr. prvu jednaqinu po x dobijamo y′′1 = ∂f1
∂x + ∂f1

∂y1

∂y1
∂x + . . . + ∂f1

∂yn

∂yn
∂x . Iz

preostalih jednaqina imamo da je y′i = fi, a odatle, posledǌa jednaqina je oblika y′′1 = ∂f1
∂x + ∂f1

∂y1
f1 + . . .+

∂f1
∂yn

fn = F2(x, y1, y2, . . . , yn), gde je posledǌi korak samo promena imena funkcije sa desne strane (uz to
smo videli i da desna strana ne zavisi od izvoda funkcija yi). Nastavǉaju�i daǉe postupak (jer smo
opet u poqetnoj situaciji), daǉe dobijamo

y′′′1 = F3(x, y1, . . . , yn) y
(n)
1 = Fn(x, y1, . . . , yn).

Da bi sveli sistem na jednu jednaqinu, neophodno nam je daǉe da promenǉive y2, . . . , yn izrazimo preko
izvoda funkcije y1. Iz teoreme o inverznoj funkciji za rexeǌe nam je neophodno da determinanta tog
sistema bude razliqita od nule, odnosno da je

D(f1, F2, . . . , Fn−1)

D(y2, . . . yn)
=


∂f1
∂y2

∂f1
∂y3

. . . ∂f1
∂yn

∂F2

∂y2
∂F2

∂y3
. . . ∂F2

∂yn
...

... . . .
...

∂Fn−1

∂y2

∂Fn−1

∂y3
. . . ∂Fn−1

∂yn

 6= 0.
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Preciznije, pod prethodnom pretpostavkom, po teoremi o inverznoj funkciji, postoji inverzna funkcija
za funkciju

y′1 = f1(x, y1, . . . , yn) . . . y
(n)
1 = Fn(x, y1, . . . , yn),

posmatrane ka funkcije od y2, . . . , yn odakle se one mogu izraziti kao funkcije od y′1, y
′′
1 , . . . , y

(n−1). Iz
svega toga, uvo�eǌem te funkcije u posledǌu dobijenu jednaqinu

y(n) = Fn(x, y1, . . . , yn),

dobijamo jednaqinu zapisanu samo preko y1 i ǌenih izvoda, odnosno, jednaqinu n−og reda.
Primetimo, jednostavnosti zapisa radi, da normalne sisteme diferencijalnih jednaqina mo�emo da
zapixemo sa Y ′ = F (x, Y ), gde je Y ∈ Rn dok je F neprekidna funkciija na otvorenom skupu u Rn+1.
U ovom zapisu postavka Koxijevog problema potpuno je analogna kao i za diferencijalne jednaqine,
naime za taqku (x0, Y0) ∈ Rn+1, da li postoji rexeǌe sistema Y (x), za koje je Y (x0) = Y0, gde je Y : I → Rn
odgovaraju�a funkcija.
Xto se pitaǌa egzistencije i jedinstvenosti rexeǌa Koxijevog problema tiqe, u prethodnoj notaciji
su same formulacije analogne jednodimenzionalnom sluqaju. Preciznije
Teorema Neka je funkcija F (x, Y ) neprekidna u oblasti U ⊂ Rn+1. Tada za svaku taqku (x0, Y0) ∈ U
postoji funkcija Y (x) : I → Rn, gde je I neki interval, takav da je x0 ∈ I, za koje je jox Y (x0) = Y0 i
Y ′(x) = F (x, Y (x)).
Ukoliko jox dodatno pretpostavimo ograniqenost parcijalnih izvoda funkcije F, opet analogno jednodi-
menzionalnom sluqaju, imamo i jedinstvenost rexeǌe. Naime
Teorema Ako je, uz pretpostavke prethodne Teoreme, jox funkcija F (x, Y ) = (F1, F2, . . . , Fn) takva da
su parcijalni izvodi ∂Fi

∂yj
ograniqeni, tada je rexeǌe jednaqine Y ′ = F (x, Y ) iz prethodne Teoreme

jedinstveno. Taqnije, ukoliko postoje dva rexeǌa Y1 i Y2 koja zadovoǉavaju Y1,2(x0) = Y0, tada postoji
okolina V taqke x0 na kojoj se Y1 i Y2 podudaraju.
Dokaz prethodne Teoreme potpuno je analogan jednodimenzionalnom sluqaju i svodi se na adekvatnu
primenu Banahove teoreme o nepokretnoj taqki.
Iz prethodne Teoreme imamo da je rexeǌe (u sluqaju postojaǌa i jedinstvenosti) jednoznaqno odred-
jeno vektorom u Rn qiju vrednost uzima rexeǌe u nekoj taqki x0. Samim tim, sistem jednaqina Y ′ =
F (x, Y ) ima n stepeni slobode. Odavde se i opxte rexeǌe sistema definixe potpuno analogno kao
ranije. Naime, neka je U oblast postojaǌa i jedinstvenosti rexeǌa jednaqine Y ′ = F (x, Y ) i neka je
y(x,C1, C2, . . . , Cn) familija funkcija, gde su Ci parametri. Ukoliko za svaku taqku (x0, Y0) ∈ V ⊂ U
postoje jedinstveni C0

i za koje je y(x,C0
1 , C

0
2 , . . . , C

0
n) rexeǌe koje zadovoǉava y(x0, C

0
1 , C

0
2 , . . . , C

0
n) = Y0,

familiju y(x,C1, C2, . . . , Cn) nazivamo opxtim rexeǌem jednaqine u oblasti E.
Od najvixe interesa nama je normalan sistem linearnih jednaqina, koji je oblika

y′1 = a11(x)y1 + a12(x)y2 + . . .+ a1n(x)yn + b1(x)

y′2 = a21(x)y1 + a22(x)y2 + . . .+ a2n(x)yn + b2(x)

... =
...+

...+ . . .+
...

y′n = an1(x)y1 + an2(x)y2 + . . .+ ann(x)yn + bn(x),

odnosno, u vektorskom obliku Y ′ = A(x)Y + B(x), gde je A(x) matrica [aij(x)]
n
i,j=1 a B(x) je vektor

B(x) = (b1(x), b2(x), . . . , bn(x)). Analogno prethodnim sliqnim situacijama, sistem nazivamo homogen uko-
liko je B(x) = 0. Primetimo jox u ovom trenutku, da ukoliko imamo sistem linearnih jednaqina koje su
proizvoǉnog reda (ne obavezno prvog), svo�eǌem na normalni sistem na ranije opisani naqin, dobijamo
normalan sistem linearnih jednaqina. Naime, nove jednaqine koje dodajemo u sistem su ili oblika
y′i = yi+1 ili y′i = fk(x, Y ), gde je fk po pretpostavci ve�‘linearna funkcija. Kako su obe ove jedanqine
oblika koji se javǉa u normalnom sistemu linearnih jednaqina, to za ispitivaǌe sistema linearnih
jednaqina, dovoǉno je posmatrati normalne sisteme.
Opet analogno skalarnom sluqaju, oblast postojaǌa i jedinstvenosti rexeǌa normalnog sistema lin-
earnih jednaqin je najve�a mogu�a, taqnije va�i
Teorema Neka je dat sistem Y ′ = A(x)Y + B(x), gde su A(x) i B(x) neprekidne na intervalu I. Tada za
svako (x0, Y0) ∈ I × Rn postoji jedinstvenbo rexeǌe Y (x) za x ∈ I, za koje je Y (x0) = Y0.
U kontekstu prethodno reqenog, o bijekciji izme�u skupa rexeǌa sistema i jednaqine n−og reda,
prethodna teoreme je ekvivalentna odgovaraju�oj teoremi za linearnu diferencijalnu jednaqinu n−og
reda.
Za kraj ovog dela, navedimo jednu definiciju koja �e nam trebai za kasnije
Definicija Neprekidna funkcija U(x, Y ) se naziva prvim integralom (ili samo integralom) jednaqine
Y ′ = F (x, Y ) ako je konstantna du� svakog rexeǌa navedene jednaqine. Preciznije, ukoliko je y(x) rex-
eǌe navedene jednaqine, U je integral ukoliko va�i U(y(x)) = const.
Primetimo da ukoliko imamo dva prva integrala sistema U1 i U2, tada je i za bilo koju funkciju
G : R2 → R funkcija G(U1, U2) tako�e prvi integral sistema (zaista, kako U1,2 ne zavise ako se kre�emo
du� rexeǌa sistema, to ne zavisi ni to xto na ǌih kasnije primenimo neku novu funkciju). Kako nam je
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od interesa nala�eǌe prvih integrala (jer implicitno mogu da izraze jednu promenǉivu preko ostalih,
qime mo�emo da smaǌimo broj jednaqina), ali na prethodni naqin suxtinski ne dobijamo nove inte-
grale, odakle nam je od interesa da iskǉuqimo takve sluqajeve. Preciznije, funkcije U1, . . . , Um : U → R,
gde je U ⊂ Rn, nazivamo funkcionalno zavisnim ukoliko postoji funkcija F, takva da je F (U1(x1, . . . , xn), . . . , Um(x1, . . . , xn)) =
0 za sve (x1, . . . , xn) ∈ U. Primetimo da je ovo dosta ”jaqi” vid zavisnosti od linearne, jer se odnosi
na sve mogu�e funkcije (dok se linerna odnosi na funkcije oblika F (x) =

∑n
k=1 αkxk). Primera radi

funkcije U1(x, y) = x, U2(x, y) = y i U3 = exy2 su funkcionalno zavisne (jer je U3 − eU1U2
2 = 0), dok su

linearno nezavisne.
Jedan od naqina ispitivaǌa funkcionalne nezvisnosti se mo�e izvesti iz Teoreme o implicitnoj
funkciji (navodimo ga bez dokaza). Ukoliko imamo funkcije U1, . . . , Um, formirajmo od ǌih vektorsku
funkciju

U = (U1, . . . , Um).

Tada su funkcije U1, . . . , Um nezavisne ukoliko je matrica izvoda funkcije U ranga m.
Na kraju, pomenimo samo da bi oqekivano bilo da sistem jednaqina Y ′ = F (x, Y ), ima n (xto je di-
menzija prostora) prvih integrala (posmatrano lokalno, u okolinama taqaka gde imamo postojaǌe i
jedinstvenost rexeǌa). Idejno, kako je opxte rexeǌe zadato sa Y = Y (x,C1, . . . , Cn), xto ako zapixemo
kao sistem imamo da je

y1 = y1(x,C1, . . . , Cn), y2 = y2(x,C1, . . . , Cn), . . . , yn = yn(x,C1, . . . , Cn).

U generiqkom sluqaju, kako jednom izboru konstanti odgovara taqno jedna vrednost Y, oqekujemo da
mo�emo da izrazimo konstante Ci preko vrednosti yi. Kako imamo n konstanti Ci, time dobijamo i
odgovaraju�i broj integrala.

Homogeni sistem diferencijalnih jednaqina
U narednom delu, ciǉ nam je da do�emo do oblika opxteg rexeǌa normalnog homogenog sistema difer-
encijalnih jednaqina (xto �emo kra�e nazivati homogeni sistem), preciznije, u vektorskom obliku,
sistema

(1) Y ′ = A(x)Y,

gde je A(x) matrica n×n qiji su unosi neprekidne funkcije na nekom intervalu I. Same ideje analogne
su ranijem skalarnom sluqaju (odnosno linearne jednaqine n−og reda). Za poqetak
Lema Skup rexeǌa prethodnog sistema jednaqina je vektorski prostor.
Zaista, ukoliko su α, β ∈ R i Y1, Y2 rexeǌa sistema, imamo da je

(αY1 + βY2)
′ = αY ′1 + βY ′2 = αA(x)Y1(x) + βA(x)Y2(x) = A(x)(αY1 + βY2),

odakle je i αY1 + βY2 rexeǌe prethodnog sistema.
Analogno definixemo i linearnu zavisnost, tj, za funkcije f1, . . . , fm : I → Rn, gde je I ⊂ R interval,
ka�emo da su linearno nezavisne, ukoliko iz jednakosti

α1f1(x) + α2f2(x) + . . .+ αmfm(x) = 0 ∀x ∈ I
sledi da je α1 = α2 = . . . = αm = 0. U suprotnom, odnosno ako postoje brojevi αi koji nisu svi istovre-
meno nula i za koje je α1f1(x) + α2f2(x) + . . . + αmfm(x) = 0, za sve x ∈ I, ka�emo da su funkcije fi(x)
linearno zavisne.
Potpuno analogno ranijim sluqajevima se dokazuje naredna
Lema Neka su funkcije f1, . . . , fm : I → Rn rexeǌa sistema (1). Ako postoji x0 ∈ I za koje su vektori
f1(x0), . . . , fm(x0) linearno zavisni, tada su i navedene funkcije linearno zavisne sa istim koeficijen-
tima (preciznije, vektori f1(x), . . . , fm(x) su linearno zavisni za svako x ∈ I sa istim koeficijentima).
Zaista, ako postoji x0 za koje su vektori f1(x0), . . . , fm(x0) linearno zavisni, tj. postoje αi koji nisu
svi nula i za koje je

α1f1(x0) + α2f2(x0) + . . .+ αmfm(x0) = 0,

to isti poqetni uslov u taqki x0 zadovoǉava i rexeǌe ϕ(x) = 0. Otuda, po Teoremi o jedinstvenosti
rexeǌa linearnog sistema, ova dva rexeǌe su jednaka na celom intervalu I, xto je i trebalo pokazati.
Prethodna lema je zapravo ekvivalencija (svakako je uvek taqno da ako su funkcije linearno zavisne,
to postoji taqka u kojoj su vektori linearno zavisni, naime svaka taqka intervala I je odgovaraju�a),
te kontrapozicijom dobijamo narednu lemu
Lema Neka su funkcije f1, . . . , fm : I → Rn rexeǌa sistema (1). Tada je ekvivalentno
a) Postoji taqka x0 ∈ I u kojoj su vektori f1(x0), . . . , fm(x0) linearno nezavisni.
b) Funkcije f1, . . . , fm su linearno nezavisne.
Daǉe, sada mo�emo precizirati i dimenziju skupa rexeǌa.
Lema Postoji taqno n linearno nezavisnih rexeǌa jednaqine (1).
Dokaz Oznaqimo prvo sa ϕi(x) rexeǌa, koja u nekoj fiksiranoj taqki x0 ∈ I uzimaju za vrednost vektore
ei = (0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸

i

, 0, . . . , 0), tj. ϕi(x0) = ei, za i = 1, . . . , n. Neka je daǉe f(x) proizvoǉno rexeǌe. Kako je f(x0)

vektor u Rn, to je on linearna kombinacija vektori ei, a samim tim su po prethodnoj lemi funkcije
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ϕ1, . . . , ϕn, f linearno zavisne (jer su zavisne u taqki x0). Samim tim ima taqno n linearno nezavisnih
rexeǌa.
Odavde imamo i
Teorema Proizvoǉnih n linearno nezavisnih rexeǌa, gradi bazu prostora rexeǌa.
Dokaz prethodne Teoreme je suxtinski isti kao u sluqaju linearne jednaqine n−og reda. Po analogiji,
samu bazu prostora rexeǌa nazivamo i fundamentalni skup rexeǌa.
Dakle, ukoliko su ϕ1, . . . , ϕn fundamentalna rexeǌa sistema (1) opxte rexeǌe je dato sa

f(x) = c1ϕ1(x) + . . .+ cnϕn(x),

gde su ci ∈ R. Prethodno mo�emo i jednostavno zapisati matriqno, ukoliko oznaqimo sa M(x) matricu
qija i−ta kolona vektor ϕi(x), opxte rexeǌe sistema je dato sa f(x) =M(x) · C, gde je C ∈ Rn fiksiran
vektor.

Rexavaǌe homogenog sistema sa konstantnim koeficijentima
Neka je dat sistem

Y ′ = AY,

gde je A matrica [aij ]
n
i,j=1 sa konstantnim koeficijentima (tj. koeficijentima koji ne zavise od promenǉive

x) i Y (x) je tra�ena funkcija koja uzima vrednosti u Rn. Kao xto ve� znamo, u sluqaju n = 1, prethodna
jednaqina je oblika y′ = ay i ǌeno opxte rexeǌe je dato sa y(x) = Ceax, gde je C ∈ R xto i direk-
tno mo�emo da proverimo. Pokuxajmo sada da uopxtimo ovaj sluqaj i na matrice reda n. Primetimo
prvo, da kako je A kvadratna matrica, imaju smisla i matrice A2, A3, . . . , An i u svetlu prethodnog,
posmatrajmo matricu datu sa

∞∑
k=0

xk

k!
Ak,

gde je x nezavisno promenǉiva i koju �emo po analogiji sa jednodimenzionalnim sluqajem oznaqiti
sa exA. Preskoqimo trenutno pitaǌe definisanosti (na koje �emo se vratiti kasnije) i za poqetak,
pogledajmo zaxto bi nam ovakva matriqna funkcija odgovarala za rexavaǌe prethodne jednaqine. Uko-
liko dakle prethodni stepeni red ima smisla, on se mo�e diferencirati qlan po qlan, i samim tim
va�i

d

dx
exA =

∞∑
k=0

d

dx

xk

k!
Ak,

a kako unosi matrice Ak ne zavise od x, to analogno sluqaju n = 1 va�i d
dx

xk

k! A
k = xk−1

(k−1)!A
k. Kako je jox

sabirak za k = 0 konstantan, u diferenciraǌu se gubi, a samim tim dobijamo

d

dx
exA =

∞∑
k=1

xk−1

(k − 1)!
Ak = A

∞∑
k=1

xk−1

(k − 1)!
Ak−1 = AexA.

Potpuno analogno, za funkciju Y (x) = exA · C, gde je C = (c1, . . . , cn) dobijamo da zadovoǉava poqetnu
jednaqimu, tj da va�i Y ′ = AY, tj da je opxte rexeǌe tra�enog sistema.

Na�alost, primetimo da matricu Ak a tim pre i matricu eA ne mo�emo jednostavno izraziti preko
unosa matrice A u opxtem sluqaju. Ipak u nekim sluqajevima mo�emo jednostavno do�i do rexeǌa.
Prvo, ukoliko je matrica A dijagonalna, odnosno, data je sa

A =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

... · · ·
...

0 0 · · · λn

 ,

tada je matrica Ak data sa

Ak =


λk1 0 · · · 0
0 λk2 · · · 0
...

... · · ·
...

0 0 · · · λkn

 ,

a daǉe se direktno dobija i

eA =

∞∑
k=0

1

k!
Ak =


∑∞
k=0

1
k!λ

k
1 0 · · · 0

0
∑∞
k=0

1
k!λ

k
2 · · · 0

...
... · · ·

...
0 0 · · ·

∑∞
k=0

1
k!λ

k
n

 =


eλ1 0 · · · 0
0 eλ2 · · · 0
...

... · · ·
...

0 0 · · · eλn

 .
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Drugo, ukoliko matrica A mo�e da se dijagonalizuje, odnosno oblika je A = T−1DT, gde je D dijagonalna
matrica, tada direktnim raqunom dobijamo A2 = A ·A = T−1DTT−1DT = T−1D2T i sliqno Ak = T−1DkT.
Samim tim, matricu eA mo�emo izraziti kao

eA =

∞∑
k=0

1

k!
Ak =

∞∑
k=0

1

k!
T−1DkT = T−1

( ∞∑
k=0

1

k!
Dk

)
T = T−1eDT

i matrica eD se mo�e izraqunati na prethodno opisani naqin.
Najzad, u opxtem sluqaju matrica A ne mora biti dijagonalizabilna, ali se mo�e svesti na �ordanov

oblik. Oznaqimo sa J(λ, i) matricu dimenzije i× i datu sa

J(λ, i) =


λ 1 0 · · · 0
0 λ 1 · · · 0
...

...
... · · ·

...
0 0 0 · · · λ

 ,

koja na glavnoj dijagonali ima vrednosti λ, na dijagonali iznad glavne vrednosti 1 a sve ostale vred-
nosti su 0. Iz linearne algebre je poznato da se svaka matrica A mo�e svesti na oblik A = T−1JT, gde
je J matrica oblika

J =


J(λ1, i1) 0 · · · 0

0 J(λ2, i2) · · · 0
...

... · · ·
...

0 0 · · · J(λs, is)

 .

Daǉe, sliqno kao kod dijagonalizabilne matrice, va�i eA = T−1eJT, a tako�e se direktnim raqunom
mo�e pokazati da va�i

Jk =


Jk(λ1, i1) 0 · · · 0

0 Jk(λ2, i2) · · · 0
...

... · · ·
...

0 0 · · · Jk(λs, is)

 .

Dakle, opet kao u prethodnom sluqaju, ukoliko umemo izraqunamo matricu Jk(λ, i) i saberemo do matrice
eJ(λ,i) teorecki mo�emo da izraqunamo eA za bilo koju matricu A (naravno pod uslovom da znamo da je
dovedemo do �ordanove forme). Najzad, Indukcijom se mo�e pokazati da va�i (za k > i)

Jk(λ, i) =


λk

(
k
1

)
λk−1

(
k
2

)
λk−2 · · ·

(
k
i−1
)
λk−i+1

0 λk
(
k
1

)
λk−1 · · ·

(
k
i−2
)
λk−i+2

...
...

... · · ·
...

0 0 0 · · · λk

 ,

a odatle direktno sledi i

exJ(λ,i) = eλx


1 x 1

2!x
2 · · · 1

(i−1)!x
i−1

0 1 x · · · 1
(i−2)!x

i−2

...
...

... · · ·
...

0 0 0 · · · 1

 .

Na kraju, vratimo se na pitaǌe zaxto bi uopxte red
∑∞
k=0

1
k!A

k konvergirao. Prvo, na prostoru kvadrat-
nih matrica dimenzije n, mo�emo da uvdemo normu sa

‖A‖ = sup{x ∈ Rn‖x‖2 6 1 | ‖Ax‖2},

gde je ‖x‖2 =
√
x21 + x22 + . . . x2n uobiqajena euklidska norma. Kako je preslikavaǌe x → Ax neprekidno,

a jediniqna lopta {x ∈ Rn‖x‖2 6 1} je kompaktan skup, to je navedeni supremum konaqan i mo�e se
pokazati da je zaista norma. Tako�e, mo�e se pokazati da je prostor kvadratnih matrica dimenzije
n× n kompletan u navedenoj normi.

Primetimo da za vektor x 6= 0 va�i
∥∥∥ 1
‖x‖2x

∥∥∥
2
6 1 a samim tim ‖A( 1

‖x‖2x)‖2 6 ‖A‖. Zbog linearnosti je

samim tim ‖Ax‖2 6 ‖A‖ · ‖x‖2 (zapravo ‖A‖ je najmaǌi broj za koji to va�i), a samim tim va�i i

‖A2x‖2 = ‖A(Ax)‖2 6 ‖A‖ · ‖Ax‖2 6 ‖A‖2‖x‖2.
Uzimaǌem odgovaraju�eg supremuma dobijamo da je ‖A2‖ 6 ‖A‖2, a daǉe se indukcijom mo�e pokazati
da va�i i ‖Ak‖ 6 ‖A‖k.

Iz prethodnog, ponavǉaǌem dokaza Vajerxtrasovog kriterijuma mozehmo zakǉuqiti da red
∑∞
k=0

1
k!A

k

konvergira. Zaista, za velike N1 < N2 ∈ N imamo∥∥∥∥∥
N2∑
k=N1

1

k!
Ak

∥∥∥∥∥ 6
N2∑
k=N1

1

k!
‖Ak‖ 6

N2∑
k=N1

1

k!
‖A‖k < ε,
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za N1 i N2 dovoǉno velike, jer je posledǌi izraz parcijalna suma konvergentnog brojnog reda (koji
konvergira ka e‖A‖). Dakle, po Koxijevom kriterijumu, tra�eni red konvergira.
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