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OpujeHTanuja paBHU U IOBPIIA
Heka je mata paBaH a M HEKa BEKTOPU Ui, Uz € « yYnHE 6a3y maTe pPaBHU,

Tj. Heka je jom ranglujus] = 2. Kaszexemo ma je 6asa (u1,us) HO3UTHUBHO OpU-
jeHTHCaHa, YKOWMJKO Kpehymu ce om BekTopa u; Ka BEKTODPY Uz, OHUM yTJIIOM
KOjU je Mamu O 7, UIEeMO ¥ CMepy CyOpPOTHOM OJ KpeTama Ka3aJbKe Ha CaTy.
Y majjenmocraBmuEjeM mpuMepy, nakie v R?, BumuMmo ma je yobuuajema opu-
jermrammja ((1,0),(0,1)), omHOCHO Kam MAEMO OX T—OCEe K& y—OCHU, MO3UTUBHA,
jep yrao xojum ce kpehiemo uznocu 7/2. YKOIUKO ce paBaH (v HOJATHO HAJIA3U
y mpoctopy R3?, mo mpaBmiy Tpu mpcTa, BAAMMO A3 OPUjEHTAIM]a 3AIPABO
camo oxpebyje cmep BekTOpCKOr mpoumsBoma uj X ug. OrTyma, nzbopom jenne
cTpaHe paBHU, OIHOCHO jeIHOT CMepa BEKTOpa HOpMaJie, n3abpajad CMO u
OpUjeHTAIN]Y MaTe PaBHU.

Y caydyajy moBpmu, uaeja je cymTUHCKH ucTta. Jlakige, Heka je 3amaTta
nospm S y mpoctopy R3, y cBakoj Tauky HOBPIIM MOKEMO y TAHTEHTHOM IPOC-
TOPY y TOj Tauku u3abpaTu HEKy OpUjeHTanujy. Y KOJUKO je moBpII S 3a1aTa
napameTapcku kao {r(u,v)|(u,v) € D C R?}, npupomar m360p 3a BEKTOpe
0a3e TAHTEHTHUX TPOCTOPA CY BEKTOPU %Z u %. Kao u cnyuajy pasuu, opu-
jeHTammMjy y cBakoj Tauku T € S oxpebyje BeKTOp HOpMAJE U O3HAYMMO NaJhe
ca n(x) u —n(x) mBa mM3bopa BEKTOPa HOpMAJE Ly:KuHE 1. YKOIUKO MOKEMO
na usabepemo n(x) y cBakoj Tauku, Tako ga kpehiyhiu ce mysx mpoussosbue
sarBopene kpuse C, Bekrop n(z) ce HemperkumHo Mema 3a x € C' 1 Ha Kpajy
ce Bpahia y mOUYeTHM MOJIOKA], KAXKEMO [a je mOBpII S OpujeHTabUIHA WiIu
ABOCTpaHA, jep y AAaTOM CIydajy mMamo ABa m3bopa BekTOpa HOpMaje. Y
CYIPOTHOM KayKeMO Ia HUje OPUjeHTaOUIHA, a IPUMEPU CE€ MOTY HAIX ¥ KEBHU3U
Ka0 M HAPABHO IO WMHTEPHETY. 3a OPUjeHTabuiIHy MOBPII KOjOj je m3abpana
jemHa cTpaHa Ka)KeMo Ia je OpPUjeHTUCAHA.

IToBpmuHCKM MHTErpaJ Apyre BpcTe
Heka je 3amara riaTka opujeHTabmiana mospm S C R? mapamerapcku ca

r(u,v) = (r1(u,v), r2(u,v), r3(u, v)) (u,v) € D C R2,

u Heka je [ HempermaHa peaJsiHa (yHKIUja nedurucaHa Ha moBpmu S. Hera
je n(x,y,z) u3abpaHO BEKTOPCKO MOJbE JeAUHUIHUX HODMAaJa Ha moBpIm S y
omrosapajyhoj rauku. Heka je mame P = {P;|i = 1,...,n} nomena obuactu
D u S; = r(P;) moMe MHAYKOBaHA IOJeja HOBPIIM S U HEka Cy jour u3abpane
rauke (Z;,Y;, ;) € S;. ame o3HaUMMO ca «;, f;,7; YII0Be KOjeé BEKTOP HOPpMAJIe
n(x;, Yi, 2;) 3aRIANA Ca KOOPAMHATHUM ocaMa. [locMaTpajMo MHTErPAJIHE CyMe
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Jlumecu mpeTXOMHMX MHTETpPAJHUX CyMa, KaJa mapaMeTap HOMese TEKU HyJIH
(mpeunsHuje mazi=1,. »i(S;)) HA3UBA]y Ce MOBPIIMHCKAM MHTErPAJIIMA (YHKIL]je
f mo moBpumm S u o3HauaBajy ce (3a caza) PECIEKTBUHO Ca

//s f(z,y,2) cos(a(z,y, 2))dS
S st00.9 oo, s
//s f(z,y, 2) cos(v(z,y, 2))dS,

rae je a(r,y,z) yrao Koju BEKTOpD HOpMaJie n nospum S y tauku (r,y, 2) 3aK-
jlama ca & OCOM, U aHAJOTHO [ ! 7.

Kao u cBu mperxomgau TUIOB MHTErpaJia, MOBPUIMHCKA UHTET DA IPYTE BPCTE
je nuueapan (jep je cyma nuHeapHa). Kao 1 KpUBONMHU]CKU MHTErpaJl Apyre
BpPCTE 3aBUCU O OPUjEeHTalje, OMHOCHO M300POM BEKTOPa —N CBE CyM€ MEH-
jajy 3HaAK, ma caMuUM TUM W WHTerpaJ Mema 3Hak. OTymn OoH HeMa CBOjCBTA
MOHOTOHOCTH MOBPIIMHCKOT WHTErpaJjia MpBe BPCTE

Hame, mupexkTHO M3 medpuHUNMje U GOPMYyJE 3a PAUYyHAmE MOBPIIMHCKOT
UHTerpaJia IpBe BPCTE UMAMO a4 je

/ /S o) eos(atey2)as = [[fra(u o). ratu o)., o) nldude.

Y cumenujasHOM Ciyvajy, YKOJIUKO je moBpm S rpaduk ¢yHruuje, tj S =
{(z,y,2(x,y))|(x,y) € D}, nmupexraum padyHoMm (meTasme HOrICIATH Y KEHU3M),
MOKE Ce IOKa3aTu na je

//s f(z,y,2z)cos(y(z,y,2))dS = //D f(z,y, 2(z,y))dxdy,

omakse ce unrerpadn [[q f(x,y, z) cos(y(z,y, 2))dS yobuuajeno samucyje ca [[q f(x,y, z)drdy.
Cmmrano ce moxe moburu u 3a [ f(z,y, z) cos(a(x,y, 2))dS u [[g f(z,y, z) cos(B(x, y, z))dS
OlAKJTe ce MOoJa3u IO yoOWYajeHOr 3ammca HOBPIIMHCKOT HHTETPAJA APYTe

BpCTE ca

// P(z,y,z)dydz + Q(z,y, z)dzdx + R(z,y, z)dxdy,
S

rae cy P,Q, R sHenpernnne QyHrnuje neprHUCaHE HA TOBPIIA S.
Jom jemam eneraHTaH 3amyC MOBPUIMHCKOI MHTErpaJia APyre BPCTE je T3B.
BeKTOPCKU. JIMpeKTHO 13 neduHUNM]e BUIMMO Ia YKOJIUKO O3HAUNMO ca v (T, Yy, 2) =

(P($7 Y, 2)7 Q(l‘v Y, Z>7 R<33a Y, z)) na je yjemHo u
[[ P2z + Qo.y,2)dzde + Bay. dody = [[ (o.myas,
S S

rme je Opyru MHTErpaJi oaroBapajyy MOBPIIMHCKU WHTErPaJl IPBE BPCTE a

n(x,y, z) je jeMUHUYHU BEKTOP HOPMAJ. Y HOTAIUJU U3 HPETXOLHOT, KAKO je N

jeAMHUYHU BEKTOD, TO je BeroB KoOp auHaTHY 3anuc 3anpaso (cos(a(z,y, 2)), cos(B(x, y, 2)), cos(y(z, y, 2))
IIa OUPEKTHO U3 AerHUIMje T00ujaMo Ia WHTEerPaJIHE CyMe MOBPIIMHCKOT WH-

TerpaJia Apyre BPCTe IPEeICTaBJbajy UCTEe UHTErPAJHE CyMe Kao 3a IIOMEHYTHU

MOBPIIMHCKYA WHTETPAJI IPBE BPCTE.

I'pamujenT, nuBepreHmuja, poTop
Heka je u: U — R, rme je U C R3 obmnacr mudepennujabunua ¢yHKIM]jA.



I'pamujent ¢yHENUje U je BEKTOPCKO IOJBE OATO CA

Ju Ou Ou
Oz’ Oy’ 0z
YrommMKO je maTta (yHKIUja, OJHOCHO BEKTOPCKO moime, v: U — R3 v(x,y,2) =
(v1(2,y,2),v2(2, 9, 2),v3(x,y, 2)) roe je U omer obmact y R3, nueprenmuja o
v, y o3nanu divv je ¢pyHKUMIja mara ca
61)1 802 31)3
or 9y | 0z
Ha kpajy, poTop BEKTOPCKOT MOJba ¥ je BEKTOPCKO IOJhbe rotv maTo ca
(81}3 Ovy Ov;  Ovg Ovs (%1)
rotv =

gradu = (

divv =

_ (9 9 @
Yxromuko ¢popmasHo o3HaumMo ca V = (g, 39 52) W JaTH GOPMATHU M3Da3
MOCMATPaMO Ka0 BEKTOD, IPETXOAHE (GOPMYJIE Cé MOTY JIAKII 3aIUCATH Ca

gradu = Vu, dive = (V,v), rotv =V X v,

rze HocJIeqmy U3pa3 O3HauaBa BeKTOpcKu mpousson y R3. IIperxomme o3Hake
cy dopmasHe, a mpaBmiia padyHama ca BUMA Cy WUCTA KAO Ca BEKTOPUMA U
CKajJapuMa, OCHUM IITO KaJa M3pal % ymapyjemo ca oarosapajylioM Koop-
AUHATOM He MHO«kUMO Beh mudepennmpamo. OcHOBHA HpaBuia padyHama Ca
MPETXOMHUM OllepanrjaMa MOry ce HahU y KiU3u.

CrokcoBa ¢popmyna u ¢popmyda I'ayca - Ocrporpanckor
Hexka je S raarka opujerHTabuina MOBPII, OTPAHUYEHA Ca €O MO Je0 [IATKOM

kpuBoM ['. [IpermocraBumo ma ce S MoOske OUjEKTUBHO NPECIUKATUA HA CBAKY
on koopaumHATHUX paBHU. Heka cy ¢ymrumje P,Q, R HemperunHo mudepeH-
nujabunne y Heroj obaactu U, koja caapsu nospir S. Tana Basku CroxcoBa
dopmya

/ Pdx + Qdy + Rdz
r

OR aQ oP OR oQ 0P
//( z)“”(az 6x)dd+<ax ay)dd

Opujenranuja je TakBa Ja OpUIMKOM obmiacka kpuse I' moBpm S ocraje ca
JIeBe CTpAaHe.

Ilokas mpeTxoaHe jeIHAKOCTU MOe ce Hahu y KiBu3u.

IIperxonua ¢popmyna yonmrasa I'puHOBY (hOpMyIIy HA IOBPUIK KOje HUCY 0DABE3HO
canpsxkane y paBau O,y. HanMe y ToM ciydajy BeKTOp HOMpAJe je mapaJiean
BEKTODY TIpaBIa z 0Ce, Ia 3akjama yrao 7/2 ca mpeocraje ABe KOODAWHATHE
oce, OTKya IpBa ABa cabupka m3 noBprmuHCKOr uHTerpasga u3 CTokcose (hop-
MyJe Cy HyJa.

Cununo kao um kon I'puaoe dopmyie, CrokcoBa ¢opmyria je TauHa U 3a
TMOBPIIM KOj& Cy YHHja MOBPIIM KOje MOTy OWjeKTUBHO 1a Ce€ UCIPOjEeKTYjy
Ha CBe KOOpAWHATHE paBHU. Hawmme, y TOM Ciydajy MOBPIIMHCKA UHTETDAJ
ca nmecHe crpane 6uhe 30Up MOBPIIMHCKUX MHTErpaJia Mo oarorapajyhmMm me-
JIOBMMA TMOBPIIM, NOK ce KpuBoJsuHUjckn MehycobHo ckpare rao y ['puHOBO]
dbopMmynu.



Ha xpajy, kopumhemem BekTOpckor 3amnuca, CTokcoBa GopMmyia ce MOxke jel-
HOCTABHUje 3amucaTty, makie Heka je v = (P,Q,R) u n jemunudnu BeKTOD
mopmaute Ha mospin S. Tana je

/F<v,dr> = //S<n,rotv>d5.

Heka je V C R?® obmact mata ca V = {(z,y, 2)|é(x,y) < 2 < Y(z,y), (z,y) €
D}, rme je D obmacy y R? orpammuena meo mo meo raaTkoM kpusom I. Oz-
HAUMMO IaJbe

Sl : (LL', Y, ¢($>y))7 ($7y> €D
S2 : (.CE, va(ma y))v (.CE, y) €D
Sz : (z,y, 2), (z,y) €T, ¢(x,y) < z < Y(x,y),
U mera je S = 51 U Sy U Ss. Hepopmanuuje, S je nunuunap uumje cy 6ase
rpaduny GpyHEIHUja ¢ U 1) a HOBPII S3 IpeicTaB/ba OMOTAY TOI IUIMHIADA.
Osaksy obusact V HazuBaMo 2z eJIeMeHTapHOM. Y KOJIUKO je R ¢pyHkuumja medun-
ucana #Ha V Koja je HEpUEeKUIHA 3ajeqHO ca TaPIMjaJHUM M3BOIOM %—}j Tana

je
// Rdxdy = /// 6—Rdxdydz,
S 1% 52

rzae je opujentanuja onpebena cnomuom crpanom mospmu S. Ilokasz ose dop-
MyJae Moxke ce Hahu y K®u3M, a UAEjHO je camyaH nokasy [ punoBe opmyie,
OMHOCHO mobuja ce amekBaTHOM mpuMeHOM PybuHHjeBe Teopeme. AHAJIOTHO
ce meUHUITY T U Yy eJeMeHTapHe obJacTU M aHAJOTHO, 00JIACT Ha3MBAMO €JI-
€MEHTAPHOM YKOJMKO je eJeMHTapHa y OJHOCY Ha CBe TPU OcCe. 3a TakBe
obmacTy Baku

// Pdydz + Qdzdx + Rdxzdy = /// or + 9Q + OR dxdydz,
g v \O0x 0Oy Oz

re je y IPpBOM MHTErpajly y3eTa CIOJpHA CTpaHa HOBPIIM S, KOja OrpaHnYaBa
obsact V. IIperxonua gopmyia ce HazuBa dpopmyna ['ayca - OcTporpaackor.
Cununo kao I'punosa u CTokcoBa popmyia u npeTxonHa GOpMyIa Barku3a
obiacTu Koje Cy MUC]yHKTHA YHHUja eJIeMeHTapHUX obJacTu.
Y BEKTOPCKOM 3alrCy IPeTXonHa (opMyJsa ce CBOAU HA

/ /S (v, n)dS = / / /V divodadydz,

rae je kopurmheHa MCTa HOTANMUja KAao y TPETXOMTHOM TEKCTY.



