
Nadoknada iz Matematike 2b

Orijentacija ravni i povrxi
Neka je data ravan α i neka vektori u1, u2 ∈ α qine bazu date ravni,

tj. neka je jox rang[u1u2] = 2. Kazehemo da je baza (u1, u2) pozitivno ori-
jentisana, ukoilko kre�uci se od vektora u1 ka vektoru u2, onim uglom
koji je maǌi od π, idemo u smeru suprotnom od kretaǌa kazaǉke na satu.
U najjednostavnijem primeru, dakle u R2, vidimo da je uobiqajena ori-
jentacija ((1, 0), (0, 1)), odnosno kad idemo od x−ose ka y−osi, pozitivna,
jer ugao kojim se kre�emo iznosi π/2. Ukoliko se ravan α dodatno nalazi
u prostoru R3, po pravilu tri prsta, vidimo da orijentacija zapravo
samo odre�uje smer vektorskog proizvoda u1 × u2. Otuda, izborom jedne
strane ravni, odnosno jednog smera vektora normale, izabrali smo i
orijentaciju date ravni.

U sluqaju povrxi, ideja je suxtinski ista. Dakle, neka je zadata
povrx S u prostoru R3, u svakoj taqki povrxi mo�emo u tangentnom pros-
toru u toj taqki izabrati neku orijentaciju. Ukoliko je povrx S zadata
parametarski kao {r(u, v)|(u, v) ∈ D ⊂ R2}, prirodan izbor za vektore
baze tangentnih prostora su vektori ∂r

∂u i ∂r
∂v . Kao i sluqaju ravni, ori-

jentaciju u svakoj taqki x ∈ S odre�uje vektor normale i oznaqimo daǉe
sa n(x) i −n(x) dva izbora vektora normale du�ine 1. Ukoliko mo�emo
da izaberemo n(x) u svakoj taqki, tako da kre�u�i se du� proizvoǉne
zatvorene krive C, vektor n(x) se neprekidno meǌa za x ∈ C i na kraju
se vra�a u poqetni polo�aj, ka�emo da je povrx S orijentabilna ili
dvostrana, jer u datom sluqaju imamo dva izbora vektora normale. U
suprotnom ka�emo da nije orijentabilna, a primeri se mogu naci u kǌizi
kao i naravno po internetu. Za orijentabilnu povrx kojoj je izabrana
jedna strana ka�emo da je orijentisana.

Povrxinski integral druge vrste
Neka je zadata glatka orijentabilna povrx S ⊂ R3 parametarski sa

r(u, v) = (r1(u, v), r2(u, v), r3(u, v)) (u, v) ∈ D ⊂ R2,

i neka je f neprekidna realna funkcija definisana na povrxi S. Neka
je n(x, y, z) izabrano vektorsko poǉe jedinicnih normala na povrx S u
odgovaraju�oj taqki. Neka je daǉe P = {Pi|i = 1, . . . , n} podela oblasti
D i Si = r(Pi) ǌome indukovana podela povrxi S i neka su jox izabrane
taqke (xi, yi, zi) ∈ Si. Daǉe oznaqimo sa αi, βi, γi uglove koje vektor normale
n(xi, yi, zi) zaklapa sa koordinatnim osama. Posmatrajmo integralne sume

n∑
i=1

f(xi, yi, zi) cosαiµ(Si)

n∑
i=1

f(xi, yi, zi) cosβiµ(Si)

n∑
i=1

f(xi, yi, zi) cos γiµ(Si).
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Limesi prethodnih integralnih suma, kada parametar podele te�i nuli
(preciznijemaxi=1,...,nµ(Si)) nazivaju se povrxinskim integralima funkcije
f po povrxi S i oznaqavaju se (za sada) respektvino sa∫∫

S

f(x, y, z) cos(α(x, y, z))dS∫∫
S

f(x, y, z) cos(β(x, y, z))dS∫∫
S

f(x, y, z) cos(γ(x, y, z))dS,

gde je α(x, y, z) ugao koji vektor normale n povrxi S u taqki (x, y, z) zak-
lapa sa x osom, i analogno β i γ.

Kao i svi prethodni tipov integrala, povrxinski integral druge vrste
je linearan (jer je suma linearna). Kao i krivolinijski integral druge
vrste zavisi od orijentacije, odnosno izborom vektora −n sve sume men-
jaju znak, pa samim tim i integral meǌa znak. Otud on nema svojsvta
monotonosti povrxinskog integrala prve vrste

Daǉe, direktno iz definicije i formule za raqunaǌe povrxinskog
integrala prve vrste imamo da je∫∫

S

f(x, y, z) cos(α(x, y, z))dS =

∫∫
D

f(r1(u, v), r2(u, v), r3(u, v))‖n‖dudv.

U specijalnom sluqaju, ukoliko je povrx S grafik funkcije, tj S =
{(x, y, z(x, y))|(x, y) ∈ D}, direktnim raqunom (detaǉe pogledati u kǌizi),
mo�e se pokazati da je∫∫

S

f(x, y, z) cos(γ(x, y, z))dS =

∫∫
D

f(x, y, z(x, y))dxdy,

odakle se integral
∫∫

S
f(x, y, z) cos(γ(x, y, z))dS uobiqajeno zapisuje sa

∫∫
S
f(x, y, z)dxdy.

Sliqno se mo�e dobiti i za
∫∫

S
f(x, y, z) cos(α(x, y, z))dS i

∫∫
S
f(x, y, z) cos(β(x, y, z))dS

odakle se dolazi do uobiqajenog zapisa povrxinskog integrala druge
vrste sa ∫∫

S

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dzdx+R(x, y, z)dxdy,

gde su P,Q,R neprekidne funkcije definisane na povrxi S.
Jox jedan elegantan zapis povrxinskog integrala druge vrste je tzv.

vektorski. Direktno iz definicije vidimo da ukoliko oznaqimo sa v(x, y, z) =
(P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) da je ujedno i∫∫

S

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dzdx+R(x, y, z)dxdy =

∫∫
S

〈v, n〉dS,

gde je drugi integral odgovaraju�i povrxinski integral prve vrste a
n(x, y, z) je jediniqni vektor normal. U notaciji iz prethodnog, kako je n
jediniqni vektor, to je ǌegov koordinatni zapis zapravo (cos(α(x, y, z)), cos(β(x, y, z)), cos(γ(x, y, z))),
pa direktno iz definicije dobijamo da integralne sume povrxinskog in-
tegrala druge vrste predstavǉaju iste integralne sume kao za pomenuti
povrxinski integral prve vrste.

Gradijent, divergencija, rotor
Neka je u : U → R, gde je U ⊂ R3 oblast diferencijabilna funkcija.
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Gradijent funkcije u je vektorsko poǉe dato sa

gradu =

(
∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂u

∂z

)
.

Ukoliko je data funkcija, odnosno vektorsko poǉe, v : U → R3, v(x, y, z) =
(v1(x, y, z), v2(x, y, z), v3(x, y, z)) gde je U opet oblast u R3, divergencija od
v, u oznaci divv je funkcija data sa

divv =
∂v1

∂x
+
∂v2

∂y
+
∂v3

∂z
.

Na kraju, rotor vektorskog poǉa v je vektorsko poǉe rotv dato sa

rotv =

(
∂v3

∂y
− ∂v2

∂z
,
∂v1

∂z
− ∂v3

∂x
,
∂v2

∂x
− ∂v1

∂y

)
.

Ukoliko formalno oznaqimo sa ∇ = ( ∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z ) i dati formalni izraz

posmatramo kao vektor, prethodne formule se mogu lakx zapisati sa

gradu = ∇u, divv = 〈∇, v〉, rotv = ∇× v,

gde posledǌi izraz oznaqava vektorski proizvod u R3. Prethodne oznake
su formalne, a pravila raqunaǌa sa ǌima su ista kao sa vektorima i
skalarima, osim xto kada izraz ∂

∂x uparujemo sa odgovaraju�om koor-
dinatom ne mno�imo ve� diferenciramo. Osnovna pravila raqunaǌa sa
prethodnim operacijama mogu se na�i u kǌizi.

Stoksova formula i formula Gausa - Ostrogradskog
Neka je S glatka orijentabilna povrx, ograniqena sa deo po deo glatkom

krivom Γ. Pretpostavimo da se S mo�e bijektivno preslikati na svaku
od koordinatnih ravni. Neka su funkcije P,Q,R neprekidno diferen-
cijabilne u nekoj oblasti U, koja sadr�i povrx S. Tada va�i Stoksova
formula∫

Γ

Pdx+Qdy +Rdz

=

∫∫
S

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz +

(
∂P

∂Z
− ∂R

∂x

)
dzdx+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy.

Orijentacija je takva da prilikom obilaska krive Γ povrx S ostaje sa
leve strane.
Dokaz prethodne jednakosti mo�e se na�i u kǌizi.
Prethodna formula uopxtava Grinovu formulu na povrxi koje nisu obavezno
sadr�ane u ravni Oxy. Naime u tom sluqaju vektor nomrale je paralelan
vektoru pravca z ose, pa zaklapa ugao π/2 sa preostale dve koordinatne
ose, otkuda prva dva sabirka iz povrxinskog integrala iz Stoksove for-
mule su nula.
Sliqno kao i kod Grinove formule, Stoksova formula je taqna i za
povrxi koje su unija povrxi koje mogu bijektivno da se isprojektuju
na sve koordinatne ravni. Naime, u tom sluqaju povrxinski integral
sa desne strane bi�e zbir povrxinskih integrala po odgovaraju�im de-
lovima povrxi, dok se krivolinijski me�usobno skrate kao u Grinovoj
formuli.
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Na kraju, korix�eǌem vektorskog zapisa, Stoksova formula se mo�e jed-
nostavnije zapisati, dakle neka je v = (P,Q,R) i n jediniqni vektor
normale na povrx S. Tada je∫

Γ

〈v, dr〉 =

∫∫
S

〈n, rotv〉dS.

Neka je V ⊂ R3 oblast data sa V = {(x, y, z)|φ(x, y) 6 z 6 ψ(x, y), (x, y) ∈
D}, gde je D oblasu u R2 ograniqena deo po deo glatkom krivom Γ. Oz-
naqimo daǉe

S1 : (x, y, φ(x, y)), (x, y) ∈ D
S2 : (x, y, ψ(x, y)), (x, y) ∈ D

S3 : (x, y, z), (x, y) ∈ Γ, φ(x, y) 6 z 6 ψ(x, y),

I neka je S = S1 ∪ S2 ∪ S3. Neformalnije, S je cilindar qije su baze
grafici funkcija φ i ψ a povrx S3 predstavǉa omotaq tog cilindra.
Ovakvu oblast V nazivamo z elementarnom. Ukoliko je R funkcija defin-
isana na V koja je nerpekidna zajedno sa parcijalnim izvodom ∂R

∂z tada
je ∫∫

S

Rdxdy =

∫∫∫
V

∂R

∂z
dxdydz,

gde je orijentacija odre�ena spoǉnom stranom povrxi S. Dokaz ove for-
mule mo�e se na�i u kǌizi, a idejno je sliqan dokazu Grinove formule,
odnosno dobija se adekvatnom primenom Fubinijeve teoreme. Analogno
se definixu x i y elementarne oblasti i analogno, oblast nazivamo el-
ementarnom ukoliko je elemntarna u odnosu na sve tri ose. Za takve
oblasti va�i∫∫

S

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy =

∫∫∫
V

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz,

gde je u prvom integralu uzeta spoǉna strana povrxi S, koja ograniqava
oblast V. Prethodna formula se naziva formula Gausa - Ostrogradskog.

Sliqno kao Grinova i Stoksova formula i prethodna formula va�iza
oblasti koje su disjunktna unija elementarnih oblasti.

U vektorskom zapisu prethodna formula se svodi na∫∫
S

〈v, n〉dS =

∫∫∫
V

divvdxdydz,

gde je korix�ena ista notacija kao u prethodnom tekstu.


