
Metriqki prostori
Ideja uvo�eǌa metriqkih prostora je uglavnom uopxtavaǌe pojmova konvergencije, neprekidnosti i
ostalih, koje smo definisali nad skupom R, na neke opxtije situacije. Nama �e najva�nije biti uoxta-
vaǌe na vixedimenzionalni prostor Rn, qijom se analizom i bavimo u ostatku kursa. Kako izuqavaǌe
metriqkih prostora nije ciǉ ovog kursa, ne�e se pretendovati na veliku opxtost i preciznost oko
formulacija tvr�eǌa i bitnije je �e biti da se uoqi koji su pojmovi va�ni da bi analiza na nekom
skupu imala smisla.
Ukoliko posmatramo na definiciju limesa niza realnih brojeva, koja glasi

∀ε > 0∃Nn > N ⇒ |an − a| < ε,

vidimo da ukoliko bi hteli da imamo analogan pojam u prozivoǉnom prostoru, neophodna nam je funkcija
koja ima sliqna svojstva kao |x− y|. Kako znamo da ona predstavǉa rastojaǌe od tacke x do y, iz ǌenih
osnovnih svojstava imamo osnovu za slede�u definiciju.
Definicija
Neka je X proizvoǉan skup i d : X ×X → R funkcija koja ima slede�a svojstva:

1. d(x, y) > 0,
2. d(x, y) = 0 ako i samo ako je x = y,
3. d(x, y) = d(y, x),
4. d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z),

gde su x, y, z ∈ X. Tada ka�emo da je d metrika (rastojaǌe) na X, a par (X, d) nazivamo metriqki prostor.
Aksiome iz prethodne definicije oslikavaju osnovne stvari koje oqekujemo od rastojaǌa. Dakle, 1.

i 2. ka�u da je rastojaǌe nenegativan broj kao i da je nula samo na istim taqkama. Svojstvo 3. je da je
rastojaǌe simetriqno, tj. od x do y, je isto kao od y do x, dok je svojstvo 4 nejednakost trougla poznata
od ranije.

Prethodne aksiome nisu naroqito restriktivne, xto se donekle mo�e videti iz narednih primera.
Primeri
1. Kao osnovni primer je naravno skup R (ili C) sa metrikom d(x, y) = |x − y| i ovu metriku nazivamo
uobiqajena metrika na R. Sva navedena svojstva se direktno proveravaju.
2. Nama najva�niji primer je Rn. Ukoliko oznaqimo sa x i y vektore date sa (x1, . . . , xn) i (y1, . . . , yn),
rastojaǌe zadajemo sa

d2(x, y) =

√√√√ n∑
k=1

(xk − yk)2,

xto zbog Pitagorine Teoreme odgovara uobiqajenom rastojaǌu. Sva svojstva osim nejednakosti trougla
se direktno vide. Nejednakost trougla sledi iz odgovaraju�e nejednakosti Minkovskog√√√√ n∑
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koja sledi iz Koxi - Xvarcove nejednakosti( n∑
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Dokazi svih navedenih nejednakosti mogu se na�i u ud�beniku Matematiqka Analiza 1.
3. Zapravo, na prethodnom skupu Rn mo�emo na vixe naqina uvesti metriku. Jox jedan naqin je (u
notaciji iz prethodnog primera)

dp(x, y) =

( n∑
k=1

|xk − yk|p
)1/p

,

gde je p > 1. Opet, jedino problematiqno svojstvo je nejednakost trougla, koja je opet analogna odgo-
varaju�oj nejednakosti Minkovskog( n∑

k=1

|xk + yk|p
)1/p

6

( n∑
k=1

|xk|p
)1/p

+

( n∑
k=1

|yk|p
)1/p

,

koja je taqna samo u sluqaju p > 1. Tako�e, jox jedan naqin da se uvede metrika je

d∞(x, y) = max
16k6n

|xk − yk|.

Nejednakost trougla, koja je opet jedino netrivijalno svojstvo, sledi iz nejednakosti

|xk + yk| 6 |xk|+ |yk| 6 max
16k6n

|xk|+ max
16k6n

|yk|,
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gde je prva nejednakost obiqna nejednakost trougla za apsolutnu vrednost, a druga je samo |xk| 6
max16k6n |xk| i analogno za y. Samim tim broj max16k6n |xk| + max16k6n |yk|, koji vixe ne zavisi od
k, je ve�i od |xk + yk| za svako k = 1, . . . , n a samim tim i od maksimalnog. Odatle je

max
16k6n

|xk + yk| 6 max
16k6n

|xk|+ max
16k6n

|yk|,

odakle se vidi i nejednakost trougla za d∞. Mo�e se pokazati da je d∞(x, y) = limp→∞ dp(x, y), odakle je
motivacija za uvo�eǌe ove oznake.
4. Ukoliko sa C[a, b] oznaqimo skup svih funkcija f : [a, b] → R koje su neprekidne, jedan od naqina da
uvedemo metriku je

d∞(f, g) = max
a6x6b

|f(x)− g(x)|.

Prethodna definicija je korektna, jer je funkcija |f − g| neprekidna a odatle po Vajerxtrasovoj Teo-
remi dosti�e pomenuti maksimum. Dokaz svojstava iz definicije metrike je daǉe analogan prethodnom
primeru.
5. Opet na skupu C[a, b] mo�emo da uvedemo metriku i sa

dp(f, g) =

(∫ b

a

|f(x)− g(x)|pdx
)1/p

,

za p > 1. Nejednakost trougla sada sledi iz integralne nejednakost Minkovskog, xto se opet mo�e na�i
u udzbeniku. Primetimo da je ovde va�no da funkcije budu neprekidne da bi va�ilo svojstvo 2, xto se
mo�e videti i iz narednog primera
6. Izraz za prethodnu metriku ima smisla i na xirem skupu, naime ukoliko oznaqimo sa R[a, b] skup
svih funkcija koje su Riman integrabilne na [a, b] (tj. imaju skup prekida mere nula), tada je i funkcija
|f − g|p opet Riman integrabilna, tj. definisano je

dp(f, g) =

(∫ b

a

|f(x)− g(x)|pdx
)1/p

.

Nejednakost trougla je taqna i u ovom sluqaju (opet iz pomenutih nejednakosti), me�utim, svojstvo 2.
iz definicije ne va�i u ovom prostoru. Zaista, ukoliko uzmemo da je f(x) = 1 za x = a i f(x) = 0
za x ∈ (a, b], tada je f Riman integrabilna, jer ima prekid samo u a, a tako�e je f razliqita od nula
funkcije. Sa druge strane je dp(f, 0) = (

∫ b

a
f(x)pdx)1/p = 0.

7. Ukoliko je X bilo koji skup, metriku mo�emo uvesti sa

d(x, y) =

{
1, x 6= y

0, x = y.
.

U ovom sluqaju se sve aksiome direktno provere, a ova metrika se naziva diskretna metrika. Ovaj
primer je vrlo vextaqki, xto se mo�e videti i iz toga xto je ova metrika definisana na svakom skupu.
Ipak, treba ga imati u vidu jer qesto mo�e biti koristan kao kontraprimer za razna svojstva.

Notacije radi, primeri 1.-6. dolaze od specijalnijeg sluqaja. Naime, ukoliko je V vektorski prostor
(tj. prostor u kome je definisano sabiraǌe i mno�eǌe skalarom) i ako postoji preslikavaǌe ‖ · ‖ : V →
[0,+∞) koje zadovoǉava
1. ‖λx‖ = |λ|‖x‖ za svaki skalar λ i svaki vektor v,
2. ‖v‖ = 0⇒ v = 0,
3. ‖u+ v‖ 6 ‖u‖+ ‖v‖,
tada preslikavaǌe ‖·‖ nazivamo norma, a par (V, ‖·‖) normirani prostor. U svakom normiranom prostoru
je zadata metrika sa d(u, v) = ‖u−v‖. U skladu sa time, koristi�emo i oznako ‖x‖p za odgovaraju�e norme,
tj. ‖x‖p = (

∑n
j=1 |xj |p)1/p

Ukoliko imamo metriku na nekom skupu, daǉe se neki osnovni pojmovi uvode analogno kao i sluqaju
skupa R. Naime, osim eksplicitnog zapisa sa apsolutno vrednox�u, definicije limesa i neprekidnosti
smo mogli da zadamo i preko okolina. U skladu sa time imamo
Definicija Neka je (X, d) metriqki prostor, a ∈ X i r > 0. Otvorena kugla (lopta) sa centrom u a
polupreqnika r je skup

K(a; r) = {x ∈ X|d(x, a) < r}.
Sliqno, zatvorena kugla je skup

K[a; r] = {x ∈ X|d(x, a) 6 r}.
U principu, ukoliko se pomene kugla, podrazumeva se otvorena kugla.
Primeri
1. U skupu R sa uobiqajenom metrikom je K(a, r) = (a− r, a+ r).
2. U skupovima R2 i R3 sa metrikom d2 otvorene kugle su krugovi, odnosno lopte (odakle i dolazi
notacija).
3. Ukoliko posmatramo metrike dp na prostoru R2 i kugle u ǌima sa centrom u (0, 0) polupreqnika 1, u
sluqaju p = 1 imamo da je K(0; 1) = {(x1, x2) ∈ R2|d1(x, 0) = |x1| + |x2| < 1}, xto je otvorena unutraxǌost
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kvadrata sa temenima u (±1, 0) i (0,±1). Sa druge strane, u metrici d∞ imamo K(0; 1) = {(x1, x2)||x1| <
1, |x2| < 1}, xto je unutraxǌost kvadrata sa temenima (±1,±1). U ostalim metrikama kugle se ”xetaju”
izme�u ova dva krajǌa primera. Pogledati isti primer i u kǌizi.
4. Ukoliko je (X, d) prostor sa diskretnom metrikom, direktno iz definicije imamo da je

K(a; r) =

{
{a}, r 6 1

X, r > 1.

Jox neki primeri mogu se na�i u kǌizi.
Definicija Za podskup A metriqkog prostora (X, d) ka�emo da je ograniqen ukoliko postoji kugla
K(a; r) takva da je A ⊂ K(a; r).
Primetimo da je prethodna definicija saglasna definiciji ograniqenosti koju smo imali na R, (za-
date preko relacije 6). Iz definicije imamo da su sve kugle (otvorene i zatvorene) ograniqeni
skupovi. Naravno, definicija ograniqenosti zavisi od metrike. Npr. kao xto smo videli u prethod-
nom primeru, ukoliko u prostor X uvedemo diskretnu metriku, tada je ceo skup X sadr�an u bilo kojoj
kugli polupreqnika ve�eg od 1, a samim tim i ograniqen.
Definicija Za podskup U metriqkog prostora (X, d) ka�emo da je otvoren ukoliko sa svakom taqkom
koja mu pripada sadr�i i neku kuglu oko te taqke. Preciznije, U je otvoren ako va�i

x ∈ U ⇒ ∃r > 0 ∧K(x; r) ⊂ U.

Opet po analogiji sa realnim sluqajem, otvorene skupove nazivamo i okolinom neke taqke koja mu
pripada, dok kugle K(a; ε) nazivamo ε okolinom.
Primer
1. Ceo skup X kao i prazan skup ∅ su otvoreni skupovi u metriqkom prostoru (X, d). Prvo, jer je svaka
kugla definisana kao podskup od X a za prazan skup iz uobiqajenog netaqno povlaqi bilo xta je taqno.
2. Svaka otvorena kugla K(a; r) je otvoren skup. Detaǉi se mogu na�i u primeru u ud�beniku.
3. Skup A = {x|d(x, a) > r} je tako�e otvoren. Neka je x ∈ A, odnosno neka je d(x, a) > r i neka je
δ < d(x, a) − r. Poka�imo da je tada K(x, δ) ⊂ A. Zaista, ukoliko je y ∈ K(x; δ) iz nejednakosti trougla
imamo da je

d(x, a) 6 d(a, y) + d(x, y) < d(a, y) + δ,

odnosno d(a, y) > d(x, a)− δ, xto je ve�e od r, po izbora δ.
Definicija Podskup F metriqkog prostora (X, d) je zatvoren, ukoliko je ǌegov komplement X \ F
otvoren.
Primer
1. Iz prethodnog primera imamo da su skupovi X i ∅ tako�e i zatvoreni.
2. Iz tre�eg dela prethodnog primera imamo da su zatvorene kugle zatvoreni skupovi. Ovo je taqno
i za r = 0, preciznije taqka {a} je uvek zatvoren skup. Ovo je posledica druge aksiome za metriku, jer
ukoliko posmatramo skup U = X \ {a} i x ∈ U tada je d(x, a) = δ > 0, odakle kugla K(x; δ/2) ne sadr�i
taqku a, odnosno K(x; δ/2) ⊂ U.
Primetimo da otvorenost i zatvorenost nisu iskǉuqivi pojmovi (qak i kad zanemarimo oqigledan par
∅ i X). Npr, ukoliko posmatramo prostor sa diskretnom metrikom u ǌemu su taqke i otvoreni skupovi,
jer predstavǉaju kugle bilo kog polupreqnika strogo maǌeg od 1. Kasnije �emo vixe precizirati kada
dolazi do ove situacije.
Za otvorene i zatvorene skupove va�i
Teorema
Unija proizvoǉno mnogo i presek konaqno mnogo otvorenih skupova su opet otvoreni skupovi.
Presek proizvoǉno mnogo i unija konaqno mnogo zatvorenih skupova su opet zatvoreni skupovi.
Dokaz se mo�e na�i u ud�beniku.
Opet, po analogiji imamo slede�u
Definicija Neka je (X, d) metriqki prostor i A ⊂ X. Za taqku a ka�emo da je taqka nagomilavaǌa
skupa A ukoliko u svakoj okolini taqke se nalazi beskonaqno mnogo taqaka skupa A (ili, ekvivalentno
barem jedna razliqita od taqke a). Skup svih taqaka nagomilavaǌa skupa A oznaqavamo sa A′. Skup
A ∪A′ nazivamo zatvoreǌem (adherencijom) skupa A i oznaqavamo ga sa A.
Va�na karakterizacija zatvorenih skupova iskazana je u slede�oj teoremi.
Teorema Podskup F metriqkog prostora (X, d) je zatvoren ako i samo ako je F = F , odnosno ako i samo
ako sadr�i sve svoje taqke nagomilavaǌa.
Dokaz - kǌiga.
Vratimo se sada ranije definisanim metrikama dp na skupu Rn. Tada, za svako p > 1 i sve x, y ∈ Rn va�i

d∞(x, y) 6 dp(x, y) 6 n1/pd∞(x, y).
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Obe nejednakosti slede iz definicije datih metrika. Prva, kako je d∞ maksimum od izraza |xk − yk| i
on se dosti�e za neko npr. k0 za koje je 1 6 k0 6 n. Tada imamo

d∞(x, y)p = |xk0 − yk0 |p 6
n∑

k=1

|xk − yk|p,

jer smo u posledǌem koraku dodali nenegativne sabirke. Tada prva nejednakost sledi uzmaǌem p-tog
korena.
Druga navedena nejednakost sledi iz toga xto je |xk − yk| 6 max |xk − yk| = d∞(x, y), a odatle je

dp(x, y)
p =

n∑
k=1

|xk − yk|p 6
n∑

k=1

d∞(x, y)p = nd∞(x, y)p,

i opet uzmaǌem odgovaraju�eg korena dobijamo navedenu nejednakost. Ovakve metrike se nazivaju ekvi-
valentne.

Iz prethodne nejednakosti imamo da svaka kugla u Rn u metrici dp sadr�i neku kuglu u metrici d∞
i obrnuto. Zaista, ukoliko oznaqimo sa Kp kugle u metrici dp prethodnu nejednakost mo�emo tumaqiti
kao

K∞(a; r/n1/p) ⊂ Kp(a, r) ⊂ K∞(a, r).

Xto se prve inkluzije tiqe, ukoliko je x ∈ K∞(a; r/n1/p), tada je dp(x, a) 6 n1/pd∞(x, a) < n1/pr/n1/p = r.
Druga se sliqno pokazuje.

Odavde vidimo da su otvorene kugle u metrici dp otvoreni skupovi u Rn i sa metrikom d∞, a i
obrnuto, kugle u metriqkom prostoru (Rn, d∞) su otvereni skupovi u metriqkom prostoru (Rn, dp). Kako
kugle odre�uju sve otvorene skupove, odavde zapravo imamo da su otvoreni skupovi u metriqkim pros-
torima (Rn, d∞) i (Rn, dp) isti, iako su metrike razliqite.
Ukoliko je (X, d) metriqki prostor i A ⊂ X, tada restrikcija metrike d na A×A zadovoǉava sve aksiome
iz definicije metriqkog prostora (direktno se vidi da su aksiome takve da ako va�e na ve�em va�e i
na maǌem skupu). Metriqki prostor (A, d) nazivamo potprostorom metriqkog prostora (X, d).
Napomena Pojmovi otvorenosti i zatvorenosti skupova su relativni, tj. zavise od ambijentnog pros-
tora. Primera radi, skup (0, 1) nije zatvoren u metriqkom prostoru (R, d) sa uobiqajenom metrikom
d(x, y) = |x − y| (jer ne sadr�i taqke 0 i 1 koje su mu taqke nagomilavaǌa). Sa druge strane, on jeste
zatvoren u metriqkom prostoru ((0, 1), d), jer kao xto se videlo u primerima, ceo skup je uvek zatvoren
skup u sebi. Jox detaǉa pogledati i u kǌizi.

Konvergencija
Kao xto je ve� bilo reqi na poqetku. pomo�u pojma metrike, analogno kao u sluqaju realnih brojeva,
uvodimo pojam graniqne vrednosti
Definicija Za niz taqaka xn metriqkog prostora (X, d) ka�emo da konvergira ka taqki x i pixemo
limn→∞ xn = x, xn → x, ... ukoliko va�i

∀ε > 0,∃N,n > N ⇒ d(xn, x) < ε.

Prethodni zakǉuqak je ekvivalentan tome da je xn ∈ K(x; ε), pa je opet kao i u sluqaju realnih brojeva,
prethodna definicija ekvivalentna tome da za svaki otvoren skup U takav da je x ∈ U, postoji N takvo
da n > N ⇒ xn ∈ U.
Tako�e, direktno se vidi da va�i ekvivalencija xn → x⇔ d(xn, x)→ 0, gde je prva graniqna vrednost u
prostoru X a druga u prsotoru R sa uobiqajenom metrikom.
Primeri
1. Neka je xm, x ∈ Rn, odnosno xm = (xm1 , x

m
2 , . . . , x

m
n ) i x = (x1, x2, . . . , xn), posmatran sa metrikom d∞. Tada

xm → x ako i samo ako za svako k = 1, . . . , n imamo da niz koordinata xmk konvergira ka xk u uobiqajenoj
metrici. Zaista, ukoliko d∞(xm, x) → 0, to je d∞(xm, x) < ε za sve m > M, a raspisivaǌem metrike
imamo da je zapravo maxk|xmk −xk| < ε. Kako je maksimum maǌi od ε, tim pre za svako k je |xmk −xk| < ε, tj.
xmk → xk u R. Xto se drugog smera tiqe, ukoliko za svako k imamo da xmk → xk, tada za ε > 0 imamo da za
svako k postoji Mk takvo da za m > Mk va�i |xmk − xk| < ε. Ukoliko oznaqimo M = max{M1,M2, . . . ,Mn},
za m > M je tada |xmk − xk| < ε za svako k = 1, . . . , n. Samim tim i maksimum tog skupa je tada maǌi od ε.
Kako su otvoreni skupovi isti u svim metrikama dp, a kako je konvergencija nizova odre�ena samo sa
otvorenim skupovima, to zapravo imamo da

dp(xm, x)→ 0⇔ xmk → x,

odnosno konvergencija u Rn u metrici dp ekvivalentna je konvergenciji po koordinatama (koja se naziva
jox i taqka po taqka konvergencija).
2. Da situacija nije uvek tako jednostavna kao malopre mo�emo videti na primeru metriqkog prostora
C[0, 1] sa metrikom dinfty npr. na nizu funkcija fn(x) = nx

1+n2x2 . Ukoliko fiksiramo x ∈ [0, 1] (jednu
koordinatu) i pustimo da n→∞, tada imamo da nx

1+n2x2 → 0, jer je u brojiocu n a u imeniocu n2 (osim
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za x = 0, ali tada je ve� fn(0) = 0). Sa druge strane je

fn

( 1
n

)
=

n 1
n

1 + n2 1
n2

=
1

2
,

a odatle je d∞(fn, 0) = maxx |fn(x) − 0| > fn(1/n) = 1/2, xto ne te�i nuli. Dakle fn ne konvergira
ka nula funkciji u (C[a, b], d∞). Sa druge strane, kao i u prethodnom primeru se pokazuje da ukoliko
d∞(fn, f)→ 0, tada fn(x)→ f(x) za svako x.
Osnovne osobine limesa ostaju na snazi i u metriqkim prostorima, dokazi su analogni kao u sluqaju
realnih nizova, a mogu se pogledati i u kǌizi.
Teorema
1. Ako niz konvergira, graniqna vrednost je jedinstvena.
2. Konvergentan niz je ograniqen (tj. skup ǌegovih vrednosti je ograniqen skup).
Taqke nagomilavaǌa nizova se analogno definixu, kao graniqne vrednosti podnizova i analogno imamo
Stav
1. Taqka x ∈ X je taqka nagomilavaǌa niza xn ako i samo ako za svaku okolinu U taqke x i za svako N
postoji n > N takvo da je xn ∈ U.
2. Taqka x ∈ X je taqka nagomilavaǌa skupa A ⊂ X ako i samo ako postoji niz razliqitih taqaka skupa
A koji konvergira ka x.
3. Taqka x ∈ X pripada zatvoreǌu skupa A (naziva se i adherentna taqka) ako i samo ako postoji niz
taqaka skupa A koji konvergira ka x.
Svojstvo 3. direktno sledi iz toga xto taqka x pripada zatvoreǌu skupa A ako i samo ako mu ve�
pripada (u kom sluqaju mo�emo uzeti da je niz konstantan) ili mu je taqka nagomilavaǌa, kada se
svodi na 2.
Limes funkcije
Definicija Neka su (X, dX) i (Y, dY ) metriqki prostori, A ⊂ X, f : A → Y i a taqka nagomilavaǌa
skupa A. Ka�emo da je b ∈ Y limes (graniqna vrednost...) funkcije f u taqki a, ako za svaku okolinu V
taqke b postoji okolina U taqke a takva da va�i

∀x ∈ A, x ∈ U \ {a} ⇒ f(x) ∈ V.
Kao i u realnom sluqaju, imamo ekvivalentne oblike preko ε− δ definicije, tj

lim
x→

f(x) = b⇔ ∀ε > 0,∃δ > 0, 0 < dX(x, a) < δ ⇒ dY (f(x), b) < ε,

a kao i u sluqaju nizova imamo i

lim
x→

f(x) = b⇔ lim
x→a

dY (f(x), b)→ 0,

gde je drugi limes, limes realne funkcije.
Analogno realnim funkcijama imamo
Teorema Ukoliko funkcija ima graniqnu vrednost u nekoj taqki, ona je jednoznaqna.
Ukoliko funkcija ima granicnu vrednost u nekoj taqki tada postoji okolina te taqke na kojoj je funkcija
ograniqena.
I analogno va�e Hajneova Teorema i Teorema o smeni promenǉive
Teorema Neka su X i Y metriqki prostori, A ⊂ X, f : A→ Y i a ∈ A taqka nagomilavaǌa skupa A. Tada
je limx→a f(x) = b ako i samo ako za svaki niz xn ∈ A\{a} koji konvergira ka a va�i da je limn→∞ f(xn) = b
Teorema Neka su X,Y i Z metriqki prostori i neka je jox
1. B ⊂ Y i b ∈ Y taqka nagomilavaǌa skupa B, g : B → Z i limy→b g(y) = c.
2. A ⊂ X i a ∈ X t.n. skupa A, f : A → B i za svaku okolinu V taqke b postoji okolina U taqke a takva
da je f(U \ {a}) ⊂ V \ {b}.
Tada je limx→a g ◦ f(x) = c.
Primeri
1. Neka je X metriqki prostor, A ⊂ X i f : A → Rn, gde u Rn uzimamo neku od dp metrika. Tada je
f(x) = (y1, y2, . . . , yn) neka taqka n- dimenzionalnog prostora, te su definisane funkcije yk = fk(x). Za-
pravo, definisana je projekcija na k-u koordinatu πk : Rn → R sa πk((x1, . . . , xn)) = xk, a daǉe je fk = πk◦f.
Neka je xn niz koji konvergira ka a xto je taqka nagomilavaǌa skupa A. Tada je limn→∞ f(xn) = b ako i
samo ako (po primeru za konvergenciju nizova u d∞ metrici) za sve k = 1, . . . , n va�i limn→∞ fk(xn) = bk,
odnosno ukoliko je limx→a fk(x) = bk. Dakle, ukoliko je kodomen funkcije Rn, konvergenciju svodimo na
konvergenciju koordinatnih funkcija, koje su jednostavnije (kodomen im je R).
2. Sa druge strane, ukoliko je A ⊂ Rn i f : A → Y (ovakve funkcije nazivamo funkcijama vixe re-
alnih promenǉivih) situacija nije direktna kao u prethodnom primeru. Npr. posmatrajmo funkciju
f(x, y) : R2 \(0, 0) 7→ R : xy

x2+y2 , i ǌenu graniqnu vrednost u (0, 0). Ukoliko je posmatramo samo kao funkciju
od y, tj. ukoliko fiksiramo x, imamo da je f(0, y) = 0, pa je samim tim limes ove funkcije nula, a isto
se dexava i ako prvo fiksiramo y pa x. Ovakvi limesi se nazivaju ponovǉeni limesi i oznaqavamo ih
sa limy→0 limx→0 f(x, y) = 0 u ovom sluqaju. Sa druge strane, limes funkcije u smislu definicije limesa
ne postoji. Primera radi, ukoliko uzmemo nizove xn = (1/n, 0) i yn = (1/n, 1/n), tada f(xn) = 0→ 0, dok
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je f(yn) = 1/2, xto ne te�i nuli.

Kompletnost
Opet po analogiji iz realnog sluqaja uvodimo pojam Koxijevog niza.
Definicija Neka je (X, d) metriqki prostor i xn niz taqaka iz X. Za xn ka�emo da je Koxijev ukoliko
za svako ε > 0 postoji N, takvo da za m,n > N va�i d(xm, xn) < ε.
Teorema 1. Svaki konvergentan niz je Koxijev.
2. Svaki Koxijev niz je ograniqen.
3. Ako Koxijev niz ima konvergentan podniz tada i on sam konvergira.
Dokaz se mo�e na�i u kǌizi, a idejno je isti kao i u realnom sluqaju.
Definicija Za metriqki prostor X ka�emo da je kompletan ukoliko u ǌemu svaki Koxijev niz kon-
vergira.
Primeri
1. R je kompletan, xto je pokazano ranije.
2. Q posmatran kao potprostor od R nije kompletan. Npr. niz (1 + 1/n)n je niz racionalnih brojeva
koji konvergira ka e xto nije racionalan broj. Samim tim taj niz ne konvergira u Q.
3. Rn je kompletan u svakoj metrici dp. Zaista, neka je xm Koxijev niz u Rn, tj dp(xm1 , xm2) < ε, za sve
m1,m2 > M. Ako niz opet raspixemo po koordinata, tj. ako je xm = (xm1 , x

m
2 , . . . , x

m
n ), za svako fiksirano

k = 1, . . . , n imamo

|xm1

k − xm2

k |
p 6

n∑
j=1

|xm1
j − xm2

j |
p = dpp(xm1

, xm2
) < εp,

odnosno uzimaǌem p-og korena, imamo da je niz xmk koxijev u R odakle konvergira. Samim tim po
prethodnom, kako svaki niz koordinata konvergira, imamo i da niz xm konvergira u Rn.

4. Ukoliko u prostor C[a, b] uvedemo neku od integralnih metrika, npr. d(f, g) =
∫ b

a
|f − g|dx, on nije

kompletan. Primer je na C[−1, 1] i mo�e se uzeti

fn(x) =


−1, x ∈ [−1,−1/n]
nx, x ∈ [−1/n, 1/n]
1, x ∈ [1/n, 1]

Tada je fn Koxijev, jer, mo�e videti da je |fn(x)| 6 1, a za n,m > N funkcije fn i fm se razlikuju najvixe
na intervalu [−1/N, 1/N ]. Odatle je d(fn, fm) 6

∫ 1/N

−1/N |fn − fm|dx 6
∫ 1/N

−1/N 2dx = 4/N, xto te�i nuli. Sa
druge strane ako bi postojalo f koja je neprekidna na [−1, 1] takva da d(fn, f)→ 0, tada bi f morala da
bude jednaka −1 na intervalu [−1, 0). Zaista, ukoliko uzmemo x ∈ [−1, 0) i ako bi f(x) 6= −1, za dovoǉno
veliko N bi x ∈ [−1.−1/n] za sve n > N. Tada bi d(fn, f) =

∫ 1

−1 |fn−f |dx >
∫ −1/N
−1 |fn−f |dx =

∫ −1/N
−1 |−1−f |dx,

jer je fn jednaka −1 na datom intervalu. Kako je podintegralna funkcija neprekidna i barem u jednoj
taqki x nije jednaka nuli, po svojstvima integrala imamo da je

∫ −1/N
−1 | − 1 − f |dx = c > 0. Odatle bi

imali da d(fn, f) ne te�i nuli. Dakle f mora biti jednaka −1 na [−1, 0) a sliqno mora biti jednaka 1
na (0, 1], xto je u kontradikciji sa neprekidnox�u f. Dakle, ovaj prostor nije kompletan. Sliqno se
dexava i u ostalim integralnim metrikama.
Sa druge strane, isti prostor sa metrikom d∞ jeste kompletan, ali to je tematika kojom se ne�emo
baviti na ovom kursu.
Naravno, va�i i Koxijev princip egzistencije limesa za funkcije i on se analogno formulixe i
pokazuje.
Va�nost kompletnih prostora za sada pokazujemo jednom Teoremom, koja �e nam biti bitna kasnije i
jedan je od osnovnih rezultata teorije. ǋen dokaz pogledati u kǌizi
Banahova Teorema o nepokretnoj taqki
Neka je (X, d) kompletan metriqki prostor i f : X → X funkcija za koju postoji broj q ∈ (0, 1) takav da
je d(f(x), f(y)) 6 q · d(x, y). Tada postoji jedinstveno x ∈ X za koje je f(x) = x.
Jedinstveno x iz formulacije se naziva nepokretna taqka funkcije f, odakle je i naziv Teoreme.

Neprekidnost
Sa definicijom pojma graniqne vrednosti, direktno kao i ranije, mo�emo daǉe uvesti pojam neprekid-
nosti.
Definicija
Neka su X i Y metriqki prostori i f : X → Y. Za funkciju f ka�emo da je neprekidna u taqki a ∈ X,
ako za svaku okolinu V taqke f(a) postoji okolina U taqke a takva da je f(U) ⊂ V.
Naravno imamo analognu ε− δ definiciju

∀ε > 0,∃δ > 0, d(x, a) < δ ⇒ d(f(x), f(a)) < ε.
6



Kao i u realnom sluqaju, razlika pojma neprekidnosti i postojaǌa graniqne vrednosti je u tome xto
a ne mora biti taqka nagomilavaǌa domena funkcije, dok sa druge strane f mora biti definisana u
taqki a. Uz te dodatne pretpostavke, imamo analogno
Teorema Neka je f : X → Y i neka je a ∈ X taqka nagomilavaǌa skupa X. Tada su slede�a tvr�eǌa
ekvivalentna:
1. Funkcija f je neprekidna u taqki a.
2. lim

x→a
f(x) = f(a).

3. Za svaki niz xn ∈ X, takav da xn → x, va�i f(xn)→ f(x).
Primeri
1. Primetimo da su prethodno definisane funkcije πk : Rn → R date sa πk(x) = xk neprekidne, jer kao
xto smo ve� koristili imamo da za svako p > 1 va�i

|πk(x)− πk(y)| = |xk − yk| 6
( n∑

j=1

|xj − yj |p
)1/p

= dp(x, y).

Odatle, kao i kod Lipxicovih funkcija u realnom sluqaju, ukoliko za ε > 0 uzmemo da je δ = ε dobijamo
da je

|πk(x)− πk(a)| 6 dp(x, a) < δ = ε,

t.j πk(x)→ πk(a).
2. Ukoliko je X metriqki prostor i ako posmatramo funkciju f : X → Rn, tada iz prethodnog primera,
ukoliko je f neprekidna bi�e neprekidne i funkcije fk = πk ◦ f : X → R, kao kompozicije neprekidnih
funkcija (precizno �emo formulisati kasnije). Sa druge strane, iz odgovaraju�eg primera kod kon-
vergencije nizova vidimo da va�i i obrnuto, naime ukoliko su funkcije fk neprekidne u taqki a, t.j. da
fk(x) → f(a), tada �e i f(x) da konvergira ka f(a). Dakle, ovakva funkcija f je neprekidna ako i samo
ako su funkcije fk neprekidne.
Opet, osnovna svojstva neprekidnih funkcija su analogna kao u realnom sluqaju, samo adekvatno refor-
mulisana.
Stav Ako je funkcija f : X → Y neprekidna u taqki a ∈ X, tada postoji okolina U taqke a na kojoj je f
ograniqen, tj. skup vrednosti f(U) je ograniqen skup u Y.
Stav Neka su funkcije f : X → Y i g : Y → Z neprekidne u a ∈ X i f(a) ∈ Y respektivno. Tada je
funkcija g ◦ f neprekidna u a ∈ X.
Prethodno tvr�eǌe je samo reformulacija Teoreme o smeni promenǉive.
Iz ranije poznatih svojstava limesa realnih brojeva i prethodnih tvr�eǌa daǉe imamo
Stav Neka su f, g : X → Rn neprekidne u taqki a ∈ X i α : X → R isto neprekidna u a. Tada su funkcije
f + g, αf, ‖f‖p neprekidne u taqki a.
Umesto dokaza, poka�imo da je norma uvek neprekidno preslikavaǌe. Iz nejednakosti trougla imamo
da za x, y ∈ Rn va�i ∣∣∣∣x∣∣∣∣

p
=
∣∣∣∣x− y + y

∣∣∣∣
p
6
∣∣∣∣x− y∣∣∣∣

p
+
∣∣∣∣y∣∣∣∣

p
,

tj. ‖x‖p − ‖y‖p 6 ‖x− y‖p. Zamenom x i y dobijamo i ‖y‖p − ‖x‖p 6 ‖x− y‖p, odakle sledi i |‖x‖p − ‖y‖p| 6
‖x − y‖p. Odavde sledi da je norma neprekidna, potpuno analogno kao xto je u prethodnom primeru
sledilo da je projekcija neprekidna funkcija.
Stav Neka je X metriqki prostor i f, g : X → R neprekidne u taqki a. Tada su i funkcije f · g i f/g
neprekdne u a (druga ako je g(a) 6= 0).
Za neka daǉa svojstva neprekidnosti, posmatra�emo funkcije koje su neprekidne na skupu, tj. u svakoj
taqki metriqkog prostora X. Za poqetak imamo jednu va�nu karakterizaciju tog sluqaja
Teorema Neka su X i Y metriqki prostori i f : X → Y. Tada su slede�a tvr�eǌa ekvivalentna:
1. f je neprekidna na X.
2. Za svaki otvoren skup U ⊂ Y je skup f−1(U) tako�e otvoren.
3. Za svaki zatvoren skup F ⊂ Y je skup f−1(F ) tako�e zatvoren.
Dokaz pogledati u kǌizi.

Kompaktnost
Primetimo da za neka finija svojstva neprekidnih funkcija, koja su iskazana u teoremama Vajerx-
trasa, Koxi - Bolcana i Kantora, osim neprekidnosti, va�no je i kakav je skup na kome posmatramo
datu funkciju, konkretno va�no je da li je funkcija definisana na intervalu ili segmentu itd. Da bi
dobili analogije tih teorema u Metriqkim prostorima, neophodno je daǉe uvesti neka finija svojstva
samih prostora. Otuda
Definicija Neka je X metriqki prostor i A ⊂ X. Za skup A ka�emo da je kompaktan ukoliko se iz
svakog pokrivaǌa A otvorenim skupovima mo�e izdvojiti konaqan potpokrivaq.
Preciznije, ukoliko su Ui, za i ∈ I, otvoreni skupovi, takvi da je A ⊂ ∪iUi, tada postojie Ui1 , . . . , Uik ,
takvi da je A ⊂ ∪kj=1Uij .
Primeri
1. Osnovni primer kompaktnog skupa je segment [a, b], xto je samo reformulacija Borel - Lebegove leme.
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2. n- dimenzionalni segment I = [a1, b1]× [a2, b2]× . . .× [an, bn] je kompaktan podskup od Rn. Dokaz se mo�e
pogledati u kǌizi, a nakon xto pro�emo kroz osnovna svojstva kompaktnih skupova, vide�emo jox jedan
naqin da to poka�emo.
Iako smo kompaktnost definisali relativno, ona zapravo ne zavisi od ambijentnog prostora. Pre-
ciznije
Stav Podskup A metriqkog prostora (X, d) je kompaktan ako i samo ako je kompaktan u sebi, tj. met-
riqkom prostoru (A, d).
Dokaz Umesto formalnog dokaza, primetimo da je kugla u metriqkom prostoru A zapravo presek kugle
istog polupreqnika i centra u prostoru X sa A. Preciznije

KA(a; r) = {x ∈ A|d(x, a) < r} = {x ∈ X|d(x, a) < r} ∩A = KX(x; r) ∩A.

Kako su otvoreni skupovi zapravo unije kugli, iz prethodnog se vidi da je tada svaki otvoren skup u
A zapravo presek otvorenog skupa u X sa skupom A, tj.

UA je otvoren u (A, d)⇔ UA = A ∩ UX , UX je otvoren u (X, d).

Odavde vidimo da ako imamo familiju otvorenih skupova koja pokriva metriqki prostor (A, d) je isto
kao da imamo familiju otvorenih skupova u X koja pokriva podskup A. Odatle i sledi zakǉuqak stava.
Neka osnovna svojstva kompaktnih skupova su
Stav
1. Kompaktan podskup metriqkog prostora je zatvoren.
2. Kompaktan podskup metriqkog prostora je ograniqen.
3. Zatvoren podskup kompaktnog metriqkog prostora je kompaktan.
Dokaz Dokaza�emo samo 2, ostalo se mo�e na�i u kǌizi. Neka je dakle A kompaktan podskup metriqkog
prostora X. Ukoliko on ne bi bio ograniqen, tada on ne bi bio sadr�an ni u jednos kugli, a odatle
za neko a ∈ X ni za jedno n ∈ N ne bi va�ilo A ⊂ K(a;n). Sa druge strane je X = ∪n∈NK(a;n), jer je
svaka taqka iz X na konaqnom rastojaǌu od taqke a, a onda je to rastojaǌe maǌe od nekog prirodnog
broja. Tim pre je A ⊂ ∪n∈NK(a;n), a onda zbog kompaktnosti se mo�e izvu�i konaqan potpokrivaq, tj.
A ⊂ ∪Nk=1K(a;nk) = K(a;nN ), jer je indeks nN najve�i, te samim tim su sve prethodne kugle sadr�ane un-
joj jer ona ima najv�i polupreqnik a sve imaju isti centar. Me�utim, to bi znaqilo da je A ograniqen,
xto je kontradikcija.
Svojstva 1. i 2. nisu dovoǉna da bi neko podskup bio kompaktan (npr. u prostoru sa diskretnom
metrikom su svi podskupovi zatvoreni i ograniqeni, a kompaktni su samokonaqni), ali u nama najva�-
nijem sluqaju va�i
Stav Podskup A prostora (Rn, dp) je kompaktan ako i samo ako je zatvoren i ograniqen.
Jedan smer je taqan u svakom metriqkom prostoru. Sa druge strane, ukoliko je A ograniqen, on je
sadrzahn u nekom n- dimenzionalnom segmentu I, a poxto je zatvoren u Rn bi�e zatvoren i u prostoru
(I, dp) (zapravo, analogno otvorenim skupovima, ukoliko je A potprostor od X, tada je FA zatvoren u
A ako i samo ako je FA = A ∩ FX , gde je FX zatvoren u X). Sve u svemu odatle je A zatvoren podskup
komapktnog skupa, qime je i sam kompaktan po prethodnom stavu.
Prethodni rezultat ne zavisi od metrike dp, xto je i oqekivano. Komapktnost je formulisana samo u
terminima otvorenih skupova, koji su isti u svim metrikama dp, odakle smo i oqekivali da su u svim
tim metrikama isti i komapktni skupovi.
Va�no svojstvo komapktnih skupova je slede�e
Stav Neka je X komapktan metriqki prostor. Tada:
1. Svaki ǌegov beskonaqan podskup ima taqku nagomilavaǌa.
2. Svaki ǌegov niz ima taqku nagomilavaǌa.
Da su 1. i 2. ekvivalentni pokazuje se analogno realnom sluqaju. Tako�e, dokaz celog stava se mo�e
na�i u kǌizi. Sa druge strane, va�i i obrnuto, xto �emo koristiti bez dokaza, da je metriqki prostor
komapktan ako i samo ako svaki niz ima taqku nagomilavaǌa (ili ti konvergentan podniz).
Iz toga lako mo�emo pokazati da je n-dimenzionalni segment I = [a1, b1]× [a2, b2]× . . .× [an, bn] kompaktan.
Zaista, uzmimo proizvoǉan niz xm ∈ I i raspiximo ga koordinatno xm = (xm1 , x

m
2 , . . . , x

m
n ). Tada je niz

xm1 sadr�an u [a1, b1] te ima konvergentan podniz xmk
1 po Bolcano-Vajerxtrasovoj lemi. Ako sada posma-

tramo niz xmk
znamo da ǌemu prva koordinata konvergira, dok se ǌegove druge koordinate xmk

2 nalaze u
segmentu [a2, b2], pa opet po istoj Teoremi taj niz ima konvergentan podniz. Nastavkom postupka, posle
n koraka dobijamo podniz qije sve koordinate konvergiraju, odnosno i on sam konvergira.
Va�no svojstvo neprekidnih funkcija je da quvaju kompaktne podskupove.
Teorema Neprekidna slika kompaktnok skupa je komapktan skup. Preciznije, ukoliko je f : X → Y
neprekidna funkcija i A ⊂ X kompaktan, tada je i f(A) kompaktan podskup od Y.
Dokaz pogledati u kǌizi.
Prethodna Teorema je u suxtini varijanta Vajerxtrasove Teoreme. Zaista kako je f(A) zatvoren i
ograniqen, u sluqaju je Y = R, kako supremum i infimum uvek pripadaju zatvoreǌu, to oni moraju
pripadati i slici f(A), odnosno f dosti�e maksimum i minimum na kompaktnom skupu.
Ravnomerna neprekidnost
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Sliqno realnom sluqaju, definixemo i
Definicija Neka su (X, dX) i (Y, dY ) metriqki prostori. Za funkciju f : X → Y ka�emo da je ravnomerno
neprekidna ukoliko za svako ε > 0 postoji δ > 0 takvo da

(x1, x2 ∈ X)dX(x1, x2) < δ ⇒ dY (f(x1), f(x2)) < ε.

Motivacija je ista kao u realnom sluqaju, dakle da izbor δ ne zavisi od taqke do taqke, kao xto je tako
u sluqaju obiqne neprekidnosti. Va�i analogija Kantorove Teoreme
Teorema Neka je X kompaktan metriqki prostor i f : X → Y neprekidna funkcija. Tada je f ravnomerno
neprekidna.
Dokaz Dokaz je isti kao u realnom sluqaju, pa prolazimo samo kroz osnovne crte. Pretpostavimo
suprotno, da postoji ε takvo da za svako δ postoje x1, x2 takvi da je d(x1, x2) < δ i d(f(x1), f(x2)) > ε.
Ukoliko biramo δ = 1/n imamo nizove xn1 i xn2 za koje va�i prethodno. Kako je X kompaktan, to niz
xn1 ima konvergentan podniz xnk

1 → x a kako je d(xnk
1 , xnk

2 ) < 1/n, to i xnk
2 konvergira ka x, ali to je

kontradikcija sa neprekidnox�u f u x.

Povezanost

Ukoliko se sada vratimo na Koxi - Bolcanovu Teoremu, vidimo da je za ǌenu formulaciju bitno da
domen funkcije nema prekid, preciznije da ako sadr�i dve taqke, sadr�i i sve taqke izme�u ǌih. Svo-
jstvo koje je iza toga nazivamo povezanost. Preciznije
Definicija Za metriqki prostor X ka�emo da je npovezan ukoliko postoje neprazni, disjunktni otvoreni
skupovi U, V ⊂ X, takvi da je U ∪ V = X. Ukoliko takvi skupovi ne postoje, za prostor X ka�emo da je
povezan.
Ukoliko postoje skupovi U i V iz definicije nepovezanosti, ka�emo jox i da oni qine diskoneksiju
prostora X.
Primeri:
1. Primetimo da ukoliko imamo A ⊂ R takav da postoje x, y ∈ A i a /∈ A za koje je x < a < y, tada A
nije povezan. Zaista, skupovi U = (−∞, a) ∩ A i V = (a,+∞) ∩ A su neprazni (jednom pripada barem x
drugom barem y), otvoreni (jer je (−∞, a) otvoren u R, odakle je (−∞, a)∩A otvoren u A i sliqno za V ),
disjunktni i u uniji qine ceo skup A. Odavde vidimo da je podskup A od R povezan ako i samo ako va�i
x, y ∈ A⇒ [x, y] ⊂ A, a mo�e se pokazati da su jedini skupovi koji to zadovoǉavaju intervali (otvoreni,
zatvoreni i poluotvoreni sa obe strane), xto �emo nadaǉe uzeti da je poznato.
2. Primetimo da je bilo koji prostor sa diskretnom metrikom nepovezan (ukoliko sadr�i barem dve
taqke). To sledi iz prethodno prime�enog da su u ǌemu taqke i otvoreni i zatvoreni skupovi. Speci-
jalno, skup D = {0, 1} ⊂ R sa uobiqajenom metrikom nije povezan.
Povezanost mo�e ekvivalentno da se reformulixe na nekoliko naqina, preciznije va�i
Stav Slede�a svojstva metriqkog prostora su ekvivalentna:
1. X je povezan.
2. X ne mo�e da se predstavi kao unija dva disjunktna neprazna zatvorena podskupa.
3. ∅ i X su jedini istovremeno otvoreni i zatvoreni podskupovi od X.
4. Ne postoji neprekidno surjektivno preslikavaǌe f : X → D, gde je D metriqki prostor iz prethodnog
primera.
Svojstva 1-3 se direktno proveravaju. Ukoliko skupovi U i V qine diskoneksiju, kako su disjunktni
i unija im je ceo prostor, to mora biti U c = V i V c = U. Odatle su oni i zatvoreni, odakle imamo
ekvivalenciju 1 i 2. Daǉe ako postoji skup koji je otvoren i zatvoren istovremeno, tada je i ǌegov
komplement otvoren i zatvoren istovremeno, te opet oni qine diskoneksiju. Za vixe detaǉa, kao i
ekvivalenciju 4. sa ostalima, pogledati kǌigu.
Jox jedan prirodan naqin definisaǌa povezanosti je slede�i.
Definicija Za metriqki prostor X ka�emo da je putno povezan ukoliko za svake dve taqke x, y ∈ X
postoji neprekidno preslikavaǌe γ : [0, 1]→ X, takvo da je γ(0) = x i γ(1) = y.
Va�i implikacija da je svaki putno povezan prostor ujedno i povezan. Dokaz, se mo�e pogledati u
kǌizi. Obrnuto ne mora da va�i, ali u ve�ini razumnih prostora jeste taqno da ako je X povezan
tada je i putno povezan. Nama od va�nosti je da je to taqno za otvorene podskupove od Rn, xto ne�emo
dokazivati.
Neprekidna preslikavaǌa quvaju povezanost skupova, xto je i inaqe najbitnije za dokaz da putna
povezanost povlaqi obiqnu povezanost. Preciznije va�i
Teorema Neka je f : X → Y neprekidna funkcija i X povezan prostor. Tada je i f(X) povezan.
Dokaz se svodi na to da ukoliko imamo diskoneksiju skupa f(X), tada �e inverzne slike skupova koji
qine diskoneksiju qiniti diskoneksiju od X. Detaǉi se naravno mogu na�i u kǌizi.
Prethodna Teorema predstavǉa neku analogiju Koxi Bolcanove Teoreme. Zapravo kombinuju�i prethodnu
teoremu sa odgovaraju�im svojstvom kompaktnosti dobijamo
Stav Neka je X kompaktan i povezan metriqki prostor i f : X → R neprekidna funkcija. Tada je
f(X) = [m,M ], gde je m minimum a M maksimum funkcije f.
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Zaista, kako je X povezan, to je i f(X) povezan a odatle mora da bude interval. Daǉe, f(X) je kompaktan,
a jedini kompaktni intervali su segmenti [a, b]. Odatle i sledi zakǉuqak.
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