MeTtpuuku mpocropu

Wneja yBobewma MeTpMYKMX MPOCTOPA je YIrIaBHOM YOIIITABAKE MOjMOBA KOHBEPIEHIWje, HEMPEKUIHOCTU U
OCTaJINX, KOje cMO nepuHMUCAIN Had ckynoM R, Ha Heke onmruje curyanuje. Hama he majBaskuuje 6utum yomrra-
Bame HA BUIIeIrMeH3MOHaJJHU npoctop R, umjom ce aHamm3oMm m 6aBUMO y OCTATKy Kypca. Kako msyuaBame
METPUYKUX IPOCTOPA HUje Iuib OBOT Kypca, Hehe ce mpeTeHIOBATH HA BEJUKY OIIITOCT U IPEIU3HOCT OKO
dopmynanuja tBphema u OutHuje je hie Gutm ma ce youm KOju Cy IMOJMOBM BayKHM Oa OuM aHAJIMW3a HA HEKOM
CKYIy MMaJja CMUCJIA.

YKOJIMKO mOoCMaTpaMoO Ha He)UHUIM]Y JIMMeca HU3a PeaJHUX OpojeBa, Koja riacu

Ve > 03Nn > N = |a, —a| < g,

BUIMMO [a YKOJUKO OU XTeJIV Aa MMaMO aHAJOraH II0jaM y IPO3UBOJFHOM IIPOCTOPY, HEOIXOHA HAM je (YVHKIH]ja
KOja MMa CIWYHA CBOjCTBa Kao |z — y|. Kako 3HaMO ma oHa mpencraBiba pacTojame O TAalKe T N0 Y, U3 HEeHUX
OCHOBHUX CBOjCTaBa MMaMO OCHOBY 3a cienehy medpuHunmjy.

JHepuuaunuja
Heka je X nmpoussBoman ckyn u d: X X X — R ¢ynrnuja roja nma ciemeha cBojcra:
. d(z,y) =0,

1
2. d(xz,y) =0 ako u camo ako je x =y,
3. d(z,y) = d(y, z),
4. d(z, z) < d(z,y) +d(y, 2),
rae ¢y z,y, z € X. Tana raxkemo na je d merpuka (pacrojame) Ha X, a nap (X, d) HA3UBAMO METPUYKM IIPOCTOP.
Axkcmome m3 mperxonHe neUHUIMjEe OCIUKABAjYy OCHOBHE CTBAPU KOje OUEKyjeMO on pacrojama. [lakime, 1.
7 2. KKy Ia je pacTojame HeHeraTUBaH OPOj Kao U naa je Hyjaa caMo Ha mctuM Taukama. CBojcTBO 3. je ma je
pacrojame CUMETPUYHO, Tj. OX & IO Y, jeé UCTO Kao OX Y MO T, IOK je CBOjCTBO 4 HejeqHAKOCT TPOYTJIa IMO3HATA
ol paHwHje.
I[Iperxomue akcuoMe HUCY HAPOUYMUTO PECTPUKTUBHE, IITO CE HOHEKJE MOKe BUIETU U3 HAPEIHUX IPUMEPA.
ITpumepu
1. Kao ocuosuu npumep je mapasao ckyn R (unu C) ca merpurom d(z,y) = | — y| 1 0By MeTpury Ha3uBaMoO
yobuuajena merpuka Ha R. CBa HaBeneHa CBOjCTBA Ce OQUPEKTHO MPOBEPABA]Y.
2. Hawma majBaskuju npumep je R™. YKoauko o3HAUMMO ca T U Y BeKTOpe mare ca (T1,...,Tn) U (Y1,.-.,Yn),
pacTojame 3amajemMo ca

dQ(x’ y) =

mro 360r [Turaropune Teopeme onrosapa yobuuajenom pacrojamy. CBa CBOjCTBa OCUM HejeTHAKOCTU TPOYTJIa
ce muperTHO Bume. HejemmakocT Tpoyria ciemu u3 oarosapajyhe mejensaroct MUHKOBCKOT

n

S tuR)? < (| Dt | D vk
k=1 k=1

k=1
koja ciemu u3 Komwu - [IIBaprose HejemnarocTu
n 2
(Soen) < (3at) (z i)
k=1 k=1

Iloka3u CBUX HABeNEHUX HejeqHakocTu Mory ce nahu y ymrbenury Marematuuka Amamuza 1.
3. 3ampaBo, Ha IpeTXOmHOM CKymy R” MOkeMO Ha BUIIE HAUMHA YBECTU MeTpUKy. Jom jeman Hauud je (y
HOTAIWjU 13 IPETXOAHOr IPUMEDPA)

n 1/p
dy(,y) = (Zm yk) |

k=1
rae je p > 1. Omer, jequHo mpobIEMaTUYHO CBOJCTBO je HEjeTHAKOCT TPOYIJa, KOja je OleT aHAJOTHA OArO-
Bapajyhoj mejemraxkoctr MUHKOBCKOT

n 1/p n 1/p n 1/p
(z s + y) < (z |zk|p) " (z |yk|p) ,
k=1 k=1 k=1
Koja je TaunHa caMo y ciaydajy p > 1. Takobe, jom jemanm mauumn ma ce yBeme METPUKA je
doo(xa y) = lrgnl?é(n |xk - yk|

HejennakocT Tpoyria, Koja je omeT jeIMHO HETPUBUjAJIHO CBOjCTBO, CJIEAN U3 HEjeTHAKOCTU

|z + | < |zk] + Jys| < max. || + max k|,



rie je mpBa HejeqHAKOCT OOWYHA HEjeIHAKOCT TPOYTJa 34 AlCOJNyTHY BPENHOCT, & apyra je camo |rj| <
maxi<k<n |Tx| ¥ amamzorso 3a y. CamMuMm TUM Opoj Maxig<k<n [Tk + Maxi<k<n |Yk|, KOju Bume He 3aBUCH Of
k, je Behu on |xg + yi| 3a cBako k = 1,...,n a camum tum u on Makcumasaor. Onatie je

max |z + yr| < max |zk| + max |ykl,

1<k<n 1<k<n 1<k<n
OZaKJIE Ce BUOU U HejeIHAKOCT TPOYIia 3a doo. Moke ce morazatu na je doo(z,y) = lim, oo dp(x,y), onakie je
MOTHBaIMja 3a yBoheme OBe O3HaKe.
4. Yromuro ca Cfa,b] o3maummo ckym ceux ¢pymrmuja f: [a,b] = R Koje cy HempermmHe, jeman o1 HAYMHA 14
YyBEIEMO METPUKY je

doo(f,9) = max [f(x) —g()].

IIperxomua mepuaummja je KOpPEKTHA, jep je dpyHrumja |f — g| Henpekuana a omarie mo Bajepmrpacosoj Teo-
peMu DoCTm:Ke MOMeHyTu MakcuMmyM. Jloka3 cBOjcTaBa M3 HepUHUNMjE METPUKE je Hajhbe AHAJOraH IPETXOITHOM
npuMmepy.

5. Omer na ckyny Cfa,b] MokeMO ma yBemIeMO METPUKY U Ca

a0~ ([ 1) - g(o)ld ) "

3a p > 1. HejequakocTt Tpoyria cana cieQu U3 UHTErPAJIHE HejeJHAKOCT MUHKOBCKOT, IITO Ce OmeT Moyke Hahm
y yn36enury. Ilpumerumo na je oBme BaskHO na (yHEIUje Oyay HENpEKUOHE Ha OM BAKUIIO CBOjCTBO 2, IMITO CE
MOJK€ BUAETU U U3 HAPETHOT IpUMepa

6. Vspas 3a mpeTXOIHYy METPUKY MMa CMUCJIA W Ha MIMPEM CKyIly, HAUMe YKOJIUWKO O3HaumMo ca R[a,b] crym
cBUX (yHEUUja Koje cy Puman unTerpabuine Ha [a,b] (Tj. uMajy CKym mpekuma Mepe Hysa), Tana je u pyHKnuja
|f — g|P omer Puman unrerpabunua, Tj. meuHUCAHO je

o= ([ ) - slo)ds ) "

HejenuarocT Tpoyria je TaudHa 1 y OBOM Ciydajy (OmeT u3 IOMEHYTHX HejexHakocTu), Mehyrum, cBojcTBO 2.
13 mepUHUNM]e HE BAKU y OBOM IPOCTOPY. 3amcTa, yKOJUKO y3meMmo nma je f(x) = 13a x =amu f(z) =0
3a x € (a,b], Tana je f Puman maTerpabumnna, jep mMa OPeKUI caMo y a, a Takohe je f pasnamumra om Hyza
¢pyurmuje. Ca mpyre crpane je d,(f,0) = (f: f(z)Pdx)t/P = 0.

7. Yronuro je X OUIO KOjU CKYI, METPUKY MOKEMO YBECTHU Ca

Lz#y

d(x,y) = 02—y

Y oBOM ciyuajy ce CBe aKCMOME€ OWPEKTHO MPOBEpE, a OBa METPUKA Ce HA3WBa OUCKpeTHa MeTpuka. OBaj

IpUMep je BPJIO BEIITAUKU, IITO CE MOYKE BUAETU U U3 TOTA IITO jé OBAa METPUKA Me(PUHUCAHA HA CBAKOM CKYILY.

Wnak, Tpeba ra mMary y BUAY jep 4eCTO MOKe OMTU KOPUCTAH KAaO KOHTPAIpUMep 3a pa3Ha CBOjCTBA.
Horauwuje pamu, npumepu 1.-6. momnase onx cuenujanuaujer ciaydaja. Hawmme, ykonuko je V BEeKTOPCKEI IPOCTOD

(Tj. mpocTOp y KOME je mepuHUCAHO cabupame U MHOMKEHe CKAJIapOM) W aKO IOCTOjU mpecaukasame || -||: V —
[0,4+00) KOje 3amoBOmABA
1. ||Az|| = |Al||lz]| 3a cBaku cramap A u cBaKu BEKTOD v,

2. v =0=v=0,
3o flu ol < el + lvf],
Tana mpeciukaBame ||| Hasusamo mopma, a nap (V) ||||) mopMmupanm npoctop. Y ¢BAaKOM HOPMUPAHOM IIPOCTOPY
je samara Merpuka ca d(u,v) = |[u—v||. Y ckrany ca tume, kopuctulieMo u o3Haxko ||z||, 3a oarosapajyhe Hopwme,
. [l = (S ;)P

YKOIMKO MMaMO METPUKY Ha HEKOM CKYIly, JaJbe Ce€ HEKM OCHOBHU IIOjMOBHU yBOJE AaHAJOTHO Kao W CJIydajy
crkyna R. Haume, ocMM €KCINIMOUTHOT 3amHCa Ca alCOJyTHO BpeaHomhy, Ae(UHANUjE JUMECa U HEIPEKUIHOCTHA
CMO MOTJIM M2 3aJaMO W MPEKO OKOJUHA. Y CKJIALY Ca TUME UMAMO
Iegpunummja Heka je (X,d) merpuuru npocrop, a € X u r > 0. OrBopena kyrsa (J0mTa) ca HEHTPOM y a
HOJyTIDEUHUKA T j€ CKYTI

K(a;r) ={z € X|d(z,a) <r}.
CunyHO, 3aTBOpEHA KyTJa je CKyII
Kla;r] = {z € X|d(z,a) < r}.
Y mpuHIWITY, YKOJIUKO Ce TIOMEHe KyTJa, MOApa3yMeBa Ce OTBOPEHA KyTJa.
IIpumepu
1. ¥ cryny R ca yobuuajesom merpuroM je K(a,r) = (a —r,a+7).
2. Y crymosuma R? u R3 ca merpumrom dy oTBOpeHe Kyrie Cy KPYTOBU, OJHOCHO JomTe (OJakie W MONa3u
HOTAIM]A).
3. Ykonuko nocmaTpamo meTpuke d, Ha npocropy R? u kyrie y muma ca nenrpom y (0,0) nosynpeunusa 1, y
caygajy p = 1 mmamo ma je K(0;1) = {(x1,72) € R?|d;(x,0) = |z1| + |z2| < 1}, mTo je oTBOpena yHyTpammocT
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kBazpara ca remenuMa y (£1,0) u (0,%+1). Ca apyre crpane, y merpuiut do, umamo K(0;1) = {(z1,z2)||z1] <
1,]z2| < 1}, mro je ymyTpammocT kBaapara ca temMennMa (+£1,+1). Y ocramum merpukama Kyrie ce "merajy”
u3ameby oBa mBa kpajima mpumepa. [lorsemaTtu ucTu npuMep M y KEU3U.

4. Yronuxro je (X,d) mpocTop ca OQUCKPETHOM METPUKOM, AUPEKTHO U3 Ae(QUHUNUje UMAMO Aa je

{a},r <1
X,r>1.

Jom Heku mpumepu Mory ce Halim y KEU3U.

IHed¢uunmmja 3a noackyn A merpuukor npocropa (X, d) kKakeMo Ia je OrpaHMyeH YKOJIUKO HOCTOJU KyTJia
K(a;r) rakBa ma je A C K(a;r).

ITpumerumo ma je mperxoiHa mepUHULU]A cArjacHa AeGUHUNUJU OIPAHUYEHOCTH KOjy cMo mmanuu Ha R, (3a-
mate mpeko penammje <). V3 nedpuHmimje mMamo ma cy cBe Kyrie (OTBODEHe U 3aTBODEHE) OrpaHUYEHU
ckynoBu. HapasHo, ne¢umHuNMja OrpaHMYEHOCTH 3aBUCU O MeTpuke. HOp. Kao ImMTO CMO BUIEIN Y HPETXOM-
HOM IPUMEPY, YKOJIUKO y mpocTop X yBeAeMO MUCKPETHY METPUKY, Taaa je meo ckym X camgp:kaH y OWIo KOjoj
KyrJyiu moiynpednuka Beher ox 1, a caMuM TUM ¥ OrDaHUYEH.

Hepunnmuja 3a nonckyn U merpuuror npocropa (X, d) KaskeMo na je OTBOPEH YKOJIUKO Ca CBAKOM TAUKOM
KOja My TPHUMAIa CAAP:KU U HEKY Kyriay Oko Te taure. lIperusunuje, U je OTBOpPEH aKO BasKu

zxeU=3Ir>0ANK(x;r) CU.

Omer mo aHAJOTrWju Ca PEANHUM CIydajeM, OTBODEHE CKYIOBE HA3WBAMO M OKOJMHOM HEKE Tauke Koja My
npunana, 1ok kyriae K(a;e) Ha3MBaMO € OKOJIMHOM.

IIpumep

1. ITeo ckyn X ®ao m mpasan ckyn ) cy oTBopenu ckynoBu y MerpuukoMm npoctopy (X, d). IIpso, jep je cBaka
KyTia gepuHuCaHa KAo HOJACKYI on X a 3a MpasaH CKyI 13 yoOudajeHOI HeTAYHO IIOBJIAYMN OMJIO IITA je TAYHO.
2. Csaka orBopena kyrua K(a;r) je orBopen ckyn. eramu ce mory nahu y npumepy y ymxOeHUKy.

3. Cryn A = {z|d(z,a) > r} je takobe orsopen. Hera je z € A, omaocuo mera je d(x,a) > r u Heka je
§ < d(z,a) — r. Horasxkumo na je tama K(z,0) C A. Baucra, yromauro je y € K(z;d) u3 Hejequakoctu Tpoyria
uMaMo na je

d(z,a) < d(a,y) +d(z,y) < d(a,y) + 9,

omuocHo d(a,y) > d(x,a) — §, mro je Behe ox r, mo uzbopa 0.

Hednunmuja [Monckyn F merpuukor npoctopa (X,d) je 3aTBOpEH, YKOAUKO je meroB kommiaemeHT X \ F
OTBODEH.

IIpumep

1. M3 npeTxonsor mpuMepa uMamo ga cy ckymnosu X u () Takobhe u 3aTBOpeHnU.

2. N3 Tpeher mena mpeTxomHOr mpuMepa MMaMO Ia Cy 3aTBOPEHe Kyrie 3arBopeHu ckymnoBu. OBO je TAyHO
u 3a r = 0, npenusHuje tauka {a} je yBek 3arBopeH ckyn. OBO je mocieauia Apyre akCUOMeE 3a METPUKY, jep
yronuko nocmarpamo ckyn U = X \ {a} u € U razna je d(z,a) = § > 0, onakue kyrna K(x;0/2) He canp:xn
Tauky a, omaocuo K(x;0/2) C U.

ITpumeTuMoO Ja OTBOPEHOCT ¥ 3aTBOPEHOCT HUCY UCKJLYYMBU HOJMOBM (YaK M KaJ 3aHEMapUMO OYUIJIeAaH Hap
) m X). Huop, ykoIuKO mOCMATPaMO MIPOCTOD Ca MUCKPETHOM METPUKOM Y H-€MY Cy TAUKe M OTBOPEHU CKYTOBH,
jep mpezcTaBibajy Kyrie OO KOr MOJIyIPEevYHUKa cTporo mawmer on 1. Kacuuje hemo Bume npenusuparu xauna
[OJa3! OO OBE CHUTyalUje.

3a OTBOpEHE U 3aTBOPEHE CKYIIOBE BaiKU

Teopema

YHHuja TpOU3BOLHO MHOTO W IMPECEK KOHAUHO MHOIO OTBOPEHUX CKYIIOBa Cy OIET OTBOPEHU CKYIOBU.

[Ipecek mpoM3BOLHO MHOTO U YHHMja KOHAYHO MHOTO 3aTBOPEHUX CKYIIOBA CY OIET 3aTBOPEHU CKYIIOBU.

Iloka3 ce moke Hahm y yKOEHUKY.

Omner, no anamgoruju nmamo ciaenehy

Hepunnmuja Heka je (X,d) merpuuku npocrop u A C X. 3a Tauky a KaskeMO Ia je Tadyka HArOMUJIABAMA
ckyna A YKOJMKO y CBAKO] OKOJMHU TaJyKe Ce Haja3u OECKOHAYHO MHOIO Tavyaka ckyna A (uiu, eKBUBAJIEHTHO
Gapem jemHa pasmmumra on tauke a). CKyI CBUX Tayaka HaroMmiaBama ckyna A osmauasamo ca A’. Cryn
AU A’ mazuBamo 3aTBOpemeM (aaxepeHmujoM) ckyma A um ozHauaBamo ra ca A.

Baskna rapakrepusanmja 3aTBOPEHUX CKyIOBa MCKa3aHa je y cuaenehoj treopemu.

Teopema Iloackyn F merpuukor mpoctopa (X, d) je 3aTBOopen ako u camMo ako je F' = F, OIHOCHO aKO M CaMo
aKO CalAp:KM CBE CBOje TauyKe HAIOMUJIABAHA.

Hoxra3s - kmura.

Bpartumo ce cana parmje neuaucaruM Merpukama d, Ha ckymy R". Tana, 3a cBaxo p > 1 u cBe x,y € R" Baxm

doo(xay) < dP(I7y) < nl/pdoo(xvy)'
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OGe mejemHarocTU ciene n3 AePUHAUNMjE NTATUX MeTpuka. lIpBa, Kako je doo MAKCUMyM OX u3pasa |Tj — yx| u
OH Ce MOCTILKe 3a HeKO HOp. kg 3a koje je 1 < kg < n. Tama mmamo

n
doo(xvy)p = |$k0 - yk0|p < Z ‘xk - yk|p7
k=1

jep cMo y mociemmeM KOpaky MOoIaJii HeHeraTusHe cabupke. Tama IpBa HejeIHAKOCT CIeId Y3MameM pP-TOT
KOpeHa.
Ipyra HaBemeHA HEjeIHAKOCT CJIEAW M3 TOra WTO je |Tk — yx| < max |z — yr| = doo(,y), & omarie je

dp(@,y)? =) lor —yul? <
k=1 k

n n
doo(l‘, y)p = nduo ('Tv y)pr
=1
U omeT y3MameM onarosapajylier kopena mobujaMmo HaBeneHy HejemaakocT. OBakBe METPUKE Ce HA3WBA]y E€KBU-
BaJICHTHE.
W3 nperxonne HejeJHAKOCTM MMaMO Ja cBaka Kyraa y R"™ y merpunu d, caap#u HEKY KyTUy Y MeTPUIU do
1 o6pHyTO. 3amcra, YKOJIMKO O3HAUYMMO ca KP kyrie y MeTpuiu d, IPeTXOJHY HEjeTHAKOCT MOKEMO TyMaUUTH

Kao
K> (a;r/n'?) € KP(a,r) € K™(a,r).

[Ito ce mpBe MHEIy3Uje Thde, yKOIUKO je & € K> (a;r/n'/P), tana je dy(z,a) < n Py (z,a) < n'/Pr/nt/P =1,
Ilpyra ce caIu4HO TOKa3syje.

OgnaBne BUAUMO Ha Cy OTBOPEHE Kyrie y MeTpuiu d, OTBOPEHU CKymoBM y R"™ M ca METPUKOM doo, & 4
o6pHyTO, Kyrie y MeTpudkoM npoctopy (R”,dw) cy orBepenu ckymosu y MerpuukoM mpocropy (R”,d,). Kako
Kyrye oapebyjy cBe OTBOpeHe CKymoBe, omaBae 3ampaBO MMAaMO Oa Cy OTBOPEHU CKYIOBU Yy METPUYKUAM IPOC-
ropuma (R”,d) n (R",dp) ncru, naxo cy MeTPUKe Da3IAdHTe.

Yroauko je (X, d) merpuuku npocrop u A C X, rana pecrpuknuja Mmerpuke d Ha A X A 3a10B0OJbaBa CBE aKCUOME
13 HepUHUNMje MEeTPUUKOT MpPOCTOpa (IMPEKTHO Ce BUAM Ia Cy aKCMOME TakBe Ia aKo Bake Ha BeheMm Baske m
Ha MameM CKymy). Merpuuku npoctop (A4, d) HazuBaMo MOTHPOCTOPOM MeTpudkor npoctopa (X, d).
Hamnomena [lojMoBM OTBOPEHOCTU M 3aTBOPEHOCTU CKYIOBA CY PEJIATUBHU, Tj. 3aBUCE O aMOMjeHTHOr IPOC-
topa. Ilpumepa pamu, ckyn (0,1) muje 3arBopen y merpuukom npocropy (R,d) ca yobuuajeHoM mMeTprKOM
d(z,y) = |x — y| (jep me campskm Tauke 0 u 1 Koje cy My Tauke marommmasama). Ca mpyre cTpame, OH jecre
3aTBopen y Merpuukom npocropy ((0,1),d), jep Kao mWTO ce BUAENO y IpUMeEpUMa, IO CKYIl jé YBEK 3aTBOPEH
CKyn y cebu. Jom merashba mOTIenaTé U Y KEHU3U.

KouBepreumnuja

Kao mro je Beh 6uimo peun Ha modeTky. mOMONyY mOjMa METPUKE, aHAJOTHO KAao y CJIAydajy peaJsHuX OpojeBa,
YBOAMMO II0jaM I'PAHUYHE BPEIHOCTU

JIepuuunmja 3a HU3 Tadaka ¥, MeTpudror mpocropa (X,d) kamkeMo ma KOHBEPrupa Ka TAYKA & U IUIIEMO
lim, oo T = &, T, — T, ... YKOJIUKO BAKU

Ve > 0,3IN,n > N = d(z,,z) < .

IIpeTxomHu 3aKbyUaK je eKBUBAJEHTAH TOME 1a je T, € K(x;€), ma je omeT kao u y ciaydajy peajHux Opojesa,
IpeTxXonHa NePUHUNMja eKBUBAJICHTHA TOME na 3a CBakM OTBOPeH ckyn U TtakaB ma je z € U, mocroju N TaxBo
man>N=x,cU.

TaxoDe, nMpeKTHO ce BUIU Ha Ba)KU €KBUBAJICHIUjA T, — T < d(z,,x) — 0, rxe je OpBa IpaHUYHA BPEIHOCT Y
npoctopy X a apyra y mpcoTopy R ca yobuduajeHOM METPUKOM.

ITpumepu
1. Heka je @y, € R, onHoCHO Ty, = (27, 25", ...,20") n & = (21, T2, ..., Ty), HOCMATPAH Ca METPUKOM doy. Tana
ZTm — T aKO M CaMO aKO 3a cBako k = 1,...,n nMaMoO Ja HU3 KOOPIMHATA T)' KOHBEPIUpa K& Tj y yoOmdajeHoj

MEeTpULY. 3aUCTa, YKOIMMUKO doo(Tm,z) — 0, 10 je doo(m,x) < € 3a cBe m > M, a pacuucuBameM MeTDUKE
nMaMo Ja je 3ampaBo maxy|ry — x| < €. Kako je MakcuMyM Mamu OX €, TUM Ipe 3a cBako k je [a]' — x| < &, Tj.
zp" — 1, y R. IllTo ce mpyror cmepa Tude, yKOJIMKO 38 CBAKO k MMaMoO na )’ — T, Taza 3a € > 0 uMamo ma 3a
cBako k mocroju My TakBo ma 3a m > M Bawku | — x| < . Yromuko ozHaumMo M = max{My, M, ..., M,},
3a m > M je rama |z]" — x| < e 3a cBako k=1,...,n. CaMuM TUM ¥ MaKCUMyM TOT CKYIAa je Tala MAIU O €.
Kako cy oTBopeHM CKymOBM HCTH y CBMM METPHKaMa d,, a KaKO je KOHBEpIeHIWja Hu30Ba onpebena camo ca

OTBOPEHUM CKYIIOBMMA, TO 3aIpaBO UMaMO Ia
dp(Tm,z) > 0 2 — x,

OIHOCHO KOHBeprennuja y R"™ y mMeTpumu d, eKBUBajIeHTHA je KOHBEPIeHIUjU IO KOOPANHATaMa (KOja ce HAa3UBa

joIl M Tauka MO TAUKa KOHBEPrEHIMja ).

2. Ila cuTyanuja HUje YBEK TAKO jeJHOCTABHA KAO MAaJIONPE MOKEMO BUAETU HA IPUMEPY METPUUKOT MPOCTOPA

C[0,1] ca merpuxom d;nfty mnp. ma HU3Yy ¢yEEmHja f,(r) = {775.7. Yromuko ¢uxcupamo z € [0,1] (jemmy

KOODAUMHATY) U MyCTUMO Ia 1 — 00, TaAa UMaMO Aa Tonzzz — 0, jep je y Opojuony n a y mMenmonmy n? (ocum
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3a ¢ =0, anu rana je seh f,(0) =0). Ca apyre cTpane je

n(d) - L
"\n 1+ nQ# 2’

a omatie je doo(fn,0) = max, |fn(z) — 0] = fo(1/n) = 1/2, mro He Tesku mynu. [lakme f, He KoHBeprupa
ka Hysna ¢yakmmju y (Cla,b],ds). Ca mpyre crpane, Kao M y OPETXOTHOM IPUMEPY Ce€ TOKa3yje Oa YKOIUKO
doo(fn, f) = 0, Tana f,(x) = f(x) 3a cBako x.
OcHOBHe OocOOMHE JIMMeca OCTajy Ha CHA3W M Y METPUYKMAM IPOCTOPUMA, JOKA3U CY AHAJOTHU KAO Yy CIYYajy
peasHuX HU30Ba, a MOTY Ce MOTJIENATU U Y KEU3U.
Teopema
1. Ako HU3 KOHBeprupa, rpaHUYHA BPEIHOCT j€ jeaUHCTBEHA.
2. Kouseprenran Hu3 je orpannded (Tj. CKyI H€TOBUAX BPEIHOCTH je OTPDAHUYEH CKYII).
Tauke HArOMHMIABAKA HU30BA Ce aHAJOTHO NEe(QUHUINY, KAO IPAHUYHE BPEIHOCTHU IOIHU30BA U AHAJIOTHO MMAaMO
Cras
1. Taura = € X je Taurka HaroMmJIaBama HU3A T, aKO WM CAMO aKO 3a CBaky oroiunHy U Tauke x u 3a cBaro N
mocroju n > N takBo na je x, € U.
2. Tauka z € X je Tauka HaroMuiaaBama ckyna A C X ako M caMoO akO IIOCTOjU HU3 PA3NUYNUTUX TAYaKa CKyIa
A KOju KOHBeprupa Ka .
3. Taura z € X npumana 3aTBopemy Ckyna A (Ha3uBa ce W AAXEPEHTHA TAUKa) aKO U CaMO aKO IIOCTOjU HU3
Tayaka Ckyna A KOju KOHBEPTUpAa Ka .
CBojcTBO 3. IUPEKTHO CJenM W3 TOra IITO Tadvka T IpUMana 3aTBOpemy Ckyma A ako m camo ako My Beh
npunana (y KOM CiIydajy MOMKEMO y3eTH Oa jeé HU3 KOHCTAHTAH) WM My jeé Tauka HATOMUJIABAMKA, Kama Ce
cBOIM Ha 2.
JIumec ¢pyHEDUMjE
He¢uunmuja Hera cy (X,dx) u (Y,dy) merpuuru npocropu, A C X, f: A — Y u a Tauka HaroMuiaBama
ckyna A. Kaxkemo na je b € Y numec (rpanuusa BpeQHOCT...) QyHKIMje f y TAUKU a, KO 3a CBAKy OKOJUHY V
Tauke b mocToju okoauHa U Tauke a TaKBa Oa BaKU

Vee A,z e U\ {a} = f(x) e V.
Kao u y peannom ciy4yajy, nMaMO €KBUBaJICHTHE OOJIMKE IPEKO £ — ) neQuHULVje, Tj
lmiglf(l’) =b&eVe>0,30 > 0,0 <dx(z,a) <d=dy(f(z),b) <e,
a Kao U y CJydvajy HU30Ba MMaMO U

lmlgf(x) =b< lim dy(f(z),b) = 0,

r—a
rie je Apyru JauMec, JUMeC peajHe (yHKOU]je.
AHaJIOTHO peasHUM (DYHKIVjaMa MMaMO
Teopema YKONIUKO (GyHKNUja MMa I'DAHUYHY BPETHOCT Y HEKOj TAUKU, OHA je jeTHO3HAUHA.
YKOIUKO (yHKIMja MMa IPAHUIEY BPEIHOCT y HEKO] TAUKU TaAa IOCTOjU OKOJIMHA T€ TAJYKe Ha KOjo] je QyHKIuja
OrpAHUYECHA.
W amanorno Baske XajueoBa Teopema m Teopema 0 cMeHU TPOMEHILUBE
Teopema Heka cy X u Y merpuuku npocropu, A C X, f: A — Y u a € A raura naromunasama ckyna A. Tamga
je lim,,, f(z) = b ako 1 camo ako 3a cBaku HU3 x, € A\ {a} Koju KouBeprupa ka a Baxu 1a je lim, o f(2,) =0
Teopema Heka cy X,Y m Z MeTpuUkM IPpOCTOPU U HEKA je jOII
1. BCY nbeY raura HarommnaBama ckyna B,g: B — Z u lim,_,;, g(y) = c.
2. ACXuna€e X 1.1 cryna A, f: A — B u 3a cBaky oroauny V rtaure b mocroju okonuua U Tauke a Taksa
ma je f(U\{a}) CV\ {b}.
Taza je lim, g0 f(z) =c.
ITpumepu
1. Hexa je X merpuurnm npoctop, A C X u f: A — R", rne y R" y3umamo mexy on d, merpura. Tanma je
f(@) = (y1,92,...,Yn) HEKA TAUKA N~ OQUMEH3UOHAJHOI IPOCTOpa, Te cy mepuHucaHe ¢pyuruuje yr = fr(z). 3a-
npaBo, JeuHucaHa je npojekuuja Ha k-y koopmunary 7 : R™ — R ca i ((z1,...,2,)) = Tk, & name je fr = mgof.
Hexka je x, HU3 KOju KOHBepTrUpa Ka a ITO je Tauka HaroMuiasama ckyna A. Tanxa je lim, o f(2,) = b aro n
caMo ako (IO MpUMEPY 3a KOHBEPTEHIM]Yy HU30BaA Y doo METPUNM) 3a cBe k = 1,...,n Basku lim, o fi(z,) = by,
OIHOCHO YyKOJUKO je limy_, fr(z) = bg. Hakue, yronuko je xomomen ¢pynrnuje R™, KOHBEPTeHIUjy CBOAUMO HA
KOHBEPIeHIU]y KOOPAUHATHUX (PYyHKIMja, KOje cy jemHocraBHuje (komoMmeH uM je R).
2. Ca gmpyre crpane, ykouuko je A C R" u f: A — Y (oBakBe QyHKIMje HA3UBAMO (yHKIMjaMa BUIIE pe-
AJIHUX MPOMEHJLUBUX) CUTyalWja HUje NUPEKTHA Kao y MPeTXOoIHOM mpuMepy. Hup. mocmartpajmo ¢GpyHEIA]Y
flx,y): R2\(0,0) — R: :ﬁmify’“ u meny rpaanuny BpeaHocT y (0,0). YKOIMKO je mocMaTpaMo caMo Kao (yHKIU)y
on Y, Tj. YKOJIUKO (i)MKCI/IpéMo x, mmamo zma je f(0,y) =0, na je caMuM TUM JuMecC OBe (QYHKIMje HyJIa, a UCTO
ce memaBa W ako OpBO ¢ukcupamo y ma x. OBakBM JUMECU Ce HA3UBAjy MOHOBJ/LEHU JMMECHU U O3HAUYABAMO X
ca lim,_,olim,_,o f(z,y) = 0 y oBoM cayuajy. Ca gpyre crpane, uMec QpyHKIUje Yy CMUCIY Ae(PUHUIIjE JIIMECA
He nocroju. Ilpumepa panu, yKonmmko y3meMmo Hu3ose x, = (1/n,0) u y, = (1/n,1/n), tana f(x,) =0 — 0, mok
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je f(yn) = 1/2, mTo HE TexEM HyIH.

Komnaernoct

Omner mo aHAJOrWju U3 PEAJHOr Caydaja yBOAMMO mnojaM RommujeBor Hu3a.

Hepuunmuja Hera je (X, d) merpuuku npocTtop u z,, Hu3 tavaka u3z X. 3a x, rakeMo na je KomujeB yronnko
3a cBako € > 0 moctoju N, taxBo ma 3a m,n > N Baku d(Tm,,T,) < €.

Teopema 1. CBaku kouBeprentan Hu3 je Kommujes.

2. Cparu KomujeB HU3 je orpaHudveH.

3. Axko Komujer HU3 MMa KOHBEPreHTAH MOAHU3 TAIa U OH CaM KOHBEPTHUPA.

Ilokas ce Moxke Hahm y KBU3U, & UAEJHO je MCTU KA0 U y PEAIHOM CIIydYajy.

Hepunaumuja 3a MeTpuyku npocTtop X KaskeMO na je KOMIUJIeTAaH yKOJUKO y HmeMy CBakyd KommjeB HU3 KOH-
Beprupa.

ITpumepu

1. R je xommneran, mMTO je MOKA3aHO PaHUjeE.

2. Q mocmarpan kao mormpoctop on R muje xommueran. Hup. wvus (1 + 1/n)" je Hu3 panuonannux Gpojesa
KOj/ KOHBEPTHWpA Ka e MTO Huje panuonasad O0poj. Camum Tum Taj HU3 He KoHBeprupa y Q.

3. R" je rommieTan y cBakoj Merpunu d,. 3aucra, Heka je ¥, Komujes Huz y R", Tj dp(Tm,, Tm,) < €, 3a cBe
mi,me > M. Ako HM3 omeT pacmmMIeMO IO KOOPAMHATA, Tj. ako je Ty, = (', x5 ..., 2"), 3a CBAKO PUKCUPAHO
k=1,...,n umamo

n
ot — a2 P < |2 = 2P = A (@, Tany) < €7
j=1

OIHOCHO Y3MMAameM p-OI' KOpeHa, MMaMo Ja je Hu3 zj' komujeB y R omakme xomBeprupa. CaMuM TUM IO
OPETXOIHOM, KAKO CBAKM HU3 KOODIMHATA KOHBEPrUpa, UMAMO W Oa HU3 T, KOHBeprupa y R”™.

b .
4. Yromuko y mpocrop Cla,b] yBememo meky on maTerpasnuux Merpuka, mup. d(f,g) = [,'|f — gldz, ou muje
rkommeral. [Ipumep je ma C[—1,1] u moxke ce y3zern

—l,ze[-1,-1/n]
folz) = ¢ nw,z € [-1/n,1/n]
1,z € [1/n,1]

Tana je f, Kommjes, jep, moske Bunetu na je |f(z)| <1, a 3a n,m > N ¢yuruuje f, u f,, ce pasnukyjy HajBuie
ua unrepsasay |[—1/N,1/N]. Onmarae je d(fn, fm) < f_lf/VN [fr — fmldz < f_li[/VN 2dxr = 4/N, mro Texu nyau. Ca
Apyre cTpaHe ako 0u mocrojano f koja je menpexunmna Ha [—1, 1] taksa ma d(f,, f) — 0, Tana 6u f Mopana xa
6yze jennaka —1 ma unrepBasy [—1,0). Saucra, ykomuko y3amemo x € [—1,0) u ako 6u f(x) # —1, 3a [OBOWBHO
pesuko N 6u x € [—-1.—1/n] 3a cee n > N. Tana 6u d(f,, f) = fil | fr—fldx > f:ll/N |fn—fldz = :11/N |—1— fl|dz,

jep je fn jemmaka —1 Ha maToM mHTepBaJy. Kako je moaumHTerpasiHa (yHKIMja HEIPEKUIHA U DapeM y jemHoj

__11/N\ —1— fldx = ¢ > 0. Oparie 6un
vvanu na d(fy, f) ae Tesku myau. Ilakmne f mopa Ouru jemmaka —1 ma [—1,0) a cauuno mopa Outu jennara 1
Ha (0,1], mTo je y rouTpamuknuju ca #enpekupsHomhy f. Iakie, oBaj npoctop Huje kommieran. CundyHOo ce
[emaBa 1 y OCTAJIUM HMHTETPAJHUM METPUKAMA.

Ca mpyre crpaHe, UCTU TIPOCTOP CA METPUKOM do, jecTe KOMILJIETaH, ajd TO je TeMaTuka KojoM ce Hehemo
0aBUTU Ha OBOM KypCy.

HapaBuo, Baxkn m KomwujeB mpmHIunn ersucreHIrje jguMeca 3a (QYHKIUjEe W OH Ce AHAJOTHO (DOPMYJIHIIE U
moKa3syje.

BaskmocT roMmieTHHMX mpocTOpa 3a camga mokaszyjemo jemHoM Teopemowm, koja he mam OwTu OuTHA KACHUjEe U
jemam je om OCHOBHUX pe3yiarara Teopuje. Hben mokas moriemaTtu y KiU3U

Banaxosa Teopema 0 HEIIOKPETHOj TAUKM

Heka je (X, d) xommreran merpuuku npoctop u f: X — X ¢ymrnuja 3a kKojy nocroju 6poj g € (0,1) rakas na
je d(f(x), f(y)) < ¢-d(z,y). Tana mocroju jenuucrseno = € X 3a koje je f(z) = x.

JenunacTBEHO T M3 popMynanuje ce HA3UBa HEMOKpEeTHA Tauka (yHkuuje f, omakie je um Ha3uB Teopeme.

TaYKM T HUj€ jeqHaKa HYJW, II0 CBOjCTBUMAa WHTErpaJia MMaMO na je

Henpexkumaoct

Ca mepuHUIMjOM TIOjMa MPAHUYHE BPEIHOCTHU, MUPEKTHO KAO U PAHUje, MOKEMO NaJbe YBECTHU II0jaM HEIPEKUI-
HOCTH.

Heduaumnuja

Hera cy X u Y merpuuku npocropu u f: X — Y. 3a ¢yurnujy [ kaskemo na je HempekugHa y Tadykd a € X,
ako 3a cBaky orkosuny V tauke f(a) moctoju orosnuua U Tauke a Taksa na je f(U) C V.

HapaBuo nMaMo aHAJIOTHY € — 0 meQUHUIN]Y

Ve > 0,30 > 0,d(z,a) < d = d(f(x), f(a)) <e.
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Kao u y peannom cayuajy, pa3imka mojMa HEMPEKUIHOCTU ¥ MOCTOjala TPAHUYHE BPEOHOCTU je Y TOME IITO
a He MOpa OUTH Tayka HATOMHWJIaBama NOMEHa (yHKOUje, MOK ca Apyre cTpane [ Mmopa 6utu nedumHUCcaHA y
TAYKU . Y3 T€ NOJATHE NPETIOCTAaBKEe, MMAMO aHAJIOTHO
Teopema Heka je f: X — Y u mera je a € X rmaura maromuiaaBama ckyna X. Tama cy caemeha tBphema
€KBUBAJIEHTHA!
1. ®yurnuja f je HEIpeKUIHA y TAYKU a.
2. lim f(z) = f(a).

r—a
3. 3a cBaku HU3 T, € X, TakaB na T, — T, Baxku f(x,) = f(z).
IIpumepu
1. IpumerumMo ma cy mperxomHo mepunucane Gpyuruuje 7r: R™ — R mare ca m(x) = x Henmperunse, jep Kao
mTo cMO Beh KopmcTmam MMaMo na 3a CBako p > 1 Baxku

n 1/p
(@) — me)] = Jox — ] < (Z 2 — ym) — 4y ().
j=1

Ogarie, kao u ko JIunmunoBux GyHKIMja Vv PEATHOM CIydajy, YKOJIUKO 3a € > () y3ameMo na je 6 = € mobujamo
na je

|k (x) — m(a)] < dp(z,a) <6 =c¢,
1.j () = 7T (a).
2. Yronuro je X MeTpUYKZA NPOCTOP U ako mocmarpamo ¢yurmujy f: X — R", tamga u3 mperxonHor mpumepa,
yroauko je f memperummna 6mhe Henpexknmne n ¢yuruuje fr = mp o f: X — R) ka0 KoMmo3unuje HEIPEKUIHNIX
¢yurnuja (npenmsuo hemo dopmynucaru racuuje). Ca mpyre crpane, u3 omrosapajyher mpumepa KOI KOH-
BepreHnuje HU30Ba BUAUMO Ia BasKU M OOPHYTO, HaMMe YKOJIMKO Cy (GYHKIUje fi HeIpeKuIHe y TAYK:u a, T.j. Aa
fe(xz) = f(a), rana hie u f(x) na xouseprupa ka f(a). Hakie, oBakBa QyHKIMja f je HEIPEKUIHA AKO U CAMO
ako cy (yHEIUje fi HempexumHe.
Omet, OCHOBHA CBOjCTBa HENPEKUIHUX (PYHKIMja Cy aHAJOTHA KAO y PEAHOM CIydYajy, CaMo aJeKBATHO pedop-
MYJIACAHA.
CraB Ako je ¢pyurmuja f: X — Y menpermmna y Tadkm a € X, Tana nocroju okoimHa U Taudke a Ha K0joj je f
orpanuyveH, Tj. ckyn Bpexuoctu f(U) je orpanuden ckyn y Y.
CraB Hera cy ¢ymrmmje f: X — Y un g: Y — Z menperkunmue y a € X u f(a) € Y pecnexkrusno. Tana je
¢yHurIMja g o f HenpekugHa y a € X.
IIperxonuo TtBpheme je camo pedopmynanuja Teopeme 0 cMeHU TIPOMEHILUBE.
W3 panuje mo3HaTUX CBOjCTaBa JIMMECa PEAJHUX OpojeBa W NPeTXOMHUX TBpDema masbe mMamo
CraB Heka cy f,g: X — R" uwenperkunue y tauku a € X u a: X — R ucro wenperugna y a. Tana cy dpyuruuje
f+g,af, | fll, Henpekunae y rauku a.
YMecTo mokasa, MOKaKAMO Ja je HOPMa YBEK HENPEKUIHO IpeciaukaBame. VI3 HejemHAKOCTH TPOyrJyia MMaMo
na 3a z,y € R" Baxn

l=l, =1z =y+yl, <le=yl,+]vl,
j. [Jzllp = [[yllp < |z = yllp- Samenom  u y nobujamo u ||yl — [|lzll, < [l = yllp, omaxne cremn u |||z, — [[yllp| <
|z — y|l,- OnaBne ciemm ma je HOpMa HENpEKUAHA, HOTIYHO AHAJOTHO KAO INTO je y IPETXOAHOM IPUMEDPY
CIeOUIO Na je MPOjeKnnja HeIpPeKNAHa (YHKII]A.

CraB Heka je X merpuurnm mpoctop u f,g: X — R menpexunmume y tauku a. Tana cy n pynrmuje f-g u f/g
Henpeknae y a (apyra ako je g(a) # 0).

3a HeKka maJba CBOJCTBA HENPEKUAHOCTHU, mocMarpalieMo ¢yHKUMje Koje Cy HeNpeKuAHEe Ha CKYNy, Tj. Y CBaKO]
TAYKA METPUUKOr npocropa X. 3a moderak UMaMo jeIHY BayKHY KapaKTEePHU3ALNjy TOT CIIydaja

Teopema Hera cy X m Y merpuuru npocropu u f: X — Y. Tana cy crneneha tBpbhema exkBuBaJsieHTHA:

1. f je menperunna na X.

2. 3a cBaku oTrBoper ckyn U C Y je ckyn f~1(U) Takobe orsopen.

3. 3a cBakm 3arBopen ckyn F C Y je ckyn f~!(F) rakobe 3arBopes.

Ilokas moryienaTu y KiU3U.

KomnaxkraocT

IIpumernmo na 3a Heka (UHM]ja CBOjCTBA HENPEKWITHUX (YHKIMja, KOja Cy KMCKa3aHa y TeopeMama Bajepr-
Tpaca, Romun - Boanasa m Kantopa, ocuM HEIPEKUITHOCTH, Ba)KHO je M KaKaB je CKyIl Ha KOMe IIOCMaTpaMo
naTy (YHKIUjY, KOHKDETHO BaJKHO je Ia Ju je pyHKIUja NeUHUCAHA Ha MHTEPBAJY WJIN CeTMeHTy utn. [la oum
noduiam aHaJioruje TUX TeopeMa y MeTpudyruM IpoCTOpUMa, HEONXOOHO je naJbe yBECTH HeKa (UHHUja CBOjCTBA
camux npocropa. OTyna

Hepmnuumuja Hera je X merpuuru mpoctop u A C X. 3a ckyn A KakeMo Ia je KOMIAKTAH YKOJIUKO CE U3
CBAKOT MOKpUBama A OTBOPEHUM CKyHOBMMAa MOKE M3ABOJUTU KOHAYAH MOTIOKPUBAU.

IIperusunuje, yxkomnuxo cy U;, 3a ¢ € I, orBopeHu ckynoBu, Taksu na je A C U;U;, tana nocrojue U, ,...,U;,,
TakBu na je A C U;?:lUij.
ITpumepu

1. OcHOBHU mprMep KOMOAKTHOL CKyIIa je CeIMeHT [a, b], mTo je camo pedopmynanuja Bopen - JleGerose meme.
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2. n- numensuoHasHU cerMeHT | = [a1,b1] X [ag, ba] X ... X [an, by] je KoMnakran nonckyn om R™. Ilokas ce Moxke
OTJIeIATH Y KEUM3M, & HAKOH IITO IpoheMo Kpo3 OCHOBHA CBOjCTBA KOMIAKTHUX CKYyIIOBa, Buaehemo jom jeman
HaUYMH Aa TO IOKAaKEMO.

Mako cMO KOMIAKTHOCT Ne(pUHUCATIN DPEJATHUBHO, OHA 3allPaBO He 3aBUCU OJ aMbujeHTHOr mpocrtopa. llpe-
U3HUjE

Cras [Tonckyn A merpuuror npocropa (X,d) je KOMIAKTaH akO U CAMO akKO je KOMIakTaH y cebu, Tj. Mer-
puukoM npoctopy (A, d).

Jokasz Ymecto GpopMaHOT NOKa3a, IPUMETHMO Oa je Kyrjia y METPUYKOM IpocTopy A 3ampaBo mpecek Kyrie
UCTOT MOJyNpevYHuKa u neaTpa y npocropy X ca A. [Ipenusauje

Ka(a;r) ={z € Ald(z,a) <r} ={z € X|d(z,a) <r}NA=Kx(x;r)NA.

Kako cy orBOpeHU CKymoBu 3aIpaBO yHHUje KyIJW, U3 IPETXOTHOT Ce€ BUAU A je TaJa CBAKA OTBOPEH CKYI ¥
A 3ampaBo mpecek OTBOpeHOr ckyma y X ca ckymom A, Tj.

Uy jeorsopeny (A,d)<Us=ANUx,Ux jeorsoperny (X,d).

OpmaBae BUAUMO Oa aKO UMaMO (pAMUINjy OTBOPEHUX CKYIOBa KOja HOKpuBa MeTpudku npoctop (A,d) je ucto
Kao na uMaMo GpaMuianjy oTBopeHux ckymoBa y X kKoja mokpuBa moackyn A. Omarie u ciaenn 3ak/bydak CTaBa.
Heka ocHOBHA CBOjCTBa KOMIAKTHUX CKYHOBa, CY

Cras

1. KoMmakras moaCKyn METPUYKOr IPOCTOPA je 3aTBOPEH.

2. KoMmakraH mOACKYI METPUUKOT IPOCTOPA je OTrpaHUYEH.

3. 3aTBOpEH MOJCKYI KOMIAKTHOI METPUUYKOT IIPOCTOPA je KOMIAKTAH.

Ioxka3s Ilorkazahemo camo 2, ocraso ce moske Hahu y kmusu. Heka je makiae A KOMIOAKTAH MOICKYI METPUUKOD
npoctopa X. YKOIMKO OH He OM OMO OrpaHWYEH, TaJa OH He Ou OMO cCaApKaH HU y jeOHOC KyTJau, a OAATIe
3a Heko a € X Hu 3a jemno n € N me 6u Bakuno A C K(a;n). Ca apyre crpane je X = UpenK(a;n), jep je
cBaka Tauvra u3 X Ha KOHAUYHOM DACTOjarmy O TadKe a, & OHOA je TO PaCTOjame Mame ON HEKOT IPUPOIHOT
6poja. Tum npe je A C UpenK(a;n), a oana 360r KOMIAKTHOCTH Ce MOKe M3BYyNM KOHAUAH NOTIOKPUBAY, Tj.
AC UszlK(a;nk) = K(a;ny), jep je unmerc ny HajBehn, Te caMyM TUM Cy CBe IPETXOAHE KyTJe CAIP:KAHEe yH-
jOj jep OHa MMa HajBU MOJYIPEUYHUK a CBe mMajy uctu nearap. Mebhyrum, To 6u 3Haumiao na je A orpanudesd,
ITO je KOHTPAAUKIN]a.

CsojcrBa 1. um 2. Hucy mOBObHA Oa OM HEKO MOACKYN OMO KOMOAKTAH (HOP. y HPOCTOPY Ca AUCKPETHOM
METPUKOM Cy CBU IOACKYIOBU 3aTBOPEHU W ONPDAHUYEHU, & KOMIAKTHU Cy CAMOKOHAUHU), ajy y HAMa Ha]BakK-
HUjeM CJIy4Yajy BaKu

Cras Ilonckyn A npocropa (R™,d,) je KOMIAKTAH akO M CAMO aKO je 3aTBOPEH M OUDAHUYECH.

Jeman cmep je TauaH y cBakOM MerpuukoM npocropy. Ca mpyre crpane, yroaumko je A orpaHuden, oH je
camp3axH y HEKOM - AUMEH3MOHAJHOM cerMeHty [, a momro je 3arBopen y R™ 6uhe 3arBOpeH m y mpocTtopy
(I,dp) (3ampaBo, aHAIOTHO OTBOPEHHM CKyIOBHMa, yKOJIHKO je A mormpocrop ox X, Tanma je F4 3aTBOpEH y
A ako u camo ako je Fy = AN Fx, rue je Fx 3arBopern y X). Cse y cBemy ozatie je A 3aTBOpeH 1IOICKyI
KOMAINKTHOT CKyIa, YMMe je M caM KOMIIAKTaH IO IPETXOIHOM CTaBY.

IIperxoman pesynTar He 3aBUCK O] METPUKE dp,, MTO je M OYEKMBAHO. KOMAamNKTHOCT je GOopMyImMCcaHa CaMo y
TEePMUHIMA OTBOPCHUX CKYIOBAa, KOJU Cy MCTU y CBUM METPHUKaMa dp, OJAKIE CMO M OYEKUBAJU J& CY Y CBUM
TUM METPUKAMA UCTU Y KOMAIKTHUA CKYIOBW.

Baskno cBOjCcTBO KOMAaNKTHUX CKymoBa je ciaemehe

CraB Heka je X romamkran merpuuku npocrop. Tama:

1. CBakmu meros GeCKOHAYAH MOACKYI MMa TAYKy HATOMUJIABAMA.

2. CBaku ®HEroB HM3 MMa TAYKY HATOMUJIABAIHA.

Ia cy 1. n 2. eKBUBAJIGHTHU IIOKa3yje Ce aHAJOTHO peasiHOM ciay4ajy. Tarkobe, mokas mesor craBa ce MOXKe
nahwu y kwusu. Ca npyre crpane, Basku u OOpHYTO, mTO heMo kopuctutu 6e3 HoKa3a, Ja je METPUYKUA ITPOCTOP
KOMAIIKTaH aKO M CaMO aKO CBAKM HU3 MMa TAUyKy HAIOMUJIABama (MM TU KOHBEPIEHTAH IIOIHU3).

W3 rora mako MOMKEMO IOKA3aTHU [a je N-AUMEH3NOHAJIHU cerMeHT I = [a1,b1] X [ag, be] X ... X [ap, by] KOMIAKTAH.
3aucra, y3MUMO IPOU3BOJbAH HU3 Ly, € I M pACHMIINMO Ta KOOPIAWHATHO T, = (z7", 25", ...,z0"). Tana je Hus
x" canpkan y [a1,b1] Te mma xoHBeprenran nomaus ;¢ no Boanano-Bajepmrpacosoj semu. Axo cama mocma-
TPaMO HU3 Ty, 3HAMO A& HEMY IPBA KOODAWHATA KOHBEPIUpPA, OOK Ce HEroBe APyTre KOODAMHATE T4 © HAJA3e y
CerMenTy |ag, bo], ma omet mo mcroj Teopemu Taj HU3 MMA KOHBEPreHTAH MOMHM3. HAaCTABKOM MOCTYIKA, MOCIE
n KOpaka HodujaMo MOMHU3 Yhje CBE KOOPAWHATE KOHBEPIUPAjy, OMHOCHO U OH CaM KOHBEPrHUpA.

BaxHO cBOjCTBO HempeknIHUX (YHKIMja je Ha YyBajy KOMIAKTHE IIOICKYIOBE.

Teopema Hemnpexknana cimka KOMIAKTHOK CKyIla je KOMamKTaH Ckymn. Ilpemusauje, ykoaumko je f: X — Y
HenperuaHa ¢yuxnuja u A C X xomnakran, tana je u f(A) koMmakran nonckym on Y.

Ilokas moraenaT y KiU3MU.

ITperxonua Teopema je y cymruru Bapujanta Bajepmrpacose Teopeme. 3awucra karo je f(A) 3aTBopeH u
orpaHudeH, y ciaydajy je Y = R, kako cynpeMyM um MHGUMYM yBEK OpUNAnajy 3aTBOpPEHmY, TO OHU MODAjy
npunanatyu u ciaunu f(A), OMHOCHO ¢ HMOCTUIKE MAKCUMYM M MUHUMYM HA KOMIIAKTHOM CKYILY.

PaBuoMepHa HempekumHOCT



CinyHO peayiHOM CIIy4Yajy, DeGUHUIIEMO 1
Iegpuuumja Heka cy (X, dx) u (Y, dy) merpuukn npoctopu. 3a ¢pyuruujy f: X — Y Kakemo 1a je paBHOMEDPHO
HENPEKUIHA YKOJUKO 3a CBako € > 0 mocroju § > 0 TakBO ma

(71,22 € X)dx (21,72) <0 = dy(f(71), f(72)) <e.

MoruBanuja je ucra Kao y peajHOM CIydajy, Hakjiae a u3bop J He 3aBUCH O TAUKe A0 TAUYKe, KAO IITO je TAKO
y caydajy obuune HemperumaHocTu. Basku anasoruja Kanropose Teopeme

Teopema Herka je X romnakran merpuuru npoctop u f: X — Y menperunna ¢yurmuja. Tana je f paBHOMepHO
HEIPEeKUTHA.

Hoxra3 Ilokas je ucTm Kao y peasHOM CIyd4ajy, Ia IPOoJa3uMO CaMO Kpo3 ocHOBHe upte. IIpermocrasumo
CYNIIPOTHO, [a TMOCTOJU € TAKBO Ja 3a CBaKO § MOCTOje T1,Zs TakBu ma je d(x1,x2) < § m d(f(x1), f(z2)) > e
Yronuko 6upamo § = 1/n umamo Hm30Be x} u x§ 3a Koje Baskm mperxomHo. Kako je X KOMIAaKTaH, TO HU3
x} “Ma KOHBepreHTaH momHu3 r* — = a kako je d(x7*,x5*) < 1/n, To u z3* roHBeprupa kKa , ajam TO je
KOHTpAIUKIUja ca Hemperumuomhy f y x.

IToBe3anocT

Yronuko ce cama Bparumo Ha KRomwu - BoamamoBy Teopemy, BuamMo ma je 3a meHY GopMyianujy OUTHO na
[OMEH (DYHKHIUje HeMa IPEKUH, NMPENu3HUje Ja aKo CAAP:KU JBe Tadyke, canp:ku u cBe Tauke nsMmebhy mux. Cso-
JCTBO KOje je m3a Tora Ha3uBaMoO moBe3aHOCT. [Ipenusnuje
Hepuaumuja 3a meTpuykn npocTop X KarkKeMO Ja je HIOBe3aH YKOJUKO MIOCTOje HEPA3HU, NUCjYHKTHI OTBODEHU
ckynosu U,V C X, rakBu na je U UV = X. YKOINKO TakBU CKYNOBU HE MOCTOje, 38 IpocTop X KaKeMO na je
[TOBE3aH.
Yxroauko mocroje ckynosu U um V u3 mnepumHUIUje HEOBE3aHOCTU, KAKEMO jOII U Ia OHU YMHE ITUCKOHEKCU]Y
npoctopa X.
IIpumepu:
1. IIpumerumo na yronuko mmamo A C R takas ma mocroje z,y € A ua ¢ A 3a koje je x < a < y, Taga A
HUje moBe3aH. 3awmcra, ckynosu U = (—oco,a) N A u V = (a,4+00) N A cy menpasuu (jemnom mpunana 6apem
npyrom Gapewm y), orBopernu (jep je (—oo,a) orBopen y R, onakie je (—oo,a)NA orBopen y A n cinuno 3a V),
AUCjYHKTHU U y yHUju umbe 1neo ckyn A. Omasme Bumumo na je monckyn A onm R moBesan ako m caMO akO BasKu
x,y € A= [z,y] C A, a MOo:ke ce IOKa3aTU Oa Cy jeQUHU CKYIIOBU KOJU TO 3aI0BOJbABAjY MHTEPBaU (OTBOPEHU,
3aTBOPEHU U HOJIyOTBOpPEHU ca 0be cTpaHe), IWITO [ieMO HaZasbe y3eTU A je IO3HATO.
2. Tllpumerumo ma je GWIIO KOjU MPOCTOP Ca MUCKPETHOM METPUKOM HEMOBe3aH (yKOJIUKO CAADPKMA OapeM mBe
tauke). To cremn u3 mperxonHo npuMeheHor na Cy y HBeMy Tauke W OTBOPEHU U 3aTBOpeHM CKynosu. Crenu-
jamso, ckyn D = {0,1} C R ca yoGuuyajeHOM METPUKOM HUje MOBE3aH.
IToBesanocT MO:Ke €KBMBAJIEHTHO Oa ce PePOPMyJIUINIe HA HEKOJIUKO HAYWHA, IPEIU3HU]e BarKU
CraB Cueneha ¢BOjCTBA METPUUKOT TPOCTOPA CY €KBUBAJIEHTHA:
1. X je moBe3am.
2. X He MOske na ce MpeacTaBd Kao YHUja ABA JUC)jyHKTHA HEIPa3Ha 3aTBOPEHA MOACKYIIA.
3. ) u X cy jenuHU MCTOBPEMEHO OTBOPEHU W 3ATBOPEHU TOICKYTOBU Of X.
4. He mocToju HEIPEKUAHO CypPjeKTUBHO npeciauraBame f: X — D, rae je D MeTpudry IPOCTOP U3 IPETXOTHOT
npuMepa.
CsojcTBa 1-3 ce mupeKTHO mpoBepaBajy. Y Koauko ckynosu U m V umHe OMCKOHEKCHUjy, KAKO CY MAKCjYHKTHU
U YHHUja UM je 11eo mpoctop, To mopa butu U¢ =V u V¢ = U. Ogarie cy OHM U 3aTBOPEHU, ONAKJIE MMAMO
exkBuBaJsiennujy 1 u 2. Jlasme ako TMOCTOjU CKYN KOjU je OTBOPEH W 3ATBOPEH UCTOBPEMEHO, Tala je U HeroB
KOMILJIEMEHT OTBODEH M 3aTBOPEH HMCTOBPEMEHO, T€ OIeT OHM YMHE IUCKOHEKCUjy. 3a BUIIEe neTajba, Kao U
€KBUBAJICHIIN]Y 4. ca OCTaJiMMa, MOTJIeNATH KEUTY.
Jom jemam mpupongaH HAUMH OeQUHUCAHKA MOBE3AHOCTHU je cienehn.
Hepununuja 3a merpruury mpocTop X KakeMO Oa je IIYyTHO MOBe3aH YKOJIUKO 3a CBakKe ABE Tauke T,y € X
[OCTOjU HemperuaHo npecaukasame v: [0,1] = X, rakso ma je v(0) =z u y(1) = y.
Baxky mMmnnmkanuja na je cBakM IIYyTHO IIOBE3aH IIPOCTOD yjeqHo u moBe3aH. Jloka3, ce MO:ke MOrienaTu y
kibu3u. OOpHYTO He MOpa Oa Baku, ajyu y BeNuHM pa3yMHUX IPOCTOPAa jecTe TayHO na ako je X moBe3aH
Taaa je u myTHO moBe3aH. Hama om BaykKHOCTH je ma je TO TauHO 3a OTBOpeHe moackymose ox R, mro mehemo
[OKA3MBATH.
Hemperkngna mpecimkaBama UyBajy MOBE3aHOCT CKyIOBa, IMITO je W WHAUYe HAjOUTHUje 3a MOKA3 Oa IIyTHA
IIOBE3aHOCT IOBJIAYM OOMYHY ITOBe3aHOCT. llpenusnuje Basku
Teopema Hexka je f: X — Y menperumua ¢pyurimja u X mosesan npoctop. Tana je u f(X) mosesan.
Iloka3 ce cBOAM HA TO Ja YKOJIMKO MMaMO AuUCKOHekcujy ckyna f(X), rama Nie uHBep3He ciuke CKymoBa KOju
YMHE JUCKOHEKCU]y YMHUTU nuckoHekcujy on X. Ilerasmu ce HapaBHO Mory Hallm y KEHU3M.
ITperxonua Teopema nmpencrasiba HeKy anasorujy Komu Bonmanose Teopeme. 3anpaso komOunyjyhu nperxonny
TEeopeMy ca OAroBapajynuMm cBOjCTBOM KOMIIAKTHOCTU JOOMjaMO
Cra Heka je X wrommakranm m moBe3an Merpuuku npoctop u f: X — R menperkumua ¢ywrmuja. Tana je
f(X) = [m, M], rme je m muaumyMm a M makcumyMm ¢yHrnuje f.
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3aucra, kako je X mosesan, 1o je u f(X) nosesan a omarie mopa na 6yne narepsan. Hame, f(X) je kommakTan,
a jeIVHN KOMIAKTHV WHTEPBAJU Cy CerMeHTH [a,b]. Omatne u cienn 3akbydak.
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