KpuBonmHMjCKN ¥ HOBPIIMHCKA MHTET DA

Y mOpeTxomHOM CMO BHIENUM KaKO Ce NepUHUNNja MHTEerpaJja Npomupyje Ha MepiuBe ckynoBe y R™. Ilame,
[a MHTETrpaJ IO TaKBOM CKYIy HHUje HyJa, HEONXOIOHO HAM je Ja caM Taj MEpPJbUB CKyI Oyle IyHe paBaHCKe
Mepe, ITO Ce YIJIABHOM CBOIWUIO Oa CAIPKU HeKy mesy kyriy y R™. Hapemsu TumoBm mMHTErpasia Kojuma ce
6aBUMO Cy MHTErpaJM IO KPUBOJIMHI]CKMM OOjeKTHMMa, OQHOCHO IO KprBaMa 1 mospmuMa vy R? n R3. Kako cy
3a pasyMHe CiIyJyajeBe OBO YIJIABHOM CKYIIOBM Mepe HyJa y OAroBapajynuMm mpocTopuMa, paHUje NePUHUINI]a
BUIIECTPYKOr MHTErpaja HaM He Jaje HelnTo maMeTHO y oBoM ciayuajy. Olarie mam tpeba HemTo Apyradmju
IPUCTYI, Mala caMe HAeje 3a Ne(pUHUNU]Y OCTAjy KCTE.

KpuBonuuunjckn uuTerpasa npse I Bpcre

OsBaj Tun mHTErpaga Mame BUIIE AUPEKTHO IPATU WAE]Y 3a yOUIITABAHKE KOjy CMO paHuje Kopuctuiau. Hawmme
aKo mMaMO (YHKIU]y OepUHUCAHYy HA HEKOj KPUBO]j, MOIEJMMO KPWBY Ha Mambe NEeJIOBe, Ha HUMa U3abeprumo
UCTAKHyTE TaUKe, Y3MEMO BPENHOCT (YHKIMje V TOj TAUYKM M IOMHOMKIMO I'a Ca OAroBapajynoM IyKUHOM TOT
nena KpuBe. Kako cMO paHUje pauyHa M INTa je AYKUHA JIyKa KPUBE Yy IPETXOTHOM DPE30HOBAMmY HEMAaMO
Hemo3HaTe nojMoBe. IIpermusupajMo omatiie Taj mojam.

Heka je marta xpusa v y mpoctopy R3. [Ipernocrasumo na je kpusa nmapamerpusosana ca y(t) = (o(t), ¥ (t), x(t)),
rae je t € [a, f]. Heka je mame f: v — R orpanunuena ¢gysrnmja. Youurmo noxeny P unrepBasua [«, ] ca

a=ty<t1 <...<tp, =0

n HeKa je T; € [ti_1,t;]. IIperxomamM Taurama omroBapajy Tauke Ha KPUBOj 7y Koje O3HauaBaMo ca A; =
(p(t:), (), x(t:)) m ¢; = (o(7:),¥(13), x(7:)). Tlo KOHCTPYKIMjU MMaAMO Ha Cy TAuKe ¢; CANDIKEHY Yy IeNy JIyKa
kpuBe on tauke A; 1 mo A;. Oszmaummo name ca Al; my:KuHY Jyka KpuBe on Tauke A; ;1 mo tauke A;, Te
GOpPMUPAJMO MHTErPATHY CYMY

o(f,7,P)=>_ f(ci)Al.
i=1

Yromuko mocroju 6poj I, 3a Koju Basku ma 3a cako ¢ > 0 moctoju 6, Takso na je |I —o(f, 7, P)| 3a cBe monene
P 3a xoje je maxAl; < 6 u cBe u3bope Tavyaka T, Hera Ha3UBAMO KPUBOJIUHUJCKUM UHTETPAJIOM MPBE BPCTE
¢yHEITje f Mo KprBOj 7. Y0oOU4ajeHO, KOPUCTUMO U O3HAKY

I= lim o(f,7P).

max Al; —0

3a 6poj I KOpUCTUMO YTJIABHOM O3HAKY f7 f(x,y,z)dl. Takobhe kopucru ce u o3uara €45 f(z,y,2)dl rme cy A
v B mouerHa u kpajma rtauka kpuse 7, npeuusauje A = (p(a),P(a),x(a)) u B = (p(B),v(8), x(B)), napasuo
VKOJIMKO je jaCHO IO KOjO] KPWBO]j 7y BPIIMMO WHTETPAIU]Y.

Ila 6u nepuHMIMja WMaJa CMUCIA, HEONXOAHO HAM je Ha Oy;KUHA JIYKAa KpUBE 7 MMa CMUCIa. Kako cMo
IPETXOMHO padyHAJM 3a Ie0 IO Ieo IJIaTKe KpuBe, yoyayhe mpermocraBmaMo na je TO ciaydaj.

OcHOBHA CBOjCTBA KPUBOJUHUjCKOT MHTErPAJA MPBE BPCTE Cy MCTA KAO KOJI PAHUjUX TUMIOBA

CraB Heka je v nyk kpuse on tauke A no taure B, f,g: v — R dQyurnuje Takse na mHTErpaiu fv f(z,y,2)dl n

fvg(x,y,z)dl nocroje. Tana Basu:

L [Laf(x,y.2)+ Bg(z,y,z)dl = a [ f(z,y,2)dl+ B [ g(z,y,z)dl.

2. [upflxy,2)dl = [, [(2,y,2)dl+ [, f(x,y,2)dl, 32 cBaky rauky C' Koja ce HAJA3M HA JIyKy KDUBE 7.

3. Yronuro je f(xz,y,2) < g(z,vy,2), Tana je n f7 flz,y,2)dl < fﬂ/ g(x,y, 2)dl.

4| [, ey 2)dl] < [, f .y, 2)d.

IIpeTxomHo ce mora3dyje Kao M KOO OOMYHUX MHTErpaJja. 1. je MocjeauIia aHaJOTHOT CBOjCTBA CyMa U JUMeca,
2. ce mobuja monaBameM HOBUX Tavyaka y IOJEJNY, 3. OIET CIeIV M3 aHAJOMHOI CBOjCTBA 3a MHTErDAJIHE CyMe,
nok 4. cnenu u3z 3. u mejennaroctu —|f(x,y, 2)| < f(x,y,2) < |f(z,y,2)|

W3 cBojcTBa 3. aHAJIOTHO cieay TeopeMa O CPEIHOj BPETHOCTH.

CraB Ako je pyHruuja f HempekugHa HA JIYKY KPUBE 7y, Tala IOCTOjU TAYKa C Ha JYKYy KPUBE Y TAKBa Ia je

/f@%dﬂ=ﬂWW%

rae je [(y) oysuHA JyKa KpuBe 7.
Hera je m < f(x,y,2) < M, rme cy m u M musnMyMm u MakcumyM ox f. VI3 mperxoxsor csojctsa 3. je Tanma

m/dlg/f(x,y,z)dlgM/dl.
¥ v ¥

IIpuMmerumo ma je MO KOHCTPYKIUjU WHTErPaJHE CyMe 32 KPUBOJWHUjCKM WHTErPAJ IIPBE BPCTE fy dl = (7).

Ogatie je fv fz,y,2)dl = pl(y) 3a meru 6poj p mameby m u M. Kako je iayk kpuse noBe3aH Ckyl (HEIPEKUIHA

je cauka uaTepBaa [a, f]) a f je HempermaHA QyHEIUja, TO HOCTOjU TadKa ¢ HA JIYKYy KpuBe 3a Kojy je u = f(c).

ITo ce m3pauyHaBama KPUBOJIUHU]CKOT MHTErPaJia IIPBE BPCTE TUUYE UMAMO

Teopema Y paHujoj HOTALX]U, IPETIOCTABAMO Ia jeé KPUBA 7 AaTa [IIaTKOM IapaMeTpu3anujoM (makie ma cy
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pyuEIMje p,1),y TIaTEEe) U HEKa je pyHRIMja f HempexummHa. Tama je

B
/ﬂ%%dﬂ:/“ﬂwt )V 2(t) + 2(t) + x2(t)dt.

Iloxas HOFJIeI[aTI/I v ku3u. Cama GopMyiia HIje HEOUEKUBAHA jep je Y OBOM CIydajy aymMHa JIYKa KpUBE IaTa
ca fﬂ V() + ¥2(t) + x2(t)dt, omakme ce meo myka M3 MHTErpasIHe cyMe pauyHa ca ft VOR(t) +¢2(t) + x2()dt.
Hanmomenumo ma Teopema BazKu M aKO je 7y €0 IO Me0 IJIAaTKa KpuBa, a f meo mo ﬂeo HENPEKU THA dpyHHqua.
IIomenumo 3a Kpaj Da KPUBOJMHUJCKY WHTETPAJI IPBE BPCTE HE 3aBUCH Ol OPHWjEHTAlNje KPUBE Y, Tj. HE 3aBUCU
na gu ce kpehemo on tauke A ka Tauku B, miu oOpuyTO o1 Tauke B ka taukn A. OBO CBOjCTBO HUCMO DaHU]je
TOMULAJIN, jep Ha WHTEPBAJY WMAMO TPUPOITHY OPUjEHTAIN]Y [Oa UAEMO O Mame Tauvke Ka Belhoj, mTo KOom
IPOM3BOJbHE KPUBE HEMAMO yHAIIpen 3a1aTo, Bell 3aBUCH O HAYMHA KaKO je MapaMeTpPU3yjeMo.

Cras Axo nocroju [, f(z,y,z)dl, Tana je

flx,y,z)dl = f(z,y,2)dl.
BA AB

Iloka3 ce cBOOM HA TO MAa je Yy WMHTErPAJHOj CyMU Iy:KUHA [esia JyKa KpuBe on Tauke A; 1 mo A; jemHaka
AYKUHU JTyKa KPUBE Y OOPHYTOM PEmOCJIery.
Kpusomuaujcku narerpan apyre (II) Bpcre
ITocMaTpajMo cala HENITO APYTauujy CUTYalujy y ONHOCY Ha paHuje. Hewa je omer v xpuBa y R3 u mexa
cy 3amarte ¢yurmumje P,Q, R Ha nykry kpuse 7. Uneja je ma mpomHTerpasmmo cBaky on ¢yurmmja P, Q, R nyx
KoopauHaTHUX oca. Hawmme, Hera je omer (p(t),v(t), x(t)), 3a t € |«, 8] napamerpusanuja kpuse v u nexa je T'
nomena maTEpBaJa [0, §] mara ca

a=ty<...<t, =0,

Te younMmo Tauke T; € [t;i—1,t;]. Popmupahiemo name mHTErpasHe CyMe KOje MHAYKYje OaTa MOAENa Ly:K CBAKe
oce. Osnaunmo npe Tora ca Az; = p(t;) — @(t;—1) n asagorso Ay; = P(t;) —P(ti—1), Az = x(t;) — x(ti—1) u Kao
u paruje ca Al; Oy:KUHY Hesa Jyka Kpuse. Heka je

(27 T) ZP (), x() A
2(P,7,T) ZQ (72), x(73)) Ay
s(P,7,T) ZR (12), x(70)) Az

YKOIMKO TOCTOje JIMMECU OBUX WHTErpaidHux cyma kama max Al; — 0, Ha3uBaAMO UX KPUBOJUHU)CKUM UHTE-
rpajom apyre Bpcre ¢yuriuja P, Q, R no kpusoj . JlaTe nmumece pecneKTUBHO O3HAYABAMO Ca

A Pla,y, 2)dx L Qlz,y, 2)dy L Rlx,y, )d>

a Hajyemne ce KOPUCTU O3HAKA
/P@%@®+Qw%d@+3wwﬂﬂ-
.

Takobe, cIMYHO Kao ¥ paHuje KOpUCTEMO U O3HaKy [, P(r,y,z)dr 4+ Q(z,y,2)dy + R(x,y,z)dz, rae je A =

(p(a), (), x(a)) m B = (p(8),¥(B), x(8)). JemnocTaBHOCTN 3amuca paad, YeCTO C€ M30CTABILAJY apPTyMEHTH

¢yurmuja P,Q n R.

Mosxe ce moka3aTu a KPUBOJIMHUI]CKM WHTEIPaJ APYyre BPCTe MOCTOjU YKOJIUKO je KPUBA 7y €0 IO Neo IJIATKA,

a ¢yurnuje P,Q u R cy menpekunmne Ha kKpuBoj. Hanasme mpeTmocTaBibaMo Ia je TO CIIydYaj.

IIperxonua mnepumHUnMja NHTEPIPETUPA Pa3He (PU3UUKE IOjMOBE, O UEMY CE€ HEKU NeTaJbl MOI'Y BUAETU V KEHU3U.

HaBenumo masse oCHOBHA CBOjCTBA OBOT THUIIA MHTErpaJia.

CraB Hera je v = AB kpuBa, P n P, ¢pyHEKIUje neprHUCAHE HA JIYKYy KPUBE, TAKBE Na MHTErPaJn f,y Pidx n

f,y Pydx moctoje. Tana Baxm:

1. f,y aPi(z,y, 2) + BPs(z,y,z)dx = afw Py (z,y,2)dz + ﬁf,y Py(x,y, 2)dz.

2. [ug Plz,y,2)dx = [, P(x,y,2)dx + [, P(z,y,2)dz, roe je C' Tauka xpuse 7.

Iloka3 je moTmyHO aHaJioraH paHujuM. Hawmme, kKako cBojcTBO 1. Baku 3a MHTErpajiHe cyMe, a M JUMEC IPO-

Ja3u Kpo3 30Up M MHOMKEHE CKAJapOM, CJIEAM OA AHAJOTHO BAKU 33 KPUBOJIMHU]CKU WHTErPAJ APYTe BPCTE.

CBojcTBO 2. ce mobuja omeT eBeHTyaJHUM olaBameM Tauke C'y momesy.

3a pasauKy Ol PAHWjUX TUIOBA MHTETrPaJia, KPUBOJIWHNI]CKA UHTETDAJ APYyre BPCTE HeMa CBOjCTBO MOHOTOHOCTH.

Pasznuka je y ToMe ImTO je y MHTErpaiHoj CyMu IO caza 6mo uspas obmuka f(c)u(A) rae je p 6una mepa (Guio

7Kopmanosa, 6uno my:kuHa JIykKa KpuBe) Koja je yBek HeHeratusBaH 6poj. Ca mpyre crpame, pasauka Ax; He

Mopa na Oyne HererartupHa. lllraBumie, 3aBuCH O cMepa KpeTama KojuM ce kpehemo ny:x kpuse. llpenusnuje
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BaKU
Cras Axko mocroju fAB Pdx, Tana je

/ P(z,y,z)dx = —/ P(z,y,z)dx.
BA AB

Iloka3s je mupekran, jep ce okpehe 3uak y paszauiu Az; y uaTerpasnoj cymu. Ilakmie, na Ou KpUBOJIUHU]CKUA
WHTErpaJ Ipyre BpcTe OMO jenHO3HAYHO onpeheH HeOomXOmHO je ma 3amaMO W OPHUjeHTalljy KpWBE, Tj. CMep
KojuM ce kpehemo qyk Te KpuBe.

ITo ce m3pauyHaBama TUUe MMaMO GOPMYJIY.

CraB Hera je 7 rmaTtka kpuBa u P HenpermmHa (QyHERNUja JedUHUCAHA HA HEHOM JIYKY. Y PaHU]Oj HOTAIMjU

UMaMoO na je
B

/ P, y, 2)dx = / P(o(t), (). X(1)) - ().

o
Ilokasz morienaty y Kiuu3u. AHaJOrHA (GOPMYJIa BasKM 34 fv Qdy n fv Rdz. Cama ¢opmyna je BpJIO y CRIALY
ca HOTALU]OM MHTerpaJia, jep je CUHTakcHO mobujamo 3amenHoM x = p(t),y = ¥(t) u z = x(t), npenusnuje

B8
/ Py, 2)de+Q(x, y, 2)dy+ Rz, y, 2)dz = / P((t), (8), x(0)dplt) +QUo(t), (E), x(8))dib(B)+ Ro(8), (8), x (1)) (8)

e

B
:/ PG ) + Q. ) (t) + R(..)Y (t)dt.

[IprmeTnmo nasme na npeTrxonHa GOpPMyJia ce MOKe jeJHOCTABHUj€e 3aIMCATU Y BEKTOPKOM OOJIMKY. Y KOJMKO 03-

Haunmo ca v(t) = (P(e(t), ¥ (t), x(1)),Q(...), R(...)), a car(t) = (p(t),¥(t), x(t)) BekTOP KpUBE 7, Tana KPUBOIUH-
1jCKU MHTETPaJ APYyre BPCTE 3aMUCY]EMO Ca

/UodT: /jv(t)or’(t)dt,

rme je ca o O3HAUeH yoOM4YajeH! CKaJapHU MPOU3BOI IBa Bekropa. Takobe, umamo na je u

B
/ fl = / SO )2,

3a KPUBOJIMHW]CKA WHTECPAJ IPBE BPCTE.

I'punroBa ¢opmyna

Basxua Beza maMmebhy KpuBOIMHMjCKOT MHTErpaJja IO IPAHUNKM HEeKe OOJACTH M ABOCTPYKOI MHTErPAJa IO TOj
obsacTy n3paskeHa je mapenuaoMm I'punoBom Popmynom. Ilpe came popmyrnamnuje Tpeba HaM jenaH mojam.
Yoummo mpocty (kpuBY 6e3 camompeceka) 3aTBOpeHy (TOUeTHa W Kpajma Tauka Ccy ucTe) KpuBy v y R2.
Ilpyraumje peueHo, OBKBa KpWBa WMa napamerpusanujy narty ca r(t) = (p(t),¥(t)), 3a t € [a, ] n dpynrumja
r: [a, B] = R? je 1—1 ma orBopenom untepsany (a, 3) u r(a) = (). OBakpa KpuBa orpanmuaBa HeKy obiact D
(oBakBa KpuBa 3aIpaBO IeJU PABaH HA ABe 0BJIACTH jeHY OrpaHUUEHY, Koja je makie D u jeqHy HeOrDaAHUUEHYy.
OBo je Mame BUIle JaCHO HIPOCTUM I[PTAHEM CIUKE, Al CaM JOKa3 je KOMIUIMKOBAH U U3JIa3u BaH OBOT Kypca).
Ako KpuBa 7 MOM¥e Ha ce IpencTaBu Kao neo rpaduxa nse ¢pyuxuuje f(z) um g(x) 3a x € [a,b] y3 eBenryasme
meJsioBe mpaBux r = a u x = b obmact D HazmBaMo eseMeHTApHOM obJsamhy y omHocy Ha x— ocy. pyrauwuje
pedeHo, eleMeHTapHa 00JACT ¥ OOHOCY Ha r—OCy je obaacT

D = {(x,y)|x € [CL, b],f(it) Sy < g(IE)},

y3 mpernocraskry na je f(z) < g(x) 3a cse = € (a,b). Kpusa roja je orpanmuaBa ce makjie CacToju PegoM OJ
mena rpadura (x, f(x)) 3a x € [a,b], name on mena mpase (b,y), rme je f(b) < y < g(b), 3aTum name ox mena
rpaduka (z,g(x)) rme je x € [a,b] n Ha Kpajy ox mena mpase x = a uaMeby f(a) u g(a).

Anasoruo, o61aCcT HA3UBAMO €JIEMEHTAPHOM y ONHOCY HA Y—OCY aKO Ce IpeicTaBiba Kao meo usMeby msa
rpadura pysrnuja x = f(y) u x = ¢g(y). Ha kpajy, 3a 061acT kaskeMo na je eJeMeHTAPHA, YKOJIUKO j& eJIeMeH-
TapHa y oxHocy Ha 0be oce. Ilpumepa pamu, Kpyr je eneMmeHTapHa 00IACT.

Teopema Heka je D obaacT orpanuveHa neo mo Ae0 TIATKOM KPUBOM 7 M KOja Ce MOMKE 3allMCaTH KAo YHUja eje-
MeHTapHuX obsnact. Heka cy ¢yuruuje P(x,y) n Q(x,y) HEIpeKnAHEe 3ajeIHO Ca CBOJUM MAPIWjATHIM U3BOINMA

oP _ 9Q B .
S, U 55 ma cxymy D. Tama Basku jemHAKOCT

Jy
aQ 0
/WP(x,y)derQ(x,y)dy//D(ax ffa];)dxdy,

re ce OpUjeHTalja HA KPUBOj Y OMpa TAaKOo ma KperameM Oy:k KpuBe 7y obmact D ocraje ca jieBe cTpaHe.
Iokas morsnenaru y kmusn. VmejHo, mpBO ce M3BOAM 3a €JIEMEHTapHyY obiiacT, rmge ce CBOAM Ha IPUMEHY
dyounujee Teopeme. 3a yommraBame Ha 0O0JIACT KOja je yHUja eJeMEHTAPHUX, HomeauMo obisact D Ha
eJleMeHTapHE U Ha CBaKy OJ BUX IPUMeHNMO nperxonny ¢popmyny. Ilomemnom obnactu D ce yryTap Te obmactu
nobujajy HOBe KpuBe, MeyTuM Kako ce KpPO3 CBaKy IPOJA3u ABA IMyTa Y CYIPOTHUM CMEpOBMMa, mobuja ce ma
TV UHTErpaJU He yTUUy Ha KOHAYHU pe3ynarar. llorsenaru CKuUly y KiU3U, Win Belh HEKOM IPYroM MU3BOPY.
[Iperxonua dopmyna ce nazuBa I'punoBa dpopmyna. Hamomenumo jom na rpanuna obnactu D He Mopa O6utu
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jemHa KpuBa, ycJoB je ma je obmact D yuuja emementapuux obsactu. [Ipmmepa pamu, Tauyma je 3a obJsacTtu
nomyT mpcrena {(z,y)|a? < 22 + y? < b%} 3a Kojy ce jemHOCTABHO MOKe BUJETH Ma je YHUja eJeMEeHTapHUX
obmacrtu.

He3aBucHocT MHTErpamnuje o myTame

KpuBonunujcku maTErpas Apyre Bpcre fv Pdx + Qdy + Rdz napaBHO 3aBUCHU O]l KPUBE MO KOjO] C€ MHTErPAIUja
Bpuir. MebyTum, y HeKuM cirydajeBuMa 3aBUCHU CAMO O IOUETHE U Kpajihe Tauke Kpuse. llperumsumpajmo Taj
caydaj

Teopema Heka je y ob6mactu V C R? marto HEIpeKumHO BEKTOPCKO HOJbE

v(z,y,2) = (P(2,y,2),Q(x,y, 2), R(z,y, 2)).

Tana cy cnemeha tBpbhema exkBuBasieHTHA:
1. Tlocroju ¢ymrmmja u: V — R ca HempermgHMM mapiyjajHUM W3BOAMMA, TakBa na je grad u = v.
2. KpuBonuHnjcku MHTErpaj f,y Pdx + Qdy + Rdz ne 3aBucu on kpuse v y obnactu V Beh camo ox mouerHe u
kpajwe Tauke A u B. Bpemnoct unrerpasa je tana u(B) — u(A).
3. Unrerpaxn [, Pdx + Qdy + Rdz no cBaxoj 3arBopenoj kpusoj C'y obmactu V jeanak je Hyi.
Ioka3 morsenat y KBU3MU.
IIperxomua Teopema, Mama maje MOTIYH OATOBOP Kada MHTErPaJI HE 3aBUCU O Iy TAle YCJIOBOM 1, HUje 3romgHa
3a npuMmene. Haume, Tpeba mpoBepuTy yCJIOB Ja JIU IOCTOjU (YHKIU]A U, TAKBa 1A je % =P, ?TZ =Qu % =R,
IITO je KOMILIMKOBAHO. 3alPaBO 3a PA3JIMKY O jeJHOAUMEH3MOHAJHOL ciydaja, IJe je pellemhe aHaJIOTHOT
npobiaema 6uno camo [ f(z)dz, y oBoM ciydajy TakBa (pyHKOUja HE MOpa Aa HOCTOjU.
Y crBapum, Kako OJ paHWje 3HAMO [a MEIIOBUTYU W3BOIU HE 3aBUCE O perociena audepeHIupama, axo je
¢yHKIMja MOJie IJIaTKa, Aa OM TakBa (YHKIMja ¥ IIOCTOjasia, HEOIXOMHO je A MEIIOBUTU U3BOAU OyIy KCTH.
IIpenusnuje numanu 6um

oP 0%u B 0%u _0Q

dy  Oydr Oxdy  Ox’
VKOJIMKO OuM mocrojana TakBa (QyHKIUja u Koja je moie riartka. CundHO, jeAHAYEHEM OCTAJIUX MEIIOBUTUX
OPYTUX U3BOJA, CE€ M3BOAM OA je HEOUNXOMHO N BAKU % = %—,1; u % = %—f, 3a MOCTOjame (QYHKIUje U 3a KOjy
je gradu = v. MebyTum, mpeTxoman ycioBU HACY AOBOLHU. ApXuUmpuMmep OBOr cayuaja (KOju je y paBHHN) je

Yy x
P(%y):—m, Q(%y):m,

[Mocmarpan Ha obractu R?\ (0,0). JIupeKTHUM padyHOM MMaMO A4 je % = %—8. Ca mpyre cTpaHe, yKOJIUKO Ou

mocTojasia pyHKIMja © TakBa Ia je % =Pu (% = (J, IO MPETXOIHO] TEOpEMU OU MHTErpaJl fc Pdx 4+ Qdy no
cBakoj 3aTBOpeHoj kpusoj C 6uo jemnak wymu. 3a C uzabepumo jemuaununy kpyxauny C = {(z,y)|z? +y? = 1},
KOjy MOKEMO Ja mapaMeTpusyjeMo ca x = cost,y = sint 3a t € [0, 27]. Kopumhemem Gopmyie 3a nspauyHapame

KPUBOJIMHU]CKOT MHTErpaJja Apyre BPCTe MMaMO Ia je

dy — yd * costcost — sint(—cost 2
/ x;g wa :/ cost cos sm. (2 cos )dt:/ 1dt = 2.
c T¢+y 0 cos?2t +sin“ t 0

mTo Huje Hysa. /lakie, TakBa (yHKIMja He IOCTOju Yy HaBeneHOj obiacTu.

Nunak, mox nomatHuM mpernocraBkaMa 3a obaact V' (y paHMjoj HOTAIX]M) MOMEHYTH HEONXOAAH YCJIOB 3a jel-
HaKOCT oapeDheHux mapuujasHux u3Bona je u noBosba. OBO je 3roxHa cuTyanuja jep je Taj ycjoB caMO padyH-
CKU, Tj. OMPEKTHO je nmpoBepuB 3a mare ¢yarnuje P,Q u R. Tume moma3zmmo m0 mojMa mpoOCTe MOBE3AHOCTH.
3a moackyn A C R kaskeMo [a je MpOCTO MOBE3aH YKOJUKO Ce CBaKa 3aTBOPEHA, IeO0 MO Ne0 IIaTka Kpusa vy A
MOsKe HempekuaHo ckynuru y tauky My € v. [Ipenusupahemo mano oBaj mojam, Mana camy aedununujy hemo
KOPUCTUTH 3a HEKE CJydajeBe a BUIIEC BUIACTU IPUMepe 3a Koje 0BO He Baxku. Jlakiye, HeKa je JaTa 3aTBOPEHA
neo 1o meo ruaTtka kpusa v: [0,1] — A u Hera je jom v(0) = (1) = My. AKO TOCTOjU HEIPEKNAHO IPECINKABAE
F:[0,1] x [0,1] — A, TakBO na je

F(0,5) = F(1,s) = My, s€0,1]
F(t,0) = ~(t) tel0,1]
F(t,1) = My telo,1],

OHJa KayKEeMO [a Ce KpuBa Yy MOxke ckymutu y Taudxky My. Vneja je makne, ma Ha HuBOYy s = 0 mMaMO KPUBY 7,
KOjy IIOCTEIIEHO IIO mapaMeTpy s gedopmurneMo no tauxe My, OIHOCHO Kana je s = 1, KpuBa KOjy nodujamo je
camo HaBezneHa Tauka My. IIpBu ycuos, je na mok medpopmumremo kpuBy myTeM F' mo Ttauke, camy Tauxky My He
nomepamo. Hakie, numamo pamunujy kpusux vs(t) = F(t, s), koja ox s = 0, ox nare Kpuse J0JIa3U HEIPEKUTHO
no rauke My 3a s = 1.

Y came mpumepe ce mehemo MEOro yay6umusarm. IIpso, paBam R? u mpoctop R? cy mpocto mopesanw.
3anpaBo, HAI B-UMA He CAMO CBAKy KPUBY, Behl 11 110 IPOCTOpP MOKEMO CKYIIUTHU Y CBAKy Tauky (jeaHOCTABHOCTH
paau y3uMaMo HyJy) ca

F(x,s) =xz(l —s).
4



3awncra, 3a s = 0 cBaka Tadka je pUKCHpaHa, IOK je 3a § = | CJIMKA IPEeTXOMHOr NMPECINKABAlma CaMo Hymxa. Y
IIPETXOAHOM IPUMEDPY, T jé BEKTOP, IOK je MHOKEHhe YOOUYajeHO MHOMKEHE CKAJIAPOM.

Baskan npumep npocTopa koju muje npocto nosesan je A = R?\{(0,0)}. Oso mehemo nokasusaTu, a MHTYUTUBHO
npobieM mpasu OUIIO KOja 3aTBOpeHaA KpuBa Koja obube mysny (omakie je u DOmMAO paHUje HABENEHU IMPUMED).
AKO TakBYy KpUBY KPEHEMO HENPEKUIHO Oa NepOopMUIIeMO OHA N yBek obuia3urty Hyly (MHTYUTHUBHO, MODAaJa
6u ma ce mpekuHe Ja OU je IPOBYKJIM OKO HyJI€), a KPO3 By He MOMKEeMO Aa npobheMo jep MOpaMo ma OCTaHEMO
y ckyny A. 3ampaBo, BehimHa nmpumepa ca kKojuMa NeMO ce CpecTu je OBAaKBOI OOJIMKA, OJHOCHO DABHU KOjOj
¢aay KOHAYHO MHOI'O Tadaka. HedopMasiHO pedueHO, Y PaBHU IPOCTA MOBE3AHOCT MEPU KOJIMKO MMaMO PYIa.
Ca mpyre crpare, ckyn R*\{(0,0,0)} jecre npocto nosesan, tj. uziaackom us pasau O, HeMaMO BUIIe IPOGIEM
ca 3ao0unaxemeM jemHe tauke. Jla OM MOCTUIIM MCTO Y KaO y paBHM, U3 R> HEONXOMHO je HIOp. U30amUTH
ey TIPaBY.

O jom HeKMX mprMepa, HOBPUIMHA cepe jecTe MPOCTO MOBe3aHa, JOK MOBPIIMHA TOPYCa HUje, jep CIUYHO KAo
KOJl paBHU 0e3 Tauke, HE MOXKEMO [Na CKYNMMO Yy TauyKM KPY/KHUIY KOja MAe Iy Iejor obmma Topyca.

Baxna Teopema koja ymnormymyje OIUTame O He3aBUCHOCTU MHTETrpalUje je

Teopema Heka je V C R? mpocro mosesama obaacT Ha K0joj je 3amarta ¢ymkmuja v: V — R ca v(w,y,z) =
(P(z,y,2),Q(x,y, 2), R(x,y,2)), KOja uMa HempekuaHe napuujassHe u3Boge. IlorpebaH ¥ TOBOJAH YCJIOB Ia
UHTErPaJa f,y Pdx + Qdy + Rdz ue 3aBucu on xpuse v C V Behh camMo ox moueTHe u Kpajme Tadke, jecTe Aa Cy
UCIYHEHE jeTHAKOCTH

orP _ 0Q 0Q OR oOR 0P
oy Oz’ 02 oy’ dx 9z’
Iloka3 mo skeJpu MOTJIENATH Y KEU3U.
YMecTo moka3a HOCMATPAjMO AHAJICOHY CUTYaldjy y PaBHU, I€ j€ jeOUHU PEJIEBAHTAH yCJIOB %—I; = %. ITo

paHUjOj TeopeMu, JOBOJHHO je IIOKA3aTH Ia je MHTerpas IO CBakoj 3aTBOpeHOj kpuBoj C' jemHax Hyau. Ako
[OMATHO MpeTnocTaBuMoO Aa je kpuBa C rpanuna Here obmactu D Tana mo I'puHOBOj GopMysin mmamo

/de+Qdy—// a—Q—a—Pd dy

mo HaBeneHoM ycioBy. Hapasro, BaskHO 3a I'puaOBY dQopmyITy je Ia Cy MapluujaiHu U3BOOUW HENPEKUIHU Ha
3aTBOpemy D, OOHOCHO, Aa obaacT D ocuM IDaHMYHMX Tadaka Koje Cy CBakako Ha kpuBoj C HeMa jOIl Heke
rpaHUYHE TAuKe, Koje Cy MOskIa U BaH obaactu V. AKO ce omeT BpaTuMO Ha OIpUMep paBHU 0e3 Tauke, je IMHUYHA,
KpyssHUIA je y moj rpanuma ckyma {(z,y)|z? + 3% < 1} \ {(0,0)}, mebyTum mpobaem mpasu omet (0,0), nau Ti
jeIMHUYHA KPY:KHUIA Y TOM CKYILy HUje TPAHUIAa KOMIOAKTHOr ckyma. Moske ce mokaszaTu ga y IPOCTO MOBE3aHO]
obJyiacTy OBO HE MOXKE Jla Ce Jecu, Tj. Ja he yBek mocrojaTu anekBaTHa obmact D umja je rpanuna xpusa C.
IloBpminHCKM MHTErpaJs IpBe BpcTe

[Iperecumo cafa maeje Be3aHe 3a KpWBE KOje CMO PaHWje MMaJju Ha caydaj mospmu y R® (y oBom mery, 3a
HOBPII OAPA3YyMEBAO IBOAVMEH3MOHAJHA IOBpLI y paHujoj Hortamuju). Cama pernauzanuje HeMa CYLITHHCKU
HEIITO HOBO, aJii je TEeXHUYKM KOMIUIMKOBAHWUja jep paluMO ca BUIle MpOMeHuBUX. Ilpe ceera, Tpeba aBa
mojMa KOja CMO 3a KPpUBE MMaJii paHWje Ja IPEeHeceMOo Ha MOoBpImK. Paam ce 0 mMOBPIIMHM HOBPIIN, a KACHUjE
3a MHTErpaJ APYyTre BPCTE O OPHUjEeHTAIVjU TOBPIIU.

CeTumo ce ma cMo panuje medurncasy nospmr y R3 kao ckyn S = {(x,y,2)|F(z,y,2) =0}, rneje F: V CR* - R
¢oyurmumja 3a kojy Basku VF # 0. Kako je To mo Teopemu 0 mMnImnuTaOj OYHKIUjU €KBUBAJEHTHO TOME Ia
CBaka Tadka MMa OKOJUWHY Ha KO0joj je ckyn S rpa¢uk (yHEHMje, Koja je mcre raaTkocTtu kao u F, mobumo
on osor ciyuaja. Heka je makme mospm S 3anara ca (x,y, f(r,y)), rae je (x,y) € D C R? obract u Heka
jom ¢yurmumja f ruartka. Yoummo mnomerny P ckyma D Ha MepsuBe ckymoBe D; rme je i = 1,...,n 1 yodumo
rauke (a;,b;) € D;. Y raukama (a4, b;, f(a;,b;)) KOHCTPYUIIMMO TAHIEHTHY PaBaH Ha MOBPII S, a ca S; 03HAUMMO
npojeknujy ckyna D; Ha HaBeIeHy TaHIeHTHY paBaH. V3pauynajmo mame mepy ckyma S;. IIpe Tora mabhumo
BEKTOD HOpMaJjle Ha TAHIEHTHY paBaH y Tauku (a;,b;). [locmarpajmo mpso kpuBy Ha mospmm maty ca y(t) =
(a;+1t,b;, f(a;+t,b;)). Kako je D orBopeH ckym, 3a t JOBOJLHO MAJO je IPETXOIHA KPUBA AePUHACAHA U CBAKAKO
je ma mospmu S. Ilakie, B€H TAHMEHTHU BEKTOD, 3a t = 0, Ipumaga TAHTEHTHOM OPOCTOPY Ha Sy Tauru (a4, b;).
Hupepenimpamem ,IIO6I/IjaMO na je v'(0) = (1,0, gw (ai,b;). Camuno, mocmarpajyhu kpusy (a;,b; +t, f(a;, b; +t))
rmamo na je sexrop (0, 1, 3y (a“bz)) Takobhe TAHTEeHTHU y HaBEMEHO] Tauku. HbUXOB BEKTOPCKU MPOM3BOM KOjU

nsHocu (— gi (a;,b;), — g{/ (a;iyb;),1) je Berkrop HOpMame n(a;,b;) Ha TaHreHTHy paBaH. Jlasme, KOCUHYC yria 7;

KOjU 3aKjamna Ta paBaH ca pasHun Ogy M3HOCH

(_%(aivbi)a_%(ahbi)ul)0(07071) 1
CoSy; = =

H (7%(0%'7 bz)v 7%5(6%'7 bz)v 1) ” " (0707 1) ” \/(%(a“ bz))2 + (%(ai, bl))z + 17

rze je ca o o3HaueH yobudyajenu ckamapHd npousson y R2. OmaBme ce mose mokazatu ma je uS; = puD; - W
k3

3amcTa, aKko 3apOTHPAMO M MCTPAHCIMPAMO TAHI'CHTHY PaBaH, TAKO Ja joj je mpeceuHa mpasa ca pasau O,
HIp £—Oca, ¥ IIOCMaTpaMO HaBeNeHY IIPOjeKIujy, KOja je JIMHeapHO IPECIUKABAH-€, LYK T—O0CEe He MEeHaMO
HUINTA, OOK YK Y—OCe IPOLyKaBaMO BEKTOD 3a (aKTOp —— o, OMIAKJIC BUIUMO Jla Ce Mepe KBaJapa ME’Aajy 3a
HaBeAeHU (PAKTOP, & OJNATJIE U CBUX MEPJPMBUX CKYIOBA.
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Hajzan, moBpumnHy moBpmu gepUHUAIIEMO Ca

0 0 0
:A(llgr)gOZ s, —A(gm%z \/ +(8§<ai,bz->>2+1://D\/<aj;<z,y>)2+<a£<x,y>>2+1dzdy,

jep Cy HaBeIeHV MAPINjaJHU M3BOIU HEMPEKUIHY, ONAaKJIe CIeaN MHTerpabuiIHocT HaBenene ¢pyukuuje. [Tprme-
TUMO Za je IIOJ MHTEerPaJIOH HOpMa BeKTOpa HopMmaJse n(x,y) Ipu OBOj MapaMeTpU3anuju nospu S.

3ampaBo oBa (GopMmyJia OcTaje Ha CHa3W IPU IPOUM3BOJLHO] mapaMerpum3anuju. Heka je mosBpm canga maTa
IPOM3BOJFHOM ITaPaAMETPU3AI]jOM

r(u,v) = (¢(u,0),9(u,v), x(u,v)),  (u,v) € D CR?,

roe cy ¢yeKuje @, u x raarke. [Ipu oBaxkBo 3anaBamy, kako je D obsact, aHAJIOTHO Ce BUAU Oa Cy BEKTOPU

or or :
3, ¥ 5. TAHTEHTHU Ha TOBPIN, OJAKIE jé BEKTOP HOpMAaJe

j j k
or or _ b B o (%%7%%%%7%%%@7%%)
ou Ov 5 gj
1é) ov ov

Oudv Oudv dudv Oudv dudv Ou dv
Kaxko sxenuMmo na mperxonHe jeqHaunHe 3a/ajy HOBPII KOja MMa TAHT@HTHU IPOCTOP, IpeTnocTaBbalieMo yBek
na je n(x,y) # 0. Osmauumo jemHocrasHocTH pam & = ¢(u,v),y = Y(u,v) n z = x(u,v) 1 TIpUMETUMO HaJbHe

]

n(u,v) =

[
&%

<

J 6 D(y,z) D(z,x) D(zy) g
Jia. Cy KOODIWMHATE BEKTODA HOPMAJE 3ampaBO PENOM JakOOUjaHW MPECTUKABAMA 5507 Dluo) B Dluv): [VAKO
GapeMm jemaH o BUX HUje jenHak Hyau (jep BEKTOD HOpMAaJie HUje jelHAK HyJN), HID D(x’y) # 0 mo Teopemu

0 MHBEpP3HO] (pyHEUUjN y okomuHU U Te Tauke, KoOpauHATE (U, V) MOMKEMO U3PA3UTU MPEKO (m y). YBomehu Ty
cMeHy, qo0ujaMo Ha TOj OKOJIMHU Ia je moBpm S omeT rpadur Gysrmuje z = f(z,y) U IO OHOME IITO 3HAMO O

paHuje je
S = / V1+p?+ ¢?dxdy,

rme je p = (% uq= ay Nspauynajmo cana te mapuujanne uszsoge. Kako je z = z(z,y) = z(z(u,v),y(u,v)), oo
OpaBUJIy 3a U3BOJ CJIOKEHE (YHKIUjE, UMaMO 12 je

0z _ 0z0x  0z0y

ou Oz ou t oy Jy Ou

0z 0z0x 0z0y

v 9z dv oy oy O’

AKO PeTXOMHO MOCMATPAMO KAO CUCTEM Te Cy HEMO3HATE % u g;, nprMeHoM KpamepoBor mpasumiia, Kako je

OPBO JETEPMUHAHTA CUCTEMA ggz’g) # 0, nMaMo 1a je
) 1 gz 9y 1 D
87525 = By det (gfé 35) T T Dy DEy’Z;
D(u,v) v dv D(u,v)

Amnasoruo ce nobuja ma je q = —ﬁggi zg Hajzan, Bpahajyhu ce mHa dpopmyny puS = ffD 1+ p? + q2dzdy,

D(u,v)
yBobewem cmene z = o(u,v),y = ¥ (u,v), 1o Teopemu 0 CMEHU IPOMEHJBUBE Yy MHTErDAJy UMAMO Ha je

[ viErEriwa = [ s (~oap ) s (<o BE | Sy

D(z, T
DEu,zg D(u,v) D(u,v) y) Dlw, ')

- //D \/@833)2* (5233)2 - (5§;j§)2dudv :/D“n(u,v) |dudv.

IIpumernmo camo ma cMO (OPMAJHO IPETXONHY CMEHY MOIJIM Oa YPaauMO CaMO HA OKOJWHU U3 UHBEP3HE
¢yurmuje. MeDhyTum kKako cBaka Tadyka MMa TaKBy OKOJMHY, a IOCjeImbr NOOUWjeHM m3pa3 He 3aBUCU O TOT
Mebhyropaka, YKOIMKO 3a CBaKy TadyKy IIOHOBMMO IIOCTYIaK U CBe npecabepeMo nodujaMo na ¢pomysia BaxKu Ha
nenom D.

Suajyhu nperxonHO, AUPEKTHO YBOAMMO NOBPIIMHCKYU WHTETPAJ IPBE BPCTE.

Heka je mata riatka mospm S y R® mapamerapcku jemHaumHOM

r(u,v) = (p(u,v), ¥ (u,v), x(u,v)), (u,v) € D,
rae je D C R? mepsuBa 3aTBOpeHa ob6aact, ¢,1, Y cy Tiaarke ¢pyErmuje Ha D u meka je f: S — R memperumna
¢yHEOHI]A.
Younmo momeny P = {D;|li = 1,...,n}, koja nanykyje nomeny P’ = {S;|i = 1,...,n} ma nospmm S. Younmo
Tagke ¢; € S; U GOPMUPAJMO MHTETPATIHY CYMY




YKonmmKO mocToju kKoHavaH aumec kana 0S; — 0 (05; = sup{d(z,y)|z,y € S;} je mujamerap ckyna) Hasusa ce
MOBPHIVHCKA WHTErpaJ IpBe BpcTe (GyHKIMje f mo moppmu S U 03HAUYABa ce ca

//S f(z,y,2)dS

Moske ce mokasaTu ma MO HABEIEHWM IPETIOCTABKAMA HABEIEHV WHTETPAJI MMOCTOjU.

CBojcTBa Cy MOTIYHO AHAJIOTHA CBOjCTBUMA KPUBOJMHUjCKOT WHTErpaJia MpBe BPCTE

Cras Hega je S C R? rimatka mospm u f,g: S — R menpernmne ¢pyurmumje. Tama Basku

L [[gaf(z,y,2)+ Bg(x,y,2)dS = o [[ f(z,y,2)dS + B [[s g(z,y, 2)dS.

2. [[g f(z,y,2)dS = ffSl flz,y,2)dS + ffS2 f(z,y,2)dS, yronuko je S = S;U Sy rue cy Sy u Sy raaTke moBpumm
KOje HeMajy 3ajeHUYKe YHYTPAIIHhEe TadKe.

3. Yromuko je f(x,y,z) < g(x,y,2) 3a ce (z,y,2) € S 1ana je [[q f(z,y,2)dS < [[qg(z,y,2)dS.

4. Hocroju Tauka (xo,Yo,20) € S, Taxsa xa je [[g f(x,y,2)dS = f(xo,yo, z0)pS.

Ilokas cBUX CBOjCTaBa je CYyMTUHCKU UCTU Kao panuje. CBOjJCTBO MOHOTOHOCTU 3. MMaMO AHAJIOTHO KPUBOJIMH-
MjCKOM MHTErpaJly IpBe BPCTe, jep y NPaB/bely UHTErpajHe cyMe, BPeAHOCTU (PYHKIMje MHOMKAMO Ca HEeHera-
TUBHUM OpojeM u.S;.

VzpauynaBame ce CBOAM HA padyHAme ABOCTPYKOT MHTETPAJIa

Teopema Heka je, y pamujoj Hopauuwju, mospm S 3amarta mapameTapcku u Heka je f: .S — R memperumna
¢yurmmja. Tana Baku

[ s = [[ stetw o), o0 0)xtw, o) n(w, o) |dud,

s D

rae je n(u,v) = g—;(u,v) X %(u,v) BEKTOp HOpMaJie Ha MOBPII.

Iloka3 moraenaru no sxeimu. Cama popmyra Huje uzaeHabyjyha, y cylTrHN je MOTIYHO aHAJOTHA GOPMY I 33
“3padyHaBaKkhe KPUBOJIMHL]CKOD MHTEIDAJIA IPBE BPCTE, T A€ je Mepy KpUBe, Tj. OY/KUHY, OOpehuBao MHTEH3UTET
BekTOpa 7' (t), MOK OBIE AHAJOTHO paau BEKTOP HOpMaJe (IMTO BUIMMO y (GOpMyJiaMa 3a Iy:KUHY JyKa KPUBE
OIHOCHO IIOBDUIVHY IIOBDIIN).

IToBpminHCKM MHTErpaJ Opyre BpCTe

OpujeHTanuja paBHU U MOBPIINA

Heka je mara paBaH o U HEKa BEKTODHU U1, Uy € v yuHe 0a3y maTe paBHU, Tj. Heka je jom ranglujus] = 2. Kaskemo
na je 6asza (up,us) MO3UTUBHO OPUjEHTUCAHA, YKOMJIKO Kpellynu ce ox BeKTOpa 41 Ka BEKTOPY Uz, OHUM YIJIOM
KOjU je Mamu’ O1 7, UIAEMO y CMepy CYIPOTHOM OJ KpeTarma Ka3aJjbke Ha cary. ¥ HajjelHOCTABHU)EeM IPUMEDPY,
nmakme y R?, sumumo ma je yobuuajema opujentamaja ((1,0),(0,1)), oMHOCHO Kam UAeMoO OX T—ocCe Ka y—OCH,
MO3UTHWBHA, jep yrao KojuMm ce kpehiemo m3Hocu 7/2. YKOJMKO ce paBaH o HOJATHO Hajasu y mpocTtopy R?, mo
IpaBUJy TPU MPCTa, BUAUMO A OPHUjEeHTAIMja 3aIpaBo camMo onpebyje cMep BEKTOPCKOT MPOM3BOAA U] X Us.
Oryna, n360poM jenHe cTpaHe paBHU, OQHOCHO jeTHOT CMepa BEKTOpa HOpMaJie, n3abpaJiu CMO U OPWjeHTAI]Y
[aTe PaBHMU.

Y caydgajy moBpmm, mieja je cymTwHCEM ucTa. llakie, Heka je 3amara mospm S y mpocTtopy R3, y cBakoj
TAYKM HOBPIIM MOYKEMO Y TAHCEHTHOM IPOCTOPY y TOj TAYKU M3abpaTy HEKY OPUjEHTANN]Y. Y KOJIMKO je MOBPII
S samara mapamerapcku kao {7(u,v)|(u,v) € D C R?}, npuponan n36op 3a BeKkTOpe 6a3e TAHTEHTHUX ITPOCTOPA
CY BEKTOpU g—; u gTT;' Kao u canyuajy paBHM, opujeHTanujy y cBakoj Tauku r € S onpebyje BexkTop HOpMaIe U
o3HauMMO Jasse ca n(x) u —n(x) aBa n3bopa BeKTOpa HOpMaJe Ny:kuHE 1. YKOIMKO MO:KeMo na mzabepeMo n(r)
y cBakoj Tauku, Tako na kpehyhwu ce nysx npoussosmne 3arBopene kpuse C, BeKTOD n(Z) Ce HEIPEKUIHO MEHA
3a x € C m Ha Kpajy ce Bpaha y mouerHm mososkaj, KaskeMo na je mOBpII S OpujeHTAOMIHA WX ABOCTPAHA,
jep y maToM ciayudajy mMaMmo aBa n3bopa BeKTOpa HOpMaJie. Y CYIPOTHOM KaKeMO na HUje OpUjeHTabMIHA, a
IpUMEPU Ce MOT'Y HAIl y KHU3M KA0 U HAPABHO IO MHTEPHETY. 3a OPUjeHTabWIIHYy MOBPII KOjoj je m3abpaHa
jemHa cTpaHa Ka)kKeMO Ia je OPUjeHTHUCAHA.

IloBpmuHCKM MHTErpaJI Apyre Bpcre
Heka je 3amara riaTka opujenTabmiana mospm S C R? mapamerapcku ca

r(u,v) = (r1(u,v), ro(u, v), r3(u,v)) (u,v) € D C R?,

v Heka je f HempekumHa peasiHa ¢yHkuuja meduHucana Ha nospmu S. Heka je n(z,y,z) nzabpaHo BEKTOPCKO
noJbe jeIMHUIHUX HOpMaJsa Ha mospm S y oarosapajyhoj rauku. Hera je name P = {P;Ji = 1,...,n} nomena
obmactu D un S; = r(P;) moMe MHIYKOBaHA TOJeNa MOBpmM S M HEKa cy jom umsabpane tauke (T;,y;, z;) €
S;. Ilame o3mauuMo ca «;, f;,7; yrIoBe Koje BEKTOp HopMaue n(X;,Y;,2;) 3aKjiamla ca KOOPAUHATHAM OCAMA.

ITocmaTpajmMo uHTETpaJHE CyMe
n

Z f(@i, yi, zi) cos i p(S;)

=1
n

J (@i, yi, 2i) cos Biu(Ss)
1
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n
> F@i i, 2i) cos ipu(Sh).
i=1
JluMecH MpEeTXOIHUX MHTEIPANHUX CyMa, Kala DapaMeTap MOAeJIe TeRU Hyau (IpenusHuje mati=1,.. np(S;))
HA3UBajy ce MOBPIIMHCKUM MHTerpajuMma (yHENUje f mo mospmu S u o3HauaBajy ce (3a cama) pecleKTBUHO ca

//5 f(x,y,2) cos(a(z,y, 2))dS
//S f(z,y,z) cos(B(x,y, z))dS
//S f(z,y, 2)cos(y(z,y, 2))dsS,

rue je a(z,y,z) yrao Koju BeKTOp HopMaJie n noBpum S y Tadku (T,y, z) 3aKjaana ca T OCOM, ¥ aHAJIOTHO [ U 7.
Kao m cBU mperxomHy THUNOBM MHTErpaJia, TMOBPIIMHCKYM WMHTErpaj ApyTe BpCTe je nuHeapaH (jep je cyma
auHeapHa). Kao U KpUBOJIMHU]CKU MHTErpPas APYTe BPCTE 3aBUCU Ol OPUjEHTANNje, OAHOCHO U300POM BEKTOPA
—n CBe CyMe Memajy 3HaK, [Ia CaMUM TUM U WHTerpaJ Mewma 3Hak. OTyn OH HeMa CBOjCBTA MOHOTOHOCTHU
MOBPIIMHCKOT MHTErpaJia MpBe BPCTE
Hame, nupekTHO U3 meduHUNMje U GOPMYJIE 38 pauyHaAHe MOBPIIMHCKOr MHTErpaJjia IpBe BPCTe UMaMO Ia je

//S f(z,y,2) cos(a(x,y, 2))dS = //D fri(u,v),ra2(u,v), r3(u, v)) cos(a(ry (u, v), ro(u, v), r3(u, v)))||n||dudv.

Y cmemmjasHOM Cciaydajy, YKOIMKO je mospm S rpaduk ¢yakmmje, tj S = {(z,y, 2(z,y))|(x,y) € D}, kopum-

hemem HaBenmene mapamMerpusanuje, y K0joj je BEKTOp HOpMAJe (f%, fg—z, 1), a KocuHyC yria KOju OH 3aKJala

ca paBEM Oy, W3HOCH COS7Y = W (pauyH je Beli cIpOBeNEeH MPUIMKOM pAdyHAHma €JIEMEHTa MOBD-
9zy24 (92z)2 1
oz dy
mMyHE TOBPIIM KOja je rpaduk GyHKIuje), IUPEKTHO U3 GOpMyJe 3a padyHamhe MOBPIIMHCKOT MHTErpaJia IpBe
BpcTe mobujaMo ma je

= 0212 1 (%22 xdy = x,y, z2(z x
J|rev sty nis = [ s ¢<§;>2+<2;>2+1\/(5”0> + G vdndy = [[ 1wy s p)asdy

omakse ce unrerpai [[q f(z,y,z)cos(y(z,y,2))dS yobuuajeno samucyje ca [fg f(x,y, z)drdy. Crmano ce mome
nobury u 3a [[q f(z,y,2)cos(a(z,y,2))dS u [[q f(z,y,z)cos(B(x,y,2))dS omakme ce momasu no yobudajeHor
3amuca MOBPUIMHCKOT MHTerpaJja Apyre BPCTe ca

// P(x,y,2)dydz + Q(x,y, z)dzdx + R(x,y, z)dxdy,
S

roe ¢y P,Q, R venpernnue ¢yHKIUje meduHmMCcane HA moBpmU S.
Jom jenan eseraHTaH 3aIMC IOBPIIMHCKOr MHTErPAJIA APYTE BPCTE j€ T3B. BEKTOPCKU. JMpeKTHO u3 nedunu-
nuje BUAMMO Na YKOJMKO O3HaumMo ca v(z,y,z) = (P(x,y, 2), Q(z,y, 2), R(z,y, 2)) na je yjemo u

// P(z,y, z)dydz + Q(x,y, z)dzdx + R(z,y, z)dzdy = // vondS,
s s

rle je Apyru uHTerpas oarosapajyhu nospmmHCKN METErpas npse Bpere a n(x,y, z) je je IMHAYHA BEKTOD HOP-
MaJie. Y HOTAIMjU M3 IPETXOAHOT, KAKO je N jeIMHWYHU BEKTOD, TO je HErOB KOODAWHATHU 3aINC 3alPaBO
(cos(a(z,y, 2)),cos(B(x,y, 2)), cos(v(z,y, 2))), Ia TUPEKTHO U3 AePUHANMjE TOOUjaMO Ha MHTErPAJHE CyMe MOBD-
MUHCKOT MHTErPaJjia APyre BPCTe MPeNCTaBbajy UCTE UHTErPAJIHE CyMe Ka0 34 IIOMEHYTU MOBPIIMHCKA MHTErPAJ
pBe BpCTE.

I'pamujenT, muBepreHmnuja, poTop
Heka je u: U — R, rme je U C R3 obnact mudepennujabunma gyrknuja. [ pamujerT GpyHENIUje U je BEKTOPCKO

oJbe JaTo Ca

q Ju Ou Ou

radu = | —, —, — | .

& Oz’ Oy’ 0z

YkoNuKO je maTta (GYHENUja, OTHOCHO BEKTOPCKO mome, v: U — R3 v(z,y,2) = (vi1(x,y,2),v2(z,y, 2),v3(z, Y, 2))

rae je U onmer obaact y R®, museprenmuja on v, y osmamu dive je pymrmaja mata ca
81}1 (91)2 (91}3
divo = — + — + .
Ox dy 0z

Ha kpajy, poTop BEKTOPCKOT IOJba v je BEKTOPCKO IOJbe rotv maTo ca

rotw = (28 _ Qv2 Qv Jvs vy Ovy
S \dy 9z 0z Oz’ 0x Oy )’

Y KOIUKO (POPMAJIHO O3HAUUMO ca V = (6%, a%» 8%) u naty GOpMaJIHU U3Pa3 IOCMaTPaMO Kao BEKTOD, IPETXONHE

GopMyIie ce MOry JIAKII 3aIUCATHU Ca
gradu = Vu, divo =V o, rotv =V x v,
8



rze mocJIeIlmy U3pa3 O3HauaBa BeKTOpCKM mpomsson y R3. Ilperxomue o3Hake cy (GopMmajHe, a HPaBUIa pady-
Hamba ca BUMa Cy UCTA KA0 Ca BEKTOPUMA U CKaJapuMa, OCUM IITO Kala U3pas % ymapyjemo ca oarosapajyhom
KOODIMHATOM He MHOkUMO Beh mudpepennmpamo. OCHOBHa mpaBmiIa padyHama Ca IPETXOTHUM OIEPAI)aMa
MOTy ce Hahu y Kiu3u.

CrokcoBa popmyna u ¢popmydia I'ayca - Ocrporpanckor
Heka je S ruiaTka opujeHTabuiiHa MOBPIN, OIPAHUYEHA Ca €0 MO Ae0 riaaTrkoM kpusoM . IlpermocraBumo na

ce S Moke OMjEeKTUBHO NPECIMKATU HA CBAKy O KOOpAWHATHUX paBHu. Heka cy ¢yurmuje P,Q, R senperu o
nudepennujabunae y Hekoj obmactu U, koja canpsku nospm S. Tana Baxku CrokcoBa dpopmyna

OR  9Q OP OR 0Q oP
- [ (5 -5 ) e+ (57— 5 )i+ (32 - 3 ) o

Opujenranuja je TakBa ma OIpuiImkoM obuiacka kpuse [ moBpm S ocraje ca jneBe cTpae.

Iloka3 IpeTxoqHe jeTHAKOCTU MOKe ce Hallu y KEHUu3u.

ITperxomua ¢popmyna yommrasa ['puHOBY GopMysIy Ha IOBpmM KOje HUCY obaBe3HO canpxkaHe y paBHU Ogy.
Haume y TOM ciyyajy BEKTOD HOMPAaJIe je IapaJjeal BEKTOPY IpaBha z oce, Ia 3akjana yrao m/2 ca mpeocrale
Be KOODIWHATHE OCe, OTKYJa MpBa ABa cabUpka u3 MOBpHIMHCKOr uHTerpasa u3 CTokcoBe GopMmyliie cy HyJIA.
Cinnuno kao m xon I'puroBe ¢opmyne, CrokcoBa (opmyia je Tadyna ¥ 3a HOBPIIX KOje Cy yHHUja TOBPIIN
KOje MOTy OWjeKTMBHO Ha C€ MCIPOjEeKTY]y Ha CBe KoOopAmHaTHEe paBHu. Hawmme, y TOM ciaydvajy MOBPIIUHCKU
WHTErpaJl ca AecHe cTpaHe Omulie 30up MOBPIIMHCKMX MHTErpaJia IO oAroBapajynuM meinoBrMa HOBPIIN, TOK CE
kpuBonnHujcku MehycobHo ckpare kao y I'punoBoj dpopmynn.

Ha xpajy, kopumrhemem BekTopckor 3anuca, CTokcoBa GopMyIa ce MOKE jeJHOCTABHU]E 3aMUCATH, HAKJIE HEKA
jev=(P,Q,R) un jenuuryHu BeKTOp HOpMaJse Ha moBpm S. Tana je

/F<v,dr) = //SnorotvdS.

Heka je V C R? o6nacr mata ca V = {(z,y,2)|¢(z,y) < z < ¥(x,y),(x,y) € D}, rme je D obaacy y R?
OrpaHUUeHa Ieo 10 Aeo riaaTkoMm kpuBoM . O3HaumMo masbe
Sl : (xaya ¢(‘/Ea y))a (.T, y) €D
Sy (2,9, 9(z,y)), (2,y) € D
S3 : (xvyﬂz)v ($,y) € Fad)(‘ray) < z g ¢($ay)7
U meka je S = 51U S, USs. Hedbopmamuuje, S je munuuanap umje cy 6a3e rpadunu GpyHRUUja ¢ 1 ¢ a moBpi S
mpeacraBiba oMorad Tor muaueapa. OBakBy obsact V' HaszmBaMoO z eJIeMEHTApHOM. Y KOJUKO je R ¢yHKuuja

neprHUCaHa Ha V KOja je HEpIEKUITHA 3ajeTHO Ca HapuMJaJIHMM U3BOJOM 6—5 Tama je

// Rdxdy = // —dxdydz,
s v 0z

rzae je opujerranuja onpebena cmomHOM cTpanoMm mospmu S. Iloka3 oBe gopmyie moxke ce Hahw y K®mu3wm, a
UOejHO je cauvaH nokasy ['puHOBE hopmyse, OOQHOCHO mobuja ce amexkBaTHOM nmpuMmeHoM PyOuHMIjeBEe Teopeme.
Amnayiorso ce neUHUNLY T W Y eJeMeHTapHe O0JAaCTU M aHAJOTHO, OOJACT HA3UBAMO E€JIEMEHTAPHOM YKOJIUKO
je emeMHTAapHA y ONHOCY Ha CBE TPU OCe. 3a TakBe 00JIaCTU BayKu

// Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = /// (8P @ + ?) dxdydz,

rze je y IPBOM MHTErpPaJy y3eTa CIOJbHA CTpaHa MoBpmu S, Koja orpanumdasa obisact V. IIperxonna ¢opmyia
ce HazmBa popmyisa ["ayca - Ocrporpaackor.

Cauuno rao I'punoBa m CrorcoBa (popmyna m mperxonHa (GopMysia Baxku3a 00JIACTH KOje Cy ANUC)yHKTHA
VHH]a eJIeMEHTapHUX 00sacTu.

Y BEKTOPCKOM 3amucy IpeTxonHa (opMyJsa ce CBOIV Ha

// vondS = /// divudzdydz,
s 1%

rae je kopurrheHa MCTa HOTaNMUja KAao y IPETXOMTHOM TEKCTY.

/ Pdx + Qdy + Rdz
r



