Iudpepernujansamy pauyyH ¢pyHKIUja BUIIE IIPOMEHJBUBUX
Hacrasmajyhu kao y je iHOMMMEH3MOHAJIHOM CJIy4da]y, HAKOH YBODema mojMa HeMpeKuAHOCTH, cienehe je yBOI-
jeme mojma HenperumgaocTu. Hamame paszmarpamo camo ¢yHknuje medpunucane Ha moackynosuma A om R™) ca
BpexHocTrMa y R, Koje HasmBaMo peaiHe (CkajapHe) (yHKIUje BUIIe NPOMEHJUBUX, KAO U Ca BPEIHOCTIMA
v R™, koje maszmBaMo BekTOpCKe ¢yHEumje. Jlasme, HACTABHAMO Ca HOTALMJOM OI paHUje, Tauke & ckyma A

3aIUCYjeMO U KOODAMHATHO Kao & = (X1,&2,...,Ty,) 1 anagorao y = f(z) = f(z1,z9,...,2m). Cam ckyn R™
HOCMaTPaMO Ca METPUKOM dz, OLHOCHO HOpPMOM || - ||2, ako ce He Harsmacu apyrauuje. Jlasme, ka0 u panuje,
yKOMUKO je komomen R", tama je y = (y1,Y2,...,Yn) U UMAMO mepuHUCAHE KOOpmuHATHE (yHEmUje f;: A — R,
ca fi(x1,Ta, ..., Tm) = Yi-

Ilamwe, npumerrMo ma ako xohemo ma mam je mspas f(a + h) nedpunucan 3a h KOBOBHO MAJO, HEOIXOIHO
je ma rauka @ nmpunana ckymy A ca HexoMm okosmHOM. OTyna, Haajke IO NUTAKBUMA TU(PEPEHIN]aOUIHOCTH,
npernocrasibalieMo na je ckyn A orsopen. Kao u y jemHomumensmonanHoMm cayuajy, uspa3s f(a + h) 3aBucu
caMO OJ BpemHOCTU (YHKIMje HA OKOJUHU TAYKe @, & OTyJa NeMO HPEeTIOCTABB/ATU U Oa je ckyln A moBesaH.
Osaxkse ckymose (OTBOpEHE M MOBe3aHe) HA3MBAMO joml u obsacT y mpocrtopy R™.

ITapmmjamsay n3BomM ¥ IUPEPEHINjaOMIIHOCT CKAJIAPDHUX (YHKIVja

Heka je A obmact y R™, f: A — R u a € A. I[locmarpajmo Bekrop h € R™ uuje cy cBe KOOpIAUHATE OCUM

i—Te jemmake Hymu, a i—rta usHocu h;, tj h = (0,...,0,h;0,...,0). IIpumernmo na 3a h; HOBOJLHO MAJO, U3

fla+h)=f(a)

oTBOpeHocTu ckyna A, mmamo na je a+h € A. OTyna uMa cCMUCIa Pa3MATPATH JIUIMEC . . Ilpenusnuje

Hedpunannmja Ako, moa NpeTXoqHUM MPETIOCTABKAMA, MOCTOjA TPAHUYHA BPEIHOCT

lim f(CLl, a2y ..., Qi—1,0; + hi,a41 ... ,am) - f(al, as, ... 7am)
h; —0 hl ’
Ha3MBAMO je MapUUjalHIM M3BOAOM (yHEIHje f mo i—Toj npoMeHpuBOj v Tauku a. O3HaUaBa ce yriaBHOM Ca

%(a), kao u ca f, (a),0;f(a)...

[Taprmujanxan n3Bon cymruHcku Huje HOB mojam. OH je 3ampaBo obOnmdaH M3BOX (DYHKHUjEe KOjy TOOMjaMO 10
¢yHuruje f Kama puUKCHpaMo CBe IpoMeHJpuBe ocuM i—Te. CaMuM TuM, HEeroBO pavyyHame Ce CBOAU Ha yO-
OruyajeHa npaBuia audepeHnupama QyHKIUja jenHe TPOMEHJbUBE.

M3 Tora mmMaMo m na BPEOHOCT MAPIMJAJHOr M3BOAA (KAO M HEroBO MOCTOjame), 3aBUCH CAMO Ol BPEIHOCTH
KOje GyHKIMja y3uMa Ha Qy:K ¢—Te KOOPAWHATHE OCe, Te€ He y3uMa y 003up BpenHocTu y nenoj okonuuu. Oryna,
He YyIu Ja IOCTOje (PYHKIMje Koje Cy NOBOJHHO JIele IO HEKUM IIPaBOMMa OJaKJIE MMajy IapuujalHe M3BOIE,
ajii 1a ca Opyre CTpaHe HUCY HemperumHa. Hmp.

IIpumep Axo mocmarpamo dymrmajy f: R? — R, maty ca

S (2,) # (0,0)

07 (:I;) y) = (07 0))

OHa HUje HeIpeKuIHa y Hymw, jep je mnp. f(z,z) =1,
Of (0 0) = 1ig L0 = F(0.0) _ . patge =0
97 (00) = Jimy T = i

fla,y) =
mTo He Tesku Hyau kamna r — 0. Ca apyre crpase je

=0,
a CJIMYHO Ce TMOKa3yje W na je %(0,0) =0.

Iakne, 3a aHAATU]jy NOjMa audepeHrjadbuaIHoCTy HaM je TOTPpeOHO BUIlle O IOCTOjakha MapaljaHIX U3BOAA.
Axro mocmaTpamo canga na je h mpou3BOJbAH BEKTOD, TakaB na je a +h € A, u ako mocMaTpamMo IPUPAIITA]
¢yuruuje f(a + h) — f(a), ceTumo ce ma je jemaH of eKBuBajeHATa AU(PEPEHIUjaOUIHOCTH y jeIHOAVNMEH-
3MOHAJIHOM CJIyvajy OmiIo ma je ryiaBHEM Ieo npupamrTaja jduHeapal. llpenocehu Ty mpmejy, nmanu 6um ma je
fla+ h) — f(a) = Lh + o(h), roe je L: R™ — R cana nuneapua ¢yuruuja, a o(h) Opske Tesku mynu ox | hll.
IIpenuzuuje

INepunummja Hera je A C R™ obnact, f: A - R u a = (aj,a2,...,a,,) € A durcupana tauxa. Hera je
h=(h1,...,hm) € R™ Tarso na je ||h|| moBomHO Mama na 6u a+h € A. YKOIMKO Ce IpUpamTaj MOKe 3aMCcaTh
y obnuKy

f(al+h17a2+h27--~7am+hm)_f(a17a27"'7a/m):Llhl+L2h2+-~-+Lmhm+0(h)7

. . . . o(h) _
rae ¢y Li,..., L, xoucranre, a ca o(h) je osHauena ¢pyHkmmja on h 3a kojy Bakwm limp_,o T = 0, xkaskemMo 1a
je ¢yurnuja f nupepennujabunHa y Tadru a, a guHeapHy ¢OyHEUjy h — Lihi + Loho + ...+ Ly h,y, Ha3UBAMO
mupepeHurjasoM QyHKIUje f v TAYKKA @ U TUIIEMO

df(a)h = Lih1 + Lahy + ... 4 Lyl

CraB Heka je f: A — R mupepenmujabunna ¢pyurmnuja y rauku a € A. Tana

1. ®yuruuja f je mempexkumHa y TAYKA A.

2. Pywrnuja f uma mapuujajiHe M3BOJE MO CBUM IIPOMEHJLUBUM Y TAUKUA G, & BAKU U 9 = L;, y moramuju
€L

IpeTXOonHEe ne(PUHULL]E.

Ilokas moryienaT y KeU3U.



Hanomenumo na He Bajku 06paT OBOT CcTaBa, HAUMeE aKO je QYHKIMja HEIPEKUIHA U UMa CBE IapIjaliHe U3BOIE
oHa He Mopa Outu aupepennujabuiHa (IpUMEp Ce MOKE BUIETU Y KEU3M).

Ca mpyre cTrpase, CIMYHO KAO y je€IHOAVMEH3UOHAJIHOM CJIydYajy, HEIPEKUAHOCT MapUUjasHUX M3BOJA je jaun
yCIOB on nudepeHnnjabniHocTy, Ipenn3nnje

CraB Heka y mekoj oronuuu U Tauke a ¢pyrnuja f uMa meduHUcaHe CBe HapuujasHe uzBone (Hakie y CBAKO]
TAYKY OKOJIMHE UMa CBe IaplyjajHe U3BOIE) U HEKA CY OHU HEIPEeKUAHY y Tadku a. Tana je f nudepennujabunna
Yy Ta4YKHA q.

Ako mocMaTpaMo pasiuKy

flar + hi a0 4+ ha, ... am + b)) — far,az, ... am)
=f(a1+h1,a2+h2,...,am+hm)—f(al,ag—l—hg,...,am—i—hm)+f(a1,a2+h2,...,am+hm)—f(al,ag,...,am)

of
:%(al —+ 0}11, a2 —+ hg, BRI 0 79% —+ hm)hl —+ f(al, a2 =+ hQ, R ¢ 79% —+ hm) — f(al,ag, e ,am),
1
rae je 6 € (0,1), a mocnenmu xopak je nocaemuua Jlarpamkese Teopeme. Hbena mpumena je ompasnaHa TuUMe
ma 3a h MOBOJBHO MaJlo, Hena Iy a + th, 3a t € [0,1], npunana oxonuan U. Opatie, ako mocmarpamo f camo
Kao (YHKIM]y NPBe IPOMEH/LUBE, OHA je UM HeIpeKuAHA U audepeHnujabnina Ha IOMEHYTO] AYKU T€ MOKEMO
na npuMmennMo JlarpamxkeBy Teopemy. Ilame, 13 HEMPEKUIHOCTHU MAPINjATHOT M3BOIA MMAMO 14
of of
7((11 4+ Ohy,as + ho, ..., am + hm) — 7((117(127. .. ,am),
(9561 81’1

a CaMMM THUM pPa3JIdKa

(%(Ch + O0hi,a9 + ho, ..., am + hm) — %(al,az, L. ,am))hh
je o(h). IlocTynak HacTaBHAMO HaJbe, IPUMER Y]yl IPETXOAHO PE30HOBAE HA IPOMEHJLUBY To, UTA. lletame
IOTJIeaTU ¥ KEU3U.
Kao m y jemHommMeH3MOHAJIHOM CiydYajy, NPETXOAHU yCJIOB HUje HEONXOAAH, a (YHKIUje YUju Cy KU3BOAU
HETPeKUIHN HA3WBAMO HEMpeKuAHO mapepennujabumane. Yecro ce ropuctu osuarka C1(A) = {f: A — R|f —
HEeNpPeKnIHO AudepenimjabniHal.
N3Bon y npasmny, rpamujest
Kao mTo je pedeHO y mpeTxoAHOM, HapUujaHN M3BOJ 10 HEKO] IPOMEHJLUBO] je caMO OOMYaH M3BOXA (PYHKIUjE
KOjy mobmjaMo ako (UKCHpaMO CBe OCTajie mpoMeHsuBe. JIpyraumje ra MOKeMO MHTEPIPETUPATU KAa0 U3BOL
Oy#K MpaBlla mapaJjejHor oarosapajyhoj xkoopmumarHo] ocu. Omnarie BUAMMO na je HUXOB U300p HOHEKIE
BEITAUKY, jep OM aHAJOTHO MOTJIM I8 PasMaTpaMo M OUio Koju mpasarn (To mTo cy ”paBopuzoBanu’ TpaBiu
napaJiesHu KOODAMHATHUM OCaMa je caMo cTsap 3amuca). VI3 tora umamo caenehy medununu]jy
He¢uuunuja Heka je A- oGaact, f: A — R™ u mera je | € R™ Bekrop. Komauna rpamuuna spemsoct (ako
HOCTOjN)

Jig 1@+ 1) = fla)

t—0 t

0

).
I[Iperxonua mepuaunMja mmMa cMuciaa, jep 3a t JOBOJHO MaJjio, 360T orBOpeHocTu ckyna A u taura a + tl
npunanga cKymy A.
YKOMUKO OH3aUMMO ca e € R BekTOp KOju Ha k-TOM MECTY MMAa jeJUHUIly a Ha CBUM OCTAJIUM HYJIE€, BUIUMO
na je

Ha3uBa ce M3BOJ QyHKNUje [ y Tauku a y mpasiy BekTopa [. O3magasa ce ca f](a)

of of
Per a) = %(a)'
Hapenun craB HaMm naje Besy mamely m3Bona y mpasuy u JupepeHIujaia.
CraB Heka je A C R™ obaacr, f: A — R mupepenunjabunna pyurunja y tauku a € A u neka je l = (I1,la, ..., L)
BexkTop. Tazna dynrmuja f mMma m3BOA y mpaBily BekTopa | U Baku
af " of
E(a) = Z BTck

k=1

(a)ly, = df (a)l.

Ioka3 morsenat y KEU3WU.
IIpumernMo mpBO A W3 OPETXOMHOr CTABA MMAMO WHBAPUjaHTHY AePUHUNWN]Y IudepeHImjana, IPEu3HUje
nerHUIM]y KOja He 3aBUCHU O KoopauHaTta. Jlakie, nudpepeHnujas MOKEMO U Aa YBEIEMO Ca

o fat ) — f(a)

t—0 t ’

df (a)l =

y KOMe He (GUrypuine KOOPIAUHATHU 3aIUC (Z1, ..., Ty, ). [IpuMerumo na je mupeperuujan (y GUKCUPAHO] TAUKA
@) QYHKIMOHAJ, Tj. OH je JIMHEAPHO IPECIUKABAHE€ BEKTODA y CKajape.

Jame, BekTOp (ﬁ(a), %(a), cee aif
2 m

8.131

(a)) HA3UBaMO rpamujeHTOM (yHKOUje f y TAUYKM @ U O3HAYABA CE Ca

2



grad f(a), xao u ca Vf(a). Ilame, yrkoauko o3HaumMmo ca (,) yobuuajeHm ckamapHu npomsBon y R™, mar ca
(x,y) ZZLI ZkYk, AMAMO & HAM NMPETXOAHM CTaB Jaje BajKHy Be3y (AyasHOCT) IPDamujeHTa U IudepeHnumjasa

df (a)l = (I, grad f).
JudpepeHnnjadbMIIHOCT BEKTOPCKUX (YHKIMja

3a moyerak, yKpaTKO Npohumo Masio GpopMaaHuje Kpo3 JMHeapHA IPECIUKABAmaA Y CIydajy KOjuM ce DaBUMO.
3a npecauraBame L: R™ — R" kakeMo ma je IUMHEAPHO aKO BAKU

L(ax + By) = aL(z) + BL(y),

roe cy x,y € R™ a «o,8 € R. IIpumerumo ma csaka marpuna A € M(n x m,R) 3anaje npumep oBarsor
MpeCInKaBamba Ca

aii ai12 e A1m T

as1 a2 . a2m )
Ly = Ax = . ,

an1 an2 N Ayym, Tm

jep MHOXKeme MaTpuna nMma oarosapajyha csojcrsa. Ca mapyre crpaHe, akO OIET 0O3HAYMMO ca e € R BekTOpe
KOju Ha k-0j KOODIUHATU UMAjy jeAUHWUIly a MHAUEe HyJe, IPUMETUMO IPBO A4 BEKTOD & = (I1,..., T, ) MOKEMO
Iia 3aIUIIEMO Ca T = y -, Tkek, & OJATIE, aKO je L NPOU3BOJLHO JIMHEAPHO NPECIMKABARE, IMaMO Ia je

1) - St

OmaBme, BUIUMO ZIa je CBAKO JIMHEAPHO HpeciukaBame onpebeno ca ciaukama BerkTopa ek. Hame, L(ep) € R™
no mpernocrasuu, omuocHo L(eg) je Bekrop onpeben ca n rkoopaumata. Axko ¢popmupamo marpuny Aj €
M(n x m,R) uuja ce k-ta KOJOHA cacCTOju OJ KOODAMHATA TOI BEeKTOpa, uMmamo xa je Lx = Apx (3ampaso
BEKTOPHU €} Ce TMPECJUKaBajy y WCTe BEKTOpe Npu 00a NpeciukaBama, a TUME Cy OBa [IBA IPECIUKABAMA
ucra jep cy oba auHeapHa). TwuMme mMaMo ma Cy 3ampaBO CBa JIMHeapHA NIpecJarKaBama o0nmka Ax rame je
A € M(n x m,R). I3 Tor pasnora je mameby ocramor yobuuajeHo ma ce He TUILY 3arpalie KOJ JMHEAPHUX
npecinakBama.

3a JuHeapHO MPECIUKABAKE, ONHOCHO MATpUIy A, YBOOUMO HOPMY Ca

= (S 3a)

j=1k=1

Tana, nz Komu - [IIsapuose nejennakoctu nmamo na je (y 2 mopmama na R™ oxsocno R™)

9 n m n m m n m 9
ey = (L) <32 (3a > ) = 3D el
j=1 “k=1 J=1 k=1 k=1 Jj=1k=1

OJHOCHO, y3UMAaWEeM KOPEHA
|Az], <[ A[]=].-
BparuMmo ce cana ma mpousBobHE (YHKIUjE
Hepuuumuja Hera je A C R™ obGuact, f: A — R™ n a € A. 3a ¢pyuruujy f raxkemo na je mudepennujadbuina
y TAYKU @ AKO je IVIaBHU Heo meHor npupamtaja f(a + h) — f(a) nureapan, Tj. ako Basku

fla+h) — f(a) = Lh + o(h),
llo(h) |l

rae je L nmuneapuo npecaukaBame, a o(h) je dyHKIM]ja 3a KOjy Bazku limy, Tl = 0. Cama nuaeapHa QyHKIUja
L masuBa ce mudepenmujansom ¢yHrnuje f y Tadrm a.

Yroauko yobuuajeno o3Haunmo audepennmjan ca df (a)h, npyraumje pedeno, GpyHknuja je nudepeHnujabuiana
Yy TAYKUA @ aKO BAKU

| £(a+ h) — f(a) — df(a)h]

lim

A0 ]
rae je HopMa y Opojuory HOpMa npocTtopa R” a y mMmeHunony je Hopma mpoctopa R™.
IIpebumo cana HA KOOPAMHATHU 3a0UC IPETXOAHE pejanuje. 3a moderak, df (a)h je JMHEAPHO IpeCIUKABALE,
a 10 IPeTXOMHOM je Hakje y nuramy marpuua, tj. df(a) € M(n x m,R). Hame, dpyurunjy o(h) o3naummo ca
a(h). Kako cy f m a Bexropcke ¢pynruuje, one cy obauka f = (f1, fo,..., fn) omsocHO o = (a1, @2, ..., ), TO€
cy fir A5 Rua;: U— R, rue je U nera okonuna tauke a. Takobe 3mamo na «;(h) — 0, kana h — a, (caemu us
TOra ImTO je KOHBepreHnuja y R" eKBUBaJIeHTHA KOHBEPTEHNVjU IO KoopaunHartama). Hajsan, Heka je marpuna
mupepeHnujata nara ca

:O7

a1 ai2 oo Q1m
a1 a922 ... Q2m

ap1 Ap2 ... Gpm



IMocmarpajmo cana k—rty roopamuary m3pasa f(a+ h) — f(a) — df(a)h, xoja je jemmara ay(h). Hakae, mro ce
¢yHEIMje [ TWUe UMAMO H-eHy KOODAUHATHY QYHKIUjy fi, a mro ce df(a)h Tuye, HA k—TOM MeECTy IOMEHYTOT
MPOM3BOJA MAaTPUIA UMAMO kK—Ty BPCTY Yy IPOU3BOMAY Ca BEKTOPOM h, IITO U3HOCU 27:1 ay;h;. llpennsanje

fe(a+h) — Zakjh + a;(h),

a karo |o;(h)] < (i, llaxl?)Y/2 = |lal|, To n lalf'é”)‘ — 0. penusnuje, pyHrmmja fi je midepeHnunjabuina u mhen
mapepenmmjan je mar ca dfy(a)h = Y 7", agjhj. Ca mpyre crpame, on pammje smamo ma je dfy(a)h =77 gi’“ J

o .
OIOHOCHO Qg; = % Hal«cne, MaTpula JUHEApPHOT IIpEC/INKaBama J€ JaTa Ca
J

%(Q) %(a) e ,92_»;; (a) grad f;
Tﬁ(a) a—ii(a) o a(a) _ grad fo
Oo(a) Ya(a) .. Zaa) \eadl.

IMocnenmy marpumy HasuBamo JaxoOujeBOM MATPUIIOM, & U IPBUM U3BOAOM (GyHKIUje f y TAUKM @ U O3HAYABAMO
je ca f'(a). Takobe, OGPHYTUM MOCTIYKOM, IMAMO M Ja aKO Cy CBe (yHRIMje [ mudpepenumjabuine, Tana je
u f mudepennujabunna. Hawmme, y umcroj moramuju, tama mmamo ga csBe ¢yHkuumje ap — 0, a omarie Ou um
onroBapajyha BeKTOpCKa (GYHKIMja TEXRUIA HYJIW, OIeT 300 MOMEHYTe €KBUBAJIEHTHOCTU KOHBEPTEHIMje IO
KOOpAMHATAMA U Y HOPMU.

[Ipumernmo ma je mperxonHa AeUHUIN]A U3BOLA CATJIACHA CA HIPETXOTHUM, Y jeOHOANMEH3MOHAIHOM CIyUajy,
KAa0 1 y CIyYajy CRaJapHUX (YHKIUja, HAUME, M3BOJ jé YBEK OMO JMHEeapHA AnpPOKCHMAINja IPECIUKABABA Yy
IaTO] TaYKU.

Y ckaamy ca TuMe, TPUMETUMO Oa YKOJIUKO mMaMo mpeciukaBame LR™ — R” koje je Beh numueapno, Tj.
MaTpuia, Tana je JakobujeBa marpuia npeciukaBama Ly cBakoj tauku jemHaka L. OBO ce HapaBHO MOKe
IPOBEPUTU AUPEKTHUM PAYYHOM IO KOODAMHATAMA, AJM YMECTO TOra NeMO caMO 3aK/bYYUTU Oa je JIUHEeAPHA
anpokcuManuja dL muaeapuor npecaukaBama L oner L, Tj. y oBoM cayuajy je rpemka a(h) ngeHTHYUKY jeqHaka
HYJIN.

Y cayuajy m = n nepuHuCcaHa je M meTepMUHAHTa JakoOujeBe Marpwuie, Koja ce HasuBa Jakobujan. 3romxa
O3HAaKa 33 mY je

D(fl)fZ""?fm) :det szl(a) Txi(a) ami(a)
D(-’Ifl,l‘g,...,xm : :
el @ o F

Hame, 13 mperxonHe Be3e AUGEPEHNNjaOUIHOCTA W HEIPEKUAHOCTU KOODIAMHATHUX (YHKIMja U BEKTOPCKE
(GyHEIUIje UMaMO U
Cras /[lupepennujabunua ¢pysrnmja f: A — R™ rme je A C R™, y tauku a € A je takobe HemperkunHa y TOj
TAYKU.

IIpaBuna mudepeHnupama
Ila/se mposa3zmMo KPO3 OCHOBHA CBOjCTBa M3BOJA, OJHOCHO HEMOBO Cllarame ca yobndajeHuM aiarebapCcKum
omepamnujamMa. YTJIaBHOM cy TBpDema aHAJIOTHA jeqHOIMMEH3WOHAJIHOM CIIydYajy, & CaMy JOKa3e HOTJIEeIATU Y
KIbU3U.
Teopema Heka cy ¢pyuruuje f,g: A - R"(A C R™) nudepennujabunne y tauku a € A u neka cy A, u € R. Tana
je ¢oyurmmja Af + pg nudepennujabunaa y a u BaKu

d(Af + pg)(a) = Adf (a) + pdg(a).

Teopema Heka cy f,g: A — R(A C R™) mudepenuujabunne y tauku a. Tana cy u ¢pyuruuje fg u f/g mudep-
ennujabunbe y Tauku a (apyra ako je g(a) # 0) u Baxku

d(fg)(a) = g(a)df (a) + f(a)dg(a),

d(i)(a) _ 9(a)df(a) — f(a)dg(a)

g g(a)?

Hapasro nperxonue nse Teopeme Mory ce gopMynmcaTé M y TEPMUHUMA JaKOOWjeBUX MATPUIA, TI€ BaKe
aHAJOTHA MPABUJIA PAYyHAMHA.
Teopema Heka cy A C R™ u B C R™ orBopenu ckynosu, f: A — B u g: B — RP. Aro je ¢pyuruuja f nudepen-
uujabunaHa y Tadku a, & ¢ mupepenuujabunna y tauku b = f(a), Taga je komnosunuja g o f nudepeHnujabunana
yV TAYKU @ U BAKU

d(g o f)(a) = dg(b) o df (a),
rme je ca IecHe CTpaHe jeNHAKOCTV KOMIIO3WNMja OAroBapajynux JMHeapHUX OpEeCIuKaBama. Y TEePMUHUMA
JakobujeBux mMaaTpuia, ca gecHe crpae je npousson marpuna ¢'(b) u f/(a). Samumumo mocienmy Gpopmyry
4



EeKCIIUIIUTHO MPEKO JarkoOujeBux Marpuria. ¥ TOM KOHTEKCTY, O3HauUmMO koopauHate y R™ ca x, a y R” ca
y (mmu tm o3Haummo ¢yHKIUMjy f Kao QyHKRIUjy On T a g Koa (GyHEmujy on y). Tama je JakoGujeBa marpuna

¢yHEIUEje f y Tauku a maT ca [%], rne je j=1,...,nui=1,...m, noka je marpuna ¢'(a) mara ca [g%ff], rue
7 J
jej=1,...,nuk=1,...p. I3Box cnoxkerne ¢pyHKIMje g o f 3ammcyjemMo Tazna ca
o o o O oI o 16)
Ml e fER@) (GO G\ @ - e
9 © o 99, oy, Of ok
<g;jf Na) ... 2eel(q) ey o Fem)) \3() ... ()

WsjennavaBamem oarosapajyhux ememenara mMaMo Oa je

(gk o f Z agk afg

3yj 8m1
Hanomernumo jom ma y cmernujasHoM ciaydajy p =1 (j)opMyJIa rjaacu
Ag(f1(z1, ..y xm), fo(@1, o )y oy (@1, oy Tm)) 0g ... 0f1 0f2 Ofn
=—(b .
oz, (@)= 3, O, @ ay2( Bz, (Wt 0yn( )9, @

Y TpeTXOomHOM 3aNlUCy je HOTAIU]ja a—ji 3a mapIyjajHU U3BOJ ¢ IO -TOj IPOMEHJPUBO] MaJIO BEIITAUKA, jep ce

IpOMEHJbUBE y U He mojaBiyjy Hurge. Oryna Moxke na Oyme 3romauja o3Haka 0;g.
W3 nperxoaue ¢popMysie mMaMO U Ja U3BOJ KOMYyTHpa Ca JIMHEAPHUM IIpeCcInKaBamuMa. llpennsHuje, yKOINKO
je mpeciuKaBame ¢ JIMHeAPHO, KAKO CMO paHuje npuMeTuian To je dg(a) = g, a caMuM TUM 3a U3BOJ KOMIIO3UIU]e
“MaMO

d(g o f)(a) = dg(b) o df (a) = g o df (a),
OJHOCHO JIMHEAPHO NMPECINKABAme ¢ U AUpepeHnrjat d ¢y caMo 3aMEHUIN MeCTa.
[Iprmenom nperxonue Teopeme u Bune - Komujese popmye, 3a jakobujan cioxkeHe QyHKIUje UMaMO & BaKU
Ilocnemuna Heka cy ucmymenu yciaoBu OpEeTXOMHE TEOPEME U HEKa je jom m = n = p. Tana Baxku

det(d(g o f)(a)) = det dg(b) det df (a).

Teopeme 0 cpeaH-0j BpeaHOCTA
3a moyerak, MOKAKIMO Ja 3a CKajJapHe (YHKIUje BAKU UCTU PEA3yITAT KAO y jeIHOTUMEH3NOHATHOM CIIyYa]y
Teopema Heka je A C R™ orsopen ckyn, a = (a1,...,am,) € A u h = (hy,...,hy) € R™ raksu na je myx
(cerment)

[a,a+ h] = {a +th|t € [0,1]}

canpxkana y A (mpumerumo nma je u3 orBopeHoctu ckyna A oBo yBek ciyuaj 3a h mano). Axro je f: A — R
HEeNpeKuIHa y CBUM TadkaMma [a,a + h] m mupepenmmjabuana y cBuMm taukama (a,a + h) Tama mOCTOju Tauka
¢ € (a,a+ h) TaxBa ma je

fla+h) = f(@) Z (e

Ilokas ce ceoam Ha mocMmarpame pyrruuje g: R — R™ nare ca g( ) = a + th. IlocmarpajMo Jame KOMIO3ULN]Y
¢ =fog: R—=R. 3amy no Jlarpamkesoj Teopemu mocroju § € (0,1) Takso ma je

e(1) —¢(0) = ¢'(9).
Ca npyre crtpame je, mo Teopemu O u3Bony ciaoxkene ¢pyurnuje ¢ (0) = f'(g(0))g'(0). Hame, ¢ = h, y cBum
Taukama, HOK je f' 3amam yobuuajeHo mpeko napumjanuux mssoma. Opnarne mvamo na je f'(g(0))g'(0) =
> g—i(a + 0h)h;. IleTame NoTaenaT y KEU3M.
CroenujanHo u3 IpeTXOOHE TEOPEeMe MMaMO YeCTO KOPUIINEHY IpOleHy 3a audpepeHnujabuine (yHENUje, naty

ca
H(2

1/2 , m 1/2
o= st = ] "< (S[FL @) (30) < s e mf o)
i=1 telo,

rae je y HaBeneHoM kopaky ropumihena Komwu - [IIBapunoBa mejemaakocT. 3a BEKTOPCKe (YHKIUje HE TOCTOJU
aHaJormja mperxonne Teopeme. VMnak, mMamMo ajTepHATUBY y BULY IpeTXOonHe HejemHakocTu. [Ipenusnuje
Teopema Hera je A C R™ orBopen ckyn, f: A — R" menperunno mudepennujabunaa GpyHKIUja U HEKA CY
a,h € R™ rakse na [a,a+ h] € A. Tana Baxu

| fla+h) = fa)| < |h|- sup |df(a+th)].
te(0,1]

Ilokas moraenaTtu y KibU3MU.

Ilakae, y BEKTOPCKOM CJIydajy HE MOPa IIOCTOjATH TAYKa Y KOjOj Ce MOCTIke oaromapajyha jemHarocTt.

Jenmma mupekTHA MOCJIEIUIa IPETXOAHE ABE TEOPEM je, CIUIHO K0 Y jeTHOAMMEH3MOHAIHOM CAyYajy, Aa jeaumHO
KOHCTAHTHE (yHKIMje Ha IIOBE3aHOM CKYILy MMajy M3BOJ HyJIA.

Cras Herka je A C R™ obnacr u f: A — R™ mupepennujabunna pyrxnuja. Ako 3a cBako a € A Baxu df (a) = 0,
Tana je f KOHCTaHTHA (YHKIZ]ja.



IIpobaem y mpeTxonHOM je HmITO Cce He MOKe OUPEKTHO NPUMEHUTHU NMPETXONHA TeopeMa, jep OHA 3aXTeBa Ia je
¢yHKIja meduHUCAHA HA OYXKU, MOK CKYyI A mMako moBe3aH, 3a ABe Tadke &,y € A He MOpa ma caap:ku AYK

koja crnaja x u y. Ca TuM y BUIy NOrJIemaTd MOKA3 Y KEU3U.
ITapuujaman n3Bomu Bumer pena. TejmopoBa ¢popmyia

Hera je ¢ymruuja f: A — R, rme je A C R™ obGusact, TakBa Aa y CBaKOj TAUKU MOCTOjU MAPUIUjaJHUA U3BO

g—a{:. Kao u y jennoamMeH3uMOHAJIHOM CIIydajy, Tama je g—i omer ¢yurmuja n3 A y R te nma cmucna pagysaTu

naJjbe maplyjaHe u3Bome Te QyHKIUje, YKOIUKO noctoje. Camum M %(%) HA3WBaMO APYTUM MaPIN]jaTHIM

%. Y cnydajy ¥; = T; KOPDUCTUMO 3aIuC g%?,
3roHawHUM ciaydajeM. CInMdHO ce majbe me(UHUITY IapIyjaJiHu U3BOAU IPOU3BOJHHOT Pela.
IIpuponuao ce mocraB/pa NMUTAKE KOJIUKO CE€ PA3NIMUKY]Y MAPIUjaJHM U3BOAM KAJA CE 3aMEHU perocien mudep-
o . _9%Ff

? Ox;0x; Ox;0x
y BehuHN pasyMHUX ciydajeBa penocien mupepeHuupama Huje omran. Ilpenusnuje Baxum
Cras Heka f: A — R uma gpyre MemoBuTe mapiyjaiHe U3BOIE

o’ f 0 f

8xj8xi " 8901833] ’

3a cBe x € A, u HeKka cy ouu jom u Henperunuau y tauku o € A. Taga cy oHM y TOj TaAuKM U je AHAKU.
Ioka3 morienatu y KHU3M.
JluperTHA TOCIEeOUIA NMPETXOMHOI CTaBa je Aa aKO Cy CBU APYIW HNapIUjaJiHM W3BOOU HEIPEKUIHU y CBUM
raukama (ImTO je yraaBHOM ciydaj KojuMm hemo ce GasuTu), Tama je penociaen mudepeHnupama HeOUTaH.
[MpuMenoMm WMHAYKIUje UCTO BaKU U 3a m3BOIe Buimer pena. Heka je f: A — R rtakBa na je cBaku n-tu
MapIUjaTHA U3BOT

M3BOAOM U 3aIMCYjeMO ra ca IO aHAJIOTUJU Ca j€ITHOIUMEH-

E€HIIUPAHa . Nako y ommreMm caydyajy HUCY UCTH, 3a IITA CE€ MOKE MOTJIEAATH MPUMEDP V KILU3H,

87Lf
)
Ox;, -+ - 0z,
rae je i1,...,0, € {1,...,m} u HApDABHO MOKe OUTU jeNHAKUX, HEIPEKUIAH. Tama je IPEeTXOMHU U3BOJ UCTU
npu OUIO KOM pacnopeny WHIEKCA i1, ...,1,. CKyo CBUX TAKBUX (YHKIUja, MO AHAJOTUJU Ca MIPETXOITHUM,

osmauasamo ca C"(A), a came TakBe (yHKIMje HA3UBAMO U M- IIyTa HENMPEKUIHO AU(eDPeHIr)abuIHuM.
TejmoposBa popmyaa
Ako ce cerumo, Tejmoposa popmyna ca ocratkoMm y JlarpamskeBoMm OGIUKY, y jeIHOIUMEH3MOHAIHOM CIyUa]y,
je rmacuia
k n+1
k d f(a) + 1 n+1 d
dzxk (n+1)! dzn+1

flath)—fla)=S" ~h F(a+6h).

N k!
k=1
3amnpaBo, CIUYHO Ka0 T€OpeMa O CPEeIH0j BPEJHOCTU 3a CKaJlapHe QYHKIUje, Koja ce cBoauiIa Ha JlarpamskeBy
Teopemy u pauyHame M3BOIA CIOKEHE (QYHKINNje, WM NPEeTXOAHA (POpMyJia Ce AUPEKTHO IPEHOCH Ha CJIydYaj
¢yuruuja Bume npomenmusux. Ocraje makie caMo maeHTHGUKOBATH O3HaKe (Kao yoctasoMm selimHa cTBapwm

KOl (pYHKIUja BUIIE TPOMEHJLUBUX ).

Heka je maxme f € C"tL1(A), rae je A obnact y R™, u a,h € R™ taksu na mesna aysx [a,a+h] C A. Ossaummo ca
g: R = R™ ¢ymruujy narty ca g(t) =a+th, u ca p = fog: R — R. Kako je ¢ peamna ¢pynrmuja, mo Tejroposoj
dopmynu y JlarpamxeBoM OONMKY MMaMO Oa je

1

(n+1)! v
rae je 6 € (0,1). IIperxonua npumena je ompaBaaHa, jep je ¢ n + 1 myra mupepeHunjabuina HA UHTEPBAIY
[0,1]. BancTa, dpyHENUja g MMa TMApOUjaJHe M3BOAE CBAKOT pena (KOju Cy CBUM HyJa, OCHM NPBOT Pena), IOK je
f mo mpermocrasiu n+ 1 myra qupepennujabunna. Onx cBera makjie, ocTaje na ce M3padyyHa MmTa je k-TU U3BOL

1 1
(1) = 9(0) = ¢'(0) + 59" (0) - 1+ ...+ —pln) (0) - 1" + (1) (g) - 1),

on .
IIpeo 3a k = 1, mperxoaH0 MMaMO M3 M3BOAA CIOKEHe (YHKIWje, makjie
i of of
() = f'(g(t))-¢'(t) = (%@Hh) %(aﬂh)) : = a—m(aﬂh)hl ot g (@t th)
. "

Ilakse, g je BeKTOpCKa (yHKIVja, 1 HEHE KOOPIMHATHE (QYHKOUje ¢; Cy PeIoM a; + th;, a M3BOL MPETXOIHOT
no t usnocu h;. Onarne, mena JakoOujeBa MaTpuma ce CacToju o1 caMo jemHe KojoHe (jep je QpyHKmmja camo
jemue mpomensmuse). Ca apyre crpane, JakobujeBa marpuma f ce cacTtoju caMo OX jenHe Bpcre, jep je f
craJsiapHa (OYHKIja, OJAKJIE CBe3ajeqHO MMaMO IpeTxXomHy ¢opmyiny. Takobe, omapme BUOMMO OUPEKTHO U OA
je g"(t) =0.

WN3pauynajmo cama Apyru U3BOMI, KOjU je MPBU M3BOM IPBOTr m3Boma. lama he butu

" (t) = (f'(g(®)-g'®) = f"(g()) - g'(t) + f'(g() - g"(t) = f"(9(£)) - ¢ () + 0.
Y mpeTxomHOM CMO IPOIIIX Ca M3BOJOM KPO3 IPOU3BOJ MATPHUIA KAO KPO3 yoOMYajeHU IPOM3BOL, NPEIU3HU]jE

“CKOpuCTUIM ¢MO na ako cy A(t) u B(t) ¢ysrumje maTpuna xoje Mory na ce muoxke na e tana (A(t)B(t)) =
6



A'(t)B(t) + A(t)B'(t), mro ce aHANOTHO MOKa3yje Kao u popmyia 3a obuuHo MHO:Keme. Jlakie, cama ocrtaje ma
ce m3pauyna f"(g(t)).

Jenan HauMH HA KOjU MOYKEMO MPETXOMHO 14 U3PAUYHAMO jeCTe Na aKO IOCMATPAMO MPETXOIHU IPOU3BOI Ma-
rpuna koju mupeperuupamo f'(g(t))-¢'(t), ty je f'(g(t)) rpanujent, anu je 3amucan Kao BPCTa a HE KAO KOJIOHA
Kako yobmuajeno 3anucyjemo Bekrope. OTyma ma 6u Taj IPOM3BOI MMaO CMUCIA, MPETXOIHO MOMKEMO Ia 3a-
mumewmo ca (grad f(g(t)))? - ¢'(t). Oryma, Tpeba na uspauynamo ((grad f(g(t)))?)’. Kako je Tpancnonosame nuH-
eapuo, To je mpso ((grad f(g(t))T)" = ((grad f(g(t))))?, a mame, raro je grad f: A — R™, BekTopcka ¢yHEIH]ja,
H-€H U3BOJX je 3a1aT yodoudajeHo JakobmjeBoM marpunoM. lIpenusnuje, koopauHaTHe QYHKIUje IpanujeHTa Cy

) . .
B—Ji, Tako ma je Jakobujea marpuna grad f mara ca
i 9% f 9% f
grad—azl 5;? Ox201x1 e Ox., 01
of 82 f &2f 3*f
OTm 0x10T,;,  Ox20Ty; 7 ox2,

Kako je mame y nrtmamy caosxkena ¢yurmuja grad f(g(t)), To je men usBon

2
%(a + th) aigwl (a+th) ... aza 5z (@ +th) hy
(grad f(a + th))/ = : : : : o I
2
gt (a+th) zZi—(a+th) ... ZLf(a+th) han

aHAJIOTHO Ka0 y padyHy 3a IpBuU u3Boa. Hajzam, ako jom TpaHCIOHYyjeMO oaroBapajyhe marpuie, OpYyTru U3BOI
¢yHEIU]E ¢ je maT ca

92 3*f 3
a—é(a + th) amzazl (a+th) ... 7895,,1('};:1:1 (a+th)

m m 82f
SOll(t):hT, 'h:Zthihﬁ
2 2 i J
rde(a+th) glf—(a+th) ... det-(a+th)

rIe ce MOCJenmha jeHAKOCT No0uja AUPEKTHUM MHOKEHEM MaTpUlla. KBaapaTHYy MATPUIy U3 IPETXOMHE jel-
d*f :
[W]Tj:l Ha3MBaMO jOII M MATPUIA APYTor U3BOIA.

Ilpyru HAYWH Oa ce MPEeTXOAHO M3padyHa je aupekTHO. Jlakie, M3 IPETXOTHOT 3HAMO Oa je

F'(g Zax a+ th)h

HAKOCTU

HudepennupameM 1o ¢, umamMo na je

m of / m of , .
- (; . (a+th)hi> = ;(a% (a+th)hi) — ;g 81; O o,

[

rIe je caMo MCKOPUIINEHO ma je

4 0f
ﬁﬁx, a+th)h Z 8:£J3xzh ihis

y CYWITHHM IOTIYHO MCTO KAO IITO CMO PAadyHAJNM IPBU u3BOL (. IIpuMmeTnMo ga y IpeTXOmHOM HE MOPAMO A
BOJAMMO PaUyHA O PEIOCIeny MapIujaHuX WU3BOIA.
Hacrasmajyhu nocrynak (apyru HauMH KOHKPETHO Ce JIAKO IOKa3yje 3a CBe U3BOIE), nobuja ce ma je

®)(t) = E —_— th)hi hiy ...« Ry, .
90 () axil._.amik(a+ )’Ll 12 (23

11,82,..,0 =1

Ilocnenmu n3pa3s ce jou o3HaUaBa ca

k
(hlaal + hza%z T hm%) Fla +th),
rjie ce KOPUCTU yOOUUajeHO CTeleHOBame y 3arpamu (Tj. MOJMHOMUjaIHa (OPMYJTIa), aidu Kala ce HojaBe map-
UjajHl U3BOAM HE MHOKUMO ux, Beh mupepenmupamo ¢yuruujy f. Omer mpumeTrMo pepocien HUje OuTaH
[IOJ JATUM MPETIOCTABKAMA.
Ha xpajy cam 3ammc Tejmopose ¢opmyrie mcmama mpeBuine porodbaraH y ONMITEM CiIydajy ma ra Hehemo
HaBoauTu y jemuoj popmynu. IIpeko mociemsmer 3ammca MOMKE Ce 3AIMCATUA Ca

"1 ) ) D \F 1 ) ) 9 \ntl
Flath)—f(a) = kZ:l H(hla—xl Fhag ot t hm%) f(a)+m(h18 b hag hm%> Fla+th).
JlokamHu eKkcTpeMyMu
7



Kana nvamo TejmopoBy GpopMyay, CANUHO KAO Y jeIHOAMMEH3NOHAJIHOM CIYYajy MOKEMO NaTH HEONXOAHE & U
[OBOJbHE YCJIOBE 3a JIOKAJHE EKCTPEeMyMe. 3a IMOodYeTak

IHednunmuja Heka je f: A - Rua € A. Kaskemo na je a JOKaJIHM MakcuMyM (MUHUMYM) QKO IIOCTOjUA OKOJIUHA
U rauke a takBa nxa je f(x) < f(a)(f(z) = f(a)) 3a cBe z € U. Axo je Ttaura 6myo mra O OpPETXONHA IBA
KaKEMO Ia je a JIOKAJHU eKCTPEMYM.

Heonxonuu yciaoBu JTOKATHOT €KCTpEMyMa Cy aHAJIOTHU

CraB Heka ¢yurmumja f: A — R, rme je A—obraacr, y Taukum a € A C R™ uma cBe maprujaHe M3BOIE TPBOT
pela W HEKa y TOj TAUKM MMa JIOKAJHM ekcTpeMyM. Tanma cy ¢BM mapuujajiHM M3BOAUX Yy TOj TAYKUA jeTHAKU
HYJIU.

Ako Purcupamo cBe KopauHaTe ocuM jemHe u nocMmarpamo (yuruujy g(z) = f(a1,...,a;-1,Z,Qi11,. .., 0y ), OHA
he 6uru nepunucana Ha oronuuu (a; — r,a; + ) 3a T NOBOJLHO Mauio, jep je A orBopen ckyn. Tarxobe, a he
Outu u noKaNHU eKcTpeMyM ¢yHEmuje g. Omatie je, mo Pepmaosom crasy ¢ (a;) = 0, anu usBox GyHEUUjE g je
3amIpaBo 8%(“)' OTynma cienu 3akbydar CTaBa.

Kao u panuje, Tauke y KOjuMa je M3BOJ HyJa HA3UBajy Ce CTAlMOHApDHE Tauke QyHKIuje f.

Ilaksie, IpeTXOAHN CTAB HAM Jaje CBe KaHAUIATE 34 JIOKAJTHE eKCTPEMyMe, Y3 HAIIOMEHY Ja Ce PAIU O YHYTPAaIll-
BUM TaukaMa (IPeTIOCTABUIM CMO ca OTBOpeHCcOxNy ckyma A ma je a yHyTpamama Tauka, a U HEONXOIHO HAM
je y mokasy). Y jeIHOIMMEH3MOHAJHOM CIIydajy je Hajbe YrJaBHOM OMIIO jeIHOCTABHO 3aKJbYYUTU KOJje Cy O
TUX TadaKka 3aUCTa €KCTPEMYMU, Tj. MJOBOJLHO je OMIIO caMO MOCMATPATU 3HAK M3BOJA JIEBO W JNECHO OX TE
Tauke. Kako y BUIIeIUMEH3MOHAIHOM CJIydajy TAUKM MOMKEMO Npuliy 1m0 MHOrO cMepoBa (He caMO ABa Kao
paHuje), IPeTXOHO NUTAKE I0CTaje KOMIIMKOBAHU]E.

Passujmo f y Tejimopos moanHOM Apyror CTeNeHa y OKOJWHU a. Kako Ccy u3BOIu HyJa, TO je

i,j=1

h) = Ly~ & hih hl?
fla+ )—f(a)+5 Z mf(a) ihj + o(|[h]7).

Oueryjemo mame, na of||h||?) me yTude na 3max, Tj. na mm je pazmuka f(a+h)— f(a) mo3uTwBHA UM HeraTWBHA

m 82f

4,j=1 Bz, 02;
. . m

HaM HEIITO JIMHeapHe ajaredpe, OMHOCHO HAYMH HA KOjU UCIUTYjeMO 3HAK U3pasa Zm’:l aijhih;.

Ieduaunuja Peanna ¢pyHKIMja M OPOMEHBUBUX OaTa Ca

[1a 3aBUCH CaMO OX 3HAKa Y f(a)h;h;. IIpe Hero mro mpenmsupaMo MPETXOIHO PE30HOBame, Tpeba

m
(I)(hl, ceey hm) = Z aijhih]‘,
ij=1
HasuBa ce kBaapatna ¢opma. Marpuna A(®) = [a;;]}"_; masusa ce maTpuna kBagparue popme. Jlame, mper-
OCTaBJ/bAMO Oa je Marpuia A yBeK CUMETPHUYHA, Tj. Oa je a;; = aj;, OOHOCHO AT = A (oBo Huje ommTy cyuaj,
a MaTpUIa APYTOT M3BOJA je TAKBA, IITO je TOCIeINNa jeIHAKOCTU MEMOBUTUX M3BOAA). 3a KBAAPATHY
dhopMy KaskeMO na je
1. TosutusHO (HeraTusHO) moayaedurnTHa, ako je ®(hy, ..., hy) > 0, onrocuo (£ 0), 3a cse (h,...,hy) € R™.
2. Tlosurusuo (meratusHO) nedpuruTHA, ako je P(hy,..., hy) > 0, ogrocHo (< 0), 3a cse (hy,...,h,) € R™.
3. IIpomensmusor 3Haka, ako nocroje hy, hy € R™ raxsu na je ®(hy) <0 a ®(hy) > 0.
IIpumeTnMo u ma GOPMY MOKEMO A& 3ATUIIEMO MATPUYHO

m
O(hy,... hn) = Y aijhih; = hT Ah,
ij=1
rne je h=(h1,...,hp).
3a ncnutuBame neuHUTHOCTH, KopuctuMo ciaenehu CunBecTtepoB KpuTepujym
Cras Heka je

aii ai2 - A1m

a21 aza A2m,
A(®) =

am1 Am2 - Amm

cuMeTpruHa mMarpuna ksanpartae popme P: R”™ — R u Hera cy

Ay =ap, As=det <“11 “12) .. Ay =det A(®),
a21 Aa22

IOeTePMUHAHTE IBEHUX INIABHUX MUHODaA. Tana Basku
1. ® je mO3UTHMBHO HEPUHUTHA AKO U CAMO AKO Cy CBU A; NO3UTUBHU, Tj.

Ay >0, Ay >0, ..., A,>0.
2. ® je HErATMBHO HEePUHUTHA AKO U CAMO ako A; HAN3MEHUYHO Memajy 3Hak (nau i xa cy (—1)" A, nosutusHn),
Tj. aKo je
A <0, Ay >0, A3<0,...
8



IIpe ¢popmynucama TOBOBHUX YCIOBA JOKAJIHOI €KCTPEMYyMa HEONXOMHO je jomr jenHo TBpDheme

CraB Heka je A C R™ u a;;: A — R menpernane ¢pyurimmje, rakse ga je jom a;;(x) = aj;(x). O3naunmo ca @,
KBaApaTHy (OPMY Ca MaTpuroM [a;;(x)] 3a ceako x € A. Axko je 3a Heko a € A, kBanparaa gopma @, MO3UTUBHO
One(UHUTHA, Talga NocToju okoamHa U Tauke a, TakBa na je ®, mosmTuBHO medmHuUTHA 32 cBako r € U.

Kako je merepmunanta (jep je camo mpou3sBonx u 36up yHOCA MaTpule) HeNpeKuAHa (YHKOUja, TO Cy CBe
¢yHEKINI]Ee

agl(.’lﬁ) CLQQ(]J)
HCIIPEKUIHE. Kako Cy CB€ OH€ IIO3UTWBHE Yy TAYKU G, IO CI/IJIBeCTepOBOM KpI/ITepI/IjyMy7 TO 3a CBAaRy O (byHHHI/Ija

A7) = an (@), ,A2<x>det(““<””) a”(‘”)), e () = det A(®,),

A;(x) mocoTju OKONMHA HA KOjO] je OHA CTAJHOLr 3HAKA, Tj. IO3UTUBHA. Ha mpeceky CBUX TUX OKOJMHA, IITO je
OIeT OKOJIMHA TauvKe G, jé CBaKa Ol HUX MO3UTHUBHA, a caMuM TuM, omneT nmo CuiBectepoBoM kKpurepujymy, P
je TMO3UTUBHO Ne(pUHUTHA Y CBAKO] TAYKU U3 T€ OKOJUHE.
PopMymmmuMoO cana TOBOJLHE yCJIOBE JIOKAJJIHOD eKCTPEeMyMa
Teopema Hexka je A C R™ orsopen, a € A u f € C?>(A), mpu yemy je a crammonapua Tauka ¢ymrmuje f. Hera
je ® kBamparHa dopma Koja je 3amaTa OPYrUM U3BOIOM f, Tj.
0% f

O(hy,y..yhm) = axjaxif(a)hzh].
Tana:
1. Ako je kBampartna ¢popma ® mosuruBHO medpuHUTHA, QyHEIUja f UMa CTPOTU JOKAJIHA MUHUMYM y TAYKA d.
2. Axo je kBazpatHa ¢popma ¢ HerarmBHO neduHUTHA, QYHEIUja f UMa CTPOTUW JOKAJIHA MAKCUMyM y TAUKU @.
3. Aro ¢popma ¢ Mema 3HAK, Tana f HeMa y G JOKAJHU €KCTPEMYM.
Ilokas moraenaTu y KHU3U, aJIU HUj€ HEOIXOIHO.
IIperxonra Teopema, MakO TEXHUYKU HIUjE jeTHOCTABHA 3a NOKA3, HEMa HEOUYEKUBAH 3akpydak. [Ipema pesono-
Bamy ca MoYeTka, meo 1. oarosapa tome na je f(a+h)— f(a) 20, tj. na je f(a+h) > f(a) n ananoruo 3a meo
2. Jleo 3. HeMa AHAJIOTU]Y Y jeTHOIMMEH3MOHATIHOM CJIyYajy, ajdd HU OH HUje HEOUEKWBAH, Tj. OArOBapa TOMeE
na f(a+h) — f(a) Mema 3HaK, Jakie, @ HAjEe €KCTPEMYM.
Hapasuo, ocTtaje npobieM yKOIMKO je popMa APYror M3BOAA HIOJIYAe()UHUTHA, TAKI€e YKOJIMKO MMa BEKTOpa h,
Ha kojuma je ®(h) =0, roe MOpa eKCIJIMLMTHO Aa Ce HPOBepaBa ha Ju je a ekcTpeMyM. Takobhe, HamomeHuMO
omer Ja Cce IPEeTXOAHO ONHOCKU CaMO Ha YHyTpAallkbe Tadke HoMeHa (yHKuuje (Kao U y jeIHOIUMEH3UOHATHOM
cayuajy, uameby ocramnor). Vcoutusamem pyba momena Gapmhemo ce KacHuje.



