Nurerpamm y R™

Hacrasmajyhu yommrasawme mojMoBa ca jeqHOIUMEH3MOHAJIHOD Ha BUIIEIUMEH3MOHAJIHU CIYYa], HOJA3UMO IO
naTerpasa y R™. 3a noduerak, npucetuMo ce nedpununuje PumanoBe cyme Koja riacu

> flew)(@r — p-1),
k=1

rae je f:[a,b] — R neka ¢yurmmja, r; Tayke mouese U Cp TAUKA U3 UHTEPBAJIA [Tk_1,Tk|, YAJUM CE€ TDAHUY-
HUM IIpeja3oM, ca mapamerpom mnonene mobujao Wurerpasn ¢ysrmuje. Karko je xp — xp_1 AyKuHA WHTEp-
Bajua [rg_1,Tk], IMTO je jeIMHO BE3AHO 3a jeIHOAVMEH3UOHAJHU CIyYaj, BUAAMO A& YKOJIUKO MMAMO (YHKIW]Y
Ha CKYIOBHMAa Ca CIMYHUM CBOjCTBUMa Kao IITO je My:KUHA, MOKEMO IO aHAJOTUjU Ae@UHUCATU MHTETPaJl.
TakBo mpecaukasame HazuBaliemMo MepoM (HAPABHO jONI Cy NPUMEpPU MOBPIIMHA TEJIa y PABHU U 3alPEMUHA
y IIPOCTOpPY, & KacHUje NeMOo BUllle Npenu3MpaTH IMTa OYEKyjeMO) U yrJaBHOM ce o3Hadasa ca i(A) 3a mon-
ckyn A. Ilaksie, yKOJIMKO MMaMO TAKBO NpeciukaBame n Gpyurnujy f: A — R paszbujamem ckyna A Ha Mame
crynoBe Ay Ha KOjuMa y3MeMO Tauky ¢ € Ag, nHTerpaJs ¢yHrnuje 6u ce 1oOUO y TPAHUYHOM HPOIECY O CyMe
Y opey fler)pu(Ag). Tume, nepunrucame MHTErpaia, NIOYMHEMO Ca AedUHACAIEM Mepe y R™.

Tarobe, ocum nmurama Mepe, uarepecoBahe Hac n koju cy noiackynosu y R™ amekBaTHEM Ja ce IO HUMa WHTE-
rpasu. OBO nUTame HUCMO MOCTABJHAIN Y j€IHOANMEH3NOHAJIHOM CIIyYajy, jep Cy Maihe-BUIIE jeIMHU Pa3yMHU
noackymosu on R mETepBasu (Hmp. oHu cy jemwmu mosesamm). Ca apyre crpame, Hmp. y paseu R? mopesanu
Cy CKYIIOBM W TIpaBOyraoHwm |a,b] X [c,d], kpyrosu (Tj. monremy Merpuiu dp) WTH...

sKopmanosa mepa

Hexa cy mam mare tauke a = (a1,...,0n,) 1 b= (b1,...,by) y mpoctopy R™. Cryn I, = {z = (z1,...,2m))]a; <
x; < b;} Ha3MBAMO M— IUMEH3MOHAJHUM KBAAPOM y R, mim caMo KBaZpOM, & Ha3uBa €€ U cerMeHToM y R™
0 aHAJIOTWJU Ca jeJHONUMEH3MOHANHN3M ciydajeM. Hapasno, y R?, [, je mpaBoyraonux, 1ok je y R® obnuan
kBanap. Ilo anmanoruju ca ta nsa cayuaja (u mo norunu crsapu) ysehemo na je mepa xBagpa (y R™) npousson
IoyskuHA BeroBux crpanuna, Tj. u™ (I, ) = [[i—, (bk — ax). Ykoamko HeMa 3a0yHe OKO AMMeH3Hje y KOjOj pady-
HAMO Mepy, kopuctuliemo camo norannjy p(lyp).

W3 pepunmnuje mMmamMo makie na je 2—IMMEH3UOHAJIHA Mepa MPaBOYTraOHWKA H€rOoBa MOBPUIIMHA, MOK je 3—au-
MEH3UOHAJIHA Mepa KBaApa Hmerosa 3anpeMuHa. HapaBHO, TPETXOMHO ce yKJala U Ca jeTHOIUMEH3UOHATHUM
ciayyajeM, Tj. Mepa uHTepBaja [a,b] je merosa my:xuHa b — a.

Hame, nedpurnmmmo nonery ksaspa I, p. Y IPETXORHO] HOTauMju, o3HaAUUMO ca I; = [a;, b;] omakie umamo na
je Igp =11 x I3 x ... X I,,. CBaku cermeHT I; MO:XeMO yoOUYajeHO MONENIUTH (kao y maTemarnmu 1) Taukama
P, ={2¥ = a;,z},...,2!" =b;}. Hajsan, JlekapToB NPOU3BOL

P=P xX...xX Py,

Ha3uBaMoO HoneJoM kBanpa I, ;. IIpyraumje peueHo, Ha IPETXOAHO ONMCaH HaUMH pa3bumam cmo kBagap I, Ha
ni-Ng - ... Ny MaBUX KBazapa koju cy ogpebenu cermenTmma

[, ]
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1,2 ]

X [23°, Ty X .. [wdm | gim )

KOje Ha3mBaMO HOAKBanpuma y mozenu P. Kako HaM IpPeTXOIHM EKCIIMIUTAH 3alKC YeCTO HIje HEeONXOAaH,
nomeny P hemo o3HavaBaTu M CaMO TUM TOJACETMEHTUMAa HMOpehaHUM HEKUM PEnOCIIeIOM

P={L,... I},

rne je k =ny-... ny,. O3raunmo namwe ca P(I, ) ckyn csux moxena cermenra I. Iasme, 3a noneny P’ kamemon
na je ¢ummja ox momesne P (omrocuo ma je P rpy6ma om P') ako je csakm moacerment I/ momene P’ canpskan
y HekoM moacerMenty moxesne P. Kao m y jenmomnvensmoHasHOM Ciaydajy, BUAWMO Oa 3a mgaTe nse moxesne P’
n P’ nocroju monena P ¢unuja on obe (mpumepa pamu, MOKEMO yHUDATHU CBE MOMEOHE TAUKE KOje Ce jaBibajy
HA KOODIMHATAMA W OX HUX HAIPABUTHU mozxeny P).

IIpe mero mro macraBumo ca yBobhemem mepe, Tpebahe mam map HOBUX omepamnuja ca CkKymoBuMa. Heka je
ACR™ u x € R™. Kaxkxemo ma je x yHyTpamlma Tauka CKyma A yKOJMKO mpumana CKymy A ca HEKOM CBOjOM
orkosnmHoM. Kaskemo na je cnossamma YKOIUKO je yHyTpamma Tauka ckymna R™\ A. IIpeocrasne Tauke HazuBaMo
py6ruM taurkama ckyma A. To cy makme tauke cBe Tauke & € R™ TakBe ma y cBakoj oxosmau U cy camp:kane
u taure on A u Tauke ox R™ \ A. Jlame, ca A° o3HAUABAMO CKYIl CBUX YHYTPAIIHUX Tadaka on A, mok ca 0A

o3HauaBaMo cBe pyOHe Tauke ckyma A. Moske ce mOKasaTu ma je paHmje YBENEHO 3aTBODEHme A 3ampaBo CKym
AUOA.

Heka je cama A orpamuven momckyn ox R™ um [ mpousBObaH KBAIap KOJU CAmp:ku A. YOUMMO NIPOU3BOJLHY
noneny P on I u o3naunmo ca wp(A) yHRjy cBUX momcermeHara mojene P Koju ce cacroje caMo o yHyTpall-
BUX Tavaka ckyna A, a ca wp(A) yaujy cBux moacermenata mognese P koju canpske 6apem jemny Taury ox A. Ca
lwp(A)|, omrocHo [@Wp(A)|, o3Hauniemo 36up Mepa CBUX HMOACErMeHATa KOju ce Hasaze y wp(A) onHocHo Wp(A).
IMpumerumo name ga akxo je nogena P’ ¢unuja on nomese P, tana je |wp(A)| < |wp (A)| kao u [wp (A)| < [wp(A)]
Omnasne, 3a cBake nee nmomene P’ m P ysumamem ¢unuje momese om obe mobujamo ma je wp, (A) < wpr(A).
Ogariie, moCcTOje KOHAYHU

sup |wp(A)| = pi(A u inf |wp(A)| = pe(A).
5 el A)] = il 4) it (e A4)] = pe(4)



Bpoj pi(A) masusamo yuyrpammom Mmepom o JKopaany ckyna A, mok 6poj pe(A) HA3MBAMO CIIOJLAIIH,0M MEPOM
no sKopnany ckyna A. VI3 nperxonmor yBek Basku 1;(A) < pe(A). Yronuro je u;(A) = pe(A) 3a cryn A raskemo
na je mepaus no JKopunany a taj 6poj ozmauasamo ca p(A) u HasuBaMo ra m— mumensuonaaaoMm sKopranoBom
MepoM CKyma A.

CBojcTBa Mepe

ITpumerumo npso na ysBek umamo p(A) > 0 3a caku ckyn A C R. Hame

Cras

1. Axro ¢y A, B mepmusu no Kopnany u A C B rana je u(A) < u(B).

2. Axo je A mempasan, OTBOpeH u MepbuB, Tana je u(A) > 0.

3. Mepa ckyna A jenHaka je HyJau akO U caMo ako 3a cBako ¢ > 0 mocroju monerna P, taksa ma je |wp(A)| < e.
Ilokas ce MOsKe TOTJIENATH Y KEU3WU.

Crneneha Teopema HaM maje yCIOB €KBUBAJEHTAH MEPJLUBOCTH.

Teopema Axro je A C R™ orpanuder ckym, taga je pe(0A) = pe(A) — ui(A).

IMokasz Youumo mpoussosmny nomeny P kBampa I koju campsxu A. Ca jemme cTpaHe, YKOJIUKO HEKU IMIOMEOHU
cerment I, nanasu y wp(OA), To on canp:ku 6apeMm jenny tauky on OA (3ampaso on 0A, anu MOKe ce MOKa3aTu
na je ckym OA yBek 3aTBOPeH), a caMmM TuM Kako je A = AUOA, To canpswu u Tauky ox A, tj. I € Wp(A). Ca
Apyre CTpaHe, YKOJIMKO Ce HEKM MoAeoHUu cerMeHT [ manasu y wp(A) a ne y wp(A), mro 3uaun ga I canp:xu
HEKy TaukKy & KOja HUje yHyTpammma Tauka ckyna A. Tana, I mopa ma canp:xku u 6apem jenny pyOHY Tauky
on A. OBo ciean u3 Tora mTo je ckyn A° oTBOpeH (WITO ce AMPEKTHO IOKa3yje) ma TuMme, ako 6u y I Guie
CcaMoO CIOJbAIIkE U YHYTPAIIHkE Tauke on A, oHe Ou Hampasuie TUCKOHEKcHUjy on I, mTo je memoryhe jep je
Ij, nosezan. Oryna je Wp(0A) =wp(A) \wp(A), a omaTie nmamo na je

[Wp(04)] = [wp(A)] - lwp(A)]

Y3amuameM HHOUMyMa [0 CBUM mognesnaMa nobujamo tBpbeme Teopeme, jep je inf(X —Y) =inf X —supY.
ITocnemuua Orpannuen ckyn A C R™ je mepsmus ako u camo ako je p(90A) = 0.

Hera ocHoBHA cBOjcTBa Mepe Cy

CraB Heka cy A, B C R™ mepsuBu ckynosu. Tamna:

1. Crkynosu AUB,ANB u A\ B cy MepiuBu.

2. Axo je ANB C 0AUIB onga je (AU B) = u(A) + u(B).

3. Aro je A C B, tana je u(B\ A) = u(B) — u(A4).

Ilokas ce Moke morienatn y kuusn (Mana Huje Heonxonuo). CeojcrBo 1. ce nokasyje M3 OCHOBHUX CBOjCTABa
onepaiuje JA, 0OMHOCHO HeHUM caarameM ca omepanujama U m N. CojcTBo 2. kRaske ma ako cy A u B Mame
BUIIE AVC)YHKTHU, OMHOCHO aKO UM je IIPEeCcek caap:kaH y pyboBuma (KOju Cy Mepe HyJja), Tala je Mepa yHUje
30Mp Mepa U TO je jeqHO Ol OCBHOBHUX cBojcraBa mepe. CBojcTBO 3. je camo pedopmysianuja cBOjcTBa 2.
IIpumepu

1. Heka je A=1[0,11NQ C R u neka je x € [0,1]. Axo y3memo 6uno Kojy OKonmHy (T — €,2 + €) OHA CAAPKA Y
cebu pamuoHajaH 0poj, a cBakako W uparuoHaiaH. Tume, z je pybHa Tauka ckyna A, tj. JA = [0,1] mro je
mepe 1. [lakne, ckyn A HUje MepILUB.

2. IIpe mero mro mpebemo ma pasymHe mpuMmepe MepHLUBUX CKYIOBa, MOKAKUMO Aa TPaPUK HENPEKUIHE
dyrEmUje nma Mepy Hysa. IIpemusmuje, Heka je D 3arBopen u orpammues ckyn y R™™! u f: D — R. Heka je
A ={(z, f(z)|x € D)} C R™ rpadur ¢pyurnuje f. Tana je mepa on A jennara uynu. Popmanno, D je koMnakras,
Te je f u paBHOMepHO Henpekugaa Ha D. Oryna, 3a € > 0, nocroju 6 > 0 Takso na je |f(z1) — f(x2)| < € kam roxn
je da(x1,72) < 6. Hera je I C R™~! kpanap woju canapxm D 1 TOAETUMO Ta TaKO Aa Cy CBYU MOJCOHW CErMEHTH
I, Masnu moBOJBLHO ma u3 1, € I cnemu ma je da(x1,x2) < 4. Hame, 3a [ u3 uperxonse monesie, n3abepumo
OPOM3BOLHO Ty € I m popmupajmo ckyn S, = I X [f(z0) — &, f(z0) + £]. YrONUEKO je = € I}, TpOM3BOLHO, Tana
je |f(z)— f(zo)| < € mo KoucTpyKIMjU, a omatiue je u (z, f(x)) € Sk. Ipyrauuje peueno, neo rpadpur pyHrnuje f
usHan Iy je canpskan y Si. Ilame, karo je Sy kBamap, to je u(Sk) = u(1y)-2¢. Hajsan, ako mpeTxomHo TOHOBAMO
HAJ CBaKUM KBaIpoM [ m popmupamo ckym S = USk, nobujaMo CKym Koju camapsku A u

() =3 u(S) = 3 ulIi)2e = 22 - (D),
k

jep ¢y ckynoBu Sy qucjysHrTHE. Kako mocienmu m3pas MOKe Aa Ce yUUHM OPOU3BOJLHO MayuM, TO je u(A) = 0.

Hedopmasno, npeTxoqHo je u OYEeKUBAHO, jep je rpadur ¢pyuruuje (y oBoM ciaydajy) m — 1 AuMeH3MOHAJIHU

objerar, npenusauje cauka npu f m — 1—auMmensuonassor objekra D, a TpaKUMO HEeTroBY 1M — IUMEH3UOHAIIHY

Mepy. W3 mperxomHor mmamo u ma je mepa nospmum mate ca S : F(x) = 0 rakobe mepe myna. 3awmcra, Kako

CMO paHMje morazauu, S je JOKaJIHO rpaduk QyHKIHUje, KOjU je Mepe Hyla, a TUME je U I[e0 CKyI Mepe HyJa.

OmaBae umaMo na Cy Heku pazyMuu ckynosu nonyT {x € R™|f(x) < ¢} mepmusu, rae je [ Heka nose pasymHa

¢yurnuja. Hamme, moske ce mokasaru, ma je rpanuna Taksor ckyna {z|f(z) = ¢}, mwro je mno nperxomHoMm Mepe

myna. Taksu ckymosu cy mHEp. jonta {(r,y,z)|z? +y? + 22 < 1}, (umja je rpamuna chepa), Kao U Pa3HU APYTH

OCHOBHU T'€OMETPUjCKU 00jeKTH.

Jom Heke mprMepe MepJbUBUX CKYIOBA MOTJIENATH Y KELW3U.

n— WHTErpaJ

Kao mTo je panumje pedyeno, KakO CMO BUOeJW ImTa Ou Tpebasio na Mema AY:KWHY UHTepBajia vy PumMaHOBOj
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cyMu, JaJbe MHTerpaJ neduHumeMo kao paHuje. Vnak, npe Tora HaMm Tpeba jOuI jenHA TEXHUYKA CTBAD, HAMME
aHAJOTHWja mapaMeTrpa momene, Tj. mojaM kojuMm hemo pauyHaTtu na je onpebena momerna moBomuOo ” dumua”. Y
Ty CBPXY OEe(PUHUIIEMO TUjaMeTap CKyIa

0A = sup{d(z,y)|z,y € A},

KOja MMa CMHUCJIA Y OMJIIO KOM METPUYKOM TpocTopy. lIpeTrxomHo HMCMO mOMUHAIMU PaHUje, jep y caydajy
ckyna R pacrojame u Mepa cy uctu (1j. 0ba cy nyswuua). Ca mapyre cTpade, BUAUMO O& HOCTOje KBAIAPU KOJU
cy Majie Mepe, a UMajy Tadke Koje Cy majexo (OpuMmepa pau IPaBOYTAOHUK UMja je jenHa WBULA LY:KUHE 7
a opyra # uMa Tadyke Ha PacCTOojamy M, IOK MY je IOBPIIMHA %) Oparie, 3a ¢UHY DOIENY HUje TOBOJLHO
3axTeBaTU Ja Cy IOJEOHU CEIMEHTHM caMo MaJie Mepe, Beh jaue ma cy maJjor mujamerpa.

Ie¢puuunmja Hera je I C R™ kagap u f: I — R ¢yurmmja. Hera je P = {I1,...,I;} monena ksampa I un
c¢={c1,...,ck} ncrakayTe Tauke, Tj. ¢; € I;. 36up

o(f,Pc) = chk

Ha3zuBaMO PumanoBOM cymMoM mo mozenu P ca MCTakHyTHM Tadkama c. Y Koaumko nocroju J € R, takBo ma 3a
cBako ¢ > 0 mocroju 0 > 0, Tako ma 3a cBaky nozmesy P 3a kojy je mapamerap mogerne A(P) = max;dl; < § u
CcBakM 300D MCTAKHYTUX TAYAKA C BAKU

lo(f, P,c) = J| <&,
kKaskeMo na je ¢pymrnuja [ Puman - unrerpabuina (mam camo mHTerpabusnna) ma I, a 6poj J HaszuBamo uHTe-
rpasom (unm m—uHTerpasoMm) ¢Gyurmuje f mo I.
Bpoj J o3mauasamo ca

/L
J:/f(x)dx, /f(xl,xg,...7mm)dm1dx2...dxm, /--~/f(x17x2,...,xm)dx1dx2...dmm.
I I
I

Conmuno kao u panuje, kopuctuhemo u osnaky J = limypy_o o(f, P, c). Takobe, xopuctumo ozmaxy R(I) 3a cBe
uHTerpabuiHe (yHKNUje Ha CKymy I.

Hemrro kacuuje BunehieMo Kako ce nperxoana qeGUHUNNja TPOIIUPYje HA UHTErPAaJe M0 MPOU3BOJLHOM MEDJIHUBOM
CKyTy.

Hanomena IIpumerumo, ma canma Kama 3HAMO 3a KOje CKYIIOBE UMa CMUCJA MePAa, Tj. KOjU CY CKYNOBU MEPJLUBU
o yKopmany, yMecTo momesie CerMenTa Ha CErMEHTE, MOTJIM CMO A MPABUMO U TOJeJe Ha MPOU3BOJLHE MEPJILUBE
ckynoBe. MebhyTtuMm, oBe mBe medununuje ncnanuy exkpuBajieHTHe. Jloka3 M BUIle OeTaba Ce MOMKE IOTJIENATU
YV KEbU3U.

3a moderak, HOTYIHO AHAJOTHO KAO paHUje, YKOJUKO (YHKIMja HUje OrpaHWUYEHA, aleKBATHUM M300pOM MC-
TAKHYTUX Tavyaka, PUMAHOBE CyMe Ce MOT'Y HAIPABUTU IPOU3BOJLHO BEJIUKUM, Tj. BaKU

CraB Axko je peanna ¢yurmuja f: I — R uaterpabunna, Taga je oHa orpanudeHa Ha [.

Iloka3 ce MOke MOTJIeNAaTH Y KHb3U.

Iame, anamorso ce mory yBectu JlapOyoBe cyme M BUXOBa OCHOBHA CBOjCTBA OCTajy Ha cHa3u. Hawmwme,
3a orpanuveny ¢yukuujy f: I — R w nmomeny P = {Ii,...,I;} kBanpa I, nepunumemo m; = inf,c;, f(z) n
M; = sup,¢;, f(z). 36upose

k
s=s(f,P Zmlu n S=5(f,P)=Y ML),
=1

HA3UBAMO DPECIEKTUBHO HOHOM U ropwmoM Jlapbyosom cymom ¢ysrnmje f mo momeau P.
Amnanoruo, kako je m; < f(¢;) < M;, 1o je

s(f, P) <o(f,Pc) <S(f, P),

3a CBe IoJese, a HOTIYHO aHAJOIHO ce mokasdyje u xa je sup.o(f,P,c) = S(f,P) u inf.o(f, P,c) = s(f,P).
Hame, npodpumuBameM momgene, noma lapbyosa cyma pacte, a ropma omanga. OBO je OmeT IOCIemuIa Tora
& je CympeMyM II0 MameM CKYIy Mamu OX cymnpeMmyMa o Behiem, mok 3a mapumym Baskum oGpmyTto. Omatie
AHAJIOTHO, YKOJUKO uMmamo ase moznene P’ u P” u ako je P nmomena ¢unuja om obe, tana je

s(f, P') < s(f,P) < S(f,P) < S(f, P).

Opnarne, ropwme lapbyoBe cyMme cy OrpaHuveHe ON03M0, & MOEE OM03r0, Te IMOCTOje
/ f(x)de = sup s(f.p) m / f(z)de = sup S(f,P),
Jr 1

KOje Ha3mBaMO NOBU U ropwu lapOyor maTErpad.
TlormysHO aHAJOTHO KA0O y jeIHOAMMEH3MOHAJIHOM CIyYajy ce MOKa3yje
Teopema Heka je f orpannuena ¢yurmumja za kBanpy I C R™. Taga cy caenehu ycioBu ekBUBaJIEHTHU:
1. f je narerpabuana Ha I.
2. (Ve >0)(30 >0) (VP e P(I))(MP)<d=S(f,P)—s(f,p) <e¢)
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3. (Ve>0)(35>0)(VP e P(I))(A(P) < d = |o(f,P,d)—a(f,P,d")| <e)

4. (Ve > 0)(30 > 0)(VP, P, € P(I))(M(P1) < 0, \(P2) < 6 = |o(f,P,c)—a(f,P,d")| <e)

W3 nperxonHOr, DUPEKTHO MOKEMO Na IMOKAKEMO Ia Cy HEIpeKUIHe (PYHKIUje MHTEerpaduIHE.

CraB Ako je peanna ¢yHrurja f HenmpekumgHa Ha KBaApy I Tana je oHa MHTErpabWUIHA HA HEMY.

Iloka3 je aHaJyioraH jeqHOIMMEH3UOHAJIHOM CIyYajy U CJIeIu U3 paBHOMEPHe Henperkuaaoctu Gpyurnuje f. Hanme,
3a € > 0 mocroju ¢ > 0, 3a roje d(x,y) < 6 nosnaun |f(z) — f(y)| < . U3bopom nogene P, 3a xojy je A(P) < ¢
13 yCJIOBa 3. IPETXOTHOI CTaBa, UMaMO A3 je Tana

k
o(f. P,c) = a(f. P < D)) — F(E)nll) <& u(l) = epl).
i=1 i=

IleTasmu ce MOTY MOTJIENATHA Y KEBU3U.

CkynoBu JleberoBe Mmepe HyJa

Kapakrepuszanuja narerpabunuoctu y R™ y cymTurr noTnyHO je anajsoruaa uarerpabuauoctu y R. [la 6ucmo
TO mpernu3upaau, tpeba Ham JleberoBa mepa, mpenusHUje camMo ma 3HAMO IITa Cy ckymoBu Jleberose mepe
HyJIA.

Iepunumnmja JleGerosa mepa kanpa I, p je m(Iyp) = [0, (bi —a;). 3a ckyn A kasemo na uma JleGeroy mepy
HyJa ako 3a cBako € > 0 mocroju mpebpojuso mMuHOro cermerara (y R™) I, , , TakBux na je A C Uply, b, ©
D one1 mLa, p,) <.

Hedopmanuo, Jleberora n sKopanarnoBa Mepa cy UCTe U OArOBapajy, MTO OU ce PEKJIO, HEKO] yobuduajeHoc Mepu
y R™, ka0 mTo cy my:KuHa, MOBPHIIMHA U 3alpeMUHA UTA. Pa3iukyjy ce MO CKymoBMMa Ha KOjuUMa Cy He(uH-
ucane (JleGeroBa je nedunucana Ha WMUPOj KIacu), a npobiaeMaTura nepunucama JleGerose mepe (kojom ce
wehemo GaButm) je Gam y ToMme na ce Habe k1aca CKymoBa Ha KOjuMa je OHA AeduHUCAHA. 3TOAHA CTBAP je y
ToMe, ma u 6e3 3Hama mTa je Jleberosa mepa, 3HaAMO IITa 3HAYM Oa HEKM CKymn uMma JleberoBy mepy Hysa, MTO
CMO ¥ paHUje KOPUCTUIU.

OcHoBHa cBojcTBa ckynoBa Jleberose Mepe HyJsa Cy CIMYHA KAaO PaHUje:

1. TIpeGpojusu ckymnoBu umajy JleGerosy mepy Hyma. 3aucra, ako je A mpebpojus, 1j. A = {r1,22,...} u
y3MmeMo ma je I; KBamap KOju canp:ku xi Mepe Mame on £/2, Is kBamap mepe €/4 Koju campsku To, UTH. HO-
oujamo ma je A C U,l,, jep cBakako mmamo y € Iy, ok je > - m(l,) =e> o, 2% = ¢. OnmaBme BUIUMO Ia
cryn Q™ C R™ uma JleberoBy Mmepy Hyna Ok sRopaaHOoBa Mepa Ha HmbeMy HUje JepUHUCAHA, KAKO CMO DaHUje
BUIEJIU.

2. Ommruje masio, mpebpojusa yuuja ckymosa Aj, As, ... Mepe Hysa Takobhe mMa mepy Hyna. 3aucra, ckym Aj
MOKEMO IOKPUTU Ca NpeOpOjUBO MHOTO CErMEHATa YKyIHE Mepe Mame on £/2, Ay omer ca mpeGpojuBO MHOTO
cerMeHaTra yKyIHe Mepe Mame on £/4, urn A, MOKeMO HOKpUTU ca NpeGpOjUBO MHOI'O CerMeHaTa YKyIHEe Mepe
Mame on /2", Onarie, aKO TIOCMATPAMO CBE CETMEHTE KOJU IMPEKPUBAjy CBAKM O CKyNoBa Ag, WX MMa Ipe-
6pojuBO MHOTO, & yKyIHA Mepa UM je Mama ofn e/2+¢e/4+...+&/2" + ... =¢.

3. HupexkTHO ce mposepaBa 1 na ako je A C B u B je ckyn Jleberose Mepe myna, tanga je u A ckyn JleGerose
Mepe HyJa.

WMaxo mo mperxomuoMm ckymn JlebGerose mepe HyJsia HE MOpa MMATH sHKOPIAHOBY MeEpy, BasKU

Jlema Cryn A C R™ 7Kopmanose mepe myna uma JleGeroBy mepy Hyna. Aro je JleGerosa mepa A myna u ako
je jom A rkoMmakTaH, Tana je u vKopmamoBa mepa ckymna A jemHaka HyJIU.

Ioka3 ce moxke moryenaTty y kmu3n. OnaBae mMamMo Ja paHHUje IOMUEAHU CKYIOBU KOju cy sRopmaHoBe Mepe
HyJla, OITO Cy Hajdernlie OMIM CKyHOBM Mame AUMEH3Uje o] aMOujeHTHOT nmpocTopa, cy u Jleberose Mepe HyIA.
Kao u panuje Basku kapaxrepursanuja

Teopema Orpanuuena ¢yurnuja f Ha cermenty I je unrerpabuiana (y PumaHOBOM cMUCIY) akO U CAMO aKO
je men ckyn npekuna Jleberose mepe Hya.

Ioka3 ce MOke TOTJIENATH Yy KIbM3W, AU HUje HEONXOIAH.

NMurerpan oo ckynosuma mepdsuBuM no sKopmany

Kao mTo ¢cMo paHuje mOMEHyIM, OCUM MHTErPAaJa II0 CerMeHTrMa (IITO CMO IO cala mocMaTpadn), narepecosahie
HAC ¥ UHTErPAJHU [0 MHOTUM APYTUM CKyNOBUMAa. 3Hajyhu nperxomny kapakTepusanujy MHTErpabuIHOCTH, OBa
OBa MOjMa MOMKEMO Calla je JTHOCTABHO A W3jeIHAYUYNMO.

Hexa je f: D — R orpannuena peasna GpyHEIUja Ha orpaHudveHoM ckymy D C R™ koju je mepssus o JRoppany.
Hexa je I 6uso koju kBamap koju canpskn D (kakas moctoju, jep je D orpanuden). Hepunummmo g: I — R ca

f(z),z €D
0,x€I\D

n?

g(x) =

3a ¢pyurumjy f kakeMo na je marerpabuina y PumanoBom cMmuciy Ha ckymy D ako mOCTOju MHTETPAJI fZ g(z)dz.

IIpu Tome, medurUIEMO
/ f(:v)dx:/g(:v)dx.
D I

[Iperxonua nepmHMnIMja je TOTMYHA, jep CMO caMO NONYyHUJIU (GyHKIUjy f HyJIOM HO CKyNa 110 KOME 3HAMO A
uHTerpasumo. HapaBHo momymaBame HYJIOM HE YTUUYE HA BPETHOCT MHTETPAJA.
IIpeTxomna kapakTepusanyja MHTEIPAOUIHOCTU OCTAaje Ha CHA3UW U NaJhe
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Teopema Hera je D C R™ orpanuven ckyn koju je mepspuB no rRopmany u f: D — R orpanuvena dyarmuja.
Omna je unrterpabuana Ha D ako m caMo ako je HmeH cKymn npekuna Jleberose mepe Hyna.

Osa Teopewma je nupexTtHa nocaenuna nperxonue Jleberose Teopeme. Hamme, narerpabumnucor f je mo medpunrn-
IMj¥U UCTO IITO U MHTErpabuiHoct g Ha cermenty I. [Ipumernmo ma cmo momeduHmCcameM MOTIN CAMO Aa IOJAMO
npekune y pybHum raukama ckyna D (xoje cy JleGerose mepe Hyza). 3aucra, akO je & YHYTDAIlba TauyKa
ckyma D, oHa uMMa OKOJMHY KOja je meja camkaHa y I a Ha TOj OKoJmHU [ U ¢ ce Hmoaynapajy, OIakJe je y
TOj TAUKA ¢ HENMPEKUIHA aKO M caMo ako je f HempekuaHa. AHAJOTHO, y yHyTpammuM Taukama ckyna I\ D,
je g jenHaka HyJIu Ha HEKOj OKOJUHU, Te je u y muMa Henpekuana. Ocrajy camo pyOHe Tauke, anu Hux je Beh
Mepe HyJa, jep je D mepsus no sKopnany.

W3 nperxonne nepuHUIMje MMaMO U jenHY NOCIEAWNy, HauMe Oa sROpAaHOBY Mepy MOMKEMO M3PA3UTU WHTE-
rpajioM, Tj.

(D) = / xp(@)d,

rae je I 6uno Koju cermeHT Koju canp:ku ckyn D, a xp(z) = 1, ykouuko je © € D a nyna unade. 3anpaBo u3
nepuHULIU]e MHTerpata 0o KBaApy I MOKEeMO na BUOMMO A& MHTErPaJ KOHCTaHTHe QyHkuuje f(x) = ¢ uaHocu
cp(l), a IPeTXOmHO ce MOKe 3akbyduTd mocMarpameM oarosapajyhwux lapGyosux cyma. Ileramu ce mory
MOTJIETATU Y KEHbU3U.

CsBojcTBa mHTErpasia

OcHOBHA CBOjCTBa MHTETPaJa, Kao MTO Cy JUHEapHOCT, TeopeMe 0 MOHOTOHOCTHU, UTH. U AaJbe OCTAjy Ha CHA3W.
Iloka3u Cy MOTIYHO aHAJOTHU M YTJIABHOM CE€ CBOJIC Ha aHAJIOTHA CBOjCTBA KOja MMajy cyMe. JeIHOCTaBHOCTHU
HOTamuje paiu, KaKo CBe PaJuMO Ha CKymoBuMa MepsusuM 1o sKopaamy, Takse ckynose Hazusahemo camo
MepJLUBUM.

CraB Heka je D C R™ mepmus ckyn, f,g € R(D) u o, € R. Tana je af + fg € R(D) n Baskn

/Dozf(x)+5g(a:)dx=oz/Df(a:)dx+[3/g(x)da:.

Cras Hexka cy A, B C R™ mepsmuBu ckynosu, Taksu na je A°NB° = () u meka je D = AUB. 3a peanny QpyHKIujy
f Baxm ma je f € R(D) ako u camo ako je f € R(A) u f € R(B) u Baskn

/E)f(x)d$:/4f(x)dx+/9f(x)dx.

. . . . (&
Ilokas mornenatu y xmusu. llociaenme TtBpheme je amasoruja 3a Buine muMmensuja TBpbhema na je fa fdx =

f: fdx + fbc fdz. Ycnos ma je A° N B° =( y cymrunu 35aum 1a ce A u B ceKy caMo IO FpaHUIM, MITO je CKYTI
Mepe HyJa, OJakie je TBpheme U OYEeKUBAHO.

Cras Heka je D C R™ mepmus ckyn u f,g € R(D). Tana je:

1. f-geR(D).

2. |fl e R(D).

3. Yromuxko je |f(z)] = ¢ >0, 3a ce z € D, Tama je u 1/f € R(D).

IIperxomau craB ce cBoau Ha JleberoBy Teopemy 0 mHTErpabUIHOCTU U JOKA3 j€ MOTIYHO AHAJJOTAH PaHUjeM.
Ilame, uHTErpaIy NOWTY]y <, IPENU3HU]je

Cras Heka je D C R™ mepnus ckyn u f,g € R(D) takse na je f(z) < g(x). Tana je

/D f(a)dz < /D g(@)da.

IloBOJBHO je mOKA3aTW [a je WHTerpaJl HEHeraTUBHE (YHKINje HEHeraTuBaH OpOj, mTo ako mocMmarpamo Pu-
MaHoBy cymy Y f(e¢;)u(l;) cnenm 3 tora mro je mepa p(l;) mosurusan 6poj. Jletame BUAETH Y KEHU3W.

Kao u panuje, mociemumna IpeTXOmHOT CTaBa jeé T3B. IpBa TeopeMa O CpeImho] BPEeIHOCTH

Teopema Heka je D C R™ mepmus ckyn u f,g € R(D) rakse na je g(x) > 0. Axo ozumauumo m = inf,cp f(x) n
M =sup,cp f(x), Baxkn

m /D glw)de < /D f@)g(w)dz < M /D g(w)da.

Cuemujanno, us nperxonuse Teopeme mmamo na nocroju k € [m, M| rakso ma je k = fD f@)g(x)dx/ ng(sc)d:r,
wro ce y cayuajy g(x) =1 cBomu ma k = ﬁ fD f(z)dz. Yronuro je f jom u menperumua a D moBe3an CKyI,
Tana BaKU U Oa f y3uMa MOMEHYTY BpenHocT k. Ilpenmsauje

CraB Heka je D C R™ mepsmus u mosesas ckym, f,g € R(D) rzme je f menperumua a g(z) > 0. Taga nocroju
c € D takBo nma je

| f@at@yte = 5(0) [ glajaa.

Iloka3z ciaemu W3 NPETXOIHOT M TOTa Ja je Cauka ckyna D mnpu f mHTepBajl KOjU CUIyPHO CaIPMKU UHTEPBAJ
(m, M), rme ce k Hanasu.



CraB 3a ¢ysrnujy f € R(D) Baxku Hejenuaroct

’/Df(x)dx </D\f(a:)]dx.

—|f(@)] < f(z) < |f(@)]-

Ceobeme n— mHTErpasia Ha BUIIECTPYKU

Iloka3 ce cBoaM Ha HEjeTHAKOCT

Io cama cMO caMoO pasMaTpajii CBOjCTBA N—UHTErPajaa M HAUCMO PEKJIN HUIITA O HBUXOBOM KOHKDETHOM pady-
nawy. [IIto ce pauyna Tuue, mpBa BaskHa Teopema je Hapemna, koja ce Haszusa u ®ybuunujeBa Teopema, Koja
CBOJM paUYyHaAH€ MHTErpaJia Mo BUIIEANMEH3MOHAJIHOM KBAJAPY HA HEKOJUKO Y3ACTOIMHUX OOUYHUX MHTErpaja.
IIpenunsnuje

Teopema Hexa je f(x,y) nnrerpabumana ¢ymrmuja wa npasoyraomury I = [a,b] x [c,d] C R%. Tana Baxe jen-

J[ s nasay= | b ( / df(w)dy) i~ [ ' < / bf(x,y)dx)dy.

IIpohmhemo ykpaTkO Kpo3 OCHOBHE mieje mOKa3a, y HoTamuju u3 kmure. Omaszummo ca I’ m I’ umrepsae

[a,b] u [c,d] pecnextuBHO u momene P’ = {zg = a,z1,...,2, = b} Ha uUHTepBaje jeoHAKE LyKUHE OIHOCHO
P" ={yo = ¢,y1,...,yp = d} ucro na jemmare mnrepsane. Herka cy h = z; —x,_1 U k = Yy, — yr_1 Oy:KUHE
omrosapajylhiux moneonux marepBana. Ose momene munykyjy nomeny P = {I; ;|i,j = 1,...,p} npaBoyraonuka

I =1 x1I" rneje I;; = [x;—1,%;] X [yj—1,y;] u no nperxomaom umamo na je p(l; ;) = hk. O3maunmo name ca
m;; = inf(x,y)eli)jf(x,y) n M ; = sup(z,y)eli’jf(x,y). IIpr oBOj momenu, mMaMoO Oa NOHa U ropma Ilapbyosa
cyMa M3HOCE

p
Z mi (L ;) Z m; jhk, S(f,P)=>_ M hk.

i,j=1 1,j=1 i,j=1

durcupajmo cana € [r;_1,x;]. Taga umamo

mi; < inf o f(x,y),
y€E[yj—1,y5]

jep je m;; nEUMYM Ho BeheM CKymy, TAe Jakiae MOKEMO Ja MEHaMo U ¥, a He Ja T'a APEUMO (UECHPAHOT, a
caMUM TUM Ba:KU NaTa HEjeIHAKOCT. AHAJOTHO BAyKU U

sup  f(x,y) < M

y€[yj—1,y;]

HacraBmajyhiu ca mpBoM HejemHAKOCTH, 3a W Habe QUKCUPAHO T € [x;_1,T;], YKOIUKO cabepeMo MpEeTXomHe
HEeje IHAKOCTU MO j U U3MHOKUMO ca k, mobujamo

p
§ m; jk
j=1

Ocnobomumo ce cama mpernocTaBke 3a x. Haume, mpeTxomHO je TadyHOo 3a OWUIO0 KOje T € [r;_1,T;|, a omarie

9 ) ) )
y3UMambeM MHGUMYMa 110 CBUM TuM & (Ipenu3Huje, JeBa CTPAHA HE 3aBUCU O X, T€ je IOHEe OrPpaHUYEHne M0 &
3a mecHy crTpany, a tuMe je Belia ox madpumyma) nobujamo

M@

inf  f(z,y)k.

3:1 yE[Y;—1,Y;]

P

p
S omigk< inf M inf f(w,y)k.
=1 ¢

Elzi—1,7:] = y€ly;j—1,v;]

Omner, MEHOKEeHEM 06€e cTpane ca h u cabupameM 1o CBUM i 100ujamo

Z me‘hk =s(f,P) < er[ inf (Z inf f(a:,y)k‘) -
J

=1 =1 3 e€lzionz] \ ] vElyi-1,95]

IMpumerumo, 3a $pukcupano x, mapa3 moJ 3arpaioM je noma lapGyosa cyma ¢yuruuje ¢g(y) = f(z,y) (moc-
MarpaHe Kao ¢yHkmmje mo y) ca momenom P wmmrepsana [c,d]. Kako je ¢pymrmuja f orpamnuena Ha mesom
IPaBOYTAOHUKY, TO je OT'PAHUYEHA CBAKAKO M (PYHKIMja g, T€ OTY[I IOCTOje ropmu u qomu JlapOyoB nHTErpad,
koju cy omrosapajyhu inf m sup. Nnak, ¢pyurmuja He Mopa Outn mHTErpabuina 3a CBako x, 0 yeMy he 6utm
peun xacuuje. llpermocraBuhiemo 3a caza na jecte mHTerpabuiHa, a CiIydaj Kala HHUje MOKE Ce IOrJenaTu
y kmu3u (IITO HUje CYMITUHCKU KOopak). IIpuMerumo ma ako je f HempekugHa HA [EJIOM IPaBOYTAOHUKY, OBO
cBaKako jecre ciyu4aj, jep je f(x,y) Tama HenpekuaHa kao GyHrmuja mo y. Kako je

d
supz inf  f(z,y)k = / f(@,y)dy,

pr yE[yJ 1,Y5]
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TO HACTABJLA]yNU TPETXOMOHY MPOIEHY J00ujamMo

p P P 4
Z inf (Z inf }f(x,y)k:)h < Z inf / f(z,y)dyh < Z sup / f(z,y)dyh,
J i—1 7€ ¢ z€[wi_1,zi] Je

im1 z€[xi_1,x4) 1 YE[Yj—1,Y; [zi1,2] =1

. pd
OJlaKJie cala Marmhe BUIIEe PaAUMO UCTe IpoIleHe caMo 3a ropme lapbyose cyme. IIpBo, kako je fc flz,y)dy n
vHpuMyM ropmux dapOyoBux cyma, TO je OH Mamu o ropwme Jlapbyose cyme 3a nmogeay P’ uume mobujamo

P

p d p
> s [rwaan<d sw (Y s gk ()

i=1 T€[@i—1,24] i—1 T€lmi—1,2:] \; 77 y€lyj—1.95]

rie je mocienma HejeTHAKOCT MOTIYHO aHAJOrHa TpBOj 3a mome JlapOyose cywme. Ilakise, ca m3aBajamem
OUTHUX OeJI0Ba, MOOUIU CMO

p

P <Y it /f:cydyh S(f, P).

- re mm 1 11
i=1 ’

Mpumerumo na je y cpemmuu mowma Jlapbyosa cyma ¢ymrmuje h(x) = fcdf(x,y)dy. Oparyie, mymTameMm na
p — 00, Kako oba s(f, P),S(f,P) xouseprupajy xa [[, f(x,y)dzdy, no Teopemu o aBa moamuajua n06ujamo

/abh( dx/(/“”?/)dx/ f(x,y)dady,

y3 DOJATHY OPETIOCTABKY O mHTerpabunnocty f(x,y) mo y, 3a cBako ¢urcupano x. Jpyra jemmaxoct u3 ¢op-
MyJIaluje ce MoKa3yje aHaJOTHO.

b, rd
W3 nokaza Teopeme BUAMMO M KaKO HMHTEPIPETUPAMO U3Pa3e fa (fc f(z,y)dy)dz. Iarme, mpBo 3a GUKCUPAHO

T U3PAYyHAMO fcd f(z,y)dy, rmne x mocmMaTpamMO Kao KOHCTAHTY, a DAUYyHAMO MHTErpPaJ IO Yy yobUdUajeHO Kao
obuuan mHTerpan ¢yuarnyje Ha R. Kana uspauynamo taj maTerpads, qooujamMo QpyHKIN]Y OO & a 3aTUM M3Pavy-
HAMO H>€H MHTerpaJ 1o [a,b].

IITTo ce moMeHyTOr ycioBa THYe, Ia MOMe A& MOCTOjU  3a koje dyHrimmja f(x,y) Huje naTerpabunna Ha [c,d],
umamo caenehe. Haume, f je maTerpabusna ako joj je CKyI NPEKMAa PaBAHCKE Mepe HyJla, aju TO HE rapaH-
Tyje ma mpecek ckymna npekupna ca {z}-[c,d|, roe 6u Tpebao ma 6yme ckyn npekuzna f(z,y) mo y, uMa Mepy HyJa
Kao monckyn npase. Hop ysmmumo ¢ymrmujy ma [0,1] X [0,1], maTty ca

o) = 0,y € (0,1]
f@3) {X(x),y—O

rae je x(z) Qupuxaeoa dpyurimja. Tana f uma ckyn npekuna Ha [0, 1] X {0} wro je my:x u uma paBaHCKy Mepy
wyna. Ca apyre crpaune, f(z,0) Huje naTerpabuina no xz. VI mopen tora, oBaj yciOB HUje CYLWITUHCKH, jep ce
MOJKe IIOKa3aTU J1a OBAKBUX T MMa MaJio, Tako na je Teopema TauHa u 3a QpYHKUU]Y KOja je mHTerpaduiIHa Ha
I. Y Tom cayuajy, 3a x 3a koje (pyHruuja f(z,y) HUje MHTErpabuUIHA 1O Y, MOXKe Oa ce y3Me Ouio Koju 6poj
usmebhy meHor momer u ropmer IlapGyoBor mHTErpasa.

Y3 aHaJyioraH, ajgu pysKHUJU OOKa3 (KOjU HUje HEONXOIAaH 3a yCMEHHU ), nperxonna Teopema Basku 3a NIPOU3BOJLHE
kBagpe. Ilpermusnuje

Teopema Heka je f: I — R unrerpabuana va cermenty I = I’ x I C R™, rme cy I',I” cermenTu. Tana Basku

/1 F(u, v)dudy = / ( j f(u)du)dv: / ( § f(v)dv)du

rae Jakiae TPOMEHJBUBE U U U MOTY OWUTHU BEKTOPCKE.
Wunykmujom, mobujaMo Kako ce pauyHa WHTErpaJ mo cermenty y R™.
ITocnemuua Heka je f: I — R wmaTerpabunna Ha cermenty I = [a1,b1] X [az,b2] X ... X [am,by]. Tana Baxn

jemHAKOCT
b1 ba bm
/f(x)d:v:/ / / flz1, 22, ..., Tp)dTy, . .. dradry,
I ay az am

rme makiae, GyHKOUjy [ MHTErpajuMoO IPBO IO T,, & CBE OCTAJE IPOMEHJbUBE APKUMO (urcupanuMm. Jlobujery
GYHKIIU]y OHIA MHTErPAJIUMO IO T,,—1 UTA. HapaBHO penocien NPOMEHJUBUX HUj€ BAYKAH, MOKEMO HMHTEIDAJI-
UTU KOJUM T'OJZl PEHXOCIEIOM.

HapaBuo, onm mHTepeca cy HaM M WMHTErpPajJud MO CKYNOBUMAa KOjU HUCY cerMeHTU. HaBomumo jomr jemny
nocuenuny Pyobunujee Teopeme, Koja ce onHOCH Ha CKyIOBe KOju cy m3MeDhy rpadura nse ¢yHKIH]e.
IMocaemuma Hexka cy ¢1,¢2: D — R menpexummme ¢ymrnumje, rae je D C R™! mepmus ckyn. Hera je A =
{(t, 2l € D, 61 (u) < @ < b2(u)} m f € R(D). Tama je

fuy ) dudx, = ’ fu,zp)day, |du.
A D dj(::)
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Hoxka3 nmornenatu y kmusu. Wneja je mzabparu cermenr [ = I X Iy, rme I canpsgku ckyn D a I campsku cBe
Bpenuoctu ¢1(x) u ¢a(z). Tama je mo mpeTxomHOM

/Af(u,xm)duda:m:/h (/Izg(u,xm)dxm>du7

rme je g pyHERIMja Koja je jemHara ¢QyHEuumju f Ha ckymy A a Hyjga mHaYe. 3a IOUYETAK je f12 g(u, T )da,, =

d2(u)

1 (w) flu, zm)da,y,, a name je mo meduHULM]U U

/I1 (/12 g(u,xm)dxm) du = /D (/(:(2:) f(u,xm)dxm> du,

jep je BaH TOr CKyIa ¢ jeqHaKa HYJIU.
CMeHa IpoMeHJBUBE

CinyHO KA0 KOJ OOMYHOT MHTErpajia M BUMIECTPYKU Ce MOTY IHOjeJHOCTABUTUA yBODEmEeM CMeHa, Tj. MemameM
KOoOpaMHATA ¥ 0bJacTuMa o KojuMa maTerpaaumo. IIpermocraBumo ma umamo odnactu U,V C R™ u mna mmamo
dymrrmujy ¥: U — V koja Mema KOOPAMHATE, MPENU3HUje YKOIMKO O3HAUMMO ca T KoopamHaTe Ha U u ca y Ha
V, na mmamo y = (y1,...,Ym) = ¥(z), onHOCHO

y1 = \Pl(xlw-';mm)

Ym = \Ilm(xlauwxm)a

koja je oujerknuja m3 U wa V u npernocraBuhemo momaTHO na cy napuujannu m3Boau ¥V Henperkumau Ha U. Y
cBakoj Taukn a € U medmuucan je JarkoOujau ca

oV, ovy
5 P
det U(a) = D(ys, - ym) _ det o :
D(z1,...,2m ov. T ow.
Oxq tee OTm

Hame, yromuro umamo ¢yurnujy f:V — R, ca f o V¥ nmobmjamo ¢pyurmujy ma U m mHeTepecyje HaAC Besa
vHTerpaia tTux ¢yurnuja no ckynosuma U u V = ¥(U). IIpe came Teopeme koja HaM maje Ty Be3dy, upobhumo
KPO3 TPU OCHOBHa mpumepa cmena. CBa Tpu merasbHUje MOTJIENATH Y KEBU3M, 3600 [pTeka.

ITonapre koopmuaaTe Koopauuare Tauke (,y) y PABHA MOKEMO 3aIaTH MPEKO MOJAPHUX KOODAUHATA, HAUME
osHaummo ca ¢ yrao (y [0,27]) koju BerTop (z,y) 3akmama ca T—OCOM, a Ca p pacrojame Tauke (T,y) OX
KoopauHaTHOr moderka. OBako 3amane xoopaunare oapeDyjy (Mame - BUmE) jeIHO3HAYHO CBE TAUKE DABHU.
3amcTa, aKO IMaMO MPETXOIHA [BA MOMAATKA, BUIUMO 14 je T = pcos ¢ 1y = psin ¢. O3HAUNMO TO IPECINKABAH€
ca ¥, mpermsuuje meka je V(p, ¢) = (z,y). 3a nomen p yzumamo npupogao [0, +00), mTo cBe MOry GUTHU TOMEHYTA
pacrojama, a 3a ¢ Beh nomenytu [0, 27] ma 6u yrao 6uo jennosmauno onpeben. 3a mapuujanane m3BoJe MMAMO

O _ 0% _ o A

ap  op 9 ap  op e
n

%*@*singb %—@* cos ¢

ap op @ ap 9

IIIto ce jakobujana twye, modbuja ce

D(z,y) 5 % (cos ¢ —psin ¢>
—2C —det [ 97 ¢ ) =det | . =
D(p, ¢) g—g t% sing pcosd

IMpumerumo, Ha Kpajy Aa Ipecaukasame ¥ He 3aI0BObABA DAl TOPE MPETIOCTABJLEHE YCaoBe. 1IpBO, yrioBu
0 u 27 cy ucru, Tj. majy ucrte tauke, a takobhe xoopmummaraom mouerky (0,0) omrosapa mapasuo p = 0, amu
¥ OUII0 KOju yrao ¢. 3aHeMapuBameM OBOr CKymna, uMamo na je U Oujexnuja u3z (0,400) x (0,27) ma pasan
0e3 HemeraTmpBHOT mesa r— oce. Vmak, Kako Cy OBO CKyNOBM PABAHCKE MEpEe HyJa, MPUIMKOM WHTETPAIUje He
yTUUy Ha BPEIHOCT MHTErpaja, OJaKjIe He MOPAMO Aa BOAUMO PAUYHAMO O TOME (IO IUTamy WHTErpPaja).
ITomMernMO jom, mMTO Ce€ MHBEP3HE CMEHE ThdYe, MMaMo na je p = /22 +y2?, mOK ce yrao ¢ MaJjo py3HHUje
— Y
uspasasa. Hop. y IpBoM KBaJpaHTy MOMKEMO ra HPEICTABUTH Kao ¢ = arctg ¥.
Inmue npuyaae KoopmuHATe IIpeHoIen e TOIApHUX KOOPAMHATA, ¥ TpocTop R? MOXKEMO yUMHUTH Ha HEKOJIUKO
npuponHux HaumHa. HajjemmocraBamje 6w GOm0 ma ca @ W Yy KOOPAMHATAMA yPaIuMO UCTO, JOK Z KOODIWHATY
He nupamo. Te roopamuare HaszuBamo nunusgpuute. [Ipermsnuje, yaumamo W(p, ¢, z) = (pcos @, psin ¢, z), a 3a
momen yaumamo [0, 27] x [0, +00) X R, unme omer nobujamo Gujermujy (y3 CaudHe HATIOMEHE OKO OUjeKTUBHOCTM ).
3a Jakobujan Bpao camvyHO DOOUjaMo

D cos¢ —psing 0
M =det | sin¢p pcos¢p 0| =p.
D(p,¢,z) 0 0 1
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Cdepre koopmuuaTre Ipyru HAUMH je MAJIO KOMIIMKOBaHUju. Hawme, yKOJUKO mMaMo Taury (,y,z) y mpoc-
TOpY, HEKa je omeT p pacTojame Tauke (,%,z) 01 KOOpAUHATHOT TIoueTka (makie, p? = z2+1y?+22) u o3maummo
ca § omrap yrao Koju 3akjamna BeKTOp (z,y,z) ca paBru O,,. Tana je mpBo z = psinf, a mame, mpojernuja
TOr BEKTOpa Ha paBaH M3HOCH BeKTOp (z,y,0) um mma mHTeH3uTeT pcosf. [ame, y paBn Oy, ypamuMO HCTO
Kao ca MOoJIAPHUM KOoOpIuHaTama. Heka je ¢ yrao kKoju Taj BEKTOP 3aKjala ca MO3UTUBHUM NEJOM T—OCe, TIE
najbe uMaMo 1a je x = pcosfcos¢ u y = pcosfsing. Tume nmamo Gujeruujy ¥(p, ¢,0) = (x,y, z) nedpunucany
Ha [0, 400) x [0,27] X [-5, 3] ma R? omer y3 amamorae Hamomene. 3a JaroOujaH MMaMO

D(x,y, 2) cosfcos¢p —pcosfsing —psinfcoso
ﬁ =det | cosfsing pcosfcosd —psinfsing | = p*cosf.
(p: ¢.0) sin 6 0 pcos b

Hamomena: 3a cdepHe KOOpAMHATE Ce jOII KOPUCTU U Ja je yrao € 3amar Kao yrao KOJjU 3akjalia BEKTOD
(2,9, 2) ca no3uruBHUM mesoM z—oce (Kako je y kmusn). CTBap je CyIITUHCKM UCTa, OCUM IMTO ce Ho0uja Mayo
Opyravuju pavyH.

IIperxonue mpumepe morienaTu y KiBU3M, UIX HA OMIO KOM MECTy KOje Caap3u IpPTeke, Ie CTBAp IOCTaje
jacHHja.

TeopeMmy 0 cMeHU NMPOMEHJLUBE HABOAMMO 0Oe3 moKa3a.

Teopema Heka umamo obmactu U u V u npeciukasame ¥: U — V koje 3am0BOJbaABaA YCIOBE Ca MOYETKA OBOT
nmesa (nakie, na je Oujeknuja U qa Cy NaplyjajHu W3BOAK HENPEKUAHU Ha 3aTBopemy U). O3maummMo jour, Kao
npe ca x koopaunare y U u ca y = ¥(z). Heka je f € R(V) unrerpabunna ¢yurmuja. Tana je u QpyHrIMja
f oV urrerpabusana va U u Baku

[ iy = [ (70w e o

T1yeney L)
Yumecto morasza: Moske ce mokasaTu ga ako mMamo kBagap I C R™ u quHeapHO NpeciukaBame 3aTaH0 MaTpU-
nom A, zanpemmna napasenenunena A(I) nznocu |detA|u(I). OBo ce MOke IPOBEPUTH y NBOAUMEH3MOHAIHOM

. . a b
cayyajy, Ko skexu 3a jemuauunu ksaapat I = {(z,y)|z,y € [0,1]} upu npecnurkaamy A = ¢ ) A Tpu -

MEH3Uje ce CeTUTU NeGUHUIMje MEIIOBUTOr MPOM3BOAa. Y CBAKOM CJIydYajy, JUHEAPHO IPECIUKABANE PACTERE
zanmpeMuny ca koepunujearom det A. Vneja je omaTie ampoKCUMUpPaTé TO CBOJCTBO ca u3BoaoM W Koju je JuH-
eapal, IITO MOXKe Oa ce ypamu mox ycaoBuma Teopeme. Omer, 3anHTEpPECOBAHM MOTY HOTJIENATU BUIIE IETAJbA
V KIBW3U, aJd HUje HEOIXOIHO.



