
Integrali u Rm

Nastavǉaju�i uopxtavaǌe pojmova sa jednodimenzionalnog na vixedimenzionalni sluqaj, dolazimo do
integrala u Rm. Za poqetak, prisetimo se definicije Rimanove sume koja glasi

n∑
k=1

f(ck)(xk − xk−1),

gde je f : [a, b] → R neka funkcija, xk taqke podele i ck taqka iz intervala [xk−1, xk], qijim se graniq-
nim prelazom, sa parametrom podele dobijao Integral funkcije. Kako je xk − xk−1 du�ina inter-
vala [xk−1, xk], xto je jedino vezano za jednodimenzionalni sluqaj, vidimo da ukoliko imamo funkciju
na skupovima sa sliqnim svojstvima kao xto je du�ina, mo�emo po analogiji definisati integral.
Takvo preslikavaǌe naziva�emo merom (naravno jox su primeri povrxina tela u ravni i zapremina
u prostoru, a kasnije �emo vixe precizirati xta oqekujemo) i uglavnom se oznaqava sa µ(A) za pod-
skup A. Dakle, ukoliko imamo takvo preslikavaǌe i funkciju f : A → R razbijaǌem skupa A na maǌe
skupove Ak na kojima uzmemo taqku ck ∈ Ak, integral funkcije bi se dobio u graniqnom procesu od sume∑n
k=1 f(ck)µ(Ak). Time, definisaǌe integrala, poqiǌemo sa definisaǌem mere u Rm.

Tako�e, osim pitaǌa mere, interesova�e nas i koji su podskupovi u Rm adekvatni da se po ǌima inte-
grali. Ovo pitaǌe nismo postavǉali u jednodimenzionalnom sluqaju, jer su maǌe-vixe jedini razumni
podskupovi od R intervali (npr. oni su jedini povezani). Sa druge strane, npr. u ravni R2 povezani
su skupovi i pravougaonici [a, b]× [c, d], krugovi (tj. loptemu metrici d2) itd...
�ordanova mera
Neka su nam date taqke a = (a1, . . . , am) i b = (b1, . . . , bm) u prostoru Rm. Skup Ia,b = {x = (x1, . . . , xm))|ai 6
xi 6 bi} nazivamo m−dimenzionalnim kvadrom u Rm, ili samo kvadrom, a naziva se i segmentom u Rm
po analogiji sa jednodimenzionalnizm sluqajem. Naravno, u R2, Ia,b je pravougaonik, dok je u R3 obiqan
kvadar. Po analogiji sa ta dva sluqaja (i po logici stvari) uze�emo da je mera kvadra (u Rm) proizvod
du�ina ǌegovih stranica, tj. µm(Ia,b) =

∏m
k=1(bk − ak). Ukoliko nema zabune oko dimenzije u kojoj raqu-

namo meru, koristi�emo samo notaciju µ(Ia,b).
Iz definicije imamo dakle da je 2−dimenzionalna mera pravougaonika ǌegova povrxina, dok je 3−di-
menzionalna mera kvadra ǌegova zapremina. Naravno, prethodno se uklapa i sa jednodimenzionalnim
sluqajem, tj. mera intervala [a, b] je ǌegova du�ina b− a.
Daǉe, definiximo podelu kvadra Ia,b. U prethodnoj notaciji, oznaqimo sa Ii = [ai, bi] odakle imamo da
je Ia,b = I1 × I2 × . . . × Im. Svaki segment Ii mo�emo uobiqajeno podeliti (kao u matematici 1) taqkama
Pi = {x0

i = ai, x
1
i , . . . , x

ni
i = bi}. Najzad, Dekartov proizvod

P = P1 × . . .× Pm,
nazivamo podelom kvadra Ia,b. Drugaqije reqeno, na prethodno opisan naqin razbili smo kvadar Ia,b na
n1 · n2 · . . . · nm maǌih kvadara koji su odre�eni segmentima

[xj11 , x
j1+1
1 ]× [xj22 , x

j2+1
2 ]× . . .× [xjmm , xjm+1

m ],

koje nazivamo podkvadrima u podeli P. Kako nam prethodni eksplicitan zapis qesto nije neophodan,
podelu P �emo oznaqavati i samo tim podsegmentima pore�anim nekim redosledom

P = {I1, . . . , Ik},
gde je k = n1 · . . . ·nm. Oznaqimo daǉe sa P(Ia,b) skup svih podela segmenta I. Daǉe, za podelu P ′ ka�emod
da je finija od podele P (odnosno da je P grubǉa od P ′) ako je svaki podsegment Ij podele P ′ sadr�an
u nekom podsegmentu podele P. Kao i u jednodimenzionalnom sluqaju, vidimo da za date dve podele P ′

i P ′′ postoji podela P finija od obe (primera radi, mo�emo unirati sve podeone taqke koje se javǉaju
na koordinatama i od ǌih napraviti podelu P ).
Pre nego xto nastavimo sa uvo�eǌem mere, treba�e nam par novih operacija sa skupovima. Neka je
A ⊂ Rm i x ∈ Rm. Ka�emo da je x unutraxǌa taqka skupa A ukoliko pripada skupu A sa nekom svojom
okolinom. Ka�emo da je spoǉaxǌa ukoliko je unutraxǌa taqka skupa Rm \A. Preostale taqke nazivamo
rubnim taqkama skupa A. To su dakle taqke sve taqke x ∈ Rm takve da u svakoj okolini U su sadr�ane
i taqke od A i taqke od Rm \ A. Daǉe, sa A◦ oznaqavamo skup svih unutraxnih taqaka od A, dok sa ∂A
oznaqavamo sve rubne taqke skupa A. Mo�e se pokazati da je ranije uvedeno zatvoreǌe A zapravo skup
A ∪ ∂A.
Neka je sada A ograniqen podskup od Rm i I proizvoǉan kvadar koji sadr�i A. Uoqimo proizvoǉnu
podelu P od I i oznaqimo sa ωP (A) uniju svih podsegmenata podele P koji se sastoje samo od unutrax-
ǌih taqaka skupa A, a sa ωP (A) uniju svih podsegmenata podele P koji sadr�e barem jednu taqku od A. Sa
|ωP (A)|, odnosno |ωP (A)|, oznaqi�emo zbir mera svih podsegmenata koji se nalaze u ωP (A) odnosno ωP (A).
Primetimo daǉe da ako je podela P ′ finija od podele P, tada je |ωP (A)| 6 |ωP ′(A)| kao i |ωP ′(A)| 6 |ωP (A)|.
Odavde, za svake dve podele P ′ i P ′′ uzimaǌem finije podele od obe dobijamo da je ωP ′(A) 6 ωP ′′(A).
Odatle, postoje konaqni

sup
P∈P(I)

∣∣ωP (A)
∣∣ = µi(A) i inf

P∈P(I)

∣∣ωP (A)
∣∣ = µe(A).
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Broj µi(A) nazivamo unutraxǌom merom po �ordanu skupa A, dok broj µe(A) nazivamo spoǉaxǌom merom
po �ordanu skupa A. Iz prethodnog uvek va�i µi(A) 6 µe(A). Ukoliko je µi(A) = µe(A) za skup A ka�emo
da je merǉiv po �ordanu a taj broj oznaqavamo sa µ(A) i nazivamo ga m−dimenzionalnom �ordanovom
merom skupa A.
Svojstva mere
Primetimo prvo da uvek imamo µ(A) > 0 za svaki skup A ⊂ R. Daǉe
Stav
1. Ako su A,B merǉivi po �ordanu i A ⊂ B tada je µ(A) 6 µ(B).
2. Ako je A neprazan, otvoren i merǉiv, tada je µ(A) > 0.
3. Mera skupa A jednaka je nuli ako i samo ako za svako ε > 0 postoji podela P, takva da je |ωP (A)| < ε.
Dokaz se mo�e pogledati u kǌizi.
Slede�a teorema nam daje uslov ekvivalentan merǉivosti.
Teorema Ako je A ⊂ Rm ograniqen skup, tada je µe(∂A) = µe(A)− µi(A).
Dokaz Uoqimo proizvoǉnu podelu P kvadra I koji sadr�i A. Sa jedne strane, ukoliko neki podeoni
segment Ik nalazi u ωP (∂A), to on sadr�i barem jednu taqku od ∂A (zapravo od ∂A, ali mo�e se pokazati
da je skup ∂A uvek zatvoren), a samim tim kako je A = A∪∂A, to sadr�i i taqku od A, tj. Ik ∈ ωP (A). Sa
druge strane, ukoliko se neki podeoni segment Ik nalazi u ωP (A) a ne u ωP (A), xto znaqi da Ik sadr�i
neku taqku x koja nije unutraxǌa taqka skupa A. Tada, Ik mora da sadr�i i barem jednu rubnu taqku
od A. Ovo sledi iz toga xto je skup A◦ otvoren (xto se direktno pokazuje) pa time, ako bi u Ik bile
samo spoǉaxǌe i unutraxǌe taqke od A, one bi napravile diskoneksiju od Ik, xto je nemogu�e jer je
Ik povezan. Otuda je ωP (∂A) = ωP (A) \ ωP (A), a odatle imamo da je

|ωP (∂A)| = |ωP (A)| − |ωP (A)|.

Uzmiaǌem infimuma po svim podelama dobijamo tvr�eǌe Teoreme, jer je inf(X − Y ) = inf X − supY.
Posledica Ograniqen skup A ⊂ Rm je merǉiv ako i samo ako je µ(∂A) = 0.
Neka osnovna svojstva mere su
Stav Neka su A,B ⊂ Rm merǉivi skupovi. Tada:
1. Skupovi A ∪B,A ∩B i A \B su merǉivi.
2. Ako je A ∩B ⊂ ∂A ∪ ∂B onda je µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B).
3. Ako je A ⊂ B, tada je µ(B \A) = µ(B)− µ(A).
Dokaz se mo�e pogledati u kǌizi (mada nije neophodno). Svojstvo 1. se dokazuje iz osnovnih svojstava
operacije ∂A, odnosno ǌenim slagaǌem sa operacijama ∪ i ∩. Svojstvo 2. ka�e da ako su A i B maǌe
vixe disjunktni, odnosno ako im je presek sadr�an u rubovima (koji su mere nula), tada je mera unije
zbir mera i to je jedno od osvnovnih svojstava mere. Svojstvo 3. je samo reformulacija svojstva 2.
Primeri
1. Neka je A = [0, 1] ∩Q ⊂ R i neka je x ∈ [0, 1]. Ako uzmemo bilo koju okolinu (x− ε, x+ ε) ona sadr�i u
sebi racionalan broj, a svakako i iracionalan. Time, x je rubna taqka skupa A, tj. ∂A = [0, 1] xto je
mere 1. Dakle, skup A nije merǉiv.
2. Pre nego xto pre�emo na razumne primere merǉivih skupova, poka�imo da grafik neprekidne
funkcije ima meru nula. Preciznije, neka je D zatvoren i ograniqen skup u Rm−1 i f : D → R. Neka je
A = {(x, f(x)|x ∈ D)} ⊂ Rm grafik funkcije f. Tada je mera od A jednaka nuli. Formalno, D je kompaktan,
te je f i ravnomerno neprekidna na D. Otuda, za ε > 0, postoji δ > 0 takvo da je |f(x1)−f(x2)| < ε kad god
je d2(x1, x2) < δ. Neka je I ⊂ Rm−1 kvadar koji sadr�i D i podelimo ga tako da su svi podeoni segmenti
Ik mali dovoǉno da iz x1, x2 ∈ Ik sledi da je d2(x1, x2) < δ. Daǉe, za Ik iz prethodne podele, izaberimo
proizvoǉno x0 ∈ Ik i formirajmo skup Sk = Ik × [f(x0)− ε, f(x0) + ε]. Ukoliko je x ∈ Ik proizvoǉno, tada
je |f(x)−f(x0)| < ε po konstrukciji, a odatle je i (x, f(x)) ∈ Sk. Drugaqije reqeno, ceo grafik funkcije f
iznad Ik je sadr�an u Sk. Daǉe, kako je Sk kvadar, to je µ(Sk) = µ(Ik) ·2ε. Najzad, ako prethodno ponovimo
nad svakim kvadrom Ik i formiramo skup S = ∪Sk, dobijamo skup koji sadr�i A i

µ(S) =
∑
k

µ(Sk) =
∑

µ(Ik)2ε = 2ε · µ(I),

jer su skupovi Sk disjunktni. Kako posledǌi izraz mo�e da se uqini proizvoǉno malim, to je µ(A) = 0.
Neformalno, prethodno je i oqekivano, jer je grafik funkcije (u ovom sluqaju) m − 1 dimenzionalni
objekat, preciznije slika pri f m− 1−dimenzionalnog objekta D, a tra�imo ǌegovu m−dimenzionalnu
meru. Iz prethodnog imamo i da je mera povrxi date sa S : F (x) = 0 tako�e mere nula. Zaista, kako
smo ranije pokazali, S je lokalno grafik funkcije, koji je mere nula, a time je i ceo skup mere nula.
Odavde imamo da su neki razumni skupovi poput {x ∈ Rm|f(x) 6 c} merǉivi, gde je f neka iole razumna
funkcija. Naime, mo�e se pokazati, da je granica takvog skupa {x|f(x) = c}, xto je po prethodnom mere
nula. Takvi skupovi su npr. lopta {(x, y, z)|x2 + y2 + z2 6 1}, (qija je granica sfera), kao i razni drugi
osnovni geometrijski objekti.
Jox neke primere merǉivih skupova pogledati u kǌizi.
n− integral
Kao xto je ranije reqeno, kako smo videli xta bi trebalo da meǌa du�inu intervala u Rimanovoj
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sumi, daǉe integral definixemo kao ranije. Ipak, pre toga nam treba jox jedna tehniqka stvar, naime
analogija parametra podele, tj. pojam kojim �emo raqunati da je odre�ena podela dovoǉno ”fina”. U
tu svrhu definixemo dijametar skupa

δA = sup{d(x, y)|x, y ∈ A},
koja ima smisla u bilo kom metriqkom prostoru. Prethodno nismo pomiǌali ranije, jer u sluqaju
skupa R rastojaǌe i mera su isti (tj. oba su du�ina). Sa druge strane, vidimo da postoje kvadri koji
su male mere, a imaju taqke koje su daleko (primera radi pravougaonik qija je jedna ivica du�ine n
a druga 1

n2 ima taqke na rastojaǌu n, dok mu je povrxina 1
n). Odatle, za finu podelu nije dovoǉno

zahtevati da su podeoni segmenti samo male mere, ve� jaqe da su malog dijametra.
Definicija Neka je I ⊂ Rm kvadar i f : I → R funkcija. Neka je P = {I1, . . . , Ik} podela kvadra I i
c = {c1, . . . , ck} istaknute taqke, tj. ci ∈ Ii. Zbir

σ(f, P, c) =

k∑
i=1

f(ck)µ(Ik),

nazivamo Rimanovom sumom po podeli P sa istaknutim taqkama c. Ukoliko postoji J ∈ R, takvo da za
svako ε > 0 postoji δ > 0, tako da za svaku podelu P za koju je parametar podele λ(P ) = maxi δIi < δ i
svaki izbor istaknutih taqaka c va�i ∣∣σ(f, P, c)− J

∣∣ < ε,

ka�emo da je funkcija f Riman - integrabilna (ili samo integrabilna) na I, a broj J nazivamo inte-
gralom (ili m−integralom) funkcije f po I.
Broj J oznaqavamo sa

J =

∫
I

f(x)dx,

∫
I

f(x1, x2, . . . , xm)dx1dx2 . . . dxm,

m︷ ︸︸ ︷∫
· · ·
∫

I

f(x1, x2, . . . , xm)dx1dx2 . . . dxm.

Sliqno kao i ranije, koristi�emo i oznaku J = limλ(P )→0 σ(f, P, c). Tako�e, koristimo oznaku R(I) za sve
integrabilne funkcije na skupu I.
Nexto kasnije vide�emo kako se prethodna definicija proxiruje na integrale po proizvoǉnom merǉivom
skupu.
Napomena Primetimo, da sada kada znamo za koje skupove ima smisla mera, tj. koji su skupovi merǉivi
po �ordanu, umesto podele segmenta na segmente, mogli smo da pravimo i podele na proizvoǉne merǉive
skupove. Me�utim, ove dve definicije ispadnu ekvivalentne. Dokaz i vixe detaǉa se mo�e pogledati
u kǌizi.
Za poqetak, potupno analogno kao ranije, ukoliko funkcija nije ograniqena, adekvatnim izborom is-
taknutih taqaka, Rimanove sume se mogu napraviti proizvoǉno velikim, tj. va�i
Stav Ako je realna funkcija f : I → R integrabilna, tada je ona ograniqena na I.
Dokaz se mo�e pogledati u kǌzi.
Daǉe, analogno se mogu uvesti Darbuove sume i ǌihova osnovna svojstva ostaju na snazi. Naime,
za ograniqenu funkciju f : I → R i podelu P = {I1, . . . , Ik} kvadra I, definixemo mi = infx∈Ii f(x) i
Mi = supx∈Ii f(x). Zbirove

s = s(f, P ) =

k∑
i=1

miµ(Ii) i S = S(f, P ) =

k∑
i=1

Miµ(Ii),

nazivamo respektivno doǌom i gorǌom Darbuovom sumom funkcije f po podeli P.
Analogno, kako je mi 6 f(ci) 6Mi, to je

s(f, P ) 6 σ(f, P, c) 6 S(f, P ),

za sve podele, a potpuno analogno se pokazuje i da je supc σ(f, P, c) = S(f, P ) i infc σ(f, P, c) = s(f, P ).
Daǉe, profiǌivaǌem podele, doǌa Darbuova suma raste, a gorǌa opada. Ovo je opet posledica toga
da je supremum po maǌem skupu maǌi od supremuma po ve�em, dok za infimum va�i obrnuto. Odatle
analogno, ukoliko imamo dve podele P ′ i P ′′ i ako je P podela finija od obe, tada je

s(f, P ′) 6 s(f, P ) 6 S(f, P ) 6 S(f, P ′′).

Odatle, gorǌe Darbuove sume su ograniqene odozdo, a doǌe odozgo, te postoje∫
I

f(x)dx = sup
P
s(f, p) i

∫
I

f(x)dx = sup
P
S(f, P ),

koje nazivamo doǌi i gorǌi Darbuov integral.
Potpuno analogno kao u jednodimenzionalnom sluqaju se dokazuje
Teorema Neka je f ograniqena funkcija na kvadru I ⊂ Rm. Tada su slede�i uslovi ekvivalentni:
1. f je integrabilna na I.
2. (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀P ∈ P(I))(λ(P ) < δ ⇒ S(f, P )− s(f, p) < ε)
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3. (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀P ∈ P(I))(λ(P ) < δ ⇒ |σ(f, P, c′)− σ(f, P, c′′)| < ε)
4. (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀P1, P2 ∈ P(I))(λ(P1) < δ, λ(P2) < δ ⇒ |σ(f, P, c′)− σ(f, P, c′′)| < ε)
Iz prethodnog, direktno mo�emo da poka�emo da su neprekidne funkcije integrabilne.
Stav Ako je realna funkcija f neprekidna na kvadru I tada je ona integrabilna na ǌemu.
Dokaz je analogan jednodimenzionalnom sluqaju i sledi iz ravnomerne neprekidnosti funkcije f. Naime,
za ε > 0 postoji δ > 0, za koje d(x, y) < δ povlaqi |f(x)− f(y)| < ε. Izborom podele P, za koju je λ(P ) < δ
iz uslova 3. prethodnog stava, imamo da je tada∣∣σ(f, P, c′)− σ(f, P, c′′)

∣∣ 6 k∑
i=1

|f(c′i)− f(c′′i )|µ(Ii) 6 ε

k∑
i=1

µ(Ii) = εµ(I).

Detaǉi se mogu pogledati u kǌizi.
Skupovi Lebegove mere nula
Karakterizacija integrabilnosti u Rm u suxtini potpuno je analogna integrabilnosti u R. Da bismo
to precizirali, treba nam Lebegova mera, preciznije samo da znamo xta su skupovi Lebegove mere
nula.
Definicija Lebegova mera kvadra Ia,b je m(Ia,b) =

∏m
i=1(bi−ai). Za skup A ka�emo da ima Lebegovu meru

nula ako za svako ε > 0 postoji prebrojivo mnogo segmenata (u Rm) Ian,bn , takvih da je A ⊂ ∪nIan,bn i∑∞
n=1m(Ian,bn) < ε.

Neformalno, Lebegova i �ordanova mera su iste i odgovaraju, xto bi se reklo, nekoj uobiqajenos meri
u Rm, kao xto su du�ina, povrxina i zapremina itd. Razlikuju se po skupovima na kojima su defin-
isane (Lebegova je definisana na xiroj klasi), a problematika definisaǌa Lebegove mere (kojom se
ne�emo baviti) je bax u tome da se na�e klasa skupova na kojima je ona definisana. Zgodna stvar je u
tome, da i bez znaǌa xta je Lebegova mera, znamo xta znaqi da neki skup ima Lebegovu meru nula, xto
smo i ranije koristili.
Osnovna svojstva skupova Lebegove mere nula su sliqna kao ranije:
1. Prebrojivi skupovi imaju Lebegovu meru nula. Zaista, ako je A prebrojiv, tj. A = {x1, x2, . . .} i
uzmemo da je I1 kvadar koji sadr�i x1 mere maǌe od ε/2, I2 kvadar mere ε/4 koji sadr�i x2, itd. do-
bijamo da je A ⊂ ∪nIn, jer svakako imamo xk ∈ Ik, dok je

∑∞
n=1m(In) = ε

∑∞
n=1

1
2n = ε. Odavde vidimo da

skup Qm ⊂ Rm ima Lebegovu meru nula dok �ordanova mera na ǌemu nije definisana, kako smo ranije
videli.
2. Opxtije malo, prebrojiva unija skupova A1, A2, . . . mere nula tako�e ima meru nula. Zaista, skup A1

mo�emo pokriti sa prebrojivo mnogo segmenata ukupne mere maǌe od ε/2, A2 opet sa prebrojivo mnogo
segmenata ukupne mere maǌe od ε/4, itd An mo�emo pokriti sa prebrojivo mnogo segmenata ukupne mere
maǌe od ε/2n. Odatle, ako posmatramo sve segmente koji prekrivaju svaki od skupova Ak, ǌih ima pre-
brojivo mnogo, a ukupna mera im je maǌa od ε/2 + ε/4 + . . .+ ε/2n + . . . = ε.
3. Direktno se proverava i da ako je A ⊂ B i B je skup Lebegove mere nula, tada je i A skup Lebegove
mere nula.
Iako po prethodnom skup Lebegove mere nula ne mora imati �ordanovu meru, va�i
Lema Skup A ⊂ Rm �ordanove mere nula ima Lebegovu meru nula. Ako je Lebegova mera A nula i ako
je jox A kompaktan, tada je i �ordanova mera skupa A jednaka nuli.
Dokaz se mo�e pogledati u kǌizi. Odavde imamo da ranije pomiǌani skupovi koji su �ordanove mere
nula, xto su najqex�e bili skupovi maǌe dimenzije od ambijentnog prostora, su i Lebegove mere nula.
Kao i ranije va�i karakterizacija
Teorema Ograniqena funkcija f na segmentu I je integrabilna (u Rimanovom smislu) ako i samo ako
je ǌen skup prekida Lebegove mere nula.
Dokaz se mo�e pogledati u kǌizi, ali nije neophodan.
Integral po skupovima merǉivim po �ordanu
Kao xto smo ranije pomenuli, osim integrala po segmentima (xto smo do sada posmatrali), interesova�e
nas i integrali po mnogim drugim skupovima. Znaju�i prethodnu karakterizaciju integrabilnosti, ova
dva pojma mo�emo sada jednostavno da izjednaqimo.
Neka je f : D → R ograniqena realna funkcija na ograniqenom skupu D ⊂ Rm koji je merǉiv po �ordanu.
Neka je I bilo koji kvadar koji sadr�i D (kakav postoji, jer je D ograniqen). Definiximo g : I → R sa

g(x) =

{
f(x), x ∈ D
0, x ∈ I \D

Za funkciju f ka�emo da je integrabilna u Rimanovom smislu na skupu D ako postoji integral
∫
i
g(x)dx.

Pri tome, definixemo ∫
D

f(x)dx =

∫
I

g(x)dx.

Prethodna definicija je logiqna, jer smo samo dopunili funkciju f nulom do skupa po kome znamo da
integralimo. Naravno dopuǌavaǌe nulom ne utiqe na vrednost integrala.
Prethodna karakterizacija integrabilnosti ostaje na snazi i daǉe
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Teorema Neka je D ⊂ Rm ograniqen skup koji je merǉiv po �ordanu i f : D → R ograniqena funkcija.
Ona je integrabilna na D ako i samo ako je ǌen skup prekida Lebegove mere nula.
Ova Teorema je direktna posledica prethodne Lebegove Teoreme. Naime, integrabilnsot f je po defini-
ciji isto xto i integrabilnost g na segmentu I. Primetimo da smo dodefinisaǌem mogli samo da dodamo
prekide u rubnim taqkama skupa D (koje su Lebegove mere nula). Zaista, ako je x unutraxǌa taqka
skupa D, ona ima okolinu koja je cela sad�ana u D a na toj okolini f i g se podudaraju, odakle je u
toj taqki g neprekidna ako i samo ako je f neprekidna. Analogno, u unutraxǌim taqkama skupa I \D,
je g jednaka nuli na nekoj okolini, te je i u ǌima neprekidna. Ostaju samo rubne taqke, ali ǌih je ve�
mere nula, jer je D merǉiv po �ordanu.
Iz prethodne definicije imamo i jednu posledicu, naime da �ordanovu meru mo�emo izraziti inte-
gralom, tj.

µ(D) =

∫
I

χD(x)dx,

gde je I bilo koji segment koji sadr�i skup D, a χD(x) = 1, ukoliko je x ∈ D a nula inaqe. Zapravo iz
definicije integrala po kvadru I mo�emo da vidimo da integral konstantne funkcije f(x) = c iznosi
cµ(I), a prethodno se mo�e zakǉuqiti posmatraǌem odgovaraju�ih Darbuovih suma. Detaǉi se mogu
pogledati u kǌizi.

Svojstva integrala
Osnovna svojstva integrala, kao xto su linearnost, Teoreme o monotonosti, itd. i daǉe ostaju na snazi.
Dokazi su potpuno analogni i uglavnom se svode na analogna svojstva koja imaju sume. Jednostavnosti
notacije radi, kako sve radimo na skupovima merǉivim po �ordanu, takve skupove naziva�emo samo
merǉivim.
Stav Neka je D ⊂ Rm merǉiv skup, f, g ∈ R(D) i α, β ∈ R. Tada je αf + βg ∈ R(D) i va�i∫

D

αf(x) + βg(x)dx = α

∫
D

f(x)dx+ β

∫
g(x)dx.

Stav Neka su A,B ⊂ Rm merǉivi skupovi, takvi da je A◦∩B◦ = ∅ i neka je D = A∪B. Za realnu funkciju
f va�i da je f ∈ R(D) ako i samo ako je f ∈ R(A) i f ∈ R(B) i va�i∫

D

f(x)dx =

∫
A

f(x)dx+

∫
B

f(x)dx.

Dokaz pogledati u kǌizi. Posledǌe tvr�eǌe je analogija za vixe dimenzija tvr�eǌa da je
∫ c
a
fdx =∫ b

a
fdx+

∫ c
b
fdx. Uslov da je A◦ ∩B◦ = ∅ u suxtini znaqi da se A i B seku samo po granici, xto je skup

mere nula, odakle je tvr�eǌe i oqekivano.
Stav Neka je D ⊂ Rm merǉiv skup i f, g ∈ R(D). Tada je:
1. f · g ∈ R(D).
2. |f | ∈ R(D).
3. Ukoliko je |f(x)| > c > 0, za sve x ∈ D, tada je i 1/f ∈ R(D).
Prethodni stav se svodi na Lebegovu Teoremu o integrabilnosti i dokaz je potpuno analogan ranijem.
Daǉe, integrali poxtuju 6, preciznije
Stav Neka je D ⊂ Rm merǉiv skup i f, g ∈ R(D) takve da je f(x) 6 g(x). Tada je∫

D

f(x)dx 6
∫
D

g(x)dx.

Dovoǉno je pokazati da je integral nenegativne funkcije nenegativan broj, xto ako posmatramo Ri-
manovu sumu

∑
f(ci)µ(Ii) sledi iz toga xto je mera µ(Ii) pozitivan broj. Detaǉe videti u kǌizi.

Kao i ranije, posledica prethodnog stava je tzv. prva Teorema o sredǌoj vrednosti
Teorema Neka je D ⊂ Rm merǉiv skup i f, g ∈ R(D) takve da je g(x) > 0. Ako oznaqimo m = infx∈D f(x) i
M = supx∈D f(x), va�i

m

∫
D

g(x)dx 6
∫
D

f(x)g(x)dx 6M

∫
D

g(x)dx.

Specijalno, iz prethodne Teoreme imamo da postoji k ∈ [m,M ] takvo da je k =
∫
D
f(x)g(x)dx/

∫
D
g(x)dx,

xto se u sluqaju g(x) = 1 svodi na k = 1
µ(D)

∫
D
f(x)dx. Ukoliko je f jox i neprekidna a D povezan skup,

tada va�i i da f uzima pomenutu vrednost k. Preciznije
Stav Neka je D ⊂ Rm merǉiv i povezan skup, f, g ∈ R(D) gde je f neprekidna a g(x) > 0. Tada postoji
c ∈ D takvo da je ∫

D

f(x)g(x)dx = f(c)

∫
D

g(x)dx.

Dokaz sledi iz prethodnog i toga da je slika skupa D pri f interval koji sigurno sadr�i interval
(m,M), gde se k nalazi.
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Stav Za funkciju f ∈ R(D) va�i nejednakost∣∣∣∣∫
D

f(x)dx

∣∣∣∣ 6 ∫
D

∣∣f(x)
∣∣dx.

Dokaz se svodi na nejednakost
−
∣∣f(x)

∣∣ 6 f(x) 6
∣∣f(x)

∣∣.
Svo�eǌe n− integrala na vixestruki

Do sada smo samo razmatrali svojstva n−integrala i nismo rekli nixta o ǌihovom konkretnom raqu-
naǌu. Xto se raquna tiqe, prva va�na Teorema je naredna, koja se naziva i Fubinijeva Teorema, koja
svodi raqunaǌe integrala po vixedimenzionalnom kvadru na nekoliko uzastopnih obiqnih integrala.
Preciznije
Teorema Neka je f(x, y) integrabilna funkcija na pravougaoniku I = [a, b] × [c, d] ⊂ R2. Tada va�e jed-
nakosti ∫∫

I

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y)dx

)
dy.

Pro�i�emo ukratko kroz osnovne ideje dokaza, u notaciji iz kǌige. Onazqimo sa I ′ i I ′′ intervale
[a, b] i [c, d] respektivno i podele P ′ = {x0 = a, x1, . . . , xp = b} na intervale jednake du�ine odnosno
P ′′ = {y0 = c, y1, . . . , yp = d} isto na jednake intervale. Neka su h = xi − xi−1 i k = yk − yk−1 du�ine
odgovaraju�ih podeonih intervala. Ove podele indukuju podelu P = {Ii,j |i, j = 1, . . . , p} pravougaonika
I = I ′ × I ′′, gde je Ii,j = [xi−1, xi] × [yj−1, yj ] i po prethodnom imamo da je µ(Ii,j) = hk. Oznaqimo daǉe sa
mi,j = inf(x,y)∈Ii,jf(x, y) i Mi,j = sup(x,y)∈Ii,jf(x, y). Pri ovoj podeli, imamo da doǌa i gorǌa Darbuova
suma iznose

s(f, P ) =

p∑
i,j=1

mi,jµ(Ii,j) =

p∑
i,j=1

mi,jhk, S(f, P ) =

p∑
i,j=1

Mi,jhk.

Fiksirajmo sada x ∈ [xi−1, xi]. Tada imamo

mi,j 6 inf
y∈[yj−1,yj ]

f(x, y),

jer je mi,j infimum po ve�em skupu, gde dakle mo�emo da meǌamo i x, a ne da ga dr�imo fiksiranog, a
samim tim va�i data nejednakost. Analogno va�i i

sup
y∈[yj−1,yj ]

f(x, y) 6Mi,j

Nastavǉaju�i sa prvom nejednakosti, za i daǉe fiksirano x ∈ [xi−1, xi], ukoliko saberemo prethodne
nejednakosti po j i izmno�imo sa k, dobijamo

p∑
j=1

mi,jk 6
p∑
j=1

inf
y∈[yj−1,yj ]

f(x, y)k.

Oslobodimo se sada pretpostavke za x. Naime, prethodno je taqno za bilo koje x ∈ [xi−1, xi], a odatle,
uzimaǌem infimuma po svim tim x (preciznije, leva strana ne zavisi od x, te je doǌe ograniqeǌe po x
za desnu stranu, a time je ve�a od infimuma) dobijamo

p∑
j=1

mi,jk 6 inf
x∈[xi−1,xi]

p∑
j=1

inf
y∈[yj−1,yj ]

f(x, y)k.

Opet, mno�eǌem obe strane sa h i sabiraǌem po svim i dobijamo
p∑
i=1

p∑
j=1

mi,jhk = s(f, P ) 6
p∑
i=1

inf
x∈[xi−1,xi]

( p∑
j=1

inf
y∈[yj−1,yj ]

f(x, y)k

)
h.

Primetimo, za fiksirano x, izraz pod zagradom je doǌa Darbuova suma funkcije g(y) = f(x, y) (pos-
matrane kao funkcije po y) sa podelom P ′′ intervala [c, d]. Kako je funkcija f ograniqena na celom
pravougaoniku, to je ograniqena svakako i funkcija g, te otud postoje gorǌi i doǌi Darbuov integral,
koji su odgovaraju�i inf i sup . Ipak, funkcija ne mora biti integrabilna za svako x, o qemu �e biti
reqi kasnije. Pretpostavi�emo za sada da jeste integrabilna, a sluqaj kada nije mo�e se pogledati
u kǌizi (xto nije suxtinski korak). Primetimo da ako je f neprekidna na celom pravougaoniku, ovo
svakako jeste sluqaj, jer je f(x, y) tada neprekidna kao funkcija po y. Kako je

sup
P ′′

p∑
j=1

inf
y∈[yj−1,yj ]

f(x, y)k =

∫ d

c

f(x, y)dy,
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to nastavǉaju�i prethodnu procenu dobijamo
p∑
i=1

inf
x∈[xi−1,xi]

( p∑
j=1

inf
y∈[yj−1,yj ]

f(x, y)k

)
h 6

p∑
i=1

inf
x∈[xi−1,xi]

∫ d

c

f(x, y)dyh 6
p∑
i=1

sup
x∈[xi−1,xi]

∫ d

c

f(x, y)dyh,

odakle sada maǌe vixe radimo iste procene samo za gorǌe Darbuove sume. Prvo, kako je
∫ d
c
f(x, y)dy i

infimum gorǌih Darbuovih suma, to je on maǌi od gorǌe Darbuove sume za podelu P ′′, qime dobijamo
p∑
i=1

sup
x∈[xi−1,xi]

∫ d

c

f(x, y)dyh 6
p∑
i=1

sup
x∈[xi−1,xi]

( p∑
j=1

sup
y∈[yj−1,yj ]

f(x, y)k

)
h 6 S(f, P ),

gde je posledǌa nejednakost potpuno analogna prvoj za doǌe Darbuove sume. Dakle, sa izdvajaǌem
bitnih delova, dobili smo

s(f, P ) 6
p∑
i=1

inf
x∈[xi−1,xi]

∫ d

c

f(x, y)dyh 6 S(f, P ).

Primetimo da je u sredini doǌa Darbuova suma funkcije h(x) =
∫ d
c
f(x, y)dy. Odatle, puxtaǌem da

p→∞, kako oba s(f, P ), S(f, P ) konvergiraju ka
∫∫
I
f(x, y)dxdy, po Teoremi o dva policajca dobijamo∫ b

a

h(x)dx =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)dy

)
dx =

∫∫
I

f(x, y)dxdy,

uz dodatnu pretpostavku o integrabilnosti f(x, y) po y, za svako fiksirano x. Druga jednakost iz for-
mulacije se pokazuje analogno.
Iz dokaza teoreme vidimo i kako interpretiramo izraze

∫ b
a

(
∫ d
c
f(x, y)dy)dx. Dakle, prvo za fiksirano

x izraqunamo
∫ d
c
f(x, y)dy, gde x posmatramo kao konstantu, a raqunamo integral po y uobiqajeno kao

obiqan integral funkcije na R. Kada izraqunamo taj integral, dobijamo funkciju od x a zatim izraqu-
namo ǌen integral po [a, b].
Xto se pomenutog uslova tiqe, da mo�e da postoji x za koje funkcija f(x, y) nije integrabilna na [c, d],
imamo slede�e. Naime, f je integrabilna ako joj je skup prekida ravanske mere nula, ali to ne garan-
tuje da presek skupa prekida sa {x} · [c, d], gde bi trebao da bude skup prekida f(x, y) po y, ima meru nula
kao podskup prave. Npr uzmimo funkciju na [0, 1]× [0, 1], datu sa

f(x, y) =

{
0, y ∈ (0, 1]

χ(x), y = 0

gde je χ(x) Dirihleova funkcija. Tada f ima skup prekida na [0, 1]×{0} xto je du� i ima ravansku meru
nula. Sa druge strane, f(x, 0) nije integrabilna po x. I pored toga, ovaj uslov nije suxtinski, jer se
mo�e pokazati da ovakvih x ima malo, tako da je Teorema taqna i za funkciju koja je integrabilna na
I. U tom sluqaju, za x za koje funkcija f(x, y) nije integrabilna po y, mo�e da se uzme bilo koji broj
izme�u ǌenog doǌeg i gorǌeg Darbuovog integrala.
Uz analogan, ali ru�niji dokaz (koji nije neophodan za usmeni), prethodna Teorema va�i za proizvoǉne
kvadre. Preciznije
Teorema Neka je f : I → R integrabilna na segmentu I = I ′ × I ′′ ⊂ Rm, gde su I ′, I ′′ segmenti. Tada va�i∫

I

f(u, v)dudv =

∫
I′′

(∫
I′
f(u)du

)
dv =

∫
I′

(∫
I′′
f(v)dv

)
du,

gde dakle promenǉive u i v mogu biti vektorske.
Indukcijom, dobijamo kako se raquna integral po segmentu u Rm.
Posledica Neka je f : I → R integrabilna na segmentu I = [a1, b1] × [a2, b2] × . . . × [am, bm]. Tada va�i
jednakost ∫

I

f(x)dx =

∫ b1

a1

∫ b2

a2

· · ·
∫ bm

am

f(x1, x2, . . . , xm)dxm . . . dx2dx1,

gde dakle, funkciju f integralimo prvo po xm, a sve ostale promenǉive dr�imo fiksiranim. Dobijenu
funkciju onda integralimo po xm−1 itd. Naravno redosled promenǉivih nije va�an, mo�emo integral-
iti kojim god redosledom.
Naravno, od interesa su nam i integrali po skupovima koji nisu segmenti. Navodimo jox jednu
posledicu Fubinijeve Teoreme, koja se odnosi na skupove koji su izme�u grafika dve funkcije.
Posledica Neka su φ1, φ2 : D → R neprekidne funkcije, gde je D ⊂ Rm−1 merǉiv skup. Neka je A =
{(u, xm)|u ∈ D,φ1(u) 6 xm 6 φ2(u)} i f ∈ R(D). Tada je∫

A

f(u, xm)dudxm =

∫
D

(∫ φ2(u)

φ1(u)

f(u, xm)dxm

)
du.
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Dokaz pogledati u kǌizi. Ideja je izabrati segment I = I1 × I2, gde I1 sadr�i skup D a I2 sadr�i sve
vrednosti φ1(x) i φ2(x). Tada je po prethodnom∫

A

f(u, xm)dudxm =

∫
I1

(∫
I2

g(u, xm)dxm

)
du,

gde je g funkcija koja je jednaka funkciji f na skupu A a nula inaqe. Za poqetak je
∫
I2
g(u, xm)dxm =∫ φ2(u)

φ1(u)
f(u, xm)dxm, a daǉe je po definiciji i∫

I1

(∫
I2

g(u, xm)dxm

)
du =

∫
D

(∫ φ2(u)

φ1(u)

f(u, xm)dxm

)
du,

jer je van tog skupa g jednaka nuli.
Smena promenǉive

Sliqno kao kod obiqnog integrala i vixestruki se mogu pojednostaviti uvo�eǌem smena, tj. meǌaǌem
koordinata u oblastima po kojima integralimo. Pretpostavimo da imamo oblasti U, V ⊂ Rm i da imamo
funkciju Ψ: U → V koja meǌa koordinate, preciznije ukoliko oznaqimo sa x koordinate na U i sa y na
V, da imamo y = (y1, . . . , ym) = Ψ(x), odnosno

y1 = Ψ1(x1, . . . , xm)

...
...

ym = Ψm(x1, . . . , xm),

koja je bijekcija iz U na V i pretpostavi�emo dodatno da su parcijalni izvodi Ψ neprekidni na U. U
svakoj taqki a ∈ U definisan je Jakobijan sa

det Ψ(a) =
D(y1, . . . , ym)

D(x1, . . . , xm)
= det


∂Ψ1

∂x1
. . . ∂Ψ1

∂xm

... . . .
...

∂Ψm

∂x1
. . . ∂Ψm

∂xm


Daǉe, ukoliko imamo funkciju f : V → R, sa f ◦ Ψ dobijamo funkciju na U i ineteresuje nas veza
integrala tih funkcija po skupovima U i V = Ψ(U). Pre same Teoreme koja nam daje tu vezu, pro�imo
kroz tri osnovna primera smena. Sva tri detaǉnije pogledati u kǌizi, zbog crte�a.
Polarne koordinate Koordinate taqke (x, y) u ravni mo�emo zadati preko polarnih koordinata, naime
oznaqimo sa φ ugao (u [0, 2π]) koji vektor (x, y) zaklapa sa x−osom, a sa ρ rastojaǌe taqke (x, y) od
koordinatnog poqetka. Ovako zadane koordinate odre�uju (maǌe - vixe) jednoznaqno sve taqke ravni.
Zaista, ako imamo prethodna dva podatka, vidimo da je x = ρ cosφ i y = ρ sinφ. Oznaqimo to preslikavaǌe
sa Ψ, preciznije neka je Ψ(ρ, φ) = (x, y). Za domen ρ uzimamo prirodno [0,+∞), xto sve mogu biti pomenuta
rastojaǌa, a za φ ve� pomenuti [0, 2π] da bi ugao bio jednoznaqno odre�en. Za parcijalne izvode imamo

∂Ψ1

∂ρ
=
∂x

∂ρ
= cosφ,

∂Ψ1

∂ρ
=
∂x

∂φ
= −ρ sinφ,

i
∂Ψ2

∂ρ
=
∂y

∂ρ
= sinφ,

∂Ψ2

∂ρ
=
∂y

∂φ
= ρ cosφ.

Xto se jakobijana tiqe, dobija se

D(x, y)

D(ρ, φ)
= det

(
∂x
∂ρ

∂x
∂φ

∂y
∂ρ

∂y
∂φ

)
= det

(
cosφ −ρ sinφ
sinφ ρ cosφ

)
= ρ.

Primetimo, na kraju da preslikavaǌe Ψ ne zadovoǉava bax gore pretpostavǉene uslove. Prvo, uglovi
0 i 2π su isti, tj. daju iste taqke, a tako�e koordinatnom poqetku (0, 0) odgovara naravno ρ = 0, ali
i bilo koji ugao φ. Zanemarivaǌem ovog skupa, imamo da je Ψ bijekcija iz (0,+∞) × (0, 2π) na ravan
bez nenegativnog dela x− ose. Ipak, kako su ovo skupovi ravanske mere nula, prilikom integracije ne
utiqu na vrednost integrala, odakle ne moramo da vodimo raqunamo o tome (po pitaǌu integrala).
Pomenimo jox, xto se inverzne smene tiqe, imamo da je ρ =

√
x2 + y2, dok se ugao φ malo ruznije

izra�ava. Npr. u prvom kvadrantu mo�emo ga predstaviti kao φ = arctg y
x .

Cilindriqne koordinate Prenoxeǌe polarnih koordinata u prostor R3 mo�emo uqiniti na nekoliko
prirodnih naqina. Najjednostavnije bi bilo da sa x i y koordinatama uradimo isto, dok z koordinatu
ne diramo. Te koordinate nazivamo cilindriqne. Preciznije, uzimamo Ψ(ρ, φ, z) = (ρ cosφ, ρ sinφ, z), a za
domen uzimamo [0, 2π]× [0,+∞)×R, qime opet dobijamo bijekciju (uz sliqne napomene oko bijektivnosti).
Za Jakobijan vrlo sliqno dobijamo

D(x, y, z)

D(ρ, φ, z)
= det

cosφ −ρ sinφ 0
sinφ ρ cosφ 0

0 0 1

 = ρ.
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Sferne koordinate Drugi naqin je malo komplikovaniji. Naime, ukoliko imamo taqku (x, y, z) u pros-
toru, neka je opet ρ rastojaǌe taqke (x, y, z) od koordinatnog poqetka (dakle, ρ2 = x2 +y2 +z2) i oznaqimo
sa θ oxtar ugao koji zaklapa vektor (x, y, z) sa ravni Oxy. Tada je prvo z = ρ sin θ, a daǉe, projekcija
tog vektora na ravan iznosi vektor (x, y, 0) i ima intenzitet ρ cos θ. Daǉe, u ravni Oxy uradimo isto
kao sa polarnim koordinatama. Neka je φ ugao koji taj vektor zaklapa sa pozitivnim delom x−ose, gde
daǉe imamo da je x = ρ cos θ cosφ i y = ρ cos θ sinφ. Time imamo bijekciju Ψ(ρ, φ, θ) = (x, y, z) definisanu
na [0,+∞)× [0, 2π]× [−π2 ,

π
2 ] na R3 opet uz analogne napomene. Za Jakobijan imamo

D(x, y, z)

D(ρ, φ, θ)
= det

cos θ cosφ −ρ cos θ sinφ −ρ sin θ cosφ
cos θ sinφ ρ cos θ cosφ −ρ sin θ sinφ

sin θ 0 ρ cos θ

 = ρ2 cos θ.

Napomena: Za sferne koordinate se jox koristi i da je ugao θ zadat kao ugao koji zaklapa vektor
(x, y, z) sa pozitivnim delom z−ose (kako je u kǌizi). Stvar je suxtinski ista, osim xto se dobija malo
drugaqiji raqun.
Prethodne primere pogledati u kǌizi, ili na bilo kom mestu koje sadrzi crte�e, gde stvar postaje
jasnija.
Teoremu o smeni promenǉive navodimo bez dokaza.
Teorema Neka imamo oblasti U i V i preslikavaǌe Ψ: U → V koje zadovoǉava uslove sa poqetka ovog
dela (dakle, da je bijekcija i da su parcijalni izvodi neprekidni na zatvoreǌu U). Oznaqimo jox, kao
pre sa x koordinate u U i sa y = Ψ(x). Neka je f ∈ R(V ) integrabilna funkcija. Tada je i funkcija
f ◦Ψ integrabilna na U i va�i∫

V

f(y)dy =

∫
U

(f ◦Ψ)(x)
∣∣∣D(y1, . . . , ym)

D(x1, . . . , xm)

∣∣∣dx.
Umesto dokaza: Mo�e se pokazati da ako imamo kvadar I ⊂ Rm i linearno preslikavaǌe zadano matri-
com A, zapremina paralelepipeda A(I) iznosi |detA|µ(I). Ovo se mo�e proveriti u dvodimenzionalnom

sluqaju, ko �eli za jediniqni kvadrat I = {(x, y)|x, y ∈ [0, 1]} pri preslikavaǌu A =

(
a b
c d

)
ili tri di-

menzije se setiti definicije mexovitog proizvoda. U svakom sluqaju, linearno preslikavaǌe raste�e
zapreminu sa koeficijentom detA. Ideja je odatle aproksimirati to svojstvo sa izvodom Ψ koji je lin-
earan, xto mo�e da se uradi pod uslovima Teoreme. Opet, zainteresovani mogu pogledati vixe detaǉa
u kǌizi, ali nije neophodno.
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