
Implicitne funkcije
Sa izuzetkom malog broja sluqajeva, do sada je bilo reqi o funkcijama koje su eksplicitno zadane (ili
je bilo jednostavno do�i do takvog oblika), tj. sve funkcije kojima smo se bavili su bile oblika

y = f(x),

gde ve�, x i y su vektori ili skalari. Problem naravno nastaje xto nije uvek jednostavno do�i do
prethodnog oblika funkcije. Primera radi, ako posmatramo jednodimenzionalni sluqaj, gde imamo
funkciju f : A → B, koja je bijekcija, ekslpicitno izraqunavaǌe inverzne funkcije nmije uvek mogu�e,
iako znamo da ona postoji. Preciznije inverzna funkcija �e biti zadana jednaqinom

x = f(y),

i rexeǌe tra�ene jednaqine po y zadaje nam inverznu funkciju. Tako�e, osim postojaǌa, za inverznu
funkciju npr. znamo i da je neprekidna ukoliko je f takva, da �e biti diferencijabilna u taqkama u
kojima izvod f nije nula itd.
Tako�e, qesto nam se odre�ene funkcije javǉaju kao rexeǌa jednaqina F (x, y) = 0 (kakav je i prethodni
primer). Ukoliko postoji funkcija y = f(x), koja rexava tu jednaqinu, tj. ako je y = f(x) takva da je
F (x, f(x)) = 0 i ako je takva f jedinstvena, ka�emo da je funkcija f implicitno zadana jednaqinom F.
Ovakvi primeri qesto dolaze iz geomtrije, xto se mo�e i i videti po jednaqinama pravih i ravnih, kao
i nekih osnovnih krivih u ravni i prostoru. Zadr�imo se nakratko na primeru jediniqne kru�nice,
koja je zadana jednaqinom {(x, y)|x2 + y2 = 1}. Drugaqije reqeno, ako oznaqimo F (x, y) = x2 + y2−1, tada je
kru�nica rexeǌe jednaqine F (x, y) = 0. Ukoliko uzmemo neku taqku sa kru�nice, (x0, y0), za koju je y0 6= 0,
vidimo da postoji okolina y0 i okolina x0 na kojoj je y = f(x). Zapravo, jedini problem sa kruznhicom
je xto imamo dva rexeǌa jednaqine, te je dovoǉno da na�emo okolinu y0 kojoj ne pripada drugo rexeǌe
(koje je −y0). Daǉe, na toj okolini, y je grafik funkcije ±

√
1− x2, u zavisnosti od znaka y0.

Sa druge strane, kada je y0 = 0, odnosno u taqkama (1, 0) i (−1, 0) nemamo takve okoline. Zaista, ukoliko
uzmemo bilo koju okolinu taqke y0 = 0, ona sadr�i i pozitivne i negativne vrednosti za y, tj. morali
bi da pokrijemo sa jednim x dve mogu�nosti za rexeǌe, xto funkcija ne mo�e da uradi. Vixe detaǉa
o ovom primeru se mo�e na�i u kǌizi.
Primetimo da smo u ovoj situaciji bili kada smo rexavali sisteme linearnih jednaqina. Naime, ako
sve vezane promenǉive oznaqimo sa y a slobodne sa x, nakon xto reximo sistem, dobijamo da su sve
vezane promenǉive izra�ene kao linearne funkcije od slobodnih.
U skladu sa primerom kru�nice, pitaǌe postojaǌa implicitne funkcije postavǉamo lokalno, tj. da li
postoji okolina na kojoj je imlplicitna funkcija definisana i jedinstvena.
Najjednostavnij varijanta Teoreme o implicitnoj funkciji je slede�a
Teorema Neka je A ⊂ R2 otvoren skup, (a, b) ∈ A,F : A→ R neprekidna funkcija i neka je jox:
1. F (a, b) = 0.
2. ∂F

∂y postoji i neprekidan je na A.
3. ∂F

∂y (a, b) 6= 0.

Tada postoji okolina W = U × V taqke (a, b), gde je U = {x||x− a| < α} i V = {y||y− b| < β} i jednoznaqno
odre�ena neprekidna funkcija f : U → V takva da je f(a) = b i F (x, f(x)) = 0, za x ∈ U.
Dokaz nije neophodan, ali mo�e se pogledati u kǌizi razumevaǌa radi, jer je sliqan ali jednostavniji
od dokaza opxteg sluqaja.
Od uslova prethodne Teoreme suxtinski je uslov 3. i on garantuje prethodno rexavaǌe jednaqine.
Ukoliko posmatramo na sluqaju linearne funkcije, koja je u ovom sluqaju oblika F (x, y) = ax+ by, dati
uslov je b 6= 0, odakle rexavaǌem sistema narvno vidimo da y mo�emo da izrazimo preko x.
Tako�e, da je uslov 3. bitan vidimo i na primeru kruga, jer u problematiqnim taqkama (1, 0) i (−1, 0)
imamo da je ∂F

∂y = 0.

Teoreme nalik prethodnoj nazivamo Teoremama o implicitnoj funkciji. Preostale koje �emo for-
mulisati su maǌe vixe iste, osim xto se meǌaju domen i kodomen preslikavaǌa F, a time donekle i
uslovi. Pre toga, navedimo jednu dopunu prethodnoj Teoremi.
Stav Neka jox, uz uslove prethodne Teoreme, va�i i
4. ∂F

∂x postoji i neprekidan je na A,
tj. neka je F ∈ C1(A). Tada je i funkcija f iz prethodne Teoreme neprekidno diferencijabilna, tj.
f ∈ C1(U) i va�i

f ′(x) = −∂F
∂x

(x, f(x))/
∂F

∂y
(x, f(x)).

Analogno, ako je F ∈ Cp tada je i f ∈ Cp.
Prethodna formula za izvod direktna je posledica pravila diferenciraǌa. Naime, kako je F (x, f(x)) =
0, diferenciraǌem prethodnog izraza po izvodu slo�ene funkcije je

0 =
d

dx
F (x, f(x)) =

∂F

∂x
+
∂F

∂y

df

dx
,
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odakle sre�ivaǌe sledi prethodna formula. Dakle, te�ina stava je u tome da je funkcija f uopxte
diferencijabilna.
Prethodna Teorema o implicitnoj funkciji se direktno uopxtava ukoliko je A ⊂ Rm, tj. sve dok su u
pitaǌu skalarne funkcije, dokazi su analogni.
Implicitne funkcije sa vektorskim vrednostima
Pretpostavimo da umesto jedne jednaqine F (x, y) = 0, imamo ǌih nekoliko, kao i da su odgovaraju�e
funkcije F definisane na proizvoǉnom Rn. Preciznije, pretpostavimo da imamo n jednaqina

F1(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0

F2(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0

. . .

Fn(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0,

gde Fi : A→ R, A ⊂ Rm+n. Prethodni sistem �elimo da (lokalno) reximo po y, odnosno da dobijemo

y1 = f1(x1, . . . , xm)

y2 = f2(x1, . . . , xm)

. . .

yn = fn(x1, . . . , xm).

Primetimo da je razlika u oznakama promenǉivih vextaqka, u ciǉu da bi se lakxe formulisao problem.
U praksi uglavnom �emo imati n jednaqina funkcija koje imaju vixe od n promenǉivih, a problem
�e biti da se nekih n izrazi preko ostalih. Daǉe, jednostavnosti zapisa radi, oznaqimo m−torku
(x1, . . . , xm) sa x a n−torku (y1, . . . , yn) sa y. Tako�e, ako oznaqimo sa F : A→ Rn funkciju datu sa F (x, y) =
(F1(x, y), . . . , Fn(x, y)), a sa f = (f1, . . . , fn), ceo problem zapisujemo sa

F (x, y) = 0,

a rexeǌe tra�imo kao y = f(x).
Uvedimo jox oznake

dyF (x, y) =


∂F1

∂y1
. . . ∂F1

∂yn
...

...
...

∂Fn

∂y1
. . . ∂Fn

∂yn

 , dxF (x, y) =


∂F1

∂x1
. . . ∂F1

∂xm

...
...

...
∂Fn

∂x1
. . . ∂Fn

∂xm

 ,

koje �e biti korisne za formulaciju problema. Kako je matrica dyF kvadratna definisan je i ǌen
Jakobijan

det dyF (x, y) =
D(F1, . . . , Fn)

D(y1, . . . , yn)
.

Teorema Neka je A ⊂ Rm+n otvoren skup, (a, b) ∈ A,F : A→ Rn neprekidna funkcija i neka jox va�i:
1. F (a, b) = 0.

2. Parcijalni diferencijal dyF (x, y) definisan je na A i svi ǌegovi elementi ∂Fj

∂yk
su neprekidni.

3. det dyF (a, b) 6= 0, tj. matrica dyF (a, b) je invertibilna.
Tada postoji okolina W = U × V taqke (a, b) (gde je U okolina taqke a u Rm, a V je okolina taqke b u
Rn) i jednoznaqno odre�ena neprekidna funkcija f : U → V takva da je f(a) = b i F (x, f(x)) = 0, za sve
x ∈ U.
Detaǉe dokaza pogledati u kǌizi, ovde �emo samo pro�i kroz osnovne crte (deo da je f neprekidna nije
neophodan).
Jednostavnosti radi, uze�emo da je a = b = 0, xto se mo�e posti�i transliraǌem.
Kako je matrica dyF (0, 0) invertibilna, jednaqina F (x, y) = 0 je ekvivalentna jednaqini

y −
(
dyF (0, 0)

)−1
F (x, y) = y,

odakle rexeǌe prethodne jednaqine tra�imo kao fiksnu taqku preslikavaǌa

Φx(y) = y −
(
dyF (0, 0)

)−1
F (x, y).

Xto se izvoda Φ tiqe, imamo

dΦx(y) = En−
(
dyF (0, 0)

)−1
dyF (x, y) =

(
dyF (0, 0)

)−1
dyF (0, 0)−

(
dyF (0, 0)

)−1
dyF (x, y) =

(
dyF (0, 0)

)−1(
dyF (0, 0)− dyF (x, y)

)
.

Kako je izvod dyF (x, y) neprekidan, to se razlika ‖dyF (0, 0) − dyF (x, y)‖ mo�e napraviti proizvoǉno
malom, a odatle, kako je i

(
dyF (0, 0)

)−1
linearno preslikavaǌe, to je

‖
(
dyF (0, 0)

)−1‖ = C,

pa izborom dovoǉno male kugle oko (0, 0), tj. takve da je ‖dyF (0, 0)− dyF (x, y)‖ < 1/2C, imamo da je

‖dΦx(y)‖ 6 1

2
.
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Kako je kugla konveksan skup, po Teoremi o sredǌoj vrednosti, na toj kugli imamo i da je∣∣∣∣Φx(y1)− Φx(y2)
∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣y1 − y2 ∣∣∣∣ sup

y

∣∣∣∣dΦx(y)
∣∣∣∣ 6 1

2

∣∣∣∣y1 − y2 ∣∣∣∣.
Da bi daǉe iskoristili Banahovu Teoremu o nepokretnoj taqki, treba nam da je Φx(y) definisana na
kompletnom metriqkom prostoru i da ga preslikava samog u sebe, xto se opet mo�e posti�i izborom
dovoǉno male kugle (ovaj deo pogledati u kǌizi). Odatle nam prethodna teorema daje konaqan zakǉuqak
teoreme o implicitnoj funkciji.
Analogno skalarnom sluqaju, sama funkcija f je glatka koliko je glatka i funkcija F. Preciznije va�i
(navodimo bez dokaza)
Teorema Neka, pored uslova 1. 2. i 3. va�i jox i
4. parcijalni izvodi ∂Fj

∂xi
postoje i neprekidni su na A.

Tada je i funkcija f diferencijabilna i ǌen izvod se mo�e raqunati analogno kao u skalarnom sluqaju.
Teorema o inverznoj funkciji
Vratimo se sada na razmatraǌe kada postoji invertibilna funkcija. Preciznije, neka je f : A → Rm,
gde je A ⊂ Rm otvoren, odnosno neka je

y1 = f1(x1, . . . , xm)

. . .

ym = fm(x1, . . . , xm),

i postavǉamo pitaǌe kada prethodni sistem jednaqina mo�emo rexiti po x. Lokalni odgovor daje
slede�a
Teorema Neka je A ⊂ Rm otvoren skup, a ∈ A i neka je f : A→ Rm neprekidno diferencijabilna funkcija,
takva da je det df(a) 6= 0. Tada postoje okoline U od a i V od b = f(a), takve da je restrikcija f : U → V
bijekcija. Pri tome je inverzna funkcija f−1 : V → U tako�e neprekidno diferencijabilna i va�i

df−1(y) =
(
df(x)

)−1
,

(sa desne strane je inverzna matrica od df(x)) za sve x ∈ U i y = f(x) ∈ V.
Dokaz se svodi na primenu Teoreme o implicitnoj funkciji na funkciju F (x, y) : A × Rm → Rm date sa
F (x, y) = f(x)− y, odnosno ǌeno lokalno rexavaǌe po x. Pogledati detaǉe u kǌizi.
Preslikavaǌe f : U → V koje je bijekcija, diferencijabilno i za koje je inverzno preslikavaǌe f−1

tako�e diferencijabilno naziva se difeomorfizam. Ukoliko su jox f i f−1 glatkosti k, tj. k−puta
neprekidno diferencijabilne, i za sam difeomorfizam ka�emo da je glatkosti k. Analogno kao kod
implicitne funkcije, va�i
Stav Ako je pored uslova u prethodnoj teoremi, funkcija f glatkosti k, tada se okoline U i V mogu
izabrati tako da je i f−1 glatkosti k.

Uslovni ekstremumi
Pre nego xto pre�emo na problematiku, posmtrajmo prvo skupove oblika S = {x ∈ A|φ(x) = 0} gde je
φ : A → R neprekidno diferencijabilna funkcija na otvorenom skupu A ⊂ Rm. Pretpostavimo jox da
je ∇φ(x) 6= 0, za sve x ∈ A, odnosno da u svakoj taqki x ∈ A postoji nezavisno promenǉiva xi takva
da je ∂φ

∂xi
(x) 6= 0. Neka je s = (s1, . . . , sm) ∈ S i pretpostavimo jednostavnosti radi da je ∂φ

∂x1
(s) 6= 0.

Po Teoremi o implicitnoj funkciji, tada mo�emo promenǉivo x1 lokalno na skupu S izraziti preko
ostalih. Preciznije, tada postoji okolina U u Rm−1 taqke (s2, . . . , sm) i okolina V u R taqke s1 i
funkcija f : U → V koja je neprekidno diferencijabilna, f(s2, . . . , sm) = s1 i φ(f(x2, . . . , xm), x2, . . . , xm) = 0
za sve (x2, . . . , xm) ∈ U. Drugaqije reqeno, na okolini W = V × U taqke s, skup W ∩ S predstavǉa
grafik funkcije f. Primetimo jox da je preslikavaǌe dato sa Ψ: U → W ∩ S dato sa Ψ(x2, . . . , xm) =
(f(x2, . . . , xm), x2, . . . , xm) (naziva se i parametrizacija S) bijekcija kao i da je neprekidno diferencija-
bilno (preciznije glatko je koliko i funkcija f). Kako je ǌegov inverz samo projekcija na sve koor-
dinate osim na prvu, koja je diferencijabilna proizvoǉno mnogo puta, a koja je i bijekcija na skupu
W ∩ S to je preslikavaǌe Ψ difeomorfizam (i iste je glatkosti kao funkcija φ). Zakǉuqak je dakle da
svaka taqka skupa S ima okolinu koja je difeomorfna otvorenom skupu u Rm−1. Ovakve skupove nazivamo
jox i m−1 dimenzionalnim glatkim povrxima (ili mnogostrukostima), odnosno glatkosti p ukoliko je
poqetna funkcija φ glatkosti p. Prethodna definicija sadr�i u sebi krive kao i obiqne povrxi dimen-
zije 2 u prostoru R3 kojima se najvixe i bavimo. Primera radi jediniqna sfera {(x, y, z)|x2+y2+z2 = 1}
je dvodimenzionalna povrx zbog prethodne diskusije. Primetimo tako�e da sfera sama po sebi nije
difeomorfna otvorenom skupu u ravni. Npr. sfera je kompaktan skup, dok otvoreni podskup od ravni
nije kompaktan. Sa druge strane, kako neprekidna preslikavaǌ quvaju kompaktnost, to i difeomorfni
skupovi su istovremeno kompaktni ili nisu.
Va�na svojstvo ovakvih skupova je da oni mogu da se aproksimiraju vektorskim prostorima, sliqno
kao xto tangentom mo�e da se aproksimira grafik diferencijabilne funkcije. Preciznije, tangentnim
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prostorom m−1 dimenzionalne povrxi u taqki s naziva�emo skup svih tangentnih vektora na sve krive
koje prolaze kroz taqku s i sadr�ane su u povrxi S. Preciznije

TsS = {γ′(0)|γ(−1, 1)→ S, γ(0) = s, γ je glatka}.

Naravno, izbor intervala (−1, 1) i taqke 0 za parametrizaciju krive je nebitan, svaku krivu mo�emo
adekvatno reparametrizovati da zadovoǉava te uslove. Oznaqimo γ koordinatno kao γ(t) = (γ1(t), . . . , γm(t))
i primetimo daǉe da γ(−1, 1)→ S, zapravo znaqi da je φ(γ(t)) = 0, za sve t ∈ (−1, 1), te diferenciraǌem
prethodnog izraza i korix�eǌem pravila za izvod slo�ene funkcije dobijamo

0 =
d

dt
φ(γ(0)) =

m∑
i=1

∂φ

∂xi
(s)γ′i(0).

Kako je iz definicije, vektor (γ′1(0), . . . γ′m(0)) proizvoǉan vektor tangentnog prostora, to vidimo da je
gradijent ∇φ(s) zapravo vektor normale na tangentni prostor TsS u taqki s. Preciznije, dobili smo

(h1, . . . , hm) ∈ TsS ⇔ ∂φ

∂x1
h1 +

∂φ

∂x2
h2 + . . .+

∂φ

∂xm
hm = 0.

Pretpostavimo sada da je skup S zadat sa vixe funkcije, ne samo sa jednom, tj. S = {x ∈ A|φ1(x) =
0, . . . , φk(x) = 0} gde su φi : A → R neprekidno diferencijabilne funkcije (k 6 m). Da bi analogno
primenili Teoremu o implicitnoj funkciji, treba nam uslov da je matrica

A(φ) =

∇φ1...
∇φk

 ,

maksimalnog ranga, xto je u ovom sluqaju k. Tada �e ona imati neku podmatricu k × k koja je invert-
ibilna te promenǉive koje su u ǌoj mogu se tada izraziti preko ostalih promenǉivih. Dakle, skup S
�e opet biti lokalno grafik funkcije, odnosno, svaka taqka iz S ima okolinu koja je difeomorfna sa
otvorenim skupom u Rm−k. Ovakve skupove nazivamo m−k dimenzionalnim glatkim povrxima u prostoru
Rm.
Analognim raqunom za tangentni prostor, vidimo da kriva γ(t) pripada S, ako i samo ako va�i φ1(γ(t)) =
0, . . . , φk(γ(t)) = 0 i diferenciraǌem svih tih izraza dobijamo da vektor h = (h1, . . . , hm) pripada tan-
gentnom prostoru TsS ako i samo ako va�i

∂φ1
∂x1

h1 +
∂φ1
∂x2

h2 + . . .+
∂φ1
∂xm

hm = 0

∂φ2
∂x1

h1 +
∂φ2
∂x2

h2 + . . .+
∂φ2
∂xm

hm = 0

...
...

∂φk
∂x1

h1 +
∂φk
∂x2

h2 + . . .+
∂φk
∂xm

hm = 0.

Uz prethodno, vratimo se na postavku problema uslovnih ekstremuma. Neka je A ⊂ Rm oblast, f : A→ R
glatka funkcija i φi : A→ R za i = 1, . . . , k tako�e glatke funkcije za koje matrica A(φ) ima maksimalan
rang. Oznaqimo sa S = {x ∈ Rm|φ1(x) = 0, . . . , φk(x) = 0}.
Definicija Ka�emo da funkcija f ima u taqki s ∈ S uslovni ekstremum, pri uslovima φ1(x) =
0, . . . , φk(x) = 0, ako postoji kugla K(s; r), takva da je s ekstremum (minimum ili maksimum) funkcije
f na skupu K(s; r) ∩ S.
Iz prethodne diskusije imamo da je taqka s uslovni ekstremum, ako je ekstremum restrikcije funkcije
f na povrx S.
Primetimo da ukoliko mo�emo da parametrizujemo povrx S, odnosno zapixemo je koordinatno kao
grafik funkcije, tada restrikciju funkcije f na datu povrx mo�emo posmatrati kao obiqnu funkciju
na otvorenom skupu i ǌene ekstremume na�i uobiqajeno. Kako nala�eǌe parametrizacije nije uvek
jednostavno, naredni metod (naziva se i Lagran�eva metoda multiplikatora) qesto mo�e biti zgodna
za raqunaǌe uslovnih ekstremuma.
Teorema Pod prethodnim pretpostavkama, neka je s ∈ S uslovni ekstremum funkcije f. Tada je s sta-
cionarna taqka funkcije

L(x1, . . . , xm, λ1, . . . , λk) = f(x1, . . . , xm) + λ1φ1(x1, . . . , xm) + λ2φ2(x1, . . . , xm) + . . .+ λkφk(x1, . . . , xm).

Dokaz Neka je γ : (−1, 1)→ S kriva na povrxi S takva da je γ(0) = s. Tada funkcija f(γ(t)) ima ekstremum
u taqki t = 0, te opet po izvodu slo�ene funkcije imamo da je

0 =
d

dt
f(γ(t)) =

∂f

∂x1
γ′1(0) + . . .+

∂f

∂xm
γ′m(0).
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Kako je po definiciji tangentnog prostora, vektor (γ′1(0), . . . , γ′m(0)) ǌegov proizvoǉan vektor, to imamo
da je

∂f

∂x1
h1 + . . .+

∂f

∂xm
hm = 0,

za svaki vektor h ∈ TsS, odnosno vektor ∇f je ortogonalan na ceo tangentni prostor TsS. Kako su
jedini vektori koji su ortogonalni na tangentni prostor gradijenti ∇φ1, . . . ,∇φk, to se vektor ∇f mo�e
izraziti kao ǌihova linearna kombinacija, tj. postoje λ1, . . . , λk za koje je

∇f(s) = λ1∇φ1(s) + . . .+ λk∇φk(s).

Malo formalnije, ovo se mo�e videti iz toga da ako je h ∈ TsS, tada je
∂φ1
∂x1

h1 +
∂φ1
∂x2

h2 + . . .+
∂φ1
∂xm

hm = 0

∂φ2
∂x1

h1 +
∂φ2
∂x2

h2 + . . .+
∂φ2
∂xm

hm = 0

...
...

∂φk
∂x1

h1 +
∂φk
∂x2

h2 + . . .+
∂φk
∂xm

hm = 0,

a ukoliko je s uslovni ekstremum tada iz prethodnog sledi da ukoliko vektor h zadovoǉava prethodne
jednaqine tada je jox

∂f

∂x1
h1 + . . .+

∂f

∂xm
hm = 0,

tj. rexeǌe prethodnog sistem se ne meǌa dodavaǌem posledǌe jednaqine. Odatle je rang matrice koja se
sastoji od gradijenata ∇φi isti kao rang matrice koja jox ima i ∇f, odakle sledi posledǌi zakǉuqak.
U svakom sluqaju dobili smo

∇f(s)− (λ1∇φ1(s) + . . .+ λk∇φk(s)) = 0,

xto je ekvivalentno tvr�eǌu teoreme, jer je izraz sa leve strane izvod funkcije L po promenǉivim xi
iz formulacije u taqki (x1, . . . , xm,−λ1, . . . ,−λk). Sa druge strane, iz izvoda po λi dobijamo samo uslove
φk(s) = 0, koji su svakako ispuǌeni jer smo krenuli od taqke s ∈ S, odakle i sledi ceo zakǉuqak.
Prethodna teorema nam daje neophodne uslove za uslovni ekstremum, dovoǉne nam garantuje slede�a
Teorema Neka je, pod pretpostavkama prethodne Teoreme, jox f ∈ C2(A) i φi ∈ C2(A) za sve i = 1, . . . , k.
Neka je daǉe s stacionarna taqka funkcije L za neke λ1, . . . , λk. Ukoliko je forma

Φ(h) =

m∑
i,j=1

∂2L

∂xi∂xj
(s)hihj ,

pozitivno (negativno) definitna na tangentnom prostoru TsS tada je s uslovni minimum (maksimum).
Preciznije, ukoliko za svako h = (h1, . . . , hm) 6= 0 za koje je

∂φ1
∂x1

h1 +
∂φ1
∂x2

h2 + . . .+
∂φ1
∂xm

hm = 0

∂φ2
∂x1

h1 +
∂φ2
∂x2

h2 + . . .+
∂φ2
∂xm

hm = 0

...
...

∂φk
∂x1

h1 +
∂φk
∂x2

h2 + . . .+
∂φk
∂xm

hm = 0,

va�i Φ(h) > 0, tada je a uslovni minimum.
Dokaz se mo�e pogledati u kǌizi. Ideja je sliqna kao kod obiqnih ekstremuma, a uslov da se gledaju
samo vektori koji le�e u tangentnom prostoru je oqekivan. Naime, dok smo na povrxi S nemamo slobodu
da se kre�emo u svim pravcima i samoj taqki s mo�emo pri�i samo preko povrxi, a to je u prvoj aproksi-
maciji du� vektora koji obrazuju tangentni prostor. Odatle i posmatramo samo da li je odgovaraju�a
forma definitna na tim vektorima.
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