NMvnnunurae dyHKOUjE

Ca usyserkoM Masor 6poja ciaydajeBa, O caja je 6uiio pedu o GyHKIUjaMa KOje Cy eKCIUIMIUTHO 3amaHe (uiu
je 6uio jemHocraBHO molim mo TakBOr O0JMKa), Tj. CBe (YHKUUje KOjuMa CMO ce GaBuiu cy Guse obiauka

y = f(x),

roe Beh, x u y cy Bekropm miau ckasgapu. llpobseM HapaBHO HacTaje IITO HUje YBEK jeIHOCTABHO mohwu mo
nperxonHor obnumka ¢yurnuje. [IpmMepa pagm, ako mocMaTrpaMmo jenHOIMMEH3MOHAJIHU CiIydaj, IIe HMaMo
oyurmujy f: A — B, koja je Gujeruuja, eKCIANUIMTHO U3pavyHABAHe€ MHBEp3HE (QYHKIMje HMUje yBeK Moryhe,
“akKo 3HaMO na oHa nocrtoju. llpenusnuje maBep3Ha ¢yHKIUja he Outu 3anaHa jeTHAYNHOM

= f(y),

U pellelke TPAKEHE jeIHAYWHE [0 Yy 3anaje HaMm uHBep3Hy ¢yHkuujy. Tarkobhe, ocum mocrojama, 3a MHBEP3HY
GYHKIM]y HIOp. 3HAMO U Ja je HeNpEeKUAHA YKOIWKO je f TakBa, ma he Ourtu mupepeHurjabuiaHa y TavykaMa y
KojuMa u3BOA [ HUje HyJa UTI.

Taxrobe, uecto Ham ce ompebene (yHEmUMje jaBmajy Kao pemema jennauraa F(z,y) = 0 (kakaB je u OpeTxoman
npuMep). YKOIMKO mocroju ¢yHkmmja y = f(z), kKoja pemasa Ty jenHaunHy, Tj. ako je y = f(x) raksa ma je
F(x, f(z)) = 0 u ako je TakBa [ jeIMHCTBEeHa, KAKEeMO Ha je (yHKOUja [ UMINIAIUTHO 3a0aHa jeqHaYuHOM F.
OBakBu mprMepU YeCTO OJa3€ U3 FeOMTPUje, IITO CE MOKE U U BAIETH IO je ITHAUMHAMA MPABUX U PABHUX, KAO
Y HEKUX OCHOBHUX KPWBUX Yy DABHU U MPOCTOPY. 3aAPKUMO C€ HAKPATKO HA MPUMEPY jeIUHUYHE KDPY/KHUIE,
Koja je zamama jemmaumuom {(x,y)|r? +1y? = 1}. Ilpyraumje pedeno, ako ozmaunmmo F(z,y) = 22 +y* —1, Tazna je
KpYy:KHUIA pemene jennaunte F(x,y) = 0. YKOIUKO y3MeMO HEKY TauKy ca Kpy:KHULe, (Zo,Yo), 38 KOjy je yo # 0,
BUAMMO Ia IOCTOJU OKOJIMHA Yo U OKOJUHA Ty Ha K0joj je y = f(x). 3anpaso, jequau npobieM ca Kpy3HXUIOM
jé mTO MMaMoO IBa pellemna jeHAUMHE, Te€ je MOBOJLHO ma HaheMo OKOJNUMHY g KOjOj He mpUulana APYro Pelemhe
(roje je —yo). Hame, Ha TOj OKONMHU, Yy je rpaduk QyHKIUje ++v/1 — 22, v 3aBUCHOCTH OJ 3HAKA Yo.

Ca apyre crpane, kana je yo = 0, omnocuo y raukama (1,0) u (—1,0) HemMaMo TakBe OKOJUHE. 3aKCTa, YKOJIUKO
y3MeMO OMJIO KOjy OroJuHY Tauke Yo = 0, OHA caAp:kyu M MO3UTUBHE U HETATUBHE BPEIHOCTU 34 Y, Tj. MODPAJHU
Ou na IMOKPHjeMo ca jeqHVMM T ABe MOTYNHOCTH 3a peleme, IMTO (GYHKIMja HEe MOXke na ypanu. Bume nerasma
0 OBOM IpuMepy ce Mo:ke Hahwu y Kmu3wm.

IIpumeTnmo nma cMo y OBOj cuTyanuju O6mam kajga CMO pelaBaid CUCTEMe JUHeapHUx jenHaumHa. Hamme, ako
CBe Be3aHe INPOMEHJ/bUBE O3HAYMMO Ca Y a CI0DOIgHE ca T, HAKOH MITO PEMMMO CUCTEM, HOOMjaMo ma Cy CBe
Be3aHEe MIPOMEHJbVBE M3PaKEHe KAO JWHeapHe (yHKIUje OX CI000IHUX.

Y ckiIanmy ca IPUMeEpPOM KPYKHUIE, MUTalke IOCTOjalkha UMILINIUTHE (PYHKIMje TOCTABHAMO JOKAJIHO, Tj. O JIN
IIOCTOjU OKOJIMHA Ha KOjOj je MMJIIUIUTHA (YHKIUja Ne(PUHUCAHA U je IMHCTBEHA.

Hajjemunocrasuuj Bapujanra Teopeme o ummiunuTHo] GyHEIUjU je ciemehia

Teopema Heka je A C R? orsopen ckym, (a,b) € A, F: A — R Henpexumaa ¢yHKIMja 1 HEKa je jOII:

1. F(a,b) =0.

2. 83—5 [IOCTOjU U HENpeKuIan je Ha A.

3. 95 (a,b) #0.
Tana nmocroju oxonuaa W = U x V rtauke (a,b), rue je U = {z||lr —a| < a} u V = {y|ly — b| < S} u jemnosnauno
onpebena menperunua ¢yurnuja f: U — V takxsa na je f(a) =bu F(z, f(z)) =0,3a z € U.
Iloka3 HUje HEOMXOJaH, aJu MOKE Ce TMOTJIEAATH y KHhU3W Pa3yMeBama Palu, jep je CIAUYaH aju jeTHOCTABHUjU
Ol DOKa3a OIIITEr ciydaja.
On ycnosa nperxonse Teopeme CYHITMHCKMA je yCJIOB 3. UM OH rapaHTyje IPETXOJHO DEUIaBame jeTHAUNHE.
YKOJIMKO MOCMATPaMO Ha CJayuajy JduHeapHe QyHKOUje, Koja je y oBoM ciaydajy obmuka F(x,y) = ax + by, natu
ycaoB je b # 0, omakie pemaBameM CUCTEMa HAPBHO BUAMMO Ia Y MOYKEMO Ia M3PA3UMO MPEKO .
Taxrobe, na je ycnos 3. GuTaH BUOUMO M HA IPUMeEDPY Kpyra, jep y mpobaemarwunum taukama (1,0) u (—1,0)
nMaMo nIa je ‘?}—5 =0.
Teopeme manmk nperxonHoj HaszumBamo Teopemama o mMmmiannuTHOj ¢yHEIUju. IIpeocranme rxoje hemo ¢op-
MYJIHCATH Cy MaH.€ BUIIE KCTE, OCHUM IITO Ce MEHAajy AOMEH M KOAOMEH IpeciukaBama I, a Tume noHekse m
ycaoBu. Ilpe Tora, HaBenumo jenmy nomyHy mperxonHoj Teopemu.
CraB Heka jom, y3 yciose nmperxomue Teopewme, Baku u
4. g—i MIOCTOjU U HENpeKuman je Ha A,
1j. Hera je F' € C'(A). Tana je m ¢ynrmmja f u3 mperxomme Teopeme HENPEKUAHO MUpepEHI]abUITHA, Tj.
f € CYU) n Bamn
F F
F@) = =5l @) e S@),

Awnasoruo, ako je F € CP rana je u f € CP.
IIperxonra popMysa 3a M3BOJ AMPEKTHA je MOCJequua Ipasuia aupepernupama. Haume, kako je F(x, f(x)) =
0, mudepeHNMUpPameM IPETXOTHOT U3pa3a IO M3BOLY CIOXKEHe (YHKIUje je

_OF  OF df

d

dxr
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onmakisie cpebuBame cienn mperxomHa dopmysa. Ilakme, TesxkmHA cTaBa je y ToMe ma je ¢yHkuumja f yormmrre

nupepeHnujaburHa.

IIperxomua Teopema 0 MMIUIUIUTHO] (YHKIMjU Ce MUPEKTHO yommrasa yroauko je A C R™, 1j. cBe mok cy y

OUTamky CKaJlapHe (QYHKOUje, MOKA3U Cy aHAJOTHU.

NMnnununrHe ¢yHKIUje ca BEKTOPCKUM BpeTHOCTIMA

ITpernocraBuMo ma ymecto jense jemsHaumue F(z,y) = 0, uMaMO BUX HEKOJMKO, KAO W Oa Cy oarosapajylhe

¢yurmmje F' nepunrcane Ha nmpomsBossHOM R™. Ilpernusnuje, mpernocTaBuMO na MMaMO N jeTHAUNHA
Fl(zla'~'7xm7y1a"'7y") =0

Fy(z1,. o Ty Y1y -3 Yn) =0

Fo(z1y. o Ty Y1y oy Yn) =0,
roe Fj: A — R, A C R™™, TIpeTxoMuu cucTeM KeJuMo A2 (JIOKAJHO) PEMMUMO MO Y, OAHOCHO A3 N0OujeMo
y1 = fi(z1, ..., Zm)
Yo = fo(T1, ..., Tm)

Yn = fn(T1, .., Tm).
I[IpumeTnmo na je pasiauka y O3HAKaMa MIPOMEHJPUBUX BEIITAUKA, y MUY Aa Ou ce jakme GopMyIncao npobieM.
Y npakcu yriiaBHOM heMO MMAaTH N jeAHaYMHA (QYHKIUja KOje MMajy BHUIIE O 1 IPOMEHUBUX, & IpobiieM
he Outu ma ce HeKuX N M3pa3u Ipeko ocraiwX. Jlajse, jeJHOCTABHOCTU 3aIMCa Paau, O3HAYNMO M—TOPKY

(1,...,2m) ca x a n—TOpKy (Y1,--.,Yn) ca y. Takobe, ako oznaummo ca F': A — R" ¢pyuruujy nary ca F(z,y) =
(Fi(x,y), ..., Fn(z,y)), a ca f = (f1,..., fn), meo mpobiem 3amucyjemo ca
F(x,y) =0,

a permeme TpaEUMO Kao y = f(z).
YBenuMO joIl O3HaKe

OF, oOF, OF, OF

dy1 Tt Oyn oz Tt Oz
dyF(z,y)=| + =+ |, d&F@y=:1 =+ |,

OF, oF, OF, OFy,

Oy1 "7 Oyn Oxy 7" Oz,

koje he Outm kopucue 3a (popmynamujy npobaema. Kako je marpuna dyF kBanpaTHa DeQUHUCAH je U HEH
Jakobujax

D(Fy,...,F,)

D(yla"'vyn) .

Teopema Heka je A C R™*™ orsopen ckyn, (a,b) € A, F: A — R" menperuna QyHKIUja U HEKA jONI BAKU:

1. F(a,b) =0.

2. NMapuujanan qudepennujan d,F(z,y) nedunucan je Ha A U CBU HErOBU €JIEMEHTH 25): Cy HEIPEKUIHU.

3. detdyF(a,b) # 0, 1j. marpuna d,F(a,b) je naBepTnbUIHA.

Tana nocroju okomuua W = U X V rauke (a,b) (rme je U oxonuna tauke a y R™, a V je oxonuna tauke by
R™) u jemmosunauno onpebena menperkumna ¢pymuxnuja f: U — V taksa na je f(a) = b u F(z, f(z)) = 0, 3a cse
z el

Ilerame mokasa morsienartu y Kiusu, oBae fiemo camo npolin kpo3 ocHoBHe upre (xeo na je f HemperugHa Huje
HEOIXOJaH).

Jenuocrasuoctu pamu, yzehemo ma je a = b =0, mro ce MOke mOCTUNY TPAHCIUPAHEM.

Karo je marpuna d,F(0,0) uaeprubunna, jennaunna F'(z,y) = 0 je eKBUBAJICHTHA jeHAUNHU

y — (d,F(0,0)) " F(z,y) =y,

OaKJI€ peniene NIpeTxXoqHe je,ﬂHaqHHe TpaxnMO Kao CpI/II{CHy TAa4YKy IpEC/IUKaBalha

O, (y) =y — (4,F(0,0)) " F(z,y).

detdy F(z,y) =

IITo ce ussoma ® Tuye, mMamo
—1 —1 —1 —1
Kako je m3Bon dyF(x,y) Hempernman, To ce pasimka |dyF(0,0) — dyF(z,y)| Moke HAIpaBUTH IPOU3BOJLHO

MaJioM, a OIaTie, KaKo je u (dyF(070))_1 JIMHEAPHO MPECIUKABalme, TO je
~1
1(dy £(0,0)) || = C,
ma n36opom moBossHO Majse kyrie oko (0,0), rj. rakse ma je ||d,F(0,0) — dyF(z,y)| < 1/2C, nmamo na je

1
4. (s)]] < 5.
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Kako je kyria KoHBEKCaH CKyI, IO TeopeMu O CPeam0oj BPEIHOCTH, HA TOj KyTJIM MMaMO U 13 je
1
[@2(y1) = Palyo) | < Jv1 = g | sup|d®a(y) ]| < 5lvr — w2
Yy

Ia 6u namwe uckopuctunu GanaxoBy TeopeMy o HemokpeTHo] Tauku, Tpeba nam ga je ®,(y) medpunucana Ha
KOMIIJIETHOM METPUYKOM IIPOCTOPY M Ja ra IpeciankKaBa caMmor y cebe, mTo ce omer Mo)ke nmoctuhu m3bopom
MOBOJLHO MaJjie Kyrie (oBaj meo moryenaru y kinusn). Onarie HAM IPETXOIHA TeOpeMa Aaje KOHAUAH 3aKJbyJaK
TeopeMe O MMIIIUNUTHOj (yHKIUjU.

AHaJOrHO CKaJIapHOM Ciydajy, cama GyHKIUMja f je riaaTka KOJIMKO je riartka u ¢yurnuja F. [Ipenusnuje Bakn
(maBOoaUMO Ge3 moka3a)

Teopema Heka, mopen ycaosa 1. 2. u 3. Baku jour u

4. mapuujaJiHI U3BOIU gf-?' OCTOje U HeNmPEeKuIHu Ccy Ha A.

Tana je m ¢pyuruuja f ,Z[I/I(i)lepeHL[I/Ij abuiHa 1 HEeH U3BOJ Ce MOKEe PAUYHATU AHAJOTHO Ka0 y CKAJAPHOM CIydYajy.
TeopeMa 0 MHBEP3HO] (YHKIMjU

Bparumo ce canma Ha pazMarpame Kaga HOCTOju MHBepTuOWmHA (yHKUUja. llpenmsuuje, meka je f: A — R™,
rae je A C R™ oTBOpeH, OMHOCHO HEKa je

yl = fl(l‘l,... ,J}m)

Ym = fm(xla' "vxm)a

¥ IOCTABJ/BAMO NUTAKE Kala NPETXONHU CHUCTEM jeAHAUMHA MOMKEMO pemuTH o0 %. JIOKasHum oAroeBop naje
cneneha

Teopema Heka je A C R" orBOpen ckym, a € A u Heka je f: A — R™ menpekunno mupepenimjabuina GyHKIA]ja,
raxsa na je detdf(a) # 0. Tana nocroje okomuue U oma u V on b = f(a), raxkse ma je pecrpuruuja f: U — V
6ujexnuja. [Ipu Tome je mmBepsna dymkmuja f1: V — U Takobhe memperumso mudepeHnujabuIna U BasKu

df~(y) = (df(x)) ",

(ca mecme cTpame je maBep3Ha marpuna ox df (x)) 3a cee x € U my = f(x) € V.

Ilokas ce cBoau Ha mpuMeny Teopeme o mMmIMIUTHO] (pyHKIMjU Ha (GyHKIM]Y F'(2,y): A X R™ — R™ nare ca
F(z,y) = f(x) — y, OMHOCHO IHEHO JIOKAJHO pelaBame N0 . [lornenaTtu nerasbe y KEU3U.

[Ipecmurasame f: U — V koje je Oujernmja, mudepeHnujabUiIHO 1M 3a KOje je WHBEP3HO MpeciaukaBame f !
rakohe mudepennujabunuo HazuBa ce mubeoMopouszam. YKoamko cy jom f u f~! rmarkocru k, Tj. k—myTa
HENpEeKUIHO aupepeHnujabuane, n 3a caM aupeoMopduzaM KaxkeMO Ia je TJIaTKOCTU k. AHaJIOrHO Kao KOX
UMIIIANUTHE (QYHKOUjEe, BarKU

Crae Axko je mopen ycioBa y IpeTXOIHO] Teopemu, ¢yHkmuja f raarkoctu k, tana ce okomuuae U u V mory
uzabparu Tako ma je u f~! raatrocTtu k.

Y cIOBHU €KCTpEMYyMM

IIpe mero mro npebemo ma mpobiaemaTury, mocMTpajMo npso ckynose obiuuka S = {x € A|p(xz) = 0} rme je
¢: A — R menperuano mudepeniujabunna ¢pyakuuja Ha oTBopenoM ckymy A C R™. IlpermocraBumo jomr na
je Vo(z) # 0, 3a cBe © € A, OOHOCHO Ha y CBakoj Tadku r € A DOCTOjU HE3aBUCHO NPOMEHJbUBA I; TAKBA
na je g—i(x) # 0. Heka je s = (s1,...,8y,) € S ¥ OpernocraBUMO jeAHOCTABHOCTU DAaaU OA je %(s) £ 0.
[To TeopemMu 0 MMOAUIUTHO] (YHKIMjU, TaTa MOKEMO IMPOMEHJ/LMBO X1 JOKAJIHO HA CKYIy S M3Pa3UTU IPEKO
ocramux. Ilpemusuuje, Tama mocroju okommua U y R™™! Taure (sg,...,8,) u okommna V y R Tauke s; u
¢yuxmuja f: U — V koja je nenperkunnno mudpepennujabunba, f(S,...,8m) = 1 1 O(f(2, ..., Zm), T2y, Tyn) =0
3a cBe (za,...,&,) € U. Ipyrauuje peueno, na oromuau W = V x U rauke s, ckyn W N S npexncrasmima
rpadur ¢ymruuje f. [Ipumermmo jom ma je mpecamkaBame naro ca ¥: U — W NS maro ca U(xg,...,zy) =
(f(xa,...,Tm), X2, ..., Zm) (HA3UBa ce u mapaMerpusammja S) OUjeKIMja KA0 U Ja je HENPEKUIHO audepeHnuja-
bunno (IpenusHUje TIATKO je Kouuko u pymrrmuja f). Kako je meros mHBEp3 caMo IPOjeKIMja HA CBE KOOD-
OUHATE OCUM Ha IPBY, KOja je mudepeHimjaduiaHa ITPpOM3BOBHO MHOTO MyTa, a KOja je u Oujernuja Ha CKYILY
W NS 1o je npecrurasamwe ¥ nudpeomopduzam (1 ucre je IIATKOCTU KAO GYHKIUja ¢). 3akbydak je Hakjie na
CBaKa Tauka CKyma S MMa OKOJUHY KOja je mudeoMopdHa oTBopeHoM cKymy y R™~!. Opakse ckymoBe HazsmBaMO
jom m m — 1 IMMEH3MOHANHUM TJIATKAM MOBPIUMa (MM MHOTOCTPYKOCTHMA), OJHOCHO TJIIATKOCTU P YKOJIUKO je
moueTHa (yHKUUja ¢ raarkoctu p. [Iperxonna neprunnuja canpsku y cebu KpuBe Kao U OOMUHE HOBPUIN IMMEH-
suje 2 y mpoctopy R? kojuma ce majsume u 6asumo. [Ipumepa pamm jemuamana coepa {(z,y, 2)|[x2 +y?+22 = 1}
je [IBOIVMMEH3MOHAJIHA MOBpUI 300r mperxonue muckycuje. llpmmermmo taxkobe ma chepa cama mo cebu Huje
mupeoMopdHa OTBOpPEHOM CKymy y paBHu. Huop. cdepa je KOMIaKTaH CKyI, HOK OTBOPEHU IMOACKYI OX PaBHU
nuje komnakran. Ca apyre crpaHe, KAKO HEIPEKUAHA MPECIUKABAH YyBajy KOMIAKTHOCT, TO U AudeoMophHU
CKYIIOBU Cy MCTOBPEMEHO KOMIIAKTHU UJIU HUCY.

Baskna cBOjcTBO OBaKBUX CKyHmOBa je & OHU MOTY HOa C€ aIpPOKCUMUPA]y BEKTOPCKUM IPOCTOPUMA, CIUIHO
Kao ITO TAHI'€HTOM MOKE Jla Ce alpOKCHUMUpa rpa¢ur mudepennujadbunne ¢yernuje. I[IpenusHauje, TaHreHTHIM
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IpocTOpoM M — 1 nuMeH3MOHAJHE MOBPIIN ¥ TAYKM S Ha3uBalleMO CKYyIl CBUX TAHT'€HTHUX BEKTOPA HA CBE KPUBE
KOje mpoJjase Kpo3 TauKy § U cagp:kaHe cy y nospmu S. [Ipenusnauje

T:S = {7 (0)|y(—1,1) = S,7(0) = s,y je rmarra}.

Hapasuo, uzbop unrepsana (—1,1) u rauxe 0 3a mapamerpusanujy KpuBe je HeOUTAH, CBAKy KPUBY MOYKEMO
aIeKBATHO PErapaMeTPU30BATHU 14 3a10BobaBa Te yciaose. O3maunmo v koopansaTao kao Y(t) = (y1(t), ..., Ym(t))
v npumeruMo pase ma y(—1,1) — S, 3anpaso 3uaum na je ¢(y(t)) =0, 3a cse t € (—1,1), Te nupeperurpamem
IPEeTXOMHOT M3Pa3a U KOpUIINemeM IPAaBUIA 3a M3BOJ CIOKEHe QyHKHuje nodujamo

O: Z()L

Kako je u3 mepununuje, sexrop (71(0),...7,,(0)) npon3Bomsan BEKTOP TAHMEHTHOI IPOCTOPA, TO BAIUMO Ia je
rpamujeHT V¢(s) 3anpaBo BEKTOp HOpMaJje Ha TanreHTHU npoctop TsS y tauku s. [Ipenusnuje, nobuau cmo
¢ ¢ ¢

hi,...,hpm) € TS & —h+—hs+...+ —h;, =0.

( 1 m) s 6501 1 Oz T 2 8:cm
IIpermocraBumo cana ma je ckyn S 3amar ca sume QyHEKnmje, He camo ca jemmom, 1j. S = {x € Alp(z) =
ooy Op(z) = 0} Tme ¢y ¢;: A — R menperumno mudpepentmjabunne ¢ynrmuje (kK < m). Jla 6m aHAIOrHO
npuMeHnan TeopeMy O MMIIMIUTHOj] GYHKIUjU, TpeOa HAM YCJIOB Aa je MaTpUIa

Vou
Al9)=1 : |,
Vor

MaKCHUMAJIHOT paHra, mro je y oBoMm ciayduajy k. Tana he oma mMmarum HeKy moamarpuily k X k KOja je mHBEpPT-
ubuaHA Te IPOMEHJ/LUBE KOje Cy Yy HOj MOTY Ce Tana M3PA3uTH MPEKO OCTAIWX NpoMeHpuBux. Jlakiae, crym S
he omer Gurm nokasHO rpadur QyHKIMje, OMHOCHO, CBaKa Tauka m3 S MMa OKOJIWHY KOja je mupeoMopdHA ca
orBOpennM ckymoM y R™ % Opakse ckymoBe HA3MBAMO M —k IUMEH3MOHAJIHAM [JIATKUM IIOBPIIAMA, Y IPOCTODY
R™.

AHasorHMM pavYyHOM 3a TAHTEHTHU IPOCTOD, BUAMMO Aa Kpusa 7(t) npunazna S, ako n caMo axo Baxku ¢1(y(t)) =

oo Ok(v(t)) = 0 u mupepenumpamem cBux TUX m3pasa mobujamo na sexkrop h = (hy,...,h,) npunama Tan-
FeHTHOM TIPOocTOPy TS aKo M caMo aKo BaKwy
8¢>1 8¢1 8¢1
h h hm =0
om T om T B
02 g2 ¢
h h —hm =0
o T T T By
Py, P, 5¢k
—h1+ —h —hy, =0.
i PR P
Y3 IpeTxXoAHO, BPATUMO Ce Ha MOCTaBKY HpobJsema ycaoBHUX ekcTpemyMma. Heka je A C R™ obnacr, f: A - R
raartka Gpysrnuja u ¢;: A - R 3ai=1,...,k rakobe raarke ¢pyHrmmje 3a koje marprna A(¢) nMa MakCuMaan

parr. Osnaunmo ca S = {x € R™|¢1(z) =0,...,¢r(x) = 0}.

Hednunmumja Kaxemo mna ¢ymrmumja f uma y tauku s € S yCIOBHU €KCTpEMyM, HpU yciaoBuma ¢p(x) =
0,...,¢0x(z) = 0, ako mocroju kyria K(s;r), TakBa ma je s exkcrpeMyM (MUHUMYM WU MAKCUMyM) (yHKOUje
f ma cryny K(s;r)NS.

W3 nperxonHe muCcKycHje mMaMO Ia je Tadyka S YCJIOBHU €KCTPEMYM, aKO je eKCTPEMYM peCcTPUKIUje (QYHKIje
f Ha moBpm S.

[IprMeTnMO na YKOJIMKO MOKEMO [na IapaMeTpu3yjeMo HoBpII S, OAHOCHO 3alWIIEMO je KOODAMHATHO KAaO
rpaduk QpyHKIUje, Tana PecTPUKNUjy (yHKIuje f Ha ZaTy MOBPII MOMKEMO IIOCMATPATHA Ka0 OOMUYHY (YHKIU]Y
Ha OTBOPEHOM CKyIy U BeHe exkcTpemyMe Hahu yobuuajeno. Kako Hanaskeme mapamMerpur3alnuje HUje YBEK
jemrocTaBHO, HapenHu MeTon (HasuBa ce u JlarpamkeBa MeTONA MYyJITUILNIMKATODPA) UECTO MOKe OWUTH 3T0IHA
3a payyHaH€ YCJIOBHUX €KCTPEMyMa.

Teopema Ilox nperxoguum npermnocraBkaMma, Heka je s € S yciuoBHM ekcTpemyM ¢yukmuje f. Tana je s cra-
IUOHAPHA TAaUYKa (YHKIN]jE

L(SEl,...,I’m,Al,...,/\k) = f(ZL'l,...,LEm) +)\1¢1(£171,...,£Cm) +)\2¢2(1’1,...,Im) —+ ... +)\k¢k(1'1,...,$m).

Ioka3s Hexka je v: (—1,1) — S kpusa na nospumm S taksa ga je v(0) = s. Tana dyuruuja f(y(t)) uma ekcrpemym
y Tauku t = (, Te omeT IO M3BOAY CJIO:KeHe (QYHKIUje MMaMO Ia je

0 0
0= SIO0) = 2O + o+ 570, (0)
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Kaxko je mo mepununmju tanrearaor npocropa, Bekrop (1(0),...,7,,(0)) meros npon3Boman BEKTOP, TO UMAMO

na je

of —hi+...+ ﬁ =0,

3I1 8;z:m
3a cBaku Bekrop h € T,S, ommocumo BexkTop V[ je oproromanan Ha meo TanrenTHu npocrtop 15S. Karo cy
jeIMHU BEKTOPU KOjU Cy OPTOTOHAJHU HA TAHIE€HTHU OPOCTOP rpaaujeHTu Vo1, ..., Voi, To ce BekTop V f Moke
U3Ppa3UTU KA0 HUXOBA JMHEApHA KOMOMHANUja, Tj. MOCTOje Aq,..., A\ 3a Koje je

Vi(s) = MVoi(s) + ...+ AeVoi(s).

Mauso ¢opmanHuje, 0OBO ce MO:ke BUAETH U3 Tora na ako je h € TyS, Tana je

I 91 0¢1,
Fo T gg2 T gy, m =0
2 092 0pa ,
9 h1+32h2+ +8$mhm_0
9Py ofol Ok,
o, hy + D2, ho +...+ 0z, hpm =0,

a YKOJIMKO je S YCJOBHM €KCTPEMYM Tala M3 MPETXOMHOr CJEeIu A YKOJIUKO BEKTOP h 3aJ0BOJbaBa MPETXOIHE
jemHauyuHEe TAma je oI
of of

61h1+ +78$m m =0,

Tj. pelleme IPETXOMHOT CUCTEM Ce He Meha AONABalmeM nocienme jeqnavnae. Onarie je panr MaTpuie Koja ce
cacToju on rpagujeHarta V¢; UCTU KAO PAHT MATpUIE Koja jour mMa 1 V f, omakie ciequ MOCHennhU 3aKby YaK.
Y cBakoM cayuvajy mobuiam cMo

Vi(s)— (MVoi(s) + ...+ AVer(s)) =0,

IITO je eKBMBAJEHTHO TBpDemy Teopeme, jep je m3apas ca jeBe cTpaHe M3BOA (PyHENMje L IO IPOMEHBUBUM I;
u3 popMmynanuje y TauKU (L1, ..., Tm, —Al, ..., —Ak). Ca Apyre crpane, u3 u3BoLa 1o \; H0OMjaMO CaMO yCJIOBE
¢r(s) =0, KOju Cy CBAKAKO UCIYHEHM jep CMO KPEHYJU OI Tauke s € S, OJaKie U CIEAU 1Ie0 3aKIbyYaK.
IIperxonra Teopema HaAM naje HEOIXOJHE YCJIOBE 3a YCJIOBHU €KCTPEMYM, ITOBOJbHE HaM rapaHryje ciexeha

Teopema Heka je, mon nmpernoctaBkama mperxonre Teopewme, jom f € C?(A) u ¢; € C?*(A) 3a cee i = 1,..., k.
Hera je mame s crammonapHa Tavka GyHKmUje L 3a HEKe Ai,..., Ag. YKOIUKO je dopma
m
0%L
®(h) = h
OEDI e Ol
i,j=1
HO3UTUBHO (HEraTWBHO) He(PUHUTHA HA TAHIEHTHOM HpocTopy TsS Tama je s yCIOBHU MUHUMYM (MAKCUMYM).
IMpeuunsuuje, yronuko 3a csako h = (hy,...,hy) # 0 3a KOje je
! I I
h h —hp =0
R e
) g2 2
h h —=hm =0
o T T T,
8¢k 8¢k a¢k
h h ——hy =0
oo, T a2 T g, Y

Baskn ®(h) > 0, Tana je a yCIOBHU MUHUMYM.

Iloxasz ce moxxe morienatu y kmusn. Mneja je canyna xKao KOO OOMYHUX €KCTPEMyMa, a YCJIOB na ce IiIenajy
caMO BEKTODU KOJU JIEKE Y TAHMEHTHOM IIPOCTODY je ouekuBaH. Hamme, nok cMo Ha mospmm S HeMaMo ci10601y
na ce kpehleMO y CBUM IpaBOMMa U CAMOj TAYKM S MOKEMO Npuhu caMo IPEKO MOBPINY, & TO je Y IPBOj AIIPOKCU-
MaIju Iy:K BEKTOpa Koju o0pa3yjy tanrenTHu npocrtop. Onarie u mocMaTpaMo caMo Ja Ju je oarosapajyha
dopMa TepUHUTHA Ha TUM BEKTOPHUMA.



