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9 Logičke osnove obrade podataka

9.1 Bulova algebra
Bulova algebra je uređena šestorka (S, +, ·,′ , 1, 0), gde je S neprazan skup, + (ili,

disjunkcija) i · (i, konjukcija) dve binarne operacije na skupu S, ′ (ne, negacija) unarna
operacija na skupu S, a 1 (jedan, tačno) i 0 (nula, netačno) njegova dva izdvojena ele-
menta, pri čemu važe sledeće aksiome:

• asocijativnost: (x · y) · z = x · (y · z), (x + y) + z = x + (y + z);

• komutativnost: x · y = y · x, x + y = y + x;

• distributivnost: x · (y + z) = x · y + x · z, x + y · z = (x + y) · (x + z);

• neutralni element: x + 0 = x, x · 1 = x;

• komplementarnost: x + x′ = 1, x · x′ = 0.

Pomoću navedenih aksioma, mogu se dokazati sledeći zakoni Bulove algebre:

• idempotencija: x · x = x, x + x = x;

• zakon nule i jedinice: x · 0 = 0, x + 1 = 1;

• apsorpcija: x · (x + y) = x, x + x · y = x;

• dvojna negacija: x′′ = x;

• de-Morganova pravila: (x + y)′ = x′ · y′, (x · y)′ = x′ + y′.

Operator negacije ima najviši prioritet, za kojim sledi operator konjukcije, dok oper-
ator disjunkcije ima najniži prioritet. Pisanje konjukcije se može izostaviti, tj. zapis x · y
je ekvivalentan zapisu xy. Negacija se definiše na sledeći način:

x x′

0 1
1 0

Konjukcija i disjunkcija se tablično ovako mogu definisati:

x y x · y x + y
0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 1
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9.2 Logički izrazi i logičke funkcije
Izraze nad ovako definisanom Bulovom algebrom nazivamo logičkim izrazima. Oni

se sastoje iz logičkih konstanti (0 i 1), logičkih promenljivih koje su povezane logičkim
veznicima (poput negacije, konjukcije i disjunkcije) i zagrada, koje mogu promeniti re-
dosled izvršavanja operatora. Svaka logička promenljiva može imati vrednost 0 ili 1, a
njihovim vrednostima su definisani i vrednosti samog izraza. Ukoliko dva izraza imaju
istu vrednost, kažemo da su ekvivalentna.

Literal je logički izraz koji predstavlja ili logičku promenljivu ili njenu negaciju (npr.
x, y′, z). Elementarna konjukcija je izraz koji se sastoji iz konjukcije literala (npr. xy′z′).
Izraz je u disjunktivnoj normalnoj formi (DNF) ako se sastoji iz disjunkcije elementarnih
konjukcija (npr. xy′z′ + xyz′ + x′yz). Za svaki logički izraz postoji odgovarajući izraz u
DNF koji mu je ekvivalentan.

Slično, elementarna disjunkcija je izraz koji se sastoji iz disjunkcije literala (npr.
x + y′ + z′). Izraz je u konjuktivnoj normalnoj formi (KNF) ako se sastoji iz konjuk-
cije elementarnih disjunkcija (npr. (x+y′ +z′) · (x+y +z′) · (x′ +y + z)). Za svaki logički
izraz postoji odgovarajući izraz u KNF koji mu je ekvivalentan.

Logička funkcija reda n je preslikavanje f : {0, 1}n → {0, 1} koje n-torci logičkih
vrednosti (x1, . . . , xn) ∈ {0, 1}n pridružuje vrednost y ∈ {0, 1}. Promenljive x1, . . . , xn

nazivamo ulazima ili argumentima, a promenljivu y izlazom ili vrednošću funkcije f .
Primetimo da svaki logički izraz definiše jednu funkciju čiji su ulazi upravo promenljive
koje se u njemu pojavljuju.

Kako je domen funkcije f kardinalnosti 2n, a kodomen kardinalnosti 2, ukupan broj
logičkih funkcija reda n iznosi 22n . Logičkih funkcija reda 0 ima ukupno 220 = 21 = 2, i to
su upravo konstante 0 i 1. Logičkih funkcija reda 1 ima 221 = 22 = 4. One se prikazane
sledećom tabelom:

Naziv funkcije Vrednost
Nula funkcija f(x) = 0
Jedinična funkcija f(x) = 1
Identička funkcija f(x) = x
Negacija f(x) = x′

Logičkih funkcija reda 2 ima 222 = 24 = 16. Neke od njih su date u sledećoj tabeli:

Naziv funkcije Vrednost
Nula funkcija f(x, y) = 0
Jedinična funkcija f(x, y) = 1
Prva projekcija f(x, y) = x
Druga projekcija f(x, y) = y
Implikacija f(x, y) = x ⇒ y = x′ + y
Ekvivalencija f(x, y) = x ⇔ y = xy + (xy)′

Ekskluzivna disjunkcija f(x, y) = x ⊕ y = xy′ + x′y

Svaka logička funkcija se može predstaviti logičkim izrazom koji je izgrađen nad
promenljivama koristeći veznike negacije, konjukcije i disjunkcije. Zbog toga za skup
{+, ·,′ } kažemo da je potpun skup veznika. Međutim, primenom dvojne negacije i de-
Morganovog pravila, sledi da je

x + y = (x + y)′′ = (x′ · y′)′,
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pa se svaka disjunkcija može izraziti pomoću konjukcije i negacije. Stoga je i dvočlani
skup {·,′ } potpun skup veznika. Slično, može se pokazati i da je {+,′ } takođe potpun
skup veznika.

9.3 Karnoove mape
Pod minimizacijom logičkih izraza podrazumevamo pronalaženje izraza minimalne

složenosti koji je ekvivalentan datom izrazu. Složenost izraza određuje broj veznika koji
se u njemu pojavljuju.

Jedan od najpoznatijih načina za minimizaciju logičkih izraza je metod Karnoovih
mapa. Karnoova mapa je tablica pravougaonog oblika čiji je ukupan broj polja jednak
2n, gde je n broj argumenata funkcije. Ukoliko funkcija ima tri ulazne promenljive x, y i
z, Karnoova mapa je sledećeg oblika:

x′y′ x′y xy xy′

z′

z

Po horizontali se menjaju vrednosti promenljivih x i y, tako da polja redom odgovaraju
vrednostima 00, 01, 11 i 10, dok je vrednost z fiksirana. Po vertikali se menja vrednost
samo promenljive z. Dakle, svaka dva susedna polja mape (i po horizontali i po vertikali)
se razlikuju po vrednosti samo jedne promenljive. Pritom se prvo i poslednje polje svakog
reda, odnosno kolone, smatraju susednim i takođe razlikuju samo po jednoj promenljivoj.

Ako funkcija ima četiri ulazne promenljive x, y, z i u, Karnoova mapa izgleda ovako:

x′y′ x′y xy xy′

z′u′

z′u
zu
zu′

Za razliku od prethodnoj slučaja, ovoga puta se i po vertikali menjaju dve promenljive
z i u, tako da polja odgovaraju vrednostima 00, 01, 11 i 10. I ovde se horizontalna i ver-
tikalna susedna polja razlikuju samo po vrednosti jedne promenljive.

Na početku procesa minimizacije se najpre u polja Karnoove mape upišu odgovarajuće
vrednosti izraza (odnosno funkcije) koji se minimizuje. Zatim se vrši grupisanje elemenata
(vizuelno, to predstavlja zaokruživanje) u mapi, imajući u vidu sledeća pravila:

• Zaokružuju se samo jedinice.

• Svaka jedinica mora da bude zaokružena bar jednom.

• Mogu se zaokruživati isključivo grupe polja uopštenog pravougaonog oblika čije su
stranice stepeni dvojke. Uopšteni pravougaonik je onaj pravougaonik kod koga su
i krajnja polja u redu ili koloni takođe susedna polja.

• Uvek se zaokružuju što veće grupe.

• Suvišna zaokruživanja se na kraju eliminišu.
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Svakom od dobijenih zaokruživanja odgovara jedna elementarna konjukcija. Konačno,
izraz će biti u disjuntkivnoj normalnoj formi koja je predstavljena disjunkcijom tih ele-
mentarnih konjukcija.

Na primer, neka je funkcija f trećeg reda definisana sledećom tabelom:

x y z f(x, y, z)
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 0

Karnoova mapa koja odgovara funkciji prikazanoj ovom tabelom je oblika:

x′y′ x′y xy xy′

z′ 1 0 0 0
z 1 1 0 1

U ovom primeru, najbolji način da se pokriju sve jedinice prema opisanim pravilima
je pomoću tri pravougaonika dimenzije 2 × 1. Prvi obuhvata dve jedinice u prvoj koloni,
drugi prve dve jedinice u drugom redu, a treći prvu i poslednju jedinicu u drugom redu
(te dve jedinice su takođe susedne). Odgovarajući minimalni DNF izraz je

f(x, y, z) = x′y′ + y′z + x′z.

Neka je sada funkcija f četvrtog reda definisana sledećom tabelom:

x y z u f(x, y, z, u)
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 1 0 1
0 0 1 1 0
0 1 0 0 1
0 1 0 1 1
0 1 1 0 1
0 1 1 1 0
1 0 0 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 0 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 0
1 1 1 1 0

Karnoova mapa koja odgovara ovako definisanoj funkciji je sledećeg oblika:

4



x′y′ x′y xy xy′

z′u′ 1 1 1 1
z′u 0 1 1 0
zu 0 0 0 0
zu′ 1 1 0 1

U ovom primeru, minimalno pokrivanje svih jedinica je pomoću tri pravougaonika
dimenzije 2 × 2. Prvi pravougaonik obuhvata četiri ivične jedinice (po definiciji, one
su susedne). Drugi pravougaonik obuhvata po prve dve jedinice u prvom i poslednjem
redu, a treći središnje jedinice iz prva dva reda. Primetimo da ubacivanje pravougaonika
dimenzije 4 × 1 koje obuhvata sve četiri jedinice u prvom redu ne bi dovelo do najmanjeg
rešenja sa tri pravougaonika. Konačno, minimalni DNF izraz je oblika

f(x, y, z, u) = yz′ + x′u′ + y′u′.
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