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CaxkeTak

ITurs pama je ma ce IPaKTUYHO peasn3yje MEeTOa AHAJIATUIKAX TA0JI0a Y KJIACHYIHO] UCKA3HO]
sgornnm. Tako MMIIIEMeHTHpAH porpaM 6u GMO jeHOCTABHU)U JOKA3MBAY TEOPEMa OBe JIOTHKE U
y CymTuHu OM WCIUTHUBAO Ma JK je HeKa (OpMyIa TayTOJIOTHja M €BEHTYAJTHO T€HEPHUCAO HHheHe
KOHTpaMozese y3 nmomoh rabsoa. Behuna pama 3acHosana je na xmuswm [1].

1 V¥YBoxg

1.1 Kiaacmuyna mcka3Ha JIOruka

CaM HACTIOB OJIeJbKa, JAHAIIHEM CBETY MATEMATHKE W PAdyHapCTBa BeoMma je mo3Har. Kimacmana
HMCKa3HA JIOTUKA, KA0 MOJ00AICT MaTeEMaTHIKe JIOTUKe, 6aBU ce IpoydaBameM (POPMATHOT je3UKa, Te-
opuja n3rpaljenux Ha HEMY U MOCTYNIMMA JO0KA3WBama TBphema y Tum teopujama. Mehyrum, mu ce
HeheMo serasbHO ynyGsbauBaTh y oBy obsact (3a Buie nerasba Buzery [1]), Beh iemo yBectn ocHoBHe
mojMoBe u neduHUIMje, jep 6€3 3HAKA UCTUX, YNTAE MOIJIAB/bA KOja CJie/ie OnI0 Ou 3HATHO OTEKAHO.

VY CBAKOIHEBHO] KOMYHUKAIUJU JbYIH KOPUCTE TPOCTE W CIOYKEHE PEYEHUIE. 3a MATEMATHYIKY JIO-
UKy, MOCEOHO Cy MPHUBJIAYHE OHE KOjé MOIY MMATH BPEIHOCT TAYHO WM HETAYIHO. TakBe pedeHure
Ha3WBAajy ce ucka3uma. Ha mpumep, ” Jlomra je ninasa“ je uckas, mox ”Ilo3npas®, uuje nckas. [Iperxomn-
HU UCKa3, HE MOYKE Ce PACTABUTH HA MPOCTHje UCKa3e. TakKBU MCKA3W HA3WBAJY CE€ GMOMCKU WCKA3H.
VYobuuajena mpakca je ja ce aTOMCKHM UCKA3W O3HAYaBajy MCKa3HUM cjoBuma (a, b, p, ai ...). Cioxe-
HU HCKa3u I'paje ce KOM6I/IHOBaH>eM HCKAa3HUX CJIOBa, JIOTUYKUX BE3HHKa W OTBOPEHHUX U 3aTBOPEHUX
3arpaga. HaBegumo siorutke Be3HUKE:

e Hezayuja uckasza p je "Huje p“, y o3namum —p.

o Konjynxyuja uckaza p u q je "p u ¢, y o3uamu p A q.

ucjynruyuje nckasa p u q je "p nim ¢, y o3uamm pV q.
o Hmnaureyuja nckasa p u q je ”Axo p, onga ¢, y o3Hamm p — q.
e Fxeusasenyuje MCKa3a p U ¢ je ”p aKoO U caMo aKo ¢“ 'y O3HAIH P < ¢.
IIpumep 1.1. IIpumep carosicenoz uspasa je "Axo je danac xuwa, cympa je norwedesar uiu ymopax. “
IIpeBemumo Ha popmaaHu je3uk mojam uckasme gpopmyse, yBohemeM omrosapajyhe medpuHummje:
Hedbununuja 1.1. Hcxasne gopmyae ce nedununty Ha ciaeneliv Hadums:
e llckazHa cioBa cyamomcke dopmyie.

Aromcke dpopmyiie cy uckasue gpopmyiie.

Axo cy P u @Q uckazue dopmyrne, taga cy =P, =Q, PAQ, PV Q, P - Q u P + () uckasue
dopmyie.

Nckazne dopmyse ce rpaje camMo KOHAYHOM MPUMEHOM ITPETXOJHUX TPABHUIIA.
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Tabena 1.1: OcuoBre onepanuje - UcTuHUTOCHA TAOIUIA

Ocspaumo ce caja wa npumep 1.1. Ako m3pazy “/lamac je kuima“ moJequMo HUCKA3HO CIIOBO P,
uzpazy “Cyrpa je noHenebak“ cjoBo ¢ u uzpasy “Cyrpa je yropak“ cjaoBO T, CJIOXKEHU UCKA3 MOXKEMO
Hauucaru Kao p — (g V).

Kao mro cvo Beh peksin, pu pazay ca nckazanM dbopMmyIaMa 3aHIMA]y HAC HUXOBE HCTHHUTOCHE
BPEIHOCTH. Y CJIy4ajy KJAcH4YHe WCKa3He JIOTMKe, NCTUHUTOCHA BDPEIHOCT je je/laH OJ JiBa M3pasa:
TAYHO WM HETAYHO. | O3HAYABA UCTUHUTOCHY BPEIHOCT TAYHO, a | O3HAYABA UCTHHUTOCHY BPEIHOCT
HETAYHO.

Hedbununmja 1.2. Uumepnpemayuja I je npecamkaBarme KOje HCKA3HUM CJIOBUMA, JOIE/bYje jeHy O
BpenHocT u3 ckyna 1, L. Bpeauocr dopmyne P npu unrepnperanuju I, y osuamu I(A), je:

e Axko je P = a uckazuo cuoso (aromcka ¢opmyaa), onga je I(P) = I(a).

e Axo cy Beh uspauynare speanocru speanoctu I(P) u I(Q) 3a uckasue dopmyine A u B, Bpen-
sHocru I(—P), I(PAQ), (PVQ), I(P— Q) u I(P < Q) pauynamo Ha ocHoBy Tabese 1.1.

Hedunnnmumja 1.3. Dopuyra P je 3adosonusa ako nocroju unrepnperanuja I raksa ga je I(P) = T.
Ckyn dopmyaa { Py, Py, ...P,} je 3adosonus ako nocroju unrepnperaiyja 3a kojy je I(P;) = T 3a cse
i€{1,2,..n}.

MaremarngapuMa Cy KpO3 BEKOBE 00jeKTH KOju mMajy cuerududne ocoOmHe yBeK OMIn moceOHO
zanumsbuBr. Jloruka muje uzyserak. Crora hiemo gedunucaru mocebue tumnose Gopmyna, Koje Cy, y
cMucsty Opoja mHTepIpeTanuja Ipyu KOjuMa ¢y TadHe, 1e(puHATUBHO Bpeane auckycuje. Illta Bumre, ome
Cy O/ KpyIIHjaJTHOT 3HAYaja 38 OBaj Pa/i, jep ce rOTOBO Ie0 HAaCTABAK MCTOr, “mHTepecyje’ bair 3a mux.

e Dopwmyia je maymonoeuja (6amana Gopmyaa) ako je TadHa IPU CBAKO] MHTEPIPETAIM]H.
e Dopwmyna je konmpadukyuja aKO je HeTAYHA, MPYU CBAKO] WHTEPIIPETAIN]H.

e Uurepuperauuja I je modesa 3a dopmyny P axo je I(P) = T; I je xowmpamodea 3a P axo je
I(P)= 1.

IIpumep 1.2. IHocmampajmo gopmyay A = (pV q) = (p A q). Popmyasa je 3adosonusa jep uzbopom
unmepnpemayuje I1(p) = T u I1(q) = T, saorcu [1(A) = T, cmoea je I1 modea 3a A u popmysa
nuje Kowmpaduxyuja. Jedan xonmpamodes 3a A je uwmepnpemavuja Io(p) = T u Ix(q) = L, jep je
I,(A) = L, me gopmyaa nuje maymoaozuja. Ipumep maymonozuje 6u buaa gopmyaa (pVq) < (qVp),
a npumep Kowmpaduryuje p A = p.

2 Teopujcke ocHOBe

2.1 Amnpagurunuku tabdjomn

OBaj meo hiemo moOCBETUTH METO/M AHANUTHYKHAX METOAA Y UCKA3HO] jorunu. [JaBHU IHb MeToe
je ma 3a mary GopMmysTy IpoBepu eHy BasbanocT. Kopumhemem ucre, HACTOjUMO a HAIIPABUMO KOH-
TpaMozest 3a Heky (POpMyIly, IIa aKO Ce y TOME He yClie, MeTO/a rapantyje jaa je dopmyna Baspana.
Kako tpaxxumo xontpamonene? @opmyna je BajbaHa aKO W CAMO aKO FHheHA HEranuja HEje TadHa HU
TIpY je/THOj WHTEPIIPETAINju, CTOra ce MpupoaHo HaMmehe mocMmaTpame Heramnuje OpMyie, U TpaXKeme
WHTEpOperanyja y Kojuma je ona tadna. Caga hieMo yBeCTH W HOTAIM]y KOjy KOPUCTHMO Y HACTABKY
norJyassba(rako3Bana yjeanadasajyhia Horaiuja).
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Tabena 2.1: a u 5 dpopmyne

3a ucka3HW je3uK KOju ce cacToju OJ MPeOPOjUBO MHOTO HMCKA3HHUX CJIOBA, 3arpaja U JOTHIKHUX
Be3nuka -, A, V, — nebunumumo nose dpopmainue cumbose T u F (acouupajy Hac Ha true, OiHOCHO
false) koju ce He Hanase y uckasuom jesuky. 3a uckaszuy dopmyiy A, bopmyne TA u FA cy oznavene
popmyse. Konjyzam dopmyne T A je FA, u obpuyTo. 3Hak T uctpen dpopmyse TyMadnmMo Kao ’ TaaHO
je”, nok 3HaK F' rTymaummo kao “Huje TtauHo”. CXOIHO TOMe, 3a MPOM3BObHY MHTepHperanujy I je
I(TA)=I1(A) u I(FA) = I(—A).

Cge nearomcke oznadene (opmyse(y ciaydajy KiacuuHe UCKA3HE JIOrMKe, aroMcke ¢bopmyie cy
uckasna csosa) ce gene Ha o u 3 dhopmyae. Takse dbopmyse umajy oxrosapajyhe komunonenre g u o,
omuocuo 31 u [ (Tabena 2.1).

Huje temko yountn na ce a dbopmysae MOIy TyMadnTH Kao KOHjYHKIIMja CBOjuX KOMmoHeHTH. Ha
npumep, "taano je” AA B ako u camo ako je “rtauno” A u axo je "tauno” B. Ciauuano, 8 dpopmyse Tyma-
YUMO KaO0 JUCjYHKIM]y oarosapajyhux kommonenTu. OBy KOHCTAHTAIMjy OmpaB/IaBa cieneha Teopema:

Teopema 2.1. 3a npoudsonny unmepnpemavujy I easicu:
o [(a) =T axxo I(ay) = I(a2) =T
e I(B)=T axxo [(B1) =T uau I[(B2) =T
o I(TA) =T axko I(FA) =1, 3a osnaveny dopmyay A

JHoxas. Y 3aBucHocru o1 tuna ¢opmylie Jako ce jgokasyje rpazxkeno. Ha npumep, [(FA — B) =T &
IA-B)=1L&sI[(A)=TulB)=1<I(TA) =I(FB) =T. Aranorso gokasyjemo u 3a ocrajue
cayvajeBe. O

OnumwmmMo cazfa nocrymak (opMupama aHaauTuakor tabsoa. 3a dhopmyny A, ananurudku Tabio
[pe/cTaB/ba OMHAPHO JIPBO Y YMjUM YBOPOBUMA Ce HaJiase o3Ha4deHe noidopmyse popmyse A Koje ce
KOHCTpywIe Ha cienehn HAUMH:

e Y KOpeH JpBera IocTasba ce ¢popmyia FA

e Heka je L muct! Heke rpane? ) 70 TOr MOMEHTa KOHCTPYHCAHOT IpBETa. Y 3aBHCHOCTH of (op-

MyJia KOje ce Hajia3e Ha rpaHu 6, HacTaBak KOHCTPYKUUje ce oiBuja y JBa Morylia cmepa:

a npasuao: Ako ce o dopmyna Hamasu Ha 6, Tama ce rpaHa TpPOLyYKaBa Ca IBA HOBA YBOpA
y KojuMa, ce Hajaze dopmyiae ay u as peaoM. (Iloromak, oxmocHo mere Jjmcra L je 94BOp Koju
CaJpKu (1, & JeTe YBOpa (v je UBOp KOju caapKu (hbOpMyiy a).

8 npasuro: Axo ce 5 ¢popmyiia Hanasu Ha 6, Taga ce 6 y uBopy L rpaHa, Ipu 4eMy JIEBH IOTOMAaK
caupku dopmyity 1, a JecHu 1moToMak gopmyiy [Fo.

Baxkno je HamOMEHYTH J1a, aKO KpO3 HEKW YBOp MPOJIA3W BUIIIE TPaHa, MPUMEHa, MPABUIa KOHCTPYK-
yje Ha Taj 4BOp ce oxpaxkasa Ha cse rpane(*). IIpeocraje Ham Ja BUIMMO KaJa M KAKO CE 3aBPINABA
KoHCTPyKIuja Tabmoa. Crora, meduHUIIIMO Tap MOjMOBA KOje ieMo KOpUCTUTH y HACTABKY W KOjU HAM
JUPEeKTHO u3 neduHUIMje /1ajy OArOBOP HA OHO IITO TPAXKUMO:

e ['pana Tabiioa je sameopena ako ce Ha O] Haa3e (GopMya U meH KoHjyraT. Tabiio je sameopen
aKo je cBaka rpaHa Tabjoa 3aTBOpeHa.

Laucm je 9BOp ApBeTa KOjH HEM3 HUjeJHOT HOTOMKS
2 2pama TpeaCTaB/ba MyT Y APBETY KOjU HOYHI-e Y KOPEHY, a 3apBIIABa Ce Y HEKOM JIHCTY
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e ['pana Tabsioa je saspwena ako cy oarosapajyha npasuiia KOHCTPYKIMj€ [PUMEHEHa Ha CBE
YBOPOBE Ca Te IpaHe.

e Tabs0 je 3a6pwen akO My je CBaKa rpaHa 3aTBOPEHA WJIU 3aBPIIEHA.

e ['pana je 3adosonusa ako mocTOju WHTEpUpeTanuja | TpU KOjoj Cy CBe o3HadeHe Gopmysie y
YBOpPOBUMA Te IpaHe TadHe. Tabio je 3ad0606u6 aKo IIOCTOjU IpaHa Koja je 3310BOJbUBA.

IIpumep 2.1. Koucmpyuwumo mabao 3a gopmyay A = (p — q) — (p A q)(Cauka 1). Cada fiemo
demanro onucamu nocmynak xKowcmpyryuje. Anuyujasto, y w6op 1 nocmasnsamo 03Ha%eHy Gopmysy
FA. Ilpumernom o npasusa dopmupajy ce weoposu 2 u 3. awe, npumenom B npasuss Ha 46op 2,
popmupajy ce w060posu 4 u 5. Konawno, npumenom 5 npasusa wa 46op 3, dopmupamo weopose 6 u 7,
o0nocno 8 u 9 (cemumo ce (¥), npasuao ce npumersyje Ha cee 2pare Koje NPosaze KPo3 4eop, Y HAULEM
cayuajy epane 1 —2 —3 —4 u 1l —2—3—5), wume je mabao 3aspwen. I'pana 1 —2 —3 —5—9 je
sameopena (Konjyeamu Tq u Fq ce nanasze na woj), aru npeocmane mpu epane wucy, cmoza mabao
HUje 3aMe60peH.

IIpaBo cmmcao 3arBopenor tabsoa Hahu hemo y HapemHOM O€/bKY, KaJa he ce UCIIOCTABUTH 1A je
dopmysa A BasbaHa aKO M CaMo akKo je TabJio y uujem Kopeny je F'A 3arsopen. Kao mro cMo pekiu Ha
[OYETKY, OBa METOJa HACTOjU Ja reHepuiie KoHrpamozesre. Heycnex y KOHCTPYKIIUjU KOHTPAMOJIEA
ce OTJIeZla y 3aTBaparby jeiHe rpaHe ¢ 063WpoM Ha TO jga cKym dOopMysa ca Te TpaHe He MoxKe OnTH
3a710BOJbUB (Ha TpaHu ce Haja3e o3HadeHa HopMysa U meH Koujyrar). Ilopen oBora, mocToje murama
KOja ce mpupoano Hamehy (Ha mpumep, ja Jid ce OBOM METOJOM TPE€HEPHIIly CBH KOHTPAMOJEIU?) Ha
KOja je yIJIABHOM JIAKO OJICOBOPUTH, ajilii Cy CBAKAKO BPEIHA JINCKYCHje W HA HUX NEeMO OATOBOPUTH Y
HAPEHOM OZIeJbKY, re hemo u GopMaarm30BaTi IPETXOJHe KOHCTAHTAI]E.

2.2 KOpPEeKTHOCT M KOMILJIETHOCT

ITocmarpamo 6uaapHO ApBO 11, y 9MjuM 9BOPOBHMA ce Hasa3e o3nadene popmyste. Taga 3a GunapHo
apBo Th KaxkeMo [1a je HeroBo Jdupexmho npowupere ako ce Tp mobuja w3 1) mpumeHoMm « win (3
npasuia. Takohe, doxas 3a Heo3HaueHy opmynsy A je 3aTBopeH TabJio 3a A.

Teopema 2.2. Axo je T 3adosonuse mabao, u axo je To 1e2060 dupexmmo npowuperve, maoda je u
mabao Ty 3adosonus.

Joxas. Younmo rpany 6 Koja je 3amoBospuBa y Tabsoy 1) mpu Hekoj marepnperanuju I. Axo je To
J00UjeH TPaBUJIOM KOje He Mema #, OHIa je OYurIeaHo u Th 3aI0BOJBUB. ¥ CIyUajy [a je TPUMEHmEeHO
(v TIPABUJIO, HA, OCHOBY Teopeme 2.1 mmamo ma he HOBOAOOHMjeHA rpana u Taba0 Th OMTH 3aI0BOJHUBH.
Camuno u 3a  npasuiio, npu demy he 6ap jeana oz HOBOJOOMjeHUX IpaHa (Ipoumpema o §), a Tume
u 1abno Th, OUTH 33 0BOJHUBH. O

Teopema 2.3. (Kopexmnocm) Axo gopmysa A uma mabao doxas, onda je ona 6anbana.

Zloxas. IlpernocraBumo na dhopmyna A uma KoHTpamoes. Tama mocToju wHTepnperanyja I, mpu demy
je I(FA) = T. To 6u 3Ha91JI0 Ha OCHOBY TeopeMme 2.2 Jia IOCTOjU TpaHa KOja je 33J0BOJ/bUBa y Tab/Io
nokasy. Mehyrum, To je Hemoryhe jep je cBaka merosa rpaHa 3aTBOPEHA, Te He MOKe OUTH 3aI0BOHUBA.
Opasue cienu na je A BajbaHa. O



Ouurse1Ho 3aTBOPEHA IpaHa Taba0a He MOXKe OUTH 3310BOJbHABA, 118, HAM jeJUHO IpeocTaje ”moTpa-
)

ra“ 3a KOHTpaMO/eNuMa y 3aBplieHuM (He3arsopenum) rpanama. Ouekusan oJroBop Hasoiu cieieha

TeopeMa;:

Teopema 2.4. Csaka 366pUEHE 2DAHG KOJG HUje 3aME0OPEHA je 3aJ080.bUBA.

Zloxas. Heka je 6 3aBpriena rpana u §y ckym o3HaueHUX (DOPMYIIA Ca TE rpaHe. 3a CBAKO NCKA3HO CJIOBO
p, HajBHIIE jeaHa on (hopmyna T'p u F'p ce najasu Ha 0. Ako o popmyia npunaza (g, OH/Ia KOMIIOHEHTE
a1 1 ag npugajy Q. Ako 8 dbopmyna npunaza g, ouna [y uiu B2 npunazgajy Qg (**). Caza rpaxkumo
WHTEepIpeTanujy mpu Kojoj he 6 6uru 3amoBosbuBa. Kako TokoMm dpopMupama TabIoa, y CBAKOM KOPAKY
yrpornhasamo ¢opmyse, 3aBpiiene rpame he 3a 4ianoBe umaTtu u gopmyse odnuxa 1T'p wau F'p, rae
je p nckaszmo cioso. Crora je mpupoaHo JeduHUCATH WHTEPTPeTaNnnjy mpu Kojoj je Ip(p) = T ako n
camo ako T'p € )y 3a CBAKO UCKA3ZHO CJIOBO p. MHIYKIMjoM IO CJI0KeHOCTH (DOPMYJIe JTAKO Ce TOKa3yje
ma Iy 3amoBosbaBa cBe dopmysne u3 y. Hamme, moka3 3a mcka3Ha C/IOBA je TPUBWjAJIAH U CJIEAN U3
nebununuje Iy. Ha ocnoBy (**) u 2.1, ako o € Qy taga a1, as € )y, a Ha OCHOBY MHIYKTHBHE XUIIOTE3€E
Ip(ay) = Ip(an) = T, onnocuo Ig(a) = T 3a Heky « dbopmyny. Cauuno caenu u 3a 3 dopmyiy, dume
ce KOMILIeTAPA HAIIl JT0KA3. O

Teopema 2.5. (Komnaemnocm) Axo je opmyaa A samana, ceaxu 3aspueny mabao 3a A mopa
bumu 3ameopen.

Zloxas. TlpermocTaBuMoO CympoOTHO, OTHOCHO HEKA je TabJIo 3aBpIleH, aau He u 3aTBOpeH. Tama mocroju
rpaHa KOja je 3aBpIlleHa, aJIu He U 3aTBopeHa. Ha ocHOBY mpeTxoiHe Teopeme, TOCTOjU NHTEPIIPETAIIN]ja
npu KOjoj je OHa 3aJ0BOJbKBA, OJHOCHO 1pu Kojoj je I(FA) = T. Melyrum, kako je A tayrosoruja,
JOJIA3UMO JI0 KOHTPAIUKITH]€.

O

Y teopemu 2.4 Mmu cmo 3a gary 3aBpiieny rpany nedunucaau uarepuperanujy Iy dume cmo ob6e36e-
JIVJIH 33I0BOJBUBOCT TpaHe. Meljytum, kako mocroje nckasua ciosa p uuje o3uadene (popmyne Fp u Tp
ce He HaJIa3e Ha rpaHu (HUjeJHA O HHbUX), U KAKO BPEJIHOCTH TUX CJIOBA P HEKOj MHTepnperanuju [
He yTudy Ha 3370B0ojbuBOCT rpane 1pu I (y3 ycnos ga je I(a) = T ako Ta npunana rpauu, u I(a) = L
ako Fa npunaja rpanu, 3a UCKa3HO CJI0BO a € {lg), IOCTOjU BUIlle WHTEpHperaiuja, nopex Ip, npu
KOjUMa je IpaHa 3a/0Bo/buBa. [IpenusHuje, 3a cBaKO MCKA3HO CJIOBO Koje He mpumaia g, mocroje Jpe
MoryhHOCTH 3a BpPEeIHOCT [IPH HHTEPIPETAINjH, CTOTa OPOj OBAKBUX MHTEPIIPETAIIN]a €KCIIOHEHIIN]ATHO
3aBucu Oarr o7 Opoja OBaKO m3abpaHWX UCKABHUX CJIOBA.

Ha u cMo oBuM mocTymKOM ”moKpuin“ cBe koutrpamogene? Oxrosop je /IA. Hawme, cBaku KOH-
tpamozen oapehyje unrepnperanujy I 3a kojy je I(FA) = L (3a neosnaveny dbopmyny A). Ha ocHoBy
JoKas3a Teopeme 2.2, 3arBopeH Tabio 3a A hie Guru 3a10BOJBUB, 1ITA BUIE OCTOjalie rpaHa Koja je
3a70BOJbUBA TIPH I, & HA OCHOBY OCHOBY IPETXOMHOI HAYMHA ~TeHEPHUCama '’ KOHTPAMO/IEIa Ha, jeIHO]
rpanu, 06e30eauIn CMO TIOCTOjamhe nHTepnperamuje I.

3 IIporpamcka peajm3aruja

Y oBOM zeiy ce UPBO IIPEBOJAU yHETa HUCKA KapPaKTEPa, Koja Tpeba ja mupexacraBamba (HoOpMysry
KJIACWYHE UCKA3HEe JIOTWKE, Y OMHAPHO JPBO, & 3aTHM C€ Of TaKO yuntane dpopmysie (bopMupa TabIo u
BPINH CE MPETPAra HErOBUX TPAHA.

ITperBapamem yuere dbopmyse (y BULy HUCKE KapakTepa) y OMHAPHO APBO J00Hja Ce jelHOCTaB-
HEUju 0OMMK (popMysie 3a dyBalbe W duTame W oMoryhasa jaxire (opmupaimbe oarosapajyher tabmoa.
[Tapasesnno Tome BpIu ce ¥ IPOBEPA UCIPABHOCTU CAMOI' YHOCA 300 MpUPOJE MpaBibema apsera. To
ce paau Ha cjaegehu Hauyud. Ako umamo GopmyJly KJIaCMYHE UCKA3HE JIOIMKe ODJIMKa « x 3, rue je *
JIOTMYKY OMHAPHU CUMOOJI, * Ce MOCTaB/ba Y KOPEH JIPBETa, y JIEBO TMOACTA0IO Ce CTaB/ba OATOBapPa-
jyhe crabso dbopmyse «, a y gecuo moactadsio oarosapajyhe crabdmo dopmyse 5. Ykoauko je dpopmysia
obIMKa v, T07aje ce jedaH IBOp KOjH CAAPrKU HEeramujy W Ha Ibera ce HaJIoBe3yje APYTH KOju Caap:Ku
dopmyny a. IlocTymak ce moHaB/ba MOK He J0hEeMO 10 MCKA3HUX CJIOBA.

Taxko je na upumep 3a dopmyiay —(p — q) A (¢ V r) ourosapajyhie upso npukaszano Ha cjauuu 2.

To je mmmimementupano Ha ciaemehu vauwa. 3a cBaku OmHAapHM cuMOO0J (DOpMYyse ce TpOBEpPaBa
Ja Jiu Cy y JIeBOj U jecHoj noxadopmynu g00po mocTaB/beHe 3arpaje (fa Jiu je cBaka cnapeHa ca
oarosapajyfiom) u yKo/IMKO jecTe, yKjamajy ce CloJbHE 3arpajie U BPIIK Ce PeKyP3UBHA IPOBepa 3a 00e



Cimka 2

nmoadopmyste. [locTymak ce moHas/ba 0K ce HE J0he 10 MCKA3HOT CJIOBA. Y KOJIMKO CE€ Y HEKOM TPEHYTKY
MPUMETH HEIPABUTHO CIAPUBAIHE 3arpaia, HeJeraaHn OnHAPHNT CUMOOJT HJTH HEJIEraalHO HCKA3HO CJI0BO,
W3BPIIABAIHE Ce MPEeKuIa U POPMy/Ia Ce MPOIaliaBa HeUCIPaBHOM. /leTa/bHuju ONKUC JAT je HapeTHUM
1ncey10konom 1.

Asnropuram 1 lcnpasrocT yHOCa u bOpMUpaAFHE IPBETA

VYna3: Hucka xapaxTepa s
W3zaa3z: [Iposepa ma s je yHeTa HECKA (HOPMYTIa KIACHIHE UCKA3HE JIOTHKE U Y MOTBPIHOM CIIydajy
ce ¢popmupa oarosapajyhe npso t

1: u3bamuBarbe OJaHKO 3HAKOBA U3 HUCKE S

2: IOJABal-e OTBOPEHE W 3aTBOPEHE 3arpajie HA KpPajeBe HUCKE S

3: dynknuja FORMIRAJDRVO(s)

4 VKJIOHH CIIOJbHE 3arpajie y § aKO MOCTOje

5: aKoO S Ce CacTOju W3 CaMo jeIHOr CHMOOJa OHJIA

6: aKo je Taj cuM0OJI MAJIO WU BEJUKO JIATHHUYHO CJIOBO OHJA
7 BpaTU YBOP KOjHU CATAPKUA TO CJIOBO

8: uHavye

9: Bpatu NULL

10: 3a cBe OmHapHE cuMbO0se b y HIUCKA S paIu

11: aKo JIeBa U JIECHA IO/IHACKA MMAjy CIApPEHe 3arpaje OHga
12: [ + FORMIRAJDRVO(J1eBa TOITHUCKA)

13: d <+ FORMIRAJDRVO(mecHa mogHUCKA,)

14: ako | u d amcy NULL u s je oOprpspen 3arpazama oHaa
15: C < HOBH YBOP KOjH CAIAp:Ku b

16: c TIOKa3yje JieBo Ha |

17: C TOKa3yje /ecHo Ha d

18: BparTu ¢

19: aKo S MOYMEHEe HETAINjOM OH/IA

20: n30aru Heramnujy u3 s

21: t + FORMIRAJDRVO(s)

22 ako t uuje NULL onpga

23: BpaTU YBOP Ca HETAIMjOM KOjU TIOKazyje Ha t

24: Bpatu NULL

25: BpaTu FORMIRAJDRVO(Ss) > Bpaha oxrosapajyhe crabyio ako je ¢pomysia KOpeKTHA

OBze je t mOKa3WBaY HA KOPEH JPBETA, U IPBO jeé PEaM30BaAHO TAKO /13 CBAKHW UBOP CAJPIKU, TIOPET
onrosapajyher cumOojia, ¥ MOKa3WBade HA JIEBY W JeCHy rpany. Pamm jakmer dbopmupama Tabsoa,
MIPETXOIHOM AJTOPUTMY Ce JIoJaje Ja pas3iuKyje Caydaj eKBUBAJIEHIIMje KOjy O/IMaxX pa3/iBaja Ha JIBe
UMILTUKAIIU]E.

Bpewmencka ciozxkenoct oor aaropurma je O(n? logn), a npocropna je log n, rie je n 1yKuHa HECKe

Hapenau nmeo ce cacroju on mpaB/bema Tabaoa 3a oBako (opmupano apBo. Kpelie ce ox kopena



JIpBETa U y 3aBUCHOCTU Ol CUMOOJIA y IheMy HpuMemyje ce « wim [ npaBusio. Tako ce y ciaydajy o
[paBuJIa JI0AAjy 10 JIBe HOBE I'paHe 4BOpY ca oxrosapajyhum dpopmysnama u cumbosinma, 10K ce 3a
MPaBWJIO J0Ja jeiHA TpaHa ca nBa uBopa. OHaa ce MpoHasa3e CBM JIMCTOBM JIPBETA M 33 CBAKW OJT FhUX
ce TOCTYTaK IMOHABIbA.

Jla 6m ce mocrymak ybp3ao, a m Ja OM ce yjeqHo TMPOBEPHIO Ja Ju je (hopMmymra TayTOOTHja,
Mozke ce Behl TokoM ¢opmupara TabI0a BPIIATH IPOBEPA A JIH je HeKa IpaHa 3aTBOPEHA WIN He.
Jenna on mMmnieMeHTanuja TakBe MPOBEPE MOXKe OUTH TAKO IITO Ce y TOKY MPOJacKa Kpo3 Tabiio
n37Baja mocebaH HU3 y MeMOpHju Koju hie uyBaTn mojgarke o 6pojy mMojaBbuBarba NCKA3HUX CJI0BA UJIH
BUXOBUX Heranuja. Kpo3 Tabio ce mposia3u mperparom y AyOWHY M KaJla ce TOKOM INpeTrpare sohe 1o
WCKA3HOT CJI0BA, moBeha ce oaroapajyhiu esieMeHT HU3a KOju 4yBa OpOj MMOjaB/bUBAIHA, TOK CE TOKOM
pekyp3uBHOr Bpahama Taj 6poj cmamyje. Ha Taj maumn ce o6e3behyje ma ce mocmarpajy MOHABHAHA
KMCKA3HUX CJIOBA CAMO CA UCTE TPaHe. Y KOJIMKO y HEKOM TPEHYTKY J0he 0 I0jaB/buBAa UCTOT HCKA3HOT
cioBa u ca F u ca T cumbonom (1ITOo BHAMMO MPEKO MOMONHOT HU3a), OHJA Ce YBOPOBU Te TPaHe
O3HavaBajy 3aTBOpEHUM U Hehe ce majbe TpOBepaBaTH, YnMe ce g06mja ymrena spemena. Iloctymnak ce
HaCTaBJhba CBE JIOK HEMa BUIIIe HE3ATBOPEHMX YBOPOBA WMJIM JIOK Cy CBa NpaBuia (GpopMHUparma TadIoa
MpUMEeeHa. Y KOJIUKO Cy CBA YBOPOBH 3aTBOPEHH, (DOPMYJIa jeCTe TayTOJOTHja U TO Ce UCIHUCY]je, TOK
Cy Yy HEraTuBHOM CJIy4dajy OJl MHTEpeca OTBOPEHE I'DAHE KOje Ce KaCHUje NOCMATPajy 3a UCIHCUBAHE
KOHTPAMOZIEJIA.

OgBaj mocTymnak ce MOKe OIUCATH W AJITOPUTMOM 2.

Asaroputam 2 @opmupame TabI0a

Vaasz: @opmyna A knacuyde nckasHe jioruke y GOpMH IpBeTa
W3znas3: Anasmruyuku tabsio ¢gopmyne A

1: byurmja PROVERITABLO(t)

2 ako t moka3dyje Ha cuM00JI S OHZA

3 moehaj mojarpuBame cnMbosa s ca onrorapajyhoM o3HakoMm n3 ¢

4: ako Beh mocToju 1ojaBbUBaE CMMO0JIa § Ca CYIPOTHOM O3HAKOM OHJA
5: O3HA4U ¢ Ka0 3aTBOPEH

6 PROVERITABLO(71€Ba rpana of t)

7 cMaib¥ MOjaB/bUBAIbE CUMOOIA ca onroBapajyhuM 3HakoOM W3 JieBe IpaHe Of ¢
8 PROVERITABLO(zecua rpana og t)

9 CMaFb! TI0jaB/bUBAIRE CHMOO0JIA ca oroBapajyhnmM 3HakoM n3 mecHe rpaHe of t
10: aKo Cy YBOpOBHU u3 00€ TpaHe YBOpa t 3aTBOPEHU OHJIA
11: 0O3Ha4u ¢ Kao 3aTBOPEH

12: Kpeupaj 4Bop t Koju caiapxku cumb0oa F u kopen dpomyse A
13: OOK mocroju Hernocehen 4BOp ¢ pajam

14: y3eTH 3a ¢ OHAj He3aTBOPEHU YBOpP HajMaibe [yOuHe y IpBeTy > ¢ je KOpeH He3aTBOPEHNX
15: 3a cBe HE3aTBODEHe JINCTOBe [ JpBeTa t pajau

16: y 3aBHCHOCTH OJ CUMOOJIa y ¢ TIPUMEHUTH (v WK [3 TIPABUIO Ha [

17: PROVERITABLO(¢)

18: BpaTHu ¢

Ha oBaj maumn mposepa ma ju je popMysia TayTOJIOTHja CBOIU CE€ CAMO Ha YIHUT 1a JIK je KOPEH
Tabsioa t 3aTBOPEH MJK HE. Y KOJIMKO jecTe, OH/IA je u 1eo TabJsio 3aTBOpeH u hopMyJia je TayToJOoruja.
VKOIMKO HUje, TOCTOje KOHTPpaMoae u hopMysie U OHM MOTY J1a Ce T00U]y TTPOJIACKOM KPO3 HE3ATBOPEHE
rpase TabJoa.

IIponasnarkeme KOHTpaMonena ce ojpuja Ha ciefehn naumn. Kako je y mHTEpecy Ja ce UCIHUTY]y
rpaHe MOjeIMHAYHO, IIPETPara ce BPIMU y AyOWHY W TOKOM e Ce y MEMODPHjU 4yBa HU3 KOjU MMaMTH
TpenyTan 6poj 10jaB/bUBamba UCKa3HUX csioBa ca oxrosapajyhum suwakom (F uau T) y tabuoy. Kana
ce gohe no smcra tabsoa, HA OCHOBY TOI' IIOMONHOI HHM3a MOXKE C€ yCTAHOBUTU KOjy HCTUHUTOCHY
BpemHOCT Tpeba ma mobujy ompehenn cumbosm. YKOJIUKO C€ Yy HEKOj 'DAHU HE TMOjaBe CBA MCKA3HA
CJIOBa KOja y4ecTBYjy y dhOpMYyIH, TaJa HUXOBA HCTHHUTOCHA BPEIHOCT HUje ofpelerHa Kpo3 mposiasak
u MOXKe Ja Oy/e mpou3BO/bHA. 3aTO Ce 3a Te MpeocTare cuMOOoe TeHEPHINy CBe BapHujanuje Moryhux
BpennocTu. /lerasbHuju onmc JAT je aJropuMoMm 3.



Anropuram 3 I'enepucame KOHTpaMOIETA

VYnas: Tabso t popmyne A KiracuyHe UCKA3HE JIOTUKE
WN3znas: Korarpamonean dpopmyne A
1: dbyskmMja KONTRAMODELI(t)

aKo je t MCKA3HO CJIOBO OHJOA
moBehaj Opoj mojaBpuBama cuMO0/Ia ca oaroBapajyhinm 3uakom u3 ¢

aKo je t TuCT OHJA
JI0JIe/IM UCTUHUTOCHE BPEJIHOCTU 33 MCKA3HA CJIOBA KOja Ce I0jaBjbyjy Yy I'PaHu
reHepuiiy cBe Moryhe Bapujaluje 3a IIpPeocTalia HCKa3Ha CJI0Ba
WCIWIIHN T€ KOHTPAMOIETIEe

nmHa4de
KONTRAMODELI(JI€Ba IrpaHa Of t)
CMamb¥ T0jaB/hbUBaE cUMOOIa ca oAroBapajynuM 3HaKOM W3 JieBe TpaHe Of ¢
KONTRAMODELI(ziecHa rpana o t)
CMam¥ MOjaB/bUBAMKE CUMOOIA Ca OAroBapajyhuM 3HAKOM W3 IEeCHE TpaHe o t

= =
N = O

Kommosunujom oBux dyHKNMja 3a MOJa3HYy YHETY HHUCKY KapakTepa Koja Tpeba Ja ImpecTaBiba
dopmyiy KiTacu9IHe HCKA3HE JIOTWKE UCIUTYje Ce [1a JIU je Ba/baHa WU HE, a Y HETaTUBHOM CJIy4ajy Ce
onpelyjy u cBu HeHNH KOHTPAMOIEIIH.

4 Pegynaratu

Kako cmoxkenocr amropurama 2 m 3 He 3aBUCH CaMO OJ [yKWHE yHeTe HuCKe, Beh u ox Opoja
UCKA3HUX CJIOBA KOja y4ecTByjy y (opmysu, Kao u oj came KOHCTpyKuuje dhopmyse (koju cumbonu cy
y 10j U Ha KOju HAYUH Cy KOMOMHOBaHM), HUje Oall HAjjeJHOCTABMU]E [IPELU3HO j€ OAPEeIUTH.

3a Behuny dbopmyna ca mame ox 15 kKapakrepa (He pauynajyhu Gesune), n3BpIiaBame Tpaje HeKO-
JINKO JIECEeTUHA CEKYH/IM, JOK 3a OHE MAJIO JIyKe, CUTYalllja MOXKEe OUTH TOCTA CJIOKEHW]a.

Ha npumep, 3a dopmyny a VbV eV dVeV fV g usspmasame nporpama tpaje 0.79 cexyumu, 10K
3a dopmyny a <> b <> ¢ <> d <> e «> f <> g uzBpmaBame tpaje 11.86 cexynau.

3a dopmyiy, ox oko 75 KapakTepa,

(((pVv(gnr)) < (VA PVT))A((p — 7)A(g = 1)) < ((pVg) = m))V((p = q) — ((pVr) — (gVT)))

KOja je TayTOoJIOTHja, je OTpeOHO 7.82 CexyHIe.
YKOJMKO TOCJIe/Iiheé MCKA3HO CJIOBO ©” 3aMEHMMO HEKMM HOBUM, HA NPUMEDP G, 3a HOBOIOOHjeHY
dopmymy, ca uctuM OpojeM KapakTepa Kao MpeTXOmgHa,

=(((pV(gAr)) < (PVOA(VT))A((p = 1)A(g = 1)) < ((pVg) = 1)))V((p = ¢) = ((pVr) — (¢Va)))

KOja OBOra IIyTa HHje TayToJoruja, je morpedbuo 54.36 cexyHau.

IIporpam na Kpajy resepuiie u KTEX g1oKyMeHT ca CKAIOM TabJi0a U HAYUHOM Ha KOJU Cy IDaHe
nobujere. ITpumep jeHOr NEJIOKYITHOT TIOCTYTKa MOXKe ce BuaeTn Ha dopmymn (p V q) — p, raoe ce
Ha, HEKOJIMKO JIECETUHA CEeKYyHJe m00uja Tabio, ma HopMysa HUje TayTOJOTHja U FHeHU KOHTPAMOIEIH.
lemeprcanu JOKyMeHT HM3LJIEAA OBAKO:

W) F(pve=rp la: (2, 3)]
2)TpVa |B: (4 5)
(3)Fp
(4)Tp (5) T q

Osrie je jenna rpaHa 3aTBOpEHa, a Apyra HuUje, na mporpam Bpaha ga dhopmyna HEje TayToNOrHja U
HUCIHUCY]e KOHTPaMOJIeIe.



I(p) = 0; I(a) = 1;

Iakje, (bopMmysna HEje TauHA, y CAMO jEITHOM CJIyYajy U TO je 33 HETAYHO P U TAYHO (.

5 3akJpydak

Pesynratn mokasyjy a je oBaKO MMTJIEMEHTHPAHA METOJA AHAJNTHYINX TAabJI0a TMPUMEHJ/bUBA 34
kpahe dbopmyse uam oHe Majo jeIHOCTaBHUjE, JOK M3BPINABHE MOXKE J1a TOTpaje 3a OHe KOMIIIMKOBA-
HUje.

OBo ce MOoKe TTOTEHUIHjATHO PENTUTH TAKO IIITO Ce KOJI IIPeTpare 3a 3aTBOPEHOCT TabI0a IIOCMATPA]y
uesie GopMyJsie U IbUXOBE HEraluje yMecTO CAMO UCKA3HUX CJIOBA. Y TPEHYTHO] MMIIJIEMEHTAIINA]H, TPAHY
Tabs10a 00e/Ie2KaBaMO 3aTBOPEHOM CAMO AKO IMPUMETHMO J1a Ce€ Ha Ib0j I0jaBJbyjy IBOPOBH OOJIHKA P
7 —p, 33 HEKO MCKA3HO CJIOBO P, a OHA Ce MOYKEe MPOIJIACHTH 3aTBOPEHOM ¥ DaHHje, YKOJINKO Ce jaBH
Heka GopMysIa (v Ha TpAHU 3ajeHO ca CBOjoM HerammjoM —¢. OBakaB aomaTak O 3HAYAJHO JOMTPUHEO
BPEMEHCKO]j CJIOKEHOCTH.

Jom ynanpebhema ce Moxke 101aTH U HA MOYETKY, IPYA yIUTABAKY. | PEHYTHO IPOrpaM 3a UCKA3HA
CJI0BA MOZKE /1A yYUTa CAMO MaJjla M BeJIMKA JIATUHUYIHA CJI0Ba aberese, na ce y jemnnoj popmynu Moxke
jaBUTH HajBUINE 52 PA3IMIUTA UCKAZHA CJI0BA. Morio 6u ce momaru MOTYNHOCT yYnTaBarma MCKAZHUX
CJIOBa ca MHIEKCOM HIp. a; Kao al. OBo He OM MOOO/BINTAIO BpeMe M3BPINaBamka, aau Ou oMoryhuso
Behy cobomy mpu m30opy dopmyaa, ogaocHo Behu 1oMen yHOCA.

Taxobe, Koz cI000AHUX UCKA3HUX CJIOBA Y TE€HEPHUCAY KOHTPAMOEIA, TOKOM PadyHama CBUX MO-
ryhux Bapujamuja y HEKUM CHTyalujama JA0J1a3u 10 IOHAaB/bakba KonTpamoesia. Ha npumep, ako nmamo
dopmyny p A q, mona3n 10 ABOCTPYKOT MUCTHUCHBAa KOHTpaMojesna y KoMe cy u p u g Heradan. OBo
ce jaBba jep ce y jauctroBuMa Tabsioa jaBbajy F p u F g, u oHIA ce 3a Caydaj KaJa je p HEeTadHO
ucnucyjy csu Moryhu ciydajeBu 3a ¢, o/f KOjUX je jeJaH HETAYHO p U HeTadHo ¢. MehyTuMm, Taj ciydaj
ce n00Wja u Kaa ce mpoJia3u Kpo3 APyry rPaHy, TIe je ¢ HeTAYHO U KaJ1a Ce TeHEPHIy cBe MoryhHocTH
3a p. Kao um nperxonno, Hu 0BO yHampeheme He OM 3HATAjHO JTOMPUHETO BPEMEHCKO] MJIM IIPOCTOPHO]
CJIOKEHOCTH, ann Ou oMmoryhuimo Kpahu ¥ KOMIAKTHUAJU HCIIHUC.

JIuteparypa

[1] Henan Kpuasan Sopan Orwanosuli. Yeod y meopujcro pawynapemso. 2004.
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