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Sa�etak

Ci	 rada je da se praktiqno realizuje metoda analitiqkih tabloa u klasiqnoj iskaznoj
logici. Tako implementiran program bi bio jednostavniji dokazivaq teorema ove logike i
u suxtini bi ispitivao da li je neka formula tautologija i eventualno generisao �ene
kontramodele uz pomo� tabloa. Ve�ina rada zasnovana je na k�izi [1].

1 Uvod

1.1 Klasiqna iskazna logika

Sam naslov ode	ka, danax�em svetu matematike i raqunarstva veoma je poznat. Klasiqna
iskazna logika, kao podobalst matematiqke logike, bavi se prouqava�em formalnog jezika, te-
orija izgra�enih na �emu i postupcima dokaziva�a tvr�e�a u tim teorijama. Me�utim, mi se
ne�emo deta	no udub	livati u ovu oblast (za vixe deta	a videti [1]), ve� �emo uvesti osnovne
pojmove i definicije, jer bez zna�a istih, qita�e poglav	a koja slede bilo bi znatno ote�ano.

U svakodnevnoj komunikaciji 	udi koriste proste i slo�ene reqenice. Za matematiqku lo-
giku, posebno su privlaqne one koje mogu imati vrednost taqno ili netaqno. Takve reqenice
nazivaju se iskazima. Na primer, "Lopta je plava\ je iskaz, dok "Pozdrav\, nije iskaz. Prethod-
ni iskaz, ne mo�e se rastaviti na prostije iskaze. Takvi iskazi nazivaju se atomski iskazi.
Uobiqajena praksa je da se atomski iskazi oznaqavaju iskaznim slovima (a, b, p, a1 ...). Slo�e-
ni iskazi grade se kombinova�em iskaznih slova, logiqkih veznika i otvorenih i zatvorenih
zagrada. Navedimo logiqke veznike:

• Negacija iskaza p je "Nije p\, u oznaci ¬p.

• Konjunkcija iskaza p i q je "p i q\, u oznaci p ∧ q.

• Disjunkcija iskaza p i q je "p ili q\, u oznaci p ∨ q.

• Implikacija iskaza p i q je "Ako p, onda q\, u oznaci p→ q.

• Ekvivalencija iskaza p i q je "p ako i samo ako q\ u oznaci p↔ q.

Primer 1.1. Primer slo�enog izraza je "Ako je danas kixa, sutra je ponede	ak ili utorak.\

Prevedimo na formalni jezik pojam iskazne formule, uvo�e�em odgovaraju�e definicije:

Definicija 1.1. Iskazne formule se definixu na slede�i naqin:

• Iskazna slova suatomske formule.

• Atomske formule su iskazne formule.

• Ako su P i Q iskazne formule, tada su ¬P , ¬Q, P ∧ Q, P ∨ Q, P → Q i P ↔ Q iskazne
formule.

• Iskazne formule se grade samo konaqnom primenom prethodnih pravila.
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I(P ) I(Q) I(¬P ) I(P ∧Q) I(P ∨Q) I(P → Q) I(P ↔ Q)

> > ⊥ > > > >
> ⊥ ⊥ ⊥ > ⊥ ⊥
⊥ > > ⊥ > > ⊥
⊥ ⊥ > ⊥ ⊥ > >

Tabela 1.1: Osnovne operacije - Istinitosna tablica

Osvrnimo se sada na primer 1.1. Ako izrazu \Danas je kixa\ dodelimo iskazno slovo p,
izrazu \Sutra je ponede	ak\ slovo q i izrazu \Sutra je utorak\ slovo r, slo�eni iskaz mo�emo
napisati kao p→ (q ∨ r).

Kao xto smo ve� rekli, pri radu sa iskaznim formulama zanimaju nas �ihove istinitosne
vrednosti. U sluqaju klasiqne iskazne logike, istinitosna vrednost je jedan od dva izraza:
taqno ili netaqno. > oznaqava istinitosnu vrednost taqno, a ⊥ oznaqava istinitosnu vrednost
netaqno.

Definicija 1.2. Interpretacija I je preslikava�e koje iskaznim slovima dode	uje jednu od
vrednost iz skupa >,⊥. Vrednost formule P pri interpretaciji I, u oznaci I(A), je:

• Ako je P = a iskazno slovo (atomska formula), onda je I(P ) = I(a).

• Ako su ve� izraqunate vrednosti vrednosti I(P ) i I(Q) za iskazne formule A i B, vred-
nosti I(¬P ), I(P ∧Q), I(P ∨Q), I(P → Q) i I(P ↔ Q) raqunamo na osnovu tabele 1.1.

Definicija 1.3. Formula P je zadovo	iva ako postoji interpretacija I takva da je I(P ) = >.
Skup formula {P1, P2, ...Pn} je zadovo	iv ako postoji interpretacija za koju je I(Pi) = > za sve
i ∈ {1, 2, ...n}.

Matematiqarima su kroz vekove objekti koji imaju specifiqne osobine uvek bili posebno
zanim	ivi. Logika nije izuzetak. Stoga �emo definisati posebne tipove formula, koje su, u
smislu broja interpretacija pri kojima su taqne, definitivno vredne diskusije. Xta vixe, one
su od krucijalnog znaqaja za ovaj rad, jer se gotovo ceo nastavak istog, \interesuje\ bax za �ih.

• Formula je tautologija (va	ana formula) ako je taqna pri svakoj interpretaciji.

• Formula je kontradikcija ako je netaqna pri svakoj interpretaciji.

• Interpretacija I je model za formulu P ako je I(P ) = >; I je kontramodel za P ako je
I(P ) = ⊥.

Primer 1.2. Posmatrajmo formulu ∆ = (p ∨ q) → (p ∧ q). Formula je zadovo	iva jer izborom
interpretacije I1(p) = > i I1(q) = >, va�i I1(∆) = >, stoga je I1 model za ∆ i formula
nije kontradikcija. Jedan kontramodel za ∆ je interpretacija I2(p) = > i I2(q) = ⊥, jer je
I2(∆) = ⊥, te formula nije tautologija. Primer tautologije bi bila formula (p∨q)↔ (q∨p),
a primer kontradikcije p ∧ ¬ p.

2 Teorijske osnove

2.1 Analitiqki tabloi

Ovaj deo �emo posvetiti metodi analitiqkih metoda u iskaznoj logici. Glavni ci	 metode
je da za datu formulu proveri �enu va	anost. Korix�e�em iste, nastojimo da napravimo kon-
tramodel za neku formulu, pa ako se u tome ne uspe, metoda garantuje da je formula va	ana.
Kako tra�imo kontramodele? Formula je va	ana ako i samo ako �ena negacija nije taqna ni
pri jednoj interpretaciji, stoga se prirodno name�e posmatra�e negacije formule, i tra�e�e
interpretacija u kojima je ona taqna. Sada �emo uvesti i notaciju koju koristimo u nastavku
poglav	a(takozvana ujednaqavaju�a notacija).
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α α1 α2

TA ∧B TA TB
FA ∨B FA FB
FA→ B FA TB
T¬A FA FA
F¬A TA TA

β β1 β2

FA ∧B FA FB
TA ∨B TA TB
TA→ B FA TB

Tabela 2.1: α i β formule

Za iskazni jezik koji se sastoji od prebrojivo mnogo iskaznih slova, zagrada i logiqkih
veznika ¬, ∧, ∨, → definiximo nove formalne simbole T i F (asociraju nas na true, odnosno
false) koji se ne nalaze u iskaznom jeziku. Za iskaznu formulu A, formule TA i FA su oznaqene
formule. Konjugat formule TA je FA, i obrnuto. Znak T ispred formule tumaqimo kao "taqno
je", dok znak F tumaqimo kao "nije taqno". Shodno tome, za proizvo	nu interpretaciju I je
I(TA) = I(A) i I(FA) = I(¬A).

Sve neatomske oznaqene formule(u sluqaju klasiqne iskazne logike, atomske formule su
iskazna slova) se dele na α i β formule. Takve formule imaju odgovaraju�e komponente α1 i α2,
odnosno β1 i β2 (Tabela 2.1).

Nije texko uoqiti da se α formule mogu tumaqiti kao konjunkcija svojih komponenti. Na
primer, "taqno je"A∧B ako i samo ako je "taqno"A i ako je "taqno"B. Sliqno, β formule tuma-
qimo kao disjunkciju odgovaraju�ih komponenti. Ovu konstantaciju opravdava slede�a teorema:

Teorema 2.1. Za proizvo	nu interpretaciju I va�i:

• I(α) = > akko I(α1) = I(α2) = >

• I(β) = > akko I(β1) = > ili I(β2) = >

• I(TA) = > akko I(FA) = ⊥, za oznaqenu formulu A

Dokaz. U zavisnosti od tipa formule lako se dokazuje tra�eno. Na primer, I(FA→ B) = > ⇔
I(A→ B) = ⊥ ⇔ I(A) = > i I(B) = ⊥ ⇔ I(TA) = I(FB) = >. Analogno dokazujemo i za ostale
sluqajeve.

Opiximo sada postupak formira�a analitiqkog tabloa. Za formulu A, analitiqki tablo
predstav	a binarno drvo u qijim qvorovima se nalaze oznaqene podformule formule A koje se
konstruixe na slede�i naqin:

• U koren drveta postav	a se formula FA

• Neka je L list1 neke grane2 θ do tog momenta konstruisanog drveta. U zavisnosti od for-
mula koje se nalaze na grani θ, nastavak konstrukcije se odvija u dva mogu�a smera:

α pravilo: Ako se α formula nalazi na θ, tada se grana produ�ava sa dva nova qvora
u kojima se nalaze formule α1 i α2 redom. (Potomak, odnosno dete lista L je qvor koji
sadr�i α1, a dete qvora α1 je qvor koji sadr�i formulu α2).

β pravilo: Ako se β formula nalazi na θ, tada se θ u qvoru L grana, pri qemu levi potomak
sadr�i formulu β1, a desni potomak formulu β2.

Va�no je napomenuti da ako kroz neki qvor prolazi vixe grana, primena pravila konstruk-
cije na taj qvor se odra�ava na sve grane(*). Preostaje nam da vidimo kada i kako se zavrxava
konstrukcija tabloa. Stoga, definiximo par pojmova koje �emo koristiti u nastavku i koji nam
direktno iz definicije daju odgovor na ono xto tra�imo:

• Grana tabloa je zatvorena ako se na �oj nalaze formula i �en konjugat. Tablo je zatvoren
ako je svaka grana tabloa zatvorena.

1
list je qvor drveta koji nema nijednog potomka

2
grana predstav	a put u drvetu koji poqi�e u korenu, a zarvxava se u nekom listu
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1 : F (p→ q)→ (p ∧ q)

2 : T (p→ q)

3 : Fp ∧ q

4 : Fp

6 : Fp 7 : Fq

5 : Tq

8 : Fp 9 : Fq

Slika 1

• Grana tabloa je zavrxena ako su odgovaraju�a pravila konstrukcije prime�ena na sve
qvorove sa te grane.

• Tablo je zavrxen ako mu je svaka grana zatvorena ili zavrxena.

• Grana je zadovo	iva ako postoji interpretacija I pri kojoj su sve oznaqene formule u
qvorovima te grane taqne. Tablo je zadovo	iv ako postoji grana koja je zadovo	iva.

Primer 2.1. Konstruiximo tablo za formulu ∆ = (p → q) → (p ∧ q)(Slika 1). Sada �emo
deta	no opisati postupak konstrukcije. Inicijalno, u qvor 1 postav	amo oznaqenu formulu
F∆. Primenom α pravila formiraju se qvorovi 2 i 3. Da	e, primenom β pravila na qvor 2,
formiraju se qovorovi 4 i 5. Konaqno, primenom β pravila na qvor 3, formiramo qvorove 6 i 7,
odnosno 8 i 9 (setimo se (*), pravilo se prime�uje na sve grane koje prolaze kroz qvor, u naxem
sluqaju grane 1 − 2 − 3 − 4 i 1 − 2 − 3 − 5), qime je tablo zavrxen. Grana 1 − 2 − 3 − 5 − 9 je
zatvorena (Konjugati Tq i Fq se nalaze na �oj), ali preostale tri grane nisu, stoga tablo
nije zatvoren.

Pravo smisao zatvorenog tabloa na�i �emo u narednom ode	ku, kada �e se ispostaviti da je
formula ∆ va	ana ako i samo ako je tablo u qijem korenu je F∆ zatvoren. Kao xto smo rekli na
poqetku, ova metoda nastoji da generixe kontramodele. Neuspeh u konstrukciji kontramodela
se ogleda u zatvara�u jedne grane s obzirom na to da skup formula sa te grane ne mo�e biti
zadovo	iv (na grani se nalaze oznaqena formula i �en konjugat). Pored ovoga, postoje pita�a
koja se prirodno name�u (na primer, da li se ovom metodom generixu svi kontramodeli?) na
koja je uglavnom lako odgovoriti, ali su svakako vredna diskusije i na �ih �emo odgovoriti u
narednom ode	ku, gde �emo i formalizovati prethodne konstantacije.

2.2 Korektnost i kompletnost

Posmatramo binarno drvo T1, u qijim qvorovima se nalaze oznaqene formule. Tada za binarno
drvo T2 ka�emo da je �egovo direktno proxire�e ako se T2 dobija iz T1 primenom α ili β
pravila. Tako�e, dokaz za neoznaqenu formulu A je zatvoren tablo za A.

Teorema 2.2. Ako je T1 zadovo	iv tablo, i ako je T2 �egovo direktno proxire�e, tada je i
tablo T2 zadovo	iv.

Dokaz. Uoqimo granu θ koja je zadovo	iva u tablou T1 pri nekoj interpretaciji I. Ako je T2
dobijen pravilom koje ne me�a θ, onda je oqigledno i T2 zadovo	iv. U sluqaju da je prime�eno
α pravilo, na osnovu teoreme 2.1 imamo da �e novodobijena grana i tablo T2 biti zadovo	ivi.
Sliqno i za β pravilo, pri qemu �e bar jedna od novodobijenih grana (proxire�a od θ), a time
i tablo T2, biti zadovo	ivi.

Teorema 2.3. (Korektnost) Ako formula A ima tablo dokaz, onda je ona va	ana.

Dokaz. Pretpostavimo da formula A ima kontramodel. Tada postoji interpretacija I, pri qemu
je I(FA) = >. To bi znaqilo na osnovu teoreme 2.2 da postoji grana koja je zadovo	iva u tablo
dokazu. Me�utim, to je nemogu�e jer je svaka �egova grana zatvorena, te ne mo�e biti zadovo	iva.
Odavde sledi da je A va	ana.
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Oqigledno zatvorena grana tabloa ne mo�e biti zadovo	iva, pa nam jedino preostaje "potra-
ga\ za kontramodelima u zavrxenim (nezatvorenim) granama. Oqekivan odgovor navodi slede�a
teorema:

Teorema 2.4. Svaka zavrxena grana koja nije zatvorena je zadovo	iva.

Dokaz. Neka je θ zavrxena grana i Ωθ skup oznaqenih formula sa te grane. Za svako iskazno slovo
p, najvixe jedna od formula Tp i Fp se nalazi na θ. Ako α formula pripada Ωθ, onda komponente
α1 i α2 pridaju Ωθ. Ako β formula pripada Ωθ, onda β1 ili β2 pripadaju Ωθ (**). Sada tra�imo
interpretaciju pri kojoj �e θ biti zadovo	iva. Kako tokom formira�a tabloa, u svakom koraku
uprox�avamo formule, zavrxene grane �e za qlanove imati i formule oblika Tp ili Fp, gde
je p iskazno slovo. Stoga je prirodno definisati interpretaciju pri kojoj je Iθ(p) = > ako i
samo ako Tp ∈ Ωθ za svako iskazno slovo p. Indukcijom po slo�enosti formule lako se dokazuje
da Iθ zadovo	ava sve formule iz Ωθ. Naime, dokaz za iskazna slova je trivijalan i sledi iz
definicije Iθ. Na osnovu (**) i 2.1, ako α ∈ Ωθ tada α1, α2 ∈ Ωθ, a na osnovu induktivne hipoteze
Iθ(α1) = Iθ(α2) = >, odnosno Iθ(α) = > za neku α formulu. Sliqno sledi i za β formulu, qime
se kompletira nax dokaz.

Teorema 2.5. (Kompletnost) Ako je formula A va	ana, svaki zavrxeni tablo za A mora
biti zatvoren.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, odnosno neka je tablo zavrxen, ali ne i zatvoren. Tada postoji
grana koja je zavrxena, ali ne i zatvorena. Na osnovu prethodne teoreme, postoji interpretacija
pri kojoj je ona zadovo	iva, odnosno pri kojoj je I(FA) = >. Me�utim, kako je A tautologija,
dolazimo do kontradikcije.

U teoremi 2.4 mi smo za datu zavrxenu granu definisali interpretaciju Iθ qime smo obezbe-
dili zadovo	ivost grane. Me�utim, kako postoje iskazna slova p qije oznaqene formule Fp i Tp
se ne nalaze na grani (nijedna od �ih), i kako vrednosti tih slova pri nekoj interpretaciji I
ne utiqu na zadovo	ivost grane pri I (uz uslov da je I(a) = > ako Ta pripada grani, i I(a) = ⊥
ako Fa pripada grani, za iskazno slovo a ∈ Ωθ), postoji vixe interpretacija, pored Iθ, pri
kojima je grana zadovo	iva. Preciznije, za svako iskazno slovo koje ne pripada Ωθ, postoje dve
mogu�nosti za vrednost pri interpretaciji, stoga broj ovakvih interpretacija eksponencijalno
zavisi bax od broja ovako izabranih iskaznih slova.

Da li smo ovim postupkom "pokrili\ sve kontramodele? Odgovor je DA. Naime, svaki kon-
tramodel odre�uje interpretaciju I za koju je I(FA) = ⊥ (za neoznaqenu formulu A). Na osnovu
dokaza teoreme 2.2, zatvoren tablo za A �e biti zadovo	iv, xta vixe postoja�e grana koja je
zadovo	iva pri I, a na osnovu osnovu prethodnog naqina "generisa�a\ kontramodela na jednoj
grani, obezbedili smo postoja�e interpretacije I.

3 Programska realizacija

U ovom delu se prvo prevodi uneta niska karaktera, koja treba da predstava	a formulu
klasiqne iskazne logike, u binarno drvo, a zatim se od tako uqitane formule formira tablo i
vrxi se pretraga �egovih grana.

Pretvara�em unete formule (u vidu niske karaktera) u binarno drvo dobija se jednostav-
niji oblik formule za quva�e i qita�e i omogu�ava lakxe formira�e odgovaraju�eg tabloa.
Paralelno tome vrxi se i provera ispravnosti samog unosa zbog prirode prav	e�a drveta. To
se radi na slede�i naqin. Ako imamo formulu klasiqne iskazne logike oblika α ∗ β, gde je ∗
logiqki binarni simbol, ∗ se postav	a u koren drveta, u levo podstablo se stav	a odgovara-
ju�e stablo formule α, a u desno podstablo odgovaraju�e stablo formule β. Ukoliko je formula
oblika ¬α, dodaje se jedan qvor koji sadr�i negaciju i na �ega se nadovezuje drugi koji sadr�i
formulu α. Postupak se ponav	a dok ne do�emo do iskaznih slova.

Tako je na primer za formulu ¬(p→ q) ∧ (q ∨ r) odgovaraju�e drvo prikazano na slici 2.
To je implementirano na slede�i naqin. Za svaki binarni simbol formule se proverava

da li su u levoj i desnoj podformuli dobro postav	ene zagrade (da li je svaka sparena sa
odgovaraju�om) i ukoliko jeste, ukla�aju se spo	ne zagrade i vrxi se rekurzivna provera za obe
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∧

¬

→

p q

∨

q r

Slika 2

podformule. Postupak se ponav	a dok se ne do�e do iskaznog slova. Ukoliko se u nekom trenutku
primeti nepravilno spariva�e zagrada, nelegalni binarni simbol ili nelegalno iskazno slovo,
izvrxava�e se prekida i formula se proglaxava neispravnom. Deta	niji opis dat je narednim
pseudokodom 1.

Algoritam 1 Ispravnost unosa i formira�e drveta

Ulaz: Niska karaktera s
Izlaz: Provera da li je uneta niska formula klasiqne iskazne logike i u potvrdnom sluqaju
se formira odgovaraju�e drvo t

1: izbaciva�e blanko znakova iz niske s
2: dodava�e otvorene i zatvorene zagrade na krajeve niske s

3: funkcija formirajDrvo(s)
4: ukloni spo	ne zagrade u s ako postoje
5: ako s se sastoji iz samo jednog simbola onda
6: ako je taj simbol malo ili veliko latiniqno slovo onda
7: vrati qvor koji sadr�i to slovo
8: inaqe

9: vrati NULL
10: za sve binarne simbole b u niski s radi
11: ako leva i desna podniska imaju sparene zagrade onda
12: l← formirajDrvo(leva podniska)
13: d← formirajDrvo(desna podniska)
14: ako l i d nisu NULL i s je obrgr	en zagradama onda
15: c← novi qvor koji sadr�i b
16: c pokazuje levo na l
17: c pokazuje desno na d
18: vrati c

19: ako s poqi�e negacijom onda

20: izbaci negaciju iz s
21: t←formirajDrvo(s)
22: ako t nije NULL onda

23: vrati qvor sa negacijom koji pokazuje na t

24: vrati NULL

25: vrati formirajDrvo(s) . vra�a odgovaraju�e stablo ako je fomula korektna

Ovde je t pokazivaq na koren drveta, i drvo je realizovano tako da svaki qvor sadr�i, pored
odgovaraju�eg simbola, i pokazivaqe na levu i desnu granu. Radi lakxeg formira�a tabloa,
prethodnom algoritmu se dodaje da razlikuje sluqaj ekvivalencije koju odmah razdvaja na dve
implikacije.

Vremenska slo�enost ovog algoritma je O(n2 log n), a prostorna je log n, gde je n du�ina niske
s.

Naredni deo se sastoji od prav	e�a tabloa za ovako formirano drvo. Kre�e se od korena
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drveta i u zavisnosti od simbola u �emu prime�uje se α ili β pravilo. Tako se u sluqaju α
pravila dodaju po dve nove grane qvoru sa odgovaraju�im formulama i simbolima, dok se za β
pravilo doda jedna grana sa dva qvora. Onda se pronalaze svi listovi drveta i za svaki od �ih
se postupak ponav	a.

Da bi se postupak ubrzao, a i da bi se ujedno proverilo da li je formula tautologija,
mo�e se ve� tokom formira�a tabloa vrxiti provera da li je neka grana zatvorena ili ne.
Jedna od implementacija takve provere mo�e biti tako xto se u toku prolaska kroz tablo
izdvaja poseban niz u memoriji koji �e quvati podatke o broju pojav	iva�a iskaznih slova ili
�ihovih negacija. Kroz tablo se prolazi pretragom u dubinu i kada se tokom pretrage do�e do
iskaznog slova, pove�a se odgovaraju�i element niza koji quva broj pojav	iva�a, dok se tokom
rekurzivnog vra�a�a taj broj sma�uje. Na taj naqin se obezbe�uje da se posmatraju ponav	a�a
iskaznih slova samo sa iste grane. Ukoliko u nekom trenutku do�e do pojav	iva�a istog iskaznog
slova i sa F i sa T simbolom (xto vidimo preko pomo�nog niza), onda se qvorovi te grane
oznaqavaju zatvorenim i ne�e se da	e proveravati, qime se dobija uxteda vremena. Postupak se
nastav	a sve dok nema vixe nezatvorenih qvorova ili dok su sva pravila formira�a tabloa
prime�ena. Ukoliko su svi qvorovi zatvoreni, formula jeste tautologija i to se ispisuje, dok
su u negativnom sluqaju od interesa otvorene grane koje se kasnije posmatraju za ispisiva�e
kontramodela.

Ovaj postupak se mo�e opisati i algoritmom 2.

Algoritam 2 Formira�e tabloa

Ulaz: Formula A klasiqne iskazne logike u formi drveta
Izlaz: Analitiqki tablo formule A

1: funkcija proveriTablo(t)
2: ako t pokazuje na simbol s onda
3: pove�aj pojav	iva�e simbola s sa odgovaraju�om oznakom iz t
4: ako ve� postoji pojav	iva�e simbola s sa suprotnom oznakom onda

5: oznaqi t kao zatvoren

6: proveriTablo(leva grana od t)
7: sma�i pojav	iva�e simbola sa odgovaraju�im znakom iz leve grane od t
8: proveriTablo(desna grana od t)
9: sma�i pojav	iva�e simbola sa odgovaraju�im znakom iz desne grane od t
10: ako su qvorovi iz obe grane qvora t zatvoreni onda
11: oznaqi t kao zatvoren

12: kreiraj qvor t koji sadr�i simbol F i koren fomule A
13: dok postoji nepose�en qvor c radi
14: uzeti za c onaj nezatvoreni qvor najma�e dubine u drvetu . c je koren nezatvorenih
15: za sve nezatvorene listove l drveta t radi
16: u zavisnosti od simbola u c primeniti α ili β pravilo na l
17: proveriTablo(t)
18: vrati t

Na ovaj naqin provera da li je formula tautologija svodi se samo na upit da li je koren
tabloa t zatvoren ili ne. Ukoliko jeste, onda je i ceo tablo zatvoren i formula je tautologija.
Ukoliko nije, postoje kontramodeli formule i oni mogu da se dobiju prolaskom kroz nezatvorene
grane tabloa.

Pronala�e�e kontramodela se odvija na slede�i naqin. Kako je u interesu da se ispituju
grane pojedinaqno, pretraga se vrxi u dubinu i tokom �e se u memoriji quva niz koji pamti
trenutan broj pojav	iva�a iskaznih slova sa odgovaraju�im znakom (F ili T) u tablou. Kada
se do�e do lista tabloa, na osnovu tog pomo�nog niza mo�e se ustanoviti koju istinitosnu
vrednost treba da dobiju odre�eni simboli. Ukoliko se u nekoj grani ne pojave sva iskazna
slova koja uqestvuju u formuli, tada �ihova istinitosna vrednost nije odre�ena kroz prolazak
i mo�e da bude proizvo	na. Zato se za te preostale simbole generixu sve varijacije mogu�ih
vrednosti. Deta	niji opis dat je algorimom 3.
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Algoritam 3 Generisa�e kontramodela

Ulaz: Tablo t formule A klasiqne iskazne logike
Izlaz: Kontramodeli formule A

1: funkcija kontramodeli(t)
2: ako je t iskazno slovo onda
3: pove�aj broj pojav	iva�a simbola sa odgovaraju�im znakom iz t

4: ako je t list onda
5: dodeli istinitosne vrednosti za iskazna slova koja se pojav	uju u grani
6: generixi sve mogu�e varijacije za preostala iskazna slova
7: ispixi te kontramodele
8: inaqe

9: kontramodeli(leva grana od t)
10: sma�i pojav	iva�e simbola sa odgovaraju�im znakom iz leve grane od t
11: kontramodeli(desna grana od t)
12: sma�i pojav	iva�e simbola sa odgovaraju�im znakom iz desne grane od t

Kompozicijom ovih funkcija za polaznu unetu nisku karaktera koja treba da predstav	a
formulu klasiqne iskazne logike ispituje se da li je va	ana ili ne, a u negativnom sluqaju se
odre�uju i svi �eni kontramodeli.

4 Rezultati

Kako slo�enost algoritama 2 i 3 ne zavisi samo od du�ine unete niske, ve� i od broja
iskaznih slova koja uqestvuju u formuli, kao i od same konstrukcije formule (koji simboli su
u �oj i na koji naqin su kombinovani), nije bax najjednostavije precizno je odrediti.

Za ve�inu formula sa ma�e od 15 karaktera (ne raqunaju�i beline), izvrxava�e traje neko-
liko desetina sekundi, dok za one malo du�e, situacija mo�e biti dosta slo�enija.

Na primer, za formulu a ∨ b ∨ c ∨ d ∨ e ∨ f ∨ g izvrxava�e programa traje 0.79 sekundi, dok
za formulu a↔ b↔ c↔ d↔ e↔ f ↔ g izvrxava�e traje 11.86 sekundi.

Za formulu, od oko 75 karaktera,

¬(((p∨(q∧r))↔ ((p∨q)∧(p∨r)))∧(((p→ r)∧(q → r))↔ ((p∨q)→ r)))∨((p→ q)→ ((p∨r)→ (q∨r)))

koja je tautologija, je potrebno 7.82 sekunde.
Ukoliko posled�e iskazno slovo r zamenimo nekim novim, na primer a, za novodobijenu

formulu, sa istim brojem karaktera kao prethodna,

¬(((p∨(q∧r))↔ ((p∨q)∧(p∨r)))∧(((p→ r)∧(q → r))↔ ((p∨q)→ r)))∨((p→ q)→ ((p∨r)→ (q∨a)))

koja ovoga puta nije tautologija, je potrebno 54.36 sekundi.
Program na kraju generixe i LATEX dokument sa skicom tabloa i naqinom na koji su grane

dobijene. Primer jednog celokupnog postupka mo�e se videti na formuli (p ∨ q) → p, gde se
na nekoliko desetina sekunde dobija tablo, da formula nije tautologija i �eni kontramodeli.
Generisani dokument izgleda ovako:

(1) F (p ∨ q)⇒ p |α : (2, 3)|

(2) T p ∨ q |β : (4, 5)|

(3) F p

(4) T p (5) T q

Ovde je jedna grana zatvorena, a druga nije, pa program vra�a da formula nije tautologija i
ispisuje kontramodele.
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I(p) = 0; I(q) = 1;

Dakle, formula nije taqna u samo jednom sluqaju i to je za netaqno p i taqno q.

5 Zak	uqak

Rezultati pokazuju da je ovako implementirana metoda analitiqih tabloa primen	iva za
kra�e formule ili one malo jednostavnije, dok izvrxav�e mo�e da potraje za one komplikova-
nije.

Ovo se mo�e potenicijalno rexiti tako xto se kod pretrage za zatvorenost tabloa posmatraju
cele formule i �ihove negacije umesto samo iskaznih slova. U trenutnoj implementaciji, granu
tabloa obele�avamo zatvorenom samo ako primetimo da se na �oj pojav	uju qvorovi oblika p
i ¬p, za neko iskazno slovo p, a ona se mo�e proglasiti zatvorenom i ranije, ukoliko se javi
neka formula α na grani zajedno sa svojom negacijom ¬α. Ovakav dodatak bi znaqajno doprineo
vremenskoj slo�enosti.

Jox unapre�e�a se mo�e dodati i na poqetku, pri uqitava�u. Trenutno program za iskazna
slova mo�e da uqita samo mala i velika latiniqna slova abecede, pa se u jednoj formuli mo�e
javiti najvixe 52 razliqita iskazna slova. Moglo bi se dodati mogu�nost uqitava�a iskaznih
slova sa indeksom npr. a1 kao a1. Ovo ne bi pobo	xalo vreme izvrxava�a, ali bi omogu�ilo
ve�u slobodu pri izboru formula, odnosno ve�i domen unosa.

Tako�e, kod slobodnih iskaznih slova u generisa�u kontramodela, tokom raquna�a svih mo-
gu�ih varijacija u nekim situacijama dolazi do ponav	a�a kontramodela. Na primer, ako imamo
formulu p ∧ q, dolazi do dvostrukog ispisiva�a kontramodela u kome su i p i q netaqni. Ovo
se jav	a jer se u listovima tabloa jav	aju F p i F q, i onda se za sluqaj kada je p netaqno
ispisuju svi mogu�i sluqajevi za q, od kojih je jedan netaqno p i netaqno q. Me�utim, taj sluqaj
se dobija i kada se prolazi kroz drugu granu, gde je q netaqno i kada se generixu sve mogu�nosti
za p. Kao ni prethodno, ni ovo unapre�e�e ne bi znaqajno doprinelo vremenskoj ili prostornoj
slo�enosti, ali bi omogu�ilo kra�i i kompaktniji ispis.
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