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UVOD U MATEMATICKU LOGIKU

ZADACI ZA VEZBE 1 VEZBU

1. ISKAZNA ALGEBRA

Ostrvo Istinozboraca i LazZova je sledeéi logicki kontekst. Pretpostavimo da se nalazimo na ostrvu na kome
zive dva plemena: pleme Istinozboraca i pleme Lazova. Svaki stanovnik ostrva nalazi se u ta¢no jednom od
ovih plemena. Stanovnici ostrva po svemu su isti, osim $to Istinozborci uvek govore istinu, a Lazovi uvek
lazu.
Neka je a istinitosna vrednost iskaza ,,A je Istinozborac”, gde je A osoba sa Ostrva Istinozboraca i Lazova.
Ako je poznato da je A izjavio iskaz ta¢nosti p, dokazati da je a = p.
Nalazimo se u drustvu stanovnika A, B, C', D, F i F Ostrva Istinozboraca i Lazova. Poznato je da su neki
od njih dali sledece iskaze:

A: B i F su Lazovi.

B: Bar jedan od C'i D je Lazov.

C: E je Lazov ili je F Istinozborac.

D: Ako je E Lazov, onda je F' Istinozborac.

E: F je Lazov, a C je Istinozborac.
Kojim plemenima pripadaju ovi stanovnici?
Nalazimo se u drustvu stanovnika A, B, C, D, E i F Ostrva Istinozboraca i Lazova. Poznato je da su neki
od njih dali sledece iskaze:

A: FE i F nisu iz istog plemena.

B: F'i F su iz istog plemena.

C: Taéno jedan od A i E je Lazov.

D: FE je Lazov, a B je Istinozborac.

E: 1li je B Lazov ili je D Istinozborac.
Kojim plemenima pripadaju ovi stanovnici?
Da li postoji iskaz koji nijedan stanovnik na Ostrvu Istinozboraca i Lazova ne moze da izgovori?
Koje pitanje stranac na Ostrvu Istinozboraca i Lazova treba da postavi stanovniku A kako bi iz njegovog
odgovora sa sigurno$éu mogao da zakljuci iz kog je A plemena? Stanovniku A dozvoljeno je da odgovori samo
sa da ili ne.
Stranac na Ostrvu Istinozboraca i Lazova sreé¢e osobe A i B i pita osobu A ,,Da li ste oboje Lazovi?”. Osoba
A je dala jedan od odgovora da ili ne, i stranac je na osnovu toga zaklju¢io kojim plemenima pripadaju A i
B. Kojim plemenima pripadaju A i B, i Sta je osoba A odgovorila?
Stranac na Ostrvu Istinozboraca i Lazova srec¢e osobe A i B i pita osobu A ,,Da li ste oboje Lazovi?”. Osoba
A je dala jedan od odgovora da ili ne, ali stranac ne moze da zakljué¢i kojim plemenima pripadaju A i B, pa
postavlja drugo pitanje osobi A ,,Da li ste iz istog plemena?”. Osoba A ponovo daje odgovor da ili ne. Ovoga
puta stranac je zakljucio kojim plemenima pripadaju A i B. Kojim plemenima pripadaju A i B, i Sta je osoba

A odgovorila?
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Na Ostrou Spijuna i LaZova zive dva plemena: Spijuni i Lazovi. Kao i ranije, svaki stanovnik je u tacéno
jednom od plemena, Lazovi uvek lazu, a Spijuni govore istinu kada pri¢aju sa osobom iz svog plemena, a lazu
kada pric¢aju sa osobom iz drugog plemena. Osim ovih osobina, stanovnici se ni po ¢emu drugom ne razlikuju.
Neka su @ i b istinitosne vrednosti iskaza ,,A je Spijun.” i ,,B je Spijun.”, gde su A i B osobe sa Ostrva Spijuna
i Lazova. Ako je poznato da je A rekao B-u iskaz tacnosti p, dokazati da je a Ab = p.
Nalazimo se u drustvu stanovnika A, B, C, D, E i F Ostrva Spijuna i Lazova. Poznato je da su izreceni
slededi iskazi:

A je rekao B-u: Ako je C Spijun, onda je F Lazov.

B je rekao C-u: D je Spijun ili je A Lazov.

C je rekao D-u: Bar jedan od F'i B je Lazov.

D je rekao E-u: Ako je A Spijun, onda je i F' Spijun.
Kojim plemenima pripadaju ovi stanovnici?
Nalazimo se u drustvu stanovnika A, B, C, D, E i F Ostrva Spijuna i Lazova. Poznato je da su izreceni
slededi iskazi:

A je rekao B-u: F je Spijun, a C' je Lazov.

B je rekao C-u: Ako je A Lazov, onda je i F' Lazov.

C je rekao D-u: B i F su iz istog plemena.

D je rekao E-u: F je Spijun ili je C' Lazov.
Kojim plemenima pripadaju ovi stanovnici?
Naéi primer iskaza koji na Ostrvu Spijuna i Lazova:

a) nijedan Spijun ne moze da kaze (ali Lazov moze);

)

-

nijedan Lazov ne moze da kaze (ali Spijun moze);
¢) nijedan Spijun ne moze da ¢uje (ali Lazov moze);

);
)

o,

)

)

) nijedan Lazov ne moze da ¢uje (ali Spijun moze);
)

e) niko ne moze da kaze.

K3k

Na Ostrou Istinozboraca i Spijuna Zive pleme Istinozboraca koje kao i ranije uvek govori istinu, i pleme Spijuna,
koje kao i ranije govore istinu samo osobama iz svog plemena.
Neka su a i b istinitosne vrednosti iskaza ,,A je Istinozborac.” i ,,B je Istinozborac.”, gde su A i B osobe sa
Ostrva Istinozboraca i Spijuna. Ako je poznato da je A rekao B-u iskaz tacénosti p, dokazati da je b — a = p.
Nalazimo se u drustvu stanovnika A, B, C, D, E i F Ostrva Istinozboraca i Spijuna. Poznato je da su izreceni
slededi iskazi:

A je rekao B-u: E je Istinozborac ili je C' Spijun.

B je rekao C-u: A je Istinozborac, a D je Spijun.

C je rekao D-u: F' i A su Spijuni.

D je rekao E-u: Ili je A Istinozborac ili je F' Spijun.
Kojim plemenima pripadaju ovi stanovnici?
Naéi primer iskaza koji na Ostrvu Istinozboraca i Spijuna:

a) nijedan Istinozborac ne moze da kaze (ali Spijun moze);

)

=3

o
= L o

nijedan Spijun ne moze da kaze (ali Istinozborac moze);

);
)

o

nijedan Istinozborac ne moze da ¢uje (ali Spijun moze

nijedan Spijun ne moze da ¢uje (ali Istinozborac moze

)

niko ne moze da kaze.

@)
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Na Ostrvu Istinozboraca i Duplih agenata zive pleme Istinozboraca, koji kao i ranije uvek govore istinu, i
pleme Duplih agenata, koji govore istinu osobama koje nisu iz istog plemena, a lazu osobe iz svog plemena.
Neka su a i b istinitosne vrednosti iskaza ,,A je Istinozborac.” i ,,B je Istinozborac.”, gde su A i B osobe sa
Ostrva Istinozboraca i Duplih agenata. Ako je poznato da je A rekao B-u iskaz taCnosti p, dokazati da je
aVb=np.
Nalazimo se u drustvu stanovnika A, B,C, D, EZ'i F' Ostrva Istinozboraca i Duplih agenata. Poznato je da su
izreceni slededi iskazi:

A je rekao B-u: F' i D su Istinozborci.

B je rekao C-u: D i F su iz istog plemena.

C je rekao D-u: Bar jedan od F'i A je Dupli agent.

D je rekao E-u: C' je Istinozborac, a B je Dupli agent.
Kojim plemenima pripadaju ovi stanovnici?
Nadi iskaz koji na Ostrvu Istinozboraca i Duplih agenata:

a) nijedan Istinozborac ne moze da kaze (ali Dupli agent moze);

b

=3

nijedan Dupli agent ne moze da kaze (ali Istinozborac moze);

);
)

o

nijedan Istinozborac ne moze da ¢uje (ali Dupli agent moze

Q.
= L o

nijedan Dupli agent ne moze da ¢uje (ali Istinozborac moze

)

niko ne moze da kaze.

)

*okxk

Na Ostrvu Duplih agenata i LaZova zive pleme Duplih agenata, koji kao i ranije govore istinu samo osobama
koje nisu iz istog plemena, i pleme Lazova, koji kao i ranije uvek lazu.

Neka su a i b istinitosne vrednosti iskaza ,,A je Dupli agent.” i ,,B je Dupli agent.”, gde su A i B osobe sa
Ostrva Duplih agenata i Lazova. Ako je poznato da je A rekao B-u iskaz tac¢nosti p, odrediti p u zavisnosti
odaib.

Nadi iskaz koji na Ostrvu Duplih agenata i Lazova:

a) nijedan Lazov ne moze da kaze (ali Dupli agent moze);

b

=3

o
SN N

nijedan Dupli agent ne moze da kaze (ali Lazov moze);

i

o

nijedan Lazov ne moze da ¢uje (ali Dupli agent moze)
nijedan Dupli agent ne moze da ¢uje (ali Lazov moze);

)

niko ne moze da kaze.

@
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Na Ostrou Duplih agenata i Spijuna Zive pleme Duplih agenata, koji kao i ranije govore istinu samo osobama
koje nisu iz istog plemena, i pleme Spijuna, koji kao i ranije govore istinu samo osobima iz svog plemena.
Neka su a i b istinitosne vrednosti iskaza ,,A je Dupli agent.” i ,,B je Dupli agent.”, gde su A i B osobe sa
Ostrva Duplih agenata i Spijuna. Ako je poznato da je A rekao B-u iskaz tacnosti p, odrediti p u zavisnosti
odaib.

Naéi iskaz koji na Ostrvu Duplih agenata i Spijuna niko ne moze da kaze.

Da li na Ostrvu Duplih agenata i Spijuna postoji iskaz koji:

a) Dupli agent moze, a Spijun ne moze da kaze;

b) Dupli agent ne moze, a Spijun moze da kaze?

*okk

Na Ostrou Severnih i Juznih Spijuna 7ivi pleme Severnih Spijuna i pleme Juznih Spijuna. Svaki stanovnik

govori istinu samo osobima iz svog plemena.
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Neka su a i b istinitosne vrednosti iskaza ,,A je Severni Spijun.” i ,,B je Severni Spijun.”, gde su A i B osobe
sa Ostrva Severnih i Juznih Spijuna. Ako je poznato da je A rekao B-u iskaz taénosti p, odrediti p u zavisnosti
odaib.

Naéi iskaz koji na Ostrvu Severnih i Juznih Spijuna:

a) nijedan Severni Spijun ne moze da kaze (ali Juzni moze);

b) nijedan Severni Spijun ne moze da ¢uje (ali Juzni moze);

¢) niko ne moze da kaze.

Kk

Na Ostrvu Severnih i Juznih Duplih agenata zivi pleme Severnih Duplih agenata i pleme Juznih Duplih
agenata. Svaki stanovnik govori istinu samo osobima koje nisu iz njegovog plemena.

Neka su a i b istinitosne vrednosti iskaza ,,A je Severni Dupli agent.” i ,,B je Severni Dupli agent.”, gde su
A i B osobe sa Ostrva Severnih i Juznih Duplih agenata. Ako je poznato da je A rekao B-u iskaz tacnosti p,
odrediti p u zavisnosti od a i b.

Nadi iskaz koji na Ostrvu Severnih i Juznih Duplih agenata:

a) nijedan Severni Dupli agent ne moze da kaze (ali Juzni moze);

b) nijedan Severni Dupli agent ne moze da cuje (ali Juzni moze);

¢) niko ne moze da kaze.

2. ISKAZNE FORMULE

Napisati istinitosne tablice sledeé¢ih formula:

a) (pA-r)V(qA-T) = (pVg—r1); d) (pA (=g = —p))A(=gV-r)—= (r— -p);
b) =(pA(gVr))A(rVp); e) A(@—=7)V((=p—=qgAr)A(=pVq));
o) (p=qg)—r)e@Ag—T); f) p—=(@—= @A ANDAT)).

Da li su one zadovoljive, porecive, tautologije ili kontradikcije?

Dokazati da su sledeée formule tautologije:

a) (p=r)AN(@—=r)< (pVg—r); d) (pAg—71)e(p—(g—1))
b) =N p—71)e(P—qAir); e) (p—q) —=mVr—=gqVvr);
c) p=qV—r)e@—=qVr); f) (p—=aA(r—s)—=>{@Vr—qVs).

Neka su ¢ i 9 iskazne formule takve da je ¢ zadovoljiva, 9 poreciva i |= ¢ — 1. Dokazati P(p) NP()) # 0,
tj. ¢ i ¥ imaju bar jedno zajednicko slovo.

Dokazati da su sledece formule ekvivalentne:

a) =(p—=>qV(pAgipVg—pAg ) (perg < er)ilpe g« (pe )
b) (p—=q)—=ri(pA-q)Vr; d) pe(g¥r)ip¥(gerr).

Koristeéi ekvivalentne transformacije dokazati da su sledec¢e formule tautologije:

a) p—(q—p); o) =r)A(g—=r)< (PVag—r)

b) (p¢q)¥(p< —q); d) p—=@—=r)—=(p—=q9— @)
Odrediti neku DNF' i neku KNF sledeéih formula:

a) (perq) = o) (p—=ag)—r)—s

b) (p—=qVr)A(r— —p); d) pAge Vs

Zapisati KDNF i KKNF formule ¢ = ¢(p,q,r) (u formuli ¢ javljaju se slova p,q,r) ako je ¢ tatna samo u
valuacijama u kojima su:
a) sva tri slova tacna; ¢) samo jedno slovo tacno;

b) samo dva slova tacna; d) neparno mnogo slova tacno.



2.8.  Odrediti sve medusobno neekvivalente formule ¢ = ¢(p, q,r) takve da je formula § = (p A g <> @) = gAT
tautologija.
2.9. Odrediti sve medusobno neekvivalente formule ¢ = ¢(p, ¢, r) takve da je formula 6 = ((p <> q) < @) A(r = @)
kontradikcija.
2.10. Koliko ima neekvivalentnih parova formula ¢ = ¢(p, ¢) i ¢ = ¥(p, q) takvih da je formula § = (p — p)¥ (Y Aq)
tautologija? Ako je 1 kontradikcija, odrediti sve formule ¢ takve da je  tautologija.
2.11. Dokazati da su sledeéi skupovi potpuni:

a) {~ Ak d) {L—=}% g) {LAeh ) AV Y ek m)  {l}.
b) {ﬁa\/}§ e) {27—>}; h) {T7 \/,Y}; k) {/\7¥’H}§
) {=—=k f) {LVv,eh AT, A DAl
2.12.  Oznag¢imo sa - veznik dat ekvivalencijom p - ¢ < —(p — ¢), odnosno tablicom:
p q|pP—~q
T T N
T N T
N T N
N N N
Dokazati da su sledeéi skupovi potpuni:
a) {= >}k b) {T,=} ¢) {==»h d) {e,-}
2.13. Dokazati da sledeéi skupovi nisu potpuni:
a) {T,L,A,V}; b) {T,L,~,VY, <} c) {T,AV,=, <} d) {L,AV,»,V

2.14. Neka je ¢ proizvoljan binaran veznik (zadat jednom od Sesnaest mogucéih tablica). Ako je {¢} potpun, dokazati
daje o =|ili o =|.

3. SKUPOVNE OPERACILJE

3.1. Za proizvoljne skupove A, B i C' dokazati:

a) 0CA; c) ACBABCC=ACC;
b) ACA; d) ACBANBCA< A=B.
3.2. Za skupove A i B dokazati da su slededi iskazi ekvivalentni:
a) ACB; b) AN B=A4; ¢) AUB=B; d) ANB=0.
3.3. Po definiciji dokazati skupovne identitete:
a) AN(BNC)=(ANB)NC; m) (AAB)UC =(AUC)A(BNC);
b) UBUC)=(AUB)UC; n) AN (BAC)= ( B)A(ANC);
c) N(AUB) = 4; o) (ANB) AC’:(AAC) (AN B);
d) U(ANB) = A4 p) (AUB)AC = (AAC)A(B N A);
e) NBUC) = (AOB)U(AQC); q) (AN B)AC = (AAC)A(AN B);
f) UBNC)=(AUB)N(AUC); r) (AN B)¢ = A°U B¢
g) (AUB)\C = (A\C (B\C); s) (AUB)*=A°NB°=A°\ B;
h) (ANB)NC=(ANC)N(B\C); t) (AN B)¢=A°UB;
i) (ANB)UC=(AUC)~ (BNCY); u) (AAB)® = A°AB = AABS;
j) AN(BNC)=(ANB)U(ANCQC); v) AAB= A°AB¢
k) AN(BNC)=(ANB)U(ANC); w) BNA=A°NB=A°\ B-.

1) AA(BAC) = (AAB)AC,
3.4. Dokazati skupovne identitete:

a) (ANB)UBNC)U(CNA) =(AUB)N(BUC)N(CU A).
5



3.9.

3.6.

3.7.

3.8.
3.9.
3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.
3.15.

3.16.
3.17.

b) (AAB)NC=(ANC)A(BNC)=(C~AA(C\ B);

c) (AAB)NC=(ANC)A(BNC)=(AUC)A(BUC);

Neka su A, B i C proizvoljni skupovi.

a) Ispitati u kom su odnosu skupovi AN (BUC)i (ANB)UC.

b) Odrediti (neki jednostavan) potreban i dovoljan uslov da prethodna dva skupa budu jednaka?

Neka su A, B i C proizvoljni skupovi.

a) Dokazati (AUB)NC C (ANB)UC.

b) Gde je greska u slede¢em ,,dokazu” obratne inkluzije?
Dokaz. Neka je x € (ANB)UC i dokazimo x € (AUB)NC. Pretpostavimo suprotno, v ¢ (AUB)NC.
Tadax ¢ AUBix ¢ C. zx € (ANB)UC ix ¢ C zakljucujemo x € AN B, odakle x € AU B jer je
ANB C AUB. Kako smo veé videli da x ¢ AUB, dosli smo do kontradikcije. Dakle, x € (AUB)NC. O

¢) Pod kojim uslovom ée vaziti (AUB)NC = (AN B)UC?

Neka su A, B i C proizvoljni skupovi.

a) Dokazati (ANB)NC CAN(B\C).

b) Gde je greska u slede¢em ,,dokazu” obratne inkluzije?
Dokaz. Nekax € AN(BNC). Tadax € Aix ¢ BNC,pax ¢ Bix¢C. zx € Aix ¢ B imamo
x € AN B, pa kako i x ¢ C zakljucujemo x € (A~ B) N C. O

¢) Pod kojim uslovom vazi (AN B)~C =A~ (B~ C)?

Ispitati pod kojim uslovom vazi AAC = BAC.

Dokazati (AAB)UC 2 (AUC)A(BUC). Pod kojim uslovom vazi jednakost?

(Opstinsko takmicenje iz matematike za uéenike srednjih skola 2021.) Neka su A i B neprazni skupovi takvi

da AZ BiB¢ A. Neka su skupovi X,, 1 Y,,, n > 1, definisani sa:

Xp=A~ (B~ (A~ (B~...)) i Yy = AABA(AA(BA...))).

n skupova n skupova
Za svako n > 1 ispitati u kom su odnosu skupovi X,, i Y,,.

Koriste¢i metod tautologije dokazati:

a) AN(BNC)=(ANB)U(ANC); ¢) AU(BNC)D(AUB)N (AUCQ);
b) (ANCA(BNC)=(AUC)A(BUC); d) (ANB)NC2(ANC)*~(BNC)-.
Svodenjem na ANF dokazati skupovne identitete:

a) (ANB)N(B\C)=A\ B; c) AUu(BNC)=(AuB)N(AUC);
b) (ANB)U(ANB)=A4; d) (A°U(A°\ B))c = A.

Svodenjem na ANF dokazati inkluzije:

a) AU(BAC)2 (AUB)A(AUC); ¢) AN(BUC)C(ANB)U(ANC(C);
b) AN(BNC)D(ANB)N(ANCO); d) AN(BNC)D2(ANB)N(ANC).

Koris¢enjem ANF ispitati kada vazi jednakost u inkluzijama iz prethodnog zadatka.

Neka su A i B proizvoljni skupovi. Dokazati:

a) PeP(A)iAeP(A); d) P(AUB) 2 P(A)UP(B).
b) A C B akko P(A) C P(B); e) Dokazati i da jednakost u d) vazi akko A C B ili
c) P(ANB)=P(A)NP(B); B C A.

Akoje ACCi B CD,dokazati Ax BC C x D.

Neka je Ax BC C x D.

a) Gde je greska u sledeéem ,,dokazu” da je A C C?
Dokaz. Ncka je a € A proizvoljan element. Izaberimo b € B. Tada (a,b) € A x B, pa kako je
A x B CC x D, zakljucujemo (a,b) € C x D. Specijalno, to znac¢i da a € C. Dakle, A C C. O

b) Pod kojim uslovom bi prethodni dokaz bio tac¢an?
6



3.18.

3.19.

3.20.

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

c¢) Dalivazi A C C? Ako vazi, dati dokaz, a ako ne vazi, dati kontraprimer.

Neka su A, B, C skupovi. Dokazati identitete:

a) AxXx(BNC)=(AxB)N(AxC) i1 (ANB)xC=(AxC)n(Bx (),

b) Ax(BUC)=(AxB)UAxC) i (AUB)xC=(AxC)U(BxC(C);

c) Ax(BNC)=(AXxB)N(AxC) 1 (ANB)xC=(AxC)~\(BxCC)

d) Ax(BAC)=(AxB)A(AxC) i (AAB)xC=(AxC)A(Bx ().

Neka su A, B,C, D skupovi. U kom odnosu su skupovi:

a) (ANB)x(CND)i(AxC)n(Bx D);

b) (AUB)x(CuUD)i(AxC)U(Bx D);

c) (ANB)x(C~\D)i(AxC)~(BxD);

d) (AAB) x (CAD)i(AxC)A(Bx D)?

Neka su A, B, C, D skupovi. Zapisati slede¢e skupove kao kombinaciju skupova A x C;A x D,B x C,B x D
koristedéi operacije N, U, \, A:

a) (AUB)x (CUD); c) (AAB)x (CAD); e) (ANB)x (C\ D)
b) (AN B)x(C\D); d) (AN B)x (CUD); f) (AAB) x (C\ D).

4. FORMULE PRVOG REDA

Ako sa p(z) oznac¢imo predikat ,,x je pas”, a sa m(x) predikat ,,x je meSanac” (gde je univerzum diskursa za

promenljivu x npr. skup svih Zivotinja), zapisati sledece iskaze:

a) Svi meSanci su psi. d) Neki pas nije meSanac.
b) Neki pas je mesanac. e) Nisu svi psi mesanci.
¢) Nijedan pas nije meSanac. f) Ne postoji pas koji nije meSanac.

Oznac¢imo [(z): ,,z laje”, m(x): ,,x maSe repom” i u(z): ,,z ujeda”, gde je univerzum diskursa svih

promenljivih skup svih pasa. Procitati sledece recenice:

a)  (Va)l(z); d)  (Bz)(m(z) A —u(z));
b)  (Fz) ~u(w); e)  (3z)(U(z) Am(z));
c) (Vo) =(m(x) Al(2)); f)  (vo)(U(z) = ~u(z)).

Koristedi predikate m(z): ,,x je musko”, r(z,y): ,,x je roditelj od y” i b(z,y): ,,x i y su u braku”, gde je

univerzum diskursa svih promenljivih skup svih ljudi, zapisati simboli¢ki sledeée predikate:

a) x je otac od y; d) =z je ujak od y;
b) =z je baba po ocu od y; e) x je svastika od y;
¢) x je rodeni brat od y; f) x je zet od y.

Sta znace predikati dati sa:
g) —m(x) A-r(z,y) A (32)(m(z) Ab(z, 2) Ar(z,y));
h) —m(z) A (32)(z £ x Ar(z,9) A (Fuw)(r(u, z) Ar(u, 2)));

) zZyAm(z) Am(y) A(F2)(Fu)[z # uA-m(z) A—m(u) A (Fo)(r(v, 2) Ar(v,u)) Ab(x, z) Ab(y,uw)l;
i) —m(z) Amy) A (32)Bu)[z £z Au £y A-m(z) Ab(z,y) Am(u) Ab(u,z) A (Fv)(r(v, 2) Ar(v,u))]?

Zapisati simbolicki sledece iskaze podrazumevajuéi da je univerzum diskursa svih promenljivih skup realnih

i

brojeva:
a) Svaki nenula realan broj ima multiplikativan inverz.
b) Kvadrat svakog realnog broja veéeg od 1 vedi je od njega samog.
¢) Kvadrat svakog realnog broja iz (0, 1) manji je od njega samog.
d) Svaki pozitivan realan broj je kvadrat nekog negativnog broja.
e) Jednacina 22 = 1 ima i pozitivno i negativno resenje.

Na jeziku £ = {p}, ar(p) = 2, data je formula ¢ = p(z) i model M predstavljen grafom:
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4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

gde je domen M = {a,b,c,d,e, f}, a predikat p™ predstavljen je strelicom, tj. p™(u,v) je taéno akko u — v.
Odrediti ta¢nost formule ¢ u svim valuacijama promenljive z, gde je ¢:

a) p(z,z); c) (Vy)p(y,z); e) (Jy)-p(z,y);

b) () p(y, z); d) =(3y) p(=,y); f)  (Vy) —p(y, x).
Izracunati vrednosti sledeé¢ih formula ¢ = ¢(x) u svim valuacijama promenljive x u modelu iz zadatka 4.5.:
a)  (Vy)(—p(z, ) = —p(z,9)); d)  (3y)(3z)(p(x,y) Ap(z,2));

b)  (Vy)(p(y,z) — p(z,2)); e) (Fy)(3F2)(p(z,y) Ap(z,2) Ny # 2);

c) (Jy)(32)(p(z,y) Aply, 2)); f)  (By)(F2)(p(y, z) Ap(z, ) Ap(y, 2)).

Za svaki element u modela iz zadatka 4.5. odrediti po jednu formulu ¢, = @, (x) koja je ta¢na samo u valuaciji
v(x) = u. Uraditi zadatak sa i bez koriséenja simbola jednakosti.

Dat je model jezika £ = {p}, ar(p) = 2, sledeé¢im grafom:
a QO 0
a¢——ph——c
1]

Odprediti vrednosti slede¢ih formula u svim valuacijama x:

a)  (Jy)(p(y,y) Ap(y,x));

b)  (Fy)(=p(y,y) A p(x,y));

¢) (Jy)(=p(z,z) Ap(y,));

d)  Fy)3z2)(p(z,y) Ap(y, y) Ap(y, 2) A& # 2);

e) (3y)(32)(Fu)(p(y, ) Ap(z,2) Ap(u,z) Ny # 2 Az # u);
) (3y)(32)Fu)(p(y,y) Ap(y, 2) A =p(2,2) Ap(2,2)).

Za svaki element u modela iz zadatka 4.8. odrediti po jednu formulu ¢, = ¢, (z) koja je ta¢na samo u valuaciji
v(x) = u. Uraditi zadatak sa i bez koriséenja simbola jednakosti.

Dat je model jezika £ = {p, ¢}, ar(p) = 2 i ar(q) = 1, sledeéim grafom:

d e«—— f

gde je predikat p dat strelicama, a predikat ¢ tacan je za zaokruzene elemente. Za svaki element u datog
modela odrediti formulu ¢, = ¢, (z) koja je tatna samo u valuaciji v(z) = u.
Gde je greska u datom ,,reSenju” sledeéeg zadatka:

Dat je model jezika £ = {p}, ar(p) = 2, sledeé¢im grafom:
&

a——ph——c

| | (]

d—e—— f

Odrediti vrednosti slede¢ih formula u svim valuacijama z:
a)  (3y)(p(z,y) Aply,2));

b) () (32)(p(z,y) A p(z, 2));

c) (FE2)(p(x,y) Ap(y,2) ANxFy Ny # z).

Resenje. a) Formula iz a) turdi da je x takvo da postoji y tako da:
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x Yy
~

Sa grafa vidimo da je ova formula tacna u valuacijama v(z) = c iv(x) = f, dok je u svim ostalim valuacijama
netacna.

b) Formula iz b) turdi da je x takvo da postoje elementi y i z tako da:

r—>Y

|

z

Sa grafa vidimo da je formula tac¢na ako x uzima vrednosti a i b, dok je u ostalim valuacijama netacéna.
¢) Formula iz ¢) tordi da je x takvo da postoje elementi y i z tako da:

r—Y — z

1 pri tome su ovo tri razli¢ita elementa. Sa grafa vidimo da je formula tacna ako x uzima vrednosti a, b, d i
e, dok je u ostalim valuacijama netacéna. O
4.12.  Odrediti po jedan model i jedan kontramodel za sledeée formule:
a)  (3x)((Yy) p(z,y) < (YY) p(y, v));
b)  (Vo)(3y)(F)(p(z,y) Ap(y,2) Ne FyANw # 2Ny # 2);
)
)

) (Fr)=(p(z) = q(x)) v (Vo) (-r(z) V —p(z)) V (Vo) (r(z) A g(2));
d)  (vVz)(p(z) = q(z)) A (Fr)(g(z) = r(2)) = (Vo) (p(2) = r(2));
e)  (Vz)(q(z) A =(Yy) p(z, y)) A ~(Ex)(Vy)(p(z,y) = r(2)).
4.13. Neka je ¢ formula u kojoj x nije slobodno. Dokazati da su sledeée formule valjane:
a) @ (V) p; b) v (3r)p
4.14. (Osnovne valjane formule) Dokazati da su sledeée formule valjane, gde su ¢ i ¢ proizvoljne formule:
) ~(Vz) ¢ < (Fz) -p; ) (Vo) (e A) & (Vo) o A (Vo) ¢
b)  =(3z) ¢ < (V) ~p; g) (Er)(eVy) < (Fz) eV (Er)¢;
) (Va)(Vy) ¢ < (Vy)(Vz) o; h) (V) v (Vo) ¢ — (V) (o V 9);
d)  (Bz)(Fy) ¢ < Fy)(3z) 3 i) (@r)(eny) = Ex)en(Fr)¢

e) (Fx)(Vy) ¢ — (Vy)(Iz) 3
4.15.  Odrediti kontramodele za sledeé¢e formule:
a)  (Vz)(3y) p(z,y) = Fy)(Vz) p(z, y);
b)  (Va)(q(x) vV r(z)) = (Vo) q(z) vV (Vo) r(z);
c) (Fz)q(z) A (3z)r(z) — 3Fx)(g(x) Ar(x)).
4.16. Dokazati da su sledece formule valjane:
2) (32)p(2) A (V2)(p(x) = () V r(x)) — (32) q(@) V (B3a) r(x);
b) (V) (p(z) = (Vy) a(z,y)) A (Vo) (Ty)(q(z,y) = —r(z)) = ((Fz)r(z) = (Fz) (r(z) A —p()));
) (Vo)(3y)p(z,y) A (Vo) (Vy) (p(z,y) = q(z,y)) = (V2)(Jy) q(2, ).
4.17. Primenom ekvivalentnih zamena dokazati:
a) (Jz)(e = v) = (Vo) ¢ — (Fz) ¢
b)  (Vz) o = (V)¢ — (Ix)0) = (Fz)(p AP — 0);
c) (Fz)p = (Vo) = (Fz) 0 — (V) —ep.
4.18. Odrediti po jedan PNF sledeé¢ih formula:
a)  (3z)p(z,y) = (¢(x) = =(3y) p(z,y));
b)  (Jz)p(z) < (Vz)(3y) a(z,y);
) =(Bz)plz,y) = ~(v2)((Vu) ¢(u, y, z) = =(Tv) 7(v))).



