UVOD U MATEMATICKU LOGIKU

JUN 2 2025: RESENJA

1. Odrediti broj logicki neekvivalentnih formula A(p, ¢,r) takvih da je formula:
= (gN(r—=pANA)V(pAgA(-r— A))
ta¢na u tac¢no cetiri valuacije slova p, g, r. Zapisati dve takve formule.

Resenje. Zapisimo tablicu formule ¢ u zavisnosti od vrednosti formule A:

r A

P q ¢ AN (r = pANA)|-pAg AN (-r = A)| ¢
n n n a t t t n n n t aq t
n n t ay| t n n n n n n t n
n t n az| n n t n t as t as as
n t t a| mn n n n t t n t t
t n n as| t t t as n n t as t
t n t ag| t ag ag ag n n n t ag
t t n ar| n n t ar n n t ar n
t t t ag| n n as as n n n t n

Dakle, da bi ¢ bila ta¢na u tacno ¢etiri valuacije mora bitiili a3 =niag =t,ili a3 =t iag = n; to su
dve moguénosti. Ostale vrednosti ay, as, as, as, ay, ag su proizvoljne (za njih imamo 2° moguénosti), pa
imamo 2- 25 = 128 moguéih tablica za A, §to znaéi da postoji 128 medusobno neekvivalentnih formula
A koje zadovoljavaju uslov zadatka.

Za trazene dve formule moZzemo da uzmemo formule sa sledeé¢im tablicamas:

p g r A|A| A
non on o a|n n
n n t ay| n n
n t n az| n t
n t t as| n n
t n n a5 | n n
t n t ag| t n
t t n ar| n n
t t t ag| n n

(Dakle, uzeli smo a; = as = a4 = a5 = a7 = ag = n, u prvoj formulu a3 = n i ag = ¢, a u drugoj

az =tiag =mn.) Formule A; i A5 mozemo procitati u KDNF: A = pA—gAr,a Ay =-pAgA-T. &



2. Na dijagramu je dat model jezika £ = {q}, pri ¢emu je ¢ binarni relacijski simbol predstavl-
jen strelicom. Za svaki element modela napisati formulu koja ga definise. Upotreba simbola = je

dozvoljena.
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Koji elementi zadovoljavaju formulu Yy(q(y, ) — —q(z,y))?

Resenje. Element f jedini ima petlju, pa mozemo da uzmemo:
o vi(x) = q(z,x).
Jedini element koji nema petlju, a u koga ide strelica iz f je b, i, sli¢no, jedini element koji nema petlju,

a iz koga ide strelica u f je d, pa mozemo da uzmemo:

o wu(x) :=—q(z,2) A (3y)(pr(y) ANaly, @), i
* a(z) = —q(z,x) A (Fy) (s (y) Aalz,y)).
Sada je a odreden kao element koji ima povratnu strelicu sa b, a ¢ je odreden kao element koji ima

povratnu strelicu sa d:

® 9. () = (Fy)(wu(y) Nalz,y) A qly, ©)), i
e o.(z) == (3y)(paly) A a(z,y) Aqly, ).

Konagno, e je element koji nije nijedan od prethodnih:
* 9e(®) i= =pa () A —pp(x) A —pe(x) A —pa(w) A=y ().

Da bismo videli koji elementi zadovoljavaju formulu Vy(q(y, ) — —q(z,y)) prodiskutova¢emo malo
o njoj. Dakle, x bi trebalo da bude element za koji vazi slede¢a osobina: kadgod iz nekog element ide
strelica u x, ne sme da postoji povratna strelica. Dakle, primera radi, a ne zadovoljava ovu osobinu:
iz b ide strelica u a, ali se i iz a strelica vraca u b. Sli¢no, b, ¢ i d ne zadovoljavaju zeljenu osobinu.
Element f takode ne zadovoljava Zeljenu osobinu jer je petlja sama sebi povratna strelica. Konacno,
element e ima Zzeljenu osobinu: jedina strelica koja ulazi u e je iz b, ali iz e-a nema povratne strelice

ka b. Dakle, odgovor je: jedino e zadovoljava datu formulu. &



3. U prirodnoj dedukciji dokazati sekvente:

a) F(pAg—r) = ((p—=7r)Vig—1));
b) Va(p(z) — q(x)), 3z((r(z) = q(x)) Vp(x)) F Yer(z) — 3zq(z).

Resenje. a) Dokazimo dve leme L1: =(p = ) F @i L2: =(p — ¢) F -
1 (e =) premisa
2 —ip
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Sada je jedan moguci dokaz naseg sekventa:
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b) Jedan moguéi dokaz je:

1 Vz(p(z) — g(x)) premisa
2 Jz((r(z) — q(z)) Vp(z)) premisa
3 Var(z) pp
4 [a] nova promenljiva
; (r(a) > 4(a)) V p(o) bp
6 pla) - qla) 1(1)
7 r(a) I(3)
8 r(a) = q(a) pp
9 q(a) MP(7,8)
10 p(a) pp
11 q(a) MP(6,10)
12 q(a) Vi (5,8-9,10-11)
13 Jz q(x) Ju(12)
14 ((r(a) = q(a)) V p(a)) — 3z q(x) D(5-13)
15 | Ve (((r(z) = q(2)) Vo) = Jzg(z))  G(4-14)
16 | Jxr(x) Ir(2,15)
17 Yer(zx) — 3z g(x) D(3-16)
ili drugacije zapisano:

1 Va(p(z) — q(z)) premisa

2 Jx((r(z) = q(x)) V p(x)) premisa

3 Vo r(z) PP

s || @ 6@-a@)vee)

5 pl@) - qla) 1(1)

6 r(a) I(3)

7 r(a) = q(a) pp

8 q(a) MP(6,7)

9 p(a) pp

10 q(a) MP(5,9)

1 q(a) VE(4,7-8,9-10)

12 Jz q(x) Ju(11)

13 | Jzg(x) Ir(2,4-12)

14 Ver(z) — 3z q(x) D(3-13)

Komentar. Prethodna dva izvodenja su razli¢iti zapisi istog dokaza. Razlika proizilazi iz nacina na

koji je iskazano pravilo dg. &



4. Neka je f: X — Y. Dokazati da je f ,,na” ako i samo ako za sve A C Y vazi f[X \ f7![A]] =
Y A

Regenje. (=) Pretpostavimo da je f ,,na”. Neka je A C Y proizvoljan podskup, i dokazimo
fIXNFUA =Y A

(C) Neka y € f[X ~ f71[A]]. To znaci da je y = f(z) zaneko x € X \ f71[A]. Iz ¢ f~1[A] sledi
Fa) ¢ A pay=flz) €Y A

(D) Neka y € Y . A. Kako je f ,na”, postoji © € X tako da f(x) = y. Iz f(x) =y ¢ A sledi
¢ f7LA], paz € X \ f1A], odakle y = f(z) € f[X ~ f~1[A]].

(<) Pretpostavimo dati uslov, i posmatrajmo specijalan sluéaj za A = 0. Za A =0 jei f~[A] =0,

pa se dati uslov svodi na f[X] =Y, sto znaci da je f ,,na”. &

5. Konstruisati bijekciju izmedu Z x {0, 1,2,3} i skupa S = {(m,n) € Nx N|n < m}.

Resenje. Postoji mnogo nacina na koji mozemo da postupimo, jedan od njih je da konstruiSemo niz
bijekcija:
Zx{0,1,2,3} LZ 5NN NS s;
tada je kohogo f Zeljena bijekcija. Za g i h mozete uzeti vase omiljene odgovarajuce bijekcije; primeri

takvih bijekcija su dobro poznati. Za f :Z x {0,1,2,3} — Z mozemo uzeti:
f(m,r) :=4m+r.

Da bismo videli da je f 1-1, pretpostavimo f(m,r) = f(m/,7’), tj. 4m +r = 4m’ + /. Tada je
4(m —m') =r" —r, odakle 4 | v — r, pa kako je —3 < r’ —r < 3 zakljucujemo ' —r =0, tj. r = 1'.
Odatle je i 4(m—m') =0, tj. m = m/. Dakle, (m,r) = (m/,r’); f jeste 1-1. Da bismo videli da je f na,
uzmimo proizvoljno n € Z. Stavimom = [§|ir=n—4m. Tadaje0 <r <4in=4m+r = f(m,r);
f jeste na.

Za k :N x N — S mozemo da uzmemo:
k(m,n) := (m+n,n).

Primetimo da je k dobro definisana funkcija, tj. za m,n € N zaista (m + n,n) € S jer ocigledno
n < m~+n. Da bismo videli da je k 1-1, pretpostavimo k(m,n) = k(m’,n’), tj. (m+n,n) = (m’+n’,n’).
Tada je m+n =m’+n’ in =n’, odakle sledi i m = m’. Dakle, (m,n) = (m/,n’); k jeste 1-1. Da bismo
videli da je k na, uzmimo proizvoljno (m,n) € S. Tada m,n € Nin < m, odakle sledii m —n € N.

Sada je k(m —n,n) = (m —n+mn,n) = (m,n); f jeste na. &



6. Odrediti model i kontramodel formule ¢ := (Ve p(z) — Yy3z q¢(x,y)) — Jx(p(z) — Yy q(z,y)).

Resenje. Model je lako uociti: Uzmimo D = {a} i M = (D,p™,¢™) gde smo interpretirali
pM(a) = N (i ¢™(a,a) proizvoljno). Neka je v proizvoljna (zapravo, jedna jedina!) valuacija. Tada je
Vq/[p(x) — Yy q(x,y)] = T prosto jer je pM(a) = N, pa je 9[3x(p(x) — Yy q(z,y))] = T, odakle je i
o(p) =T.

Da bismo napravili kontramodel, razmotri¢emo pazljivije formulu . Treba da namestimo model
tako da je Vap(x) — Vydrq(z,y) tatna, a Jz(p(x) — Vyq(z,y)) netacna formula. Razmotrimo
ovaj drugi zahtev. Jz(p(xz) — Vyq(z,y)) je netacna znali da za sve elemente domena z formula
p(z) — Yy q(x,y) mora da bude netacna, tj. p(x) mora da bude tacna a Yy ¢(x, y) netaéna; specijalno,
zaklju¢ujemo da p(z) mora da bude uvek ta¢no. Kako Vy q(z,y) mora da bude uvek neta¢no: za svako
x mora da postoji neki element y tako da je ¢(x,y) netaéno; ako posmatramo ¢ kao tablicu istinitosnih
vrednosti, ovo znac¢i da u svakoj vrsti tablice mora da stoji bar jedno N. Pogledajmo sada levu stranu
implikacije ¢. Kako smo veé¢ zakljucili Va p(z) ¢e morati da bude ta¢na formula, pa kako bi implikacija
ostala tacna, moramo da namestimo i da je Vy3z q(x, y) tacna, $to znaci da za svako y mora da postoji
x tako da je ¢(x,y) tacna; ako posmatramo ¢ kao tablicu, ovo zna¢i da u svakoj koloni tablice treba
da stoji bar jedno T'. Sada nije tesko videti da ne mozemo da konstruiSsemo jednoclani kontramodel,
ali mozemo dvoélani. Neka je D = {a,b} i K = (D,p",¢") gde:

x| pX(x) r\y|a b
a T i o (z,y) : a N T
b T b T N

Dokazimo i formalno da je K kontramodel za ¢. Neka je v proizvoljna valuacija. Kako je i
Va/e(p(x)) = T i Oy)p(p(x)) = T, 9(Vzp(x)) = T. Neka je d € D proizvoljno; za e € D, e # d, je
Va/y,e/x(@(@,y)) =T, paje 0,y (3x q(x,y)) = T, odakle je 0(Vy3x q(x,y)) = T jer je d bilo proizvoljno.
Dakle, za levu stranu implikacije ¢ imamo 9[Va p(z) — VyIz g(x,y)] =T.

Predimo na desnu stranu implikacije. Neka je d € D proizvoljno. Sa jedne strane je g/, (p(x)) =T,
a sa druge je ta/a(Yyq(w.9)) = N jer o tajeay(a(e,y) = N. Dakle, 647,[p(@) - Vya(w,p)] = N,
odakle je v[3z(p(x) — Yy q(x,y))] = N jer je d bilo proizvoljno.

Dakle, iz prethodna dva pasusa sledi 9(¢) = N, tj. K jeste kontramodel za ¢. &



