UVOD U MATEMATICKU LOGIKU

JUN 1 2025: RESENJA

1. Na Ostrvu Severnih i Juznih Spijuna slusamo razgovor osoba A, B,C,D,E i F.

A kaze B-u : Ako je E Severni Spijun, onda je i D Severni Spijun.

B kaze C-u : A je Severni Spijun ili je F Juzni Spijun.

C kaze D-u: F i A su Juzni Spijuni.

D kaze E-u : Ta¢no jedan od A i C je Severni Spijun.

Kojim plemenima pripadaju ovi stanovnici? Spijuni govore istinu pripadnicima svog plemena, dok
ostale lazu.

Resenje. Sa a oznacimo tacnost iskaza ,,A je Severni Spijun.”; b,c,d, e, f imaju slicno znacenje.
Ako A kaze B-u izjavu tacnosti p, onda je p =T ako i samo ako a = b; dakle, a <+ b = p. Prema tome

iz datih izjava imamo sledeéi sistem iskaznih jednacina:

(1) ab = e—d;
(2) b<c = aVf;
(3) ced = —f A-a;
(4) d+e = aVYe

Prodiskutujmo po slovu a.

1.slucaj: a="T. Iz (2) sledi b = ¢, a iz (3) ¢ # d; odatle b # d. 1z (1) je b = e — d, pa imajuéi u
vidu b # d, mora bitid=Nib=T (jer d =T povla¢ib=T), pajeie= N;sadaic=b=T. Ovo
protivreéi (4): d<>e=N << N=T,doka¥c=TYT = N.

2. slucaj: a = N. Na§ sistem postaje:

(5) b = e—d;
(6) bere = ~f;
(7) ced = ~f;
(8) dee = c

Iz (6) i (7) sledi b > ¢ = ¢ + d, odakle b = d. Sada iz (5), imajuéi u vidu b = d, sledi d = N i
b= N (jer d =T povla¢i “b =T, tj. b= N,pab+#d), pajeie=N. Iz (8) sledi ¢c = T, pa iz (6)
sledi f = T. Dobijeno resenje je u skladu i sa (7). Dakle, (a,b,c,d,e, f) = (N,N,T,N,N,T) je jedino

redenje sistema, tj. zakljuéujumo da su C' i F Severni, a A, B, D i E Juzni Spijuni. &



2. Na dijagramu je dat model jezika £ = {q}, pri ¢emu je ¢ binarni relacijski simbol predstavl-
jen strelicom. Za svaki element modela napisati formulu koja ga definise. Upotreba simbola = je

dozvoljena.
N
f—c¢
Koji elementi zadovoljavaju formulu Vy(q(z,y) — q(y, z))?
Resenje. Element f je jedini element koji nema ulazne strelice, pa je definisan sa:
o ¢f(x) :==~Jyqly, z),
dok je element e jedini element koji nema izlazne strelice, pa je definisan sa:
o pe(z) = -Iyq(z,y).
Posmatrajmo formulu ¢.(x):
o @c(x) = Fyz(q(z, y) Aalz, 2) Naly, z) Aa(z,y)).
Ona kaze da je x element od koga idu strelice ka elementima od kojih idu strelice od jednog ka drugom.
Svedoci egzistencijalnog kvantifikatora mogu biti {y, z} = {a,b} ili {y,z} = {a,d}. U prvom slucaju
jedino moze biti x = ¢, dok u drugom slu¢aju opisano x ne postoji. Dakle, ¢ je jedini element koji
zadovoljava ¢.(x).

Sada a mozemo da opiSemo kao element u koga dolaze strelice i iz f iz ¢:

* pa(x) = Iyz(es(y) N pe(2) Aaly, z) Aq(z, @),

element b mozemo da opiSemo kao element u koga dolaze strelice 1 iz ¢ i iz a:
o op(@) == Tyz(ec(y) A pa(2) Ay, x) A qlz, ),

a element d mozemo da opiSemo kao element u koga dolaze strelice i iz a i iz b:
o wa(r) := Fyz(va(y) A ws(2) Aaly, ) Aglz, @)

Da bismo odgovorili na drugi deo zadatka treba da razumemo $ta kaze formula Vy(q(z,y) — q(y,z)):
kadgod iz z ide strelica do y, onda se i iz y vraca strelica do x. Ova osobina oc¢igledno je tac¢na za
x = a, jer iz a idu strelice do b i d, 1 u oba sluc¢aja postoji i povratna strelica. Ova osibina nije tac¢na
za © = b jer iz b ide strelica do npr. d, ali se iz d ne vra¢a do b. Slicno, x = ¢, x =d iz = f nisu
reSenja date formule. Konacno x = e jeste reSenje date formule iz prostog razloga $to iz e ne izlaze

strelice. Dakle, data formula definise skup {a,e}. &



3. U prirodnoj dedukciji dokazati sekvente:
a) sVp, pAg— s, s—q, 7(sAT) F ms+pVr;
b) Fx(P(x) — Q(x)), Vx(Q(x) < R(x)), Va(P(x) vV R(x)) + Iz R(x).

Regenje. a) Jedan moguéi dokaz je:

1 8Vp premisa

2 pAg— s premisa

3 §—=¢q premisa

4 =(sAT) premisa

5 | s pp

6 D DS(1,5)

7 pVr Vy (6)

8 s —=>pVr D(5-7)

9 pVvr pPp

10 —s pp

11 sV T DM(4)

12 - DS(10,11)
13 D DS(9,12)
14 =(pAQq) MT(2,10)
15 —pV g DM(14)
P ) p— 0 (13)
17 -q DS(15,16)
18 -8 MT(3,17)
19 1 -£(10,18)
20 | —s RAA(10-19)
21 pVr — s D(9-20)

2 s pVr +y(8,21)



b) Jedan moguéi dokaz je:

ili drugacije zapisano:

Komentar. Prethodna dva izvodenja su razli¢iti zapisi istog dokaza. Razlika proizilazi iz nacina na

1 3z(P(r) = Q(x))

2 Vz(Q(z) < R(x))

3 Va(P(x) V R(x

s | @

5 | Qa) & R(a)

6 P(a) V R(a)

7 P(a) = Qa)
8 -R(a)

9 Q(a) = R(a)
10 ~Q(a)

11 —P(a)

12 R(a)

13 1L

14 R(a)

15 Jz R(x)

15 3z R(x)

koji je iskazano pravilo 3p. &

premisa

premisa

premisa

nova promenljiva
1(2)

1(3)

PP

pp
0]
MT(8,9)
MT(7,10)
DS(6,11)
-£(8,12)
RAA(8-13)
Ju(14)
D(7-15)
G(4-16)
Ip(1,17)

premisa
premisa
premisa

pp

< p(5)
MT(7,8)
MT(4,9)
DS(6,10)
—p(7,11)
RAA(7-12)
Ju(13)
Ip(1,4-14)



4. Dokazati da skupovna jednac¢ina X N (AAB) = X U (ANC) po X ima resenja ako i samo ako
je AN BNC ={. Ukoliko je A ={1,2,3}, B={2,4,5} 1 C = {3,4,6}, odrediti broj resenja.

Resenje. Ako je X resenje date jednacine, primetimo dve stvari:
ANCCXUANC)=XN(AAB)CX i XCXU(ANC)=XnN(AAB) C AAB.
Dakle, ako je X reSenje, ono mora da zadovoljava:
) ANCC X CAAB.
Sa druge strane, ako X zadovoljava uslov (}), o¢igledno je:
XN(AAB)=X=XU(ANC).

Dakle, X je resenje jednacine ako i samo ako zadovoljava uslov ().

Iz prethodnog pasusa sledi da jednacina ima resenje ako i samo ako postoji X koje zadovoljava (),
Sto je, sa druge strane, ocigledno ekvivalentno sa A N C C AAB. Dakle, reSenje jednacine postoji
ako i samo ako ANC C AAB, pa je, za prvi deo zadatka, dovoljno da dokazemo da je poslednje
ekvivalentno sa ANBNC = (.

To mozemo da dokazemo koristeéi ANF: ANC C AAB <— (ANC)N(AAB) =ANC <=
AC(A+ B) = AC < AC+ ABC = AC < ABC =0 <= ANBNC = (. Direktan dokaz
takode nije tezak. Time smo zavrsili prvi deo zadatka.

U drugom delu zadatka, primetimo da A N B N C = (), pa jednacina zaista ima reSenja, i prema

gornjoj analizi sva reSenja su skupovi X koji zadovoljavaju (), tj. koji zadovoljavaju:
{3} € X C{1,3,4,5}.

Nije tesko direktno popisati sve takve skupove i videti da ih ima osam, ali nije tesko ni videti da su
reSenja data sa X = {3} UY, gde Y C {1,4,5}, pa ih ima osam jer troclani skupovi imaju 2% = 8
podskupova. &



5. Na skupu Z data je relacija p sa: zpy <= z%y? — 922 = 22y* — 9y%. Dokazati da je p
ekvivalencija i odrediti klase elemenata 0 i 1.

Resenje. Raspis$imo uslov kojim je definisana p:
rpy <= 2y —92% = 2%yt — 9y?
= 2@y’ - 9) =122y’ - 9)
— 2} (2%y® - 9) -9 (2*? - 9) =0
= (@ =)’ -9)=0
— 2?=y* Vv 2%y =09.

Refleksivnost i simetri¢nost su sada potpuno ocigledne. Za tranzitivnost pretpostavimo zpy i ypz,
tj. 22 = y? vaty? =91 y? = 22 v 5?22 = 9. Formalno imamo &etiri sluéaja. Ako je 22 = y? i y? = 22,
sledi 22 =22 paixzpz. Akoje 22 =y?i9y?2%2 =9, sledi 2222 =9 paizpz. Akojez?y? =9iy? = 22,
opet sledi £22%2 = 9 pa i x pz. Poslednji slucaj je ako 2232 = 9 i y?22 = 9. Tada je oéigledno 3> # 0,
paje 22 = y% = 22, i opet sledi x p z. Dakle, p jeste ekvivalencija.

Za racun [0], imamo:

220 < =0,

re0], &= 2p0 &= 2*=0> VvV 2. 0°=9 < 1
pa je [0], = {0}. Za racun [1], imamo:
refl]l, &= 2pl &= =12 Vv 2. 1’=9 <= 2°=1V 2’ =9 < z=41 V v =43,

paje [1], ={-1,1,-3,3}. &



6. Dokazati da je slede¢a formula valjana:

v :=Va(p(z) = Yyq(z,y)) A Va(r(z) = Jy—q(z,y)) = Gzr(z) = Jz(r(z) A p(z))).
Resenje. Pretpostavimo suprotno, data formula ima kontramodel K. Neka je v proizvoljna valuacija
u K takva da 9(¢) = N. Tada je:
) o(Va(p(x) — Yy q(z,y))) =T,
o(Va(r(z) = Iy —q(z,y)) =T, i
o3 r(r) — 390( (z) A=p(x))) = N, 4.
(3 r(x)) =
o(

S (r () A ﬁp< )= N,

(1

(2)
3)
(4)
()

T

Iz (4) postoji element a € K takav da:
(6) Da/e(r(z)) =T.
Iz (2) imamo 94/, (r(x) — Jy—q(z,y)) = T, $to zajedno sa (6) daje:
(7) @a/m(zly_‘Q(xay)) =T.
Iz (7) postoji b € K tako da 04/, (=q(2,y)) =T, tj. Va/zp/y(q(r,y)) = N odakle sledi:

Iz (1) imamo 9, /, (p(x) — Yy q(z,y)

) =
(9) Dayu(p(x)) = N, tj. Da/u(-p(x)) =T
Sada iz (6) i (9) sledi 04/, (r(x) A —p(x
kontradikciji sa (5). &

T, 8to zajedno sa (8) daje:

)) = T, odakle o(3z(r(z) A =p(z))) = T. Poslednje je u



