UVOD U MATEMATICKU LOGIKU

JANUAR 2 2025: RESENJA

1. Na Ostrvu Istinozboraca i Duplih agenata slusamo razgovor osoba A, B,C, D, FE i F.

A kaze B-u: C'i D su iz istog plemena.

B kaze C-u : A i F su Dupli agenti.

C kaze D-u : Ako je F Istinozborac, tada je i F' Istinozborac.

D kaze E-u: B i C nisu iz istog plemena.
Odrediti ko su Istinozborci, a ko Dupli agenti. Istinozborci uvek govore istinu, dok Dupli agenti govore
istinu Istinozborcima, a lazu druge Duple agente.

Resenje. Sa a oznac¢imo tacnost iskaza ,,A je Istinozborac.”; b, ¢, d, e, f imaju slicno znacenje. Ako
A kaze B-u izjavu tacnosti p, onda je p = T ako i samo ako je bar jedan od A i B Istinozborac; dakle,

aV b= p. Prema tome iz datih izjava imamo sledeéi sistem iskaznih jednacina:

(1) aVb = c+d;
(2) bVe = —aAN-f;
(3) cevd = e f;
(4) dve = bVe.

Prodiskutujmo po slovu c.

1.slucaj: ¢ =T. Iz (2) sledia = f = N, pa iz (3) sledi e = N. Iz (1) sada sledi b = d, a iz (4)

d = —b. Ova kontradikcija pokazuje da prvi slucaj nije mogud.

2. slucaj: ¢ = N. Gornji sistem postaje:

(5) aVvb = —d;

(6) b = -—aN-f;
(7) d = e—f;
(8) dve = b

Ako je d =T, (5) povlaci b = N. Ovo je u kontradikciji sa (8).

Dakle, d = N. Iz (T) sledie=T i f = N, pajeiz (8) b=T, pa iz (6) a = N, sto je u skladu sa
(5). Dakle, imamo resenje (a,b,c,d,e, f) = (N,T,N,N,T,N), tj. B i E su Istinozborci, a A,C, D, F
Dupli agenti. &



2. Na dijagramu je dat model jezika £ = {q}, pri ¢emu je ¢ binarni relacijski simbol predstavl-

jen strelicom. Za svaki element modela napisati formulu koja ga definiSe. Upotreba simbola = je

dozvoljena.
f a b
g
e d c

Resenje. Element g je jedini element koji nema ulazne strelice, pa je definisan sa:

® 9,(7) = —=3yq(y,z).

Uoc¢imo formulu:

o @a(x) = yz(q(z,y) N a(z, 2) Ay, 2)) A g ().
Jasno je da je a jedno resenje formule ¢, (x) (y = b i z = ¢ svedoce egzistencijalne kvantifikatore u
prvom konjunktu), a nije tesko videti da je i jedino resenje. Zaista, kako gornji graf nema petlje, q(y, 2)
specijalno povlaci y # z, pa prvi konjunkt povlaci da iz z-a izlaze bar dve strelice, a drugi konjunkt
povlaédi da z nije g. Jedini element sa ovim osobinama je a.

Sada b mozemo da definiSemo na sledeéi naéin:

o op(2) := Fyz(way) A gy, =) Aqly, 2) Aq(x, 2)).
Dalje je lako:

e o.(r) == Jy(ps(y) N aly, v));
e pa(r) == Fy(pe(y) A a(y, 2));
* vc(z) == Jy(pa(y) N q(y,z));
o or(z) :=Fy(pe(y) Nq(y,z)). &



3. U prirodnoj dedukciji dokazati sekvente:

a) F ((g—=r)—=p) = (T Vag—=>pV(=p—q);
b) Va(s(x) = —q(z)), Vo(-p(x) A q(z) — s(z)), Jz(p(x) Vq(z)) F Jzp(z).

Regenje. a) Jedan moguéi dokaz je:
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b) Jedan moguéi dokaz je:

1 Va(s() » ~q(x))
2 Va(-p(x) A q(x) = s(2))
s Je(p(z) V q(a))

4 | [g]

5| s(a) = —q(a)

s | —p(@) ngla) > s(@)
7 p(a)Vq(a

8 —p(a)

9 q(a)

10 ~p(a) A gla)
11 s(a)

12 —q(a)

13 L

14 pla)

15 Fz p(x)

16 | pla)Vq(a) = 3z p(z)

—

17 Va(p
18 Jzp(z)

)V g(x) — 3z p(z))
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D(4-5)
MP(1,6)
Vo (7)
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nova promenljiva
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ili drugacije zapisano:

1 Va(s(z) = —q(x)) premisa

2 Va(=p(z) A q(z) — s()) premisa

3 Jx(p(z) V q(z)) premisa,

1| [a] p(a)Vq(a) pp

5 s(a) = —q(a) I(1)

6 —p(a) Agla) = s(a)  1(2)

7 —p(a) pp

8 q(a) DS(4,7)

0 —p(a) A q(a) A (7,8)

10 s(a) MP(6,9)

1 —q(a) MP(5,10)
12 1 —g(8,11)
13 p(a) RAA(7-12)
14 3z p(x) Ju(13)

15 Jx p(x) 35(3,4-14)

Komentar. Prethodna dva izvodenja su razlic¢iti zapisi istog dokaza. Razlika proizilazi iz nacina na

koji je iskazano pravilo dg. &



4. Nekaje f: X =Y, inekajeza BCY, gp:P(Y) — P(X) definisana sa gg(V) := f 1 [VAB].
Dokazati da su slede¢i uslovi ekvivalentni:
1) fje ,na”;
2) (VBCY) gp je 1-17;
3) 3BCY) gp je ,,1-1".
Resenje. Dovoljno je da dokazemo ciklus implikacija 1) = 2) = 3) = 1). Kako je 2) = 3)

ocigledno, treba da dokazemo preostale dve implikacije.

1) = 2): Pretpostavimo da je f ,mna”, i pretpostavimo da je B C Y proizvoljno; dokazujemo
da je gp ,,1-17. Neka su V,V' C Y takvi da V # V’; treba da dokazemo gp(V) # gp(V’'), tj.
fUVAB] # f~YV'AB]. Kako je V # V' postoji element koji jeste u jednom od ovih skupova, a
nije u drugom; bez umanjenja opstosti, neka je y € Y element takav da y € V iy ¢ V'. Kako je
f ,ma”, postoji element x € X takav da y = f(z); dakle, f(z) € V i f(x) ¢ V'. Razmatramo dva
slucaja:

1. slucaj: f(z) € B. Tada f(z) ¢ VABi f(z) € V'AB,paz ¢ f~[VAB]iz € f~1[V'AB]J; dakle,
[VAB) £ 1 V'AB).

2. slucaj: f(x) ¢ B. Sada f(z) €e VABi f(z) ¢ V'AB,pax € f7L[VAB]ix ¢ f~[V'AB]; opet,
fUVAB) # fUVAB.

Zavrsili smo dokaz implikacije 1) = 2).

3) = 1): Neka je B C Y skup takav da je gp ,,1-17. Kako dokazujemo da je f ,na”, uzmimo
proizvoljno y € Y; treba da dokazemo da postoji € X takvo da f(x) = y. Primetimo da je:

g5(B) = [~ [BAB] = f'[0] = 0,

pa kako je gp ,,1-17, za svako V C Y takvo da V # B vazi gg(V) # 0, tj. f~{{VAB] # 0 (*). Imamo
dva slucaja:

1. slucaj: y € B. Neka je V = B~ {y}. Tada V # B i VAB = {y}, pa iz (%) sledi f~![{y}] # 0.
Dakle, postoji z € £~ [{y}], ti. f(x) € {y}, tj. f(x) = y.

2. slucaj: y ¢ B. Neka je V = BU{y}. Opet V # B i1 VAB = {y}, pa zavrSavamo posao kao u
prethodnom slucaju.

Zavrsili smo i dokaz implikacije 3) = 1). &



5. Na skupu R x R je data relacija poretka p sa (z,y) p (s,t) ako i samo ako z < siy > t. Odrediti
najmanji, najveéi, minimalne i maksimalne elemente skupa A = [0,1] x [0,1] i B = {(z,y) € R? |
(-1 +(y+1)> <1}

Resenje. Po definiciji (z,y) p (a,b) <= xz < aAy =D, tj. (z,y) je p-manja od (a,b) ako i samo ako
se nalazi ,,levo-gore” od (a,b). Slicno, (z,y) je p-veéa od (a,b) ako i samo ako se nalazi ,,desno-dole”
od (a,b) (slika levo).

minimalpni

najmanji

/| (a,b) A
s T ®
manji od (aj b)/ N

maksimalni

vedi od (a,b) najvedi

Imajuéi u vidu prethodno, nije tesko primetiti da je (0, 1) najmanji, a (1, 0) najvedéi element kvadrata
A. Zaista, (z,y) € A <= 0<2<1A0<y<,paiz0<zAy < 1sledi (0,1)p(z,y), aiz
x <1A0 < ysledi (z,y) p(1,0); kako je (z,y) bilo proizvoljno, sledi (0,1) je najmanji, a (1,0) najveéi
element od A. Samim tim, (0,1) je jedini minimalni, a (1,0) jedini maksimalni element u A (slika u
sredini).

Ponovo, imajuéi u vidu prvi pasus, vidimo da B nema najmanji i najveci element, i da su minimalni

i maksimalni elementi u B predstavljeni na slici desno. &



6. Dokazati da je slede¢a formula valjana:
@ = —32(Q(x) V S(2)) AVaIy(=R(z,y) A =S(x) = Q(z)) = YaIy R(z,y).

Resenje. Pretpostavimo suprotno, data formula ima kontramodel K. Neka je v proizvoljna valuacija
u K takva da 9(¢) = N. Tada je:
(1) 9(=3z(Q(z) v S(x))) =T, tj. 9(3x(Q(x) v S(z))) = N,
(2) 9(VaIy(-~R(z,y) A =S(z) = Q(z))) =T, i
(3) o(Vzdy R(z,y)) = N.

Iz (3) postoji element a € K takav da:
(4) @a/z(ay R(xay)) =N.

Iz (2) sada sledi:
(5) Baya(Fy(~R(z,y) A S(x) = Q(x))) =T
pa odatle postoji element b € K takav da:
(6) @a/m,b/y(ﬁR(xmy) A jS(‘(L.) — Q(x)) = T7 t.] ﬁRK(av b) A jSK(G’) — QK(a) =T.

Iz (1) imamo ¥, . (Q(x)VS(x)) = N, tj. Q% (a) = 5% (a) = N, dok iz (4) sledi 94 /5 5y (R(z,y)) = N,
tj. R (a,b) = N. Sada je:

-R¥(a,b) A=SK(a) - Q¥(a) = -NA-N N = TAT N =T N = N,

sto protivreéi (6). Ova kontradikcija zavrsava dokaz. &



