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Aritmetičke funkcije



Aritmetičke funkcije I

Oznake.

▸ N ∶= {0,1,2,3, . . .};
▸ Nn ∶= {(a1, a2, . . . , an) ∣ (∀i = 1, . . . , n) ai ∈ N}, za n ⩾ 1;
▸ specijalno, N0 = {()};
▸ N1 je prirodno identifikovan sa N.

Definicija. n-arna parcijalna aritmetička funkcija, f ∶ Nn ⇀ N, je bilo koja
funkcija f ∶Df → N gde Df ⊆ Nn; Df je domen funkcije f .

Specijalno, ako je Df = Nn, onda je f totalna.

Komentar. Ako je f data nekim aritmetičkim izrazom (npr. x − y ili x
y
), Df je

najveći podskup od odgovarajućeg Nn za koji je izraz definisan.

Komentar. Totalna 0-arna funkcija je samo broj.



Aritmetičke funkcije II

Oznake. Neka je f n-arna funkcija i a⃗ ∈ Nn.

▸ f(a⃗) ↑ znači a⃗ ∉Df ;

▸ f(a⃗) ↓ znači a⃗ ∈Df ;

▸ f(a⃗) ↓= b znači a⃗ ∈Df i f(a⃗) = b.

λ-notacija. Ako je f aritmetički izraz i x⃗ = (x1, . . . , xn), (λx⃗) f je oznaka za
n-arnu funkciju x⃗↦ f(x⃗).

Primer. Posmatrajmo izraz x + 2y.

▸ x + 2y (ili čak (λ)x + 2y) označava broj (konstantu) x + 2y;

▸ (λxy)x + 2y označava binarnu funkciju (x, y) ↦ x + 2y;

▸ (λyx)x + 2y označava binarnu funkciju (y, x) ↦ x + 2y;

▸ (λx)x + 2y označava unarnu funkciju x↦ x + 2y (y je parametar);

▸ (λxyz)x + 2y označava ternarnu funkciju (x, y, z) ↦ x + 2y.



Definicija kompozicijom

Definicija. Neka su g1, . . . , gm n-arne i h m-arna funkcija. Definišemo njihovu
kompoziciju da bude n-arna funkcija f data sa:

f(x⃗) ∶= h(g1(x⃗), g2(x⃗), . . . , gm(x⃗)).

Pišemo f = h(g1, g2, . . . , gm).

Komentar. Primetimo:

x⃗ ∈Df ⇐⇒ x⃗ ∈
m

⋂
i=1

Dgi ∧ (g1(x⃗), g2(x⃗), . . . , gm(x⃗)) ∈Dh.

Specijalno, kompozicija totalnih funkcija je totalna.



Definicija primitivnom rekurzijom

Definicija. Neka su g n-arna i h (n + 2)-arna funkcija. Neka je f (n + 1)-arna
funkcija koja zadovoljava:

▸ f(0, x⃗) ∶= g(x⃗);
▸ f(y + 1, x⃗) ∶= h(y, f(y, x⃗), x⃗).

Za f kažemo da je dobijena primitivnom rekurzijom od g i h; pišemo
f = rec(g, h).

Komentar. Primetimo (0, x⃗) ∈Df ⇐⇒ x⃗ ∈Dg, i
(y + 1, x⃗) ∈Df ⇐⇒ (y, x) ∈Df ∧ (y, f(y, x⃗), x⃗) ∈Dh.
Indukcijom lako vidimo da (y, x⃗) ∈Df povlači (z, x⃗) ∈Df za sve z < y. Takođe,
funkcija dobijena primitivnom rekurzijom od totalnih funkcija je totalna.



Definicija minimizacijom

Definicija. Neka je g (n + 1)-arna funkcija. Definišemo n-arnu funkciju f sa:

f(x⃗) ∶=min{y ∣ (∀z < y) g(z, x⃗) ↓ ∧ g(y, x⃗) ↓= 0}.

Za f kažemo da je dobijena minimizacijom od g; pišemo
f(x⃗) = (µy)(g(y, x⃗) = 0).

Komentar. Primetimo:

x⃗ ∈Df ⇐⇒ (∃y)((∀z ⩽ y) (z, x⃗) ∈Dg ∧ g(y, x⃗) = 0).

Čak i ako je funkcija g totalna, f ne mora biti.

Primer. Neka je f(x) ∶= (µy)x + y = 0, tada je f(0) = 0, ali f(n) ↑ za sve
n > 0.

Primer. Neka je g(y, x) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x − y x ⩾ y

↑ x < y
i f(x) = (µy)(g(y, x) = 0). Tada je

f = idN.



Karakteristična funkcija

Definicija. Neka je S ⊆ Nn. Karakteristična funkcija skupa S je totalna n-arna
funkcija χS ∶ Nn → N data sa:

χS(x⃗) ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1 x⃗ ∈ S

0 x⃗ ∉ S
.



Primitivno rekurzivne funkcije i relacije



Osnovne aritmetičke funkcije

Definicija. Osnovne aritmetičke funkcije su:

▸ konstanta 0 = (λ)0;
▸ sledbenik S ∶= (λx)x + 1;

▸ projekcije πn
i = (λx1x2 . . . xn)xi, za sve 1 ⩽ i ⩽ n.

Komentar. Sve osnovne funkcije su totalne.



Primitivno rekurzivne funkcije

Definicija. Klasa primitivno rekurzivnih funkcija je najmanja klasa koja sadrži
osnovne funkcije i zatvorena je za kompoziciju i primitivnu rekurziju.
Alternativno, primitivno rekurzivne funkcije možemo da definišemo rekurentno
na sledeći način:

▸ osnovne funkcije su primitivno rekurzivne;

▸ ako su n-arne g1, . . . , gm i m-arna h primitivno rekurzivne, onda je i
h(g1, . . . , gm) primitivno rekurzivna;

▸ ako su n-arna g i (n + 2)-arna h primitivno rekurzivne, onda je i rec(g, h)
primitivno rekurzivna;

▸ primitivno rekurzivne funkcije dobijaju se primenom prethodnih pravila
konačno mnogo puta.

1. Tvrđenje. Primitivno rekurzivne funkcije su totalne.



Primeri primitivno rekurzivnih funkcija I

a. Konstanta k = (λ)k je primitivno rekurzivna jer k = S(S(. . . S
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
k komada

(0) . . . )).

b. Unarna konstantna funkcija Ck = (λx)k je primitivno rekurzivna jer
Ck = rec(k, π2

2).
● C0 označavamo i sa Z.

c. n-arna konstantna funkcija Cn
k ∶= (λx1 . . . xn)k je primitivno rekurzivna

jer Cn
k = Ck(πn

1 ).

d. Ako je f primitivno rekurzivna n-arna funkcija i
σ ∶ {1, . . . , n} → {1, . . . ,m}, onda je i (λx1 . . . xm) f(xσ(1), . . . , xσ(n))
primitivno rekurzivna jer je jednaka f(πm

σ(1), . . . , π
m
σ(n)).



Primeri primitivno rekurzivnih funkcija II

e. Sabiranje (λyx) y + x je primitivno rekurzivno jer:
▸ 0 + x = x = π1

1(x) i
▸ (y + 1) + x = S(y, x) = S(π3

2(y, y + x, x)),
pa je (λyx) y + x = rec(π1

1 , S(π3
2)).

f. Množenje (λyx) yx je primitivno rekurzivno jer:
▸ 0 ⋅ x = 0 = Z(x) i
▸ (y + 1)x = yx + x = ((λyx)y + x)(π3

2(y, yx, x), π3
3(y, yx, x)),

pa je (λyx) yx = rec(Z, ((λyx) y + x)(π3
2 , π

3
3)).

g. Prethodnik P (y) ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0 y = 0

y − 1 y > 0
je primitvno rekurzivna jer:

▸ P (0) = 0 i
▸ P (y + 1) = y = π2

1(y,P (y)),
pa je P = rec(0, π2

1).

2. Zadatak. Dokazati da se sabiranje ne može definisati koristeći samo osnovne
funkcije i kompoziciju.



Primeri primitivno rekurzivnih funkcija III

h. Stepenovanje (λyx)xy je primitivno rekurzivna.

NB. 00 ∶= 1.

i. Odsečeni minus (λxy)x � y ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x − y x ⩾ y

0 x < y
je primitivno rekurzivna.

j. (λxy) min(x, y) i (λxy) max(x, y) su primitivno rekurzivne.

k. Signum (λx) sgn(x) ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0 x = 0

1 x > 0
i obratni signum

(λx) sgn(x) ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1 x = 0

0 x > 0
su primitivno rekurzivne.

l. Apsolutna razlika (λxy) ∣x − y∣ je primitivno rekurzivna.

m. Faktorijel (λx)x! je primitivno rekurzivna.

NB. 0! ∶= 1.

3. Zadatak. Dokazati h–m.



Primeri primitivno rekurzivnih funkcija IV

n. Funkcije:

kol(x, y) ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0 y = 0

količnik pri deljenju x sa y y > 0
i

ost(x, y) ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0 y = 0

ostatak pri deljenju x sa y y > 0

su primitivno rekurzivne.

4. Zadatak. Dokazati n.



Primitivno rekurzivne relacije

Definicija. n-arna relacija (predikat) je bilo koji podskup R ⊆ Nn; njen
komplement je relacija Rc = Nn ∖R.
Relacija R je primitivno rekurzivna ako je χR primitivno rekurzivna funkcija.

5. Zadatak. Ako su R i S primitivno rekurzivne relacije, onda su i Rc, R ∩ S,
R ∪ S i R ∖ S primitivno rekurzivne.

6. Zadatak. Sledeće relacije su primitivno rekurzivne:

a. {(x, y)∶x = y} i {(x, y)∶x ≠ y};

b. {(x, y)∶x ⩽ y} i {(x, y)∶x < y};

c. {(x, y)∶x ∣ y};

d. {x∶x je prost broj}.



Ograničeni operatori I

7. Tvrđenje. Neka je f (n + 1)-arna primitivno rekurzivna funkcija. Tada su:

a. (λyx⃗) ∑t<y f(t, x⃗);

b. (λyx⃗) ∏t<y f(t, x⃗);

NB. ∑t<0 − ∶= 0 i ∏t<0 − ∶= 1;

c. (λyx⃗)((µt < y) f(t, x⃗) = 0), gde:

((µt < y) f(t, x⃗) = 0) ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

min{t < y∶ f(t, x⃗) = 0} skup levo ≠ ∅;

y inače
;

su primitivno rekurzivne funkcije.

Dokaz. Na tabli. ♣

Za funkcije u prethodnom tvrđenju kažemo da su dobijene ograničenom
sumom, ograničenim proizvodom, odnosno ograničenom minimizacijom.



Ograničeni operatori II

8. Posledica. Neka je R (n + 1)-arna primitivno rekurzivna relacija. Tada su:

a. {(y, x⃗)∶ (∃t < y)R(t, x⃗)};

b. {(y, x⃗)∶ (∀t < y)R(t, x⃗)};

c. (λyx⃗)((µt < y)R(t, x⃗)), gde:

(µt < y)R(t, x⃗) ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

min{t < y∶R(t, x⃗)} skup levo ≠ ∅;

y inače
;

primitivno rekurzivne relacije, odnosno funkcija.

Dokaz. Na tabli. ♣



Definicija po slučajevima

9. Tvrđenje. Funkcija (λxyz)C(x, y; z) data sa:

C(x, y; z) ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x z = 0

y z > 0

je primitivno rekurzivna.

Dokaz. Na tabli. ♣

10. Posledica. Neka su g, h n-arne primitivno rekurzivne funkcije i R n-arna
primitivno rekurzivna relacija, onda je funkcija f data sa:

f(x⃗) ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

g(x⃗) R(x⃗)

h(x⃗) ¬R(x⃗)

primitivno rekurzivna.

Dokaz. Na tabli. ♣



11. Zadatak.

a. Neka je f binarna primitivno rekurzivna funkcija. Dokazati da je i
(λx) ∑t<x f(t, x) primitivno rekurzivna.

b. Neka je (pn) niz prostih brojeva. Dokazati da je funkcija (λn)pn
primitivno rekurzivna.

c. Neka su g1, . . . , gk n-arne primitivno rekurzivne funkcije i R1, . . . ,Rk−1

n-arni primitivno rekurzivni predikati. Dokazati da je funcija data sa:

f(x⃗) ∶=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

g1(x⃗) R1(x⃗)

g2(x⃗) ¬R1(x⃗) ∧R2(x⃗)

g3(x⃗) ¬R1(x⃗) ∧ ¬R2(x⃗) ∧R3(x⃗)

⋮

gn−1(x⃗) ¬R1(x⃗) ∧ ¬R2(x⃗) ∧ ¬R3(x⃗) ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧Rn−1(x⃗)

gn(x⃗) ¬R1(x⃗) ∧ ¬R2(x⃗) ∧ ¬R3(x⃗) ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ ¬Rn−1(x⃗)

primitivno rekurzivna.



Kodiranje



Kodiranje parova

12. Tvrđenje. Neka je γ(x, y) ∶= 2x(2y + 1) − 1.

a. γ je primitivno rekurzivna bijekcija γ ∶ N2 → N.

b. γ1(t) ∶= π2
1 ○ γ−1(t) i γ2(t) ∶= π2

2 ○ γ−1(t) su primitivno rekurzivne funkcije
γ1, γ2 ∶ N→ N.

c. γ(γ1(t), γ2(t)) = t, γ1(γ(x, y)) = x i γ2(γ(x, y)) = y.

Dokaz. Na tabli. ♣

Definicija. Broj γ(x, y) je Gedelov kod/kod/indeks para (x, y).
Funkcija γ je (Gedelovo) kodiranje parova.
Funkcije γ1 i γ2 su funkcije dekodiranja.



Primena kodiranja

13. Zadatak. Neka je (Fn) Fibonačijev niz: F0 ∶= 0, F1 ∶= 1, Fn+2 ∶= Fn+1 + Fn

za n ∈ N. Dokazati da je f(n) ∶= Fn primitivno rekurzivna.

Komentar. Funkcija f(n) se ne može definisati „običnom" primitivnom
rekurzijom jer sledeći član ne zavisi samo prethodne vrednosti, nego od
prethodne dve vrednosti.

Ideja. Uočimo funkciju g(n) ∶= γ(f(n), f(n + 1)). Sledeći član niza g(n) zavisi
samo od prethodnog, pa se može definisati primitivnom rekurzijom.

Skica rešenja. Definišimo funkciju g(n) primitivnom rekurzijom sa:

g(0) = γ(0,1);

g(n + 1) = γ( γ2(g(n)), γ1(g(n)) + γ2(g(n)) ).

Lako vidimo da je g(n) primitivno rekurzivna. Kako je f(n) = γ1(g(n)), i
funkcija f je primitivno rekurzivna. ♣



Teorema o simultanoj rekurziji

14. Teorema. Neka su g1, g2 n-arne primitivno rekurzivne funkcije i h1, h2

(n + 3)-arne primitivno rekurzivne funkcije. Definišimo (n + 1)-arne funkcije
f1, f2 sa:

f1(0, x⃗) = g1(x⃗);

f2(0, x⃗) = g2(x⃗);

f1(y + 1, x⃗) = h1(y, f1(y, x⃗), f2(y, x⃗), x⃗);

f2(y + 1, x⃗) = h2(y, f1(y, x⃗), f2(y, x⃗), x⃗).

Funkcije f1 i f2 su dobro definisane i primitivno rekurzivne.

Dokaz. Na tabli. ♣

15. Zadatak. Dokazati da je (λn)Fn primitivno rekurzivna koristeći prethodnu
teoremu.



Kodiranje n-torki

Definicija. Definišemo funkcije γn ∶ Nn → N, n ⩾ 1, rekurentno sa: γ1 = idN i:

γn+1(x⃗, y) = γ( γn(x⃗), y ).

Definišimo funkcije γn
i ∶ N→ N, 1 ⩽ i ⩽ n, sa:

γn
i ∶= πn

i ○ (γn)−1.

NB. γ2 = γ, γ2
1 = γ1 i γ2

2 = γ2.

16. Lema.

a. Funkcije γn su primitivno rekurzivne bijekcije.

b. Funkcije γn
i su primitivno rekurzivne.

c. γn(γn
1 (t), γn

2 (t), . . . , γn
n(t)) = t, i γn

i (γn(x1, x2, . . . , xn)) = xi za 1 ⩽ i ⩽ n.

Dokaz. Na tabli. ♣



Uniformno dekodiranje

Definicija. Neka je δ ∶ N3 → N data sa:

δ(n, i, t) ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

γn
i (t) 1 ⩽ i ⩽ n

0 inače
.

17. Teorema. Funkcija δ je primitivno rekurzivna.

Skica dokaza. Funkcija f(k, t) = γ1(γ1(. . . γ1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k

(t) . . . )) je primitivno rekurzivna:

f(0, t) = t;

f(k + 1, t) = γ1(f(k, t)).

Sada je i δ primitivno rekurzivna jer:

δ(n, i, t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 i = 0 ∨ i > n

f(n � 1, t) i = 1

γ2(f(n � i, t)) 1 < i ⩽ n



Kodiranje konačnih nizova I

Komentar. Koordinate konačnih nizova nadalje ćemo indeksirati počevši od 0.

Definicija. Definišemo funkciju Γ ∶
∞

⋃
n=0

Nn → N sa (vrednost Γ((x0, . . . , xn−1))

obeležavamo sa ⌜x0, . . . , xn−1⌝):

⌜⌝ ∶= 0;

⌜x0, . . . , xn−1⌝ ∶= γ( n − 1, γn(x0, . . . , xn−1) ) + 1, za n ⩾ 1.

Broj ⌜x⃗⌝ se zove (Gedelov) kod/indeks niza x⃗.

NB. Nema smisla pričati o tome da li je Γ primitivno rekurzivna, s obzirom da
nije ni aritmetička.

18. Tvrđenje. Funkcija Γ je bijekcija.

Dokaz. Na tabli. ♣



Kodiranje konačnih nizova II

Definicija. Definišemo unarnu funkciju ℓ(t) i binarnu funkciju (t)i sa:

▸ ℓ(t) ∶= dužina niza čiji je Gedelov kod t;

▸ (t)i ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

i-ta koordinata niza čiji je Gedelov kod t 0 ⩽ i < ℓ(t)

0 inače
.

19. Tvrđenje. Funkcije (λt) ℓ(t) i (λti) (t)i su dobro definisane i primitivno
rekurzivne funkcije.

Dokaz. Na tabli. ♣

Komentar. Naglasimo:

a. (⌜⌝)i = 0 za sve i ∈ N;

b. (⌜x0, . . . , xn−1⌝)i =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

xi 0 ⩽ i < n

0 inače
;

c. ako x > 0, onda x = ⌜(x)0, . . . , (x)ℓ(x)−1⌝.



Kodiranje konačnih nizova III

Definicija. Definišemo binarnu funkciju konkatencije/nadovezivanja s⌢t sa:
s⌢t ∶= kod niza dobijenog nadovezivanjem niza sa kodom t na niz sa kodom s.
Preciznije:

0⌢t ∶= t;

s⌢0 ∶= s;

s⌢t ∶= ⌜(s)0, . . . , (s)ℓ(s)−1, (t)0, . . . , (t)ℓ(t)−1⌝, za s, t > 0.



Kodiranje konačnih nizova IV

20. Tvrđenje. Funkcija (λst) s⌢t je primitivno rekurzivna.

Dokaz. Funkcija s ∗ x ∶= s⌢⌜x⌝ je primitivno rekurzivna jer:

s ∗ x =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

γ(0, x) + 1 s = 0

γ( ℓ(s), γ(γ2(s � 1), x) ) + 1 s > 0
.

Primitivnom rekurzijom definišemo funkciju f(s, t, i) sa:

f(s, t,0) = s;

f(s, t, i + 1) = f(s, t, i) ∗ (t)i.

Sada je s⌢t = f(s, t, ℓ(t)).



Teorema o potpunoj rekurziji I

Definicija. Neka je f totalna (n + 1)-arna funkcija. Istorija funkcije f je
funkcija f̃ ∶ Nn+1 → N definisana sa:

f̃(y, x⃗) ∶= ⌜f(0, x⃗), f(1, x⃗), . . . , f(y, x⃗)⌝.

21. Lema. f je primitivno rekurzivna ⇐⇒ f̃ je primitivno rekurzivna.

Dokaz. Na tabli. ♣ .



Teorema o potpunoj rekurziji II

Definicija. Neka su g n-arna i h (n + 2)-arna funkcija. Neka je f (n + 1)-arna
funkcija koja zadovoljava:

▸ f(0, x⃗) ∶= g(x⃗);
▸ f(y + 1, x⃗) ∶= h(y, f̃(y, x⃗), x⃗).

Za f kažemo da je dobijena potpunom rekurzijom od g i h.

22. Teorema. Ako su g i h primitivno rekurzivne, onda je i f primitivno
rekurzivna.

Dokaz. Dovoljno je da dokažemo da je f̃ primitivno rekurzivna:

f̃(0, x⃗) = ⌜g(x⃗)⌝;

f̃(y + 1, x⃗) = f̃(y, x⃗) ⌢ ⌜h(y, f̃(y, x⃗), x⃗)⌝.

Dakle, f̃ je definisana primitivnom rekurzijom.
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