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Aritmeticke funkcije



Aritmeticke funkcije |

Oznake.
» N:={0,1,2,3,... };
» N":={(a1,a2,...,an) | (Vi=1,...,n) a; €N}, zan>1,
» specijalno, N° = {()};

» N! je prirodno identifikovan sa N.

Definicija. n-arna parcijalna aritmeticka funkcija, f : N — N, je bilo koja
funkcija f: Dy — N gde Dy ¢ N™; Dy je domen funkcije f.
Specijalno, ako je Dy =N", onda je f totalna.

Komentar. Ako je f data nekim aritmeti¢kim izrazom (npr. = —y ili %), Dy je

najve¢i podskup od odgovarajuéeg N" za koji je izraz definisan.

Komentar. Totalna 0-arna funkcija je samo broj.



Aritmeticke funkcije I

Oznake. Neka je f n-arna funkcija i d € N".
> f(@)t zna& a¢ Dy;
> f(@)) zna& de Dy;
» f(@)l=b znaci deDyi f(a)=b.

A-notacija. Ako je f aritmeticki izraz i & = (z1,...,2n), (AZ) f je oznaka za

n-arnu funkciju Z — f(Z).

Primer. Posmatrajmo izraz z + 2y.
> z+2y (ili éak (A\)z+2y) oznacava broj (konstantu) x + 2y;

> (Azy)x +2y oznaava binarnu funkciju (z,y) — z + 2y;

v

(Ayz)x +2y oznacava binarnu funkciju (y,x) — x + 2y;

v

(Ax)z +2y oznaava unarnu funkciju z — x + 2y (y je parametar);

v

(Azyz) xz +2y oznacava ternarnu funkciju (z,y, z) — = + 2y.



Definicija kompozicijom

Definicija. Neka su g1,...,gm n-arne i h m-arna funkcija. DefiniSemo njihovu
kompoziciju da bude n-arna funkcija f data sa:

(@) = h(g1(2),92(%), ..., gm(Z)).
Pisemo f = h(g1, g2,

ey Gm).
Komentar. Primetimo:

m

ZeDy <= Ze(1Dy A (91(2),92(%),...,9m(2)) € Dn
i=1

Specijalno, kompozicija totalnih funkcija je totalna.




Definicija primitivnom rekurzijom

Definicija. Neka su g n-arna i h (n +2)-arna funkcija. Neka je f (n+1)-arna

funkcija koja zadovoljava:

> £(0,2) = g(2);

> fly+1,2) = h(y, f(y, %), 2).
Za f kazemo da je dobijena primitivnom rekurzijom od g i h; pisemo
f = xec(g, h).

Komentar. Primetimo (0,Z) € Dy <= Z € Dy, i

(y+1,8) € Dy <> (y,2) € Dy A (y, f(y,7),) € Di.

Indukcijom lako vidimo da (y,Z) € Dy povlaéi (z,2) € Dy za sve z < y. Takode,
funkcija dobijena primitivnom rekurzijom od totalnih funkcija je totalna.



Definicija minimizacijom

Definicija. Neka je g (n+ 1)-arna funkcija. Definisemo n-arnu funkciju f sa:

[(@) =min{y | (Vz<y) g(z,2) | A g(y,Z) |=0}.

Za f kazemo da je dobijena minimizacijom od g; pisemo

f(@) = (ny)(9(y, ) = 0).
Komentar. Primetimo:

FeDy = (3y)((Y2<y) (2:7) e Dy A gly,7) =0).
Cak i ako je funkcija ¢ totalna, f ne mora biti.

Primer. Neka je f(z):= (uy)z+y =0, tada je f(0) =0, ali f(n) 1 za sve
n>0.
-y

T2y
i f(z) = (ky)(g(y,z) = 0). Tada je

z
Primer. Neka je g(y,z) =
<y

f =idy.



Karakteristi€na funkcija

Definicija. Neka je S ¢ N". Karakteristicna funkcija skupa S je totalna n-arna
funkcija xs : N* — N data sa:

. 1 ZeS
xs (%) = .
0 z¢S




Primitivno rekurzivne funkcije i relacije



Osnovne aritmeticke funkcije

Definicija. Osnovne aritmeticke funkcije su:
> konstanta 0 = (\)0;

> sledbenik S := (Az)x +1;

> projekcije mi' = (Ax1z2...Tn) xs, za sve 1 <i < n.

Komentar. Sve osnovne funkcije su totalne.




Primitivno rekurzivne funkcije

Definicija. Klasa primitivno rekurzivnih funkcija je najmanja klasa koja sadrzi
osnovne funkcije i zatvorena je za kompoziciju i primitivnu rekurziju.
Alternativno, primitivno rekurzivne funkcije mozemo da definisemo rekurentno
na sledeci nacin:

> osnovne funkcije su primitivno rekurzivne;

> ako su m-arne gi,...,gm i m-arna h primitivno rekurzivne, onda je i

h(g1,...,gm) primitivno rekurzivna;

> ako su m-arna g i (n +2)-arna h primitivno rekurzivne, onda je i rec(g, h)

primitivno rekurzivna;

> primitivno rekurzivne funkcije dobijaju se primenom prethodnih pravila
konaéno mnogo puta.

1. Tvrdenje. Primitivno rekurzivne funkcije su totalne.



Primeri primitivno rekurzivnih funkcija |

a. Konstanta k = (A) k je primitivno rekurzivna jer k= S(S(...S(0)...)).
[ —
k komada

b. Unarna konstantna funkcija Cx = (Az) k je primitivno rekurzivna jer
Cy, = rec(k,m3).
e C oznacdavamo i sa Z.

c. m-arna konstantna funkcija C} := (Az1 ...z, )k je primitivno rekurzivna
jer Cy = Cr(m?).

d. Ako je f primitivno rekurzivna n-arna funkcija i
o:{l,...,n} > {1,...,m},onda jei (Az1...2m) f(Toq1),--->To(n))
primitivno rekurzivna jer je jednaka f(7J 1y, Tg(n))-



Primeri primitivno rekurzivnih funkcija Il

e. Sabiranje (Ayz)y + x je primitivno rekurzivno jer:
> 0+z=x=ni(z)i
* (y+ 1) +a=S(y,x) = S(n3(y,y + z,2)),
pa je (\yx)y + = = rec(ri, S(73)).
f. Mnozenje (Ayx) yx je primitivno rekurzivno jer:
> 0-x=0=Z(z)i
> (y+ Dz =yz+z=(Qyz)y+2)(73(y,yz, ), 73y, yz, 7)),
pa je (Aye) yo = rec(Z, (\ya) y + 2)(wd, 7).

g. Prethodnik P(y) := Y je primitvno rekurzivna jer:
y-1 y>0

> P(0)=0i
> P(y+1) =y =n3(y, P(y)),

pa je P =rec(0,73).

2. Zadatak. Dokazati da se sabiranje ne moze definisati koriste¢i samo osnovne
funkcije i kompoziciju.



Primeri primitivno rekurzivnih funkcija IlI

h. Stepenovanje (Ayx)z¥ je primitivno rekurzivna.
NB. 0°:=1.
. . T-Yy T2Y - .
i. Odseceni minus (Azy)z vy := je primitivno rekurzivna.
0 T<y

j. (Azy) min(z,y) i (Azy) max(z,y) su primitivno rekurzivne.

, 0 z=0. o
k. Signum (A\z)sgn(z) := i obratni signum
1 >0
1 =0
(Az)sgn(x) := su primitivno rekurzivne.
z>0

|. Apsolutna razlika (Azy) |z — y| je primitivno rekurzivna.
m. Faktorijel (Az) z! je primitivno rekurzivna.

NB. 0!:=1.

3. Zadatak. Dokazati h-m.



Primeri primitivno rekurzivnih funkcija IV

n. Funkcije:

y=0 .
kol(z,y) := i
koliénik pri deljenju x say vy >0
=0
ost(z,y) = !
ostatak pri deljenju zsay y>0
su primitivno rekurzivne.

4. Zadatak. Dokazati n.




Primitivno rekurzivne relacije

Definicija. n-arna relacija (predikat) je bilo koji podskup R ¢ N™; njen
komplement je relacija R° =N" \ R.

Relacija R je primitivno rekurzivna ako je x g primitivno rekurzivna funkcija.

5. Zadatak. Ako su R i S primitivno rekurzivne relacije, onda sui R°, Rn S,
RuS i R\ S primitivno rekurzivne.

6. Zadatak. Sledece relacije su primitivno rekurzivne:

a. {(z,y)z=y}i{(z,y)z =y}
b. {(z,y):z<y}i{(z,y)z<yh
c {(@,y)z|yh

d. {z:z je prost broj}.



Ograniceni operatori |

7. Tvrdenje. Neka je f (n + 1)-arna primitivno rekurzivna funkcija. Tada su:

a. (Ayf) Zt<y f(tvi)'

b. (AyZ) i<y f(L,2);

NB. Y, o—=0i[l;co—:=1;
c. (Ayz)((pt <y) f(t,2) = 0), gde:
. min{t <y: f(¢,Z) =0} skup levo # &;
((ut <y) f(t,2) =0) =={ o ;
y inace

su primitivno rekurzivne funkcije.

Dokaz. Na tabli. &

Za funkcije u prethodnom tvrdenju kazemo da su dobijene ograni¢enom

sumom, ogranicenim proizvodom, odnosno ograni¢enom minimizacijom.



Ograniceni operatori Il

8. Posledica. Neka je R (n + 1)-arna primitivno rekurzivna relacija. Tada su:
a. {(y,2): (3t <y) R(t,2)};
b. {(y,2):(Vt <y) R(t, 2)};

c. (Ayz)((ut <y) R(t,2)), gde:

~ min{t <y: R(¢,Z)} skup levo # @;
(ut <y) R(t,2) = { ;
Y

inace
primitivno rekurzivne relacije, odnosno funkcija.
Dokaz. Na tabli. &

)




Definicija po slu¢ajevima

9. Tvrdenje. Funkcija (Azyz) C(z,y;z) data sa:

x z=0
C(x,y;2) =={

y z>0

je primitivno rekurzivna.

Dokaz. Na tabli. &

10. Posledica. Neka su g, h n-arne primitivno rekurzivne funkcije i R n-arna
primitivno rekurzivna relacija, onda je funkcija f data sa:

o) {g(f) ()
hz) -R(z)

primitivno rekurzivna.

Dokaz. Na tabli. &



11. Zadatak.

a. Neka je f binarna primitivno rekurzivna funkcija. Dokazati da je i

(Az) ¥,y f(t,x) primitivno rekurzivna.

b. Neka je (pn) niz prostih brojeva. Dokazati da je funkcija (An) pn

primitivno rekurzivna.

c. Neka su g1, ..., gr n-arne primitivno rekurzivne funkcije i R1,..., Ri-1

n-arni primitivno rekurzivni predikati. Dokazati da je funcija data sa:

g1(2)
92(2)
g3(2)

gn—l(i)

gn(2)

primitivno rekurzivna.

Ri(Z)
-R1(Z) A R2(Z)
-R; (f) A —\RQ(Q?') A R3 (f)

-R; (f) A —uRz(i’) A —|R3 (:ﬁ) ARERIAN Rn_1 (Lf')
-R1 (i:‘) N —uRz(ﬁ'Z) A -Rg3 (f) TARERIVAN ﬁRn_l(f)



Kodiranje



Kodiranje parova

12. Tvrdenje. Neka je v(z,y) =22y +1) - 1.
a. v je primitivno rekurzivna bijekcija v : N? > N.
b. y1(t) := 7% oy (t) i y2(t) := w3 o y~*(t) su primitivno rekurzivne funkcije
Y1,7v2 : N - N.
¢ y(m(t),72(t) =t. n(v(z,y)) =z i v2(y(z,y)) =y.
Dokaz. Na tabli. &

Definicija. Broj vy(z,y) je Gedelov kod/kod/indeks para (z,y).
Funkcija « je (Gedelovo) kodiranje parova.

Funkcije 1 i 72 su funkcije dekodiranja.



Primena kodiranja

13. Zadatak. Neka je (F,) Fibonacijev niz: Fy:=0, F1:=1, Frio:= Fpi + Fy

za n € N. Dokazati da je f(n) := F,, primitivno rekurzivna.

Komentar. Funkcija f(n) se ne moze definisati ,obiénom" primitivnom
rekurzijom jer sledeéi ¢lan ne zavisi samo prethodne vrednosti, nego od

prethodne dve vrednosti.

Ideja. Uocimo funkciju g(n) :=v(f(n), f(n+1)). Slede¢i €lan niza g(n) zavisi
samo od prethodnog, pa se moze definisati primitivnom rekurzijom.

Skica resenja. Definisimo funkciju g(n) primitivnom rekurzijom sa:

g(0) = ~(0,1);
g(n+1) Y(72(g(n)), y1(g(n)) +2(g(n)) ).

Lako vidimo da je g(n) primitivno rekurzivna. Kako je f(n) =~v1(g(n)), i

funkcija f je primitivno rekurzivna. #



Teorema o simultanoj rekurziji

14. Teorema. Neka su g1, g2 m-arne primitivno rekurzivne funkcije i h1, ho

(n + 3)-arne primitivno rekurzivne funkcije. Definisimo (n + 1)-arne funkcije

f1, fa sa:

f1(0,%)
f2(0,2)
fi(y+1,2)
f2(y+1,%)

g1(2);
92(2);
ha(y, f1(y, @), f2(y, 2), 2);
h2(y, f1(y, ), f2(y, %), Z).

Funkcije f1 i f2 su dobro definisane i primitivno rekurzivne.

Dokaz. Na tabli. &

15. Zadatak. Dokazati da je (An) F,, primitivno rekurzivna koristeci prethodnu

teoremu.



Kodiranje n-torki

Definicija. Definisemo funkcije " : N - N, n > 1, rekurentno sa: v' = idy i:
n+1

Y (@,y) = (@), v )
Definisimo funkcije 7" : N > N, 1 <i<n, sa:

Yi :W?O(’Yn)_l-
NB. v’ =7, 77 =71 i 73 = .

16. Lema.

a. Funkcije v™ su primitivno rekurzivne bijekcije.

b. Funkcije 7" su primitivno rekurzivne.

e A (@) (@), (@) =t i v (Y (21,22, .. a0)) =wizal<ikn
Dokaz. Na tabli. &




Uniformno dekodiranje

Definicija. Neka je 6 : N> > N data sa:

M) 1<i<n
0(n,i,t) = 7o .
0 inace
17. Teorema. Funkcija § je primitivno rekurzivna.

Skica dokaza. Funkcija f(k,t) =v1(71(...71(t)...)) je primitivno rekurzivna:

—_——
k

f(O,t) = 1
f(k+17t) = 71(f(k7t))'

Sada je i § primitivno rekurzivna jer:
0 i=0vi>n
8(nyiyt) ={ f(n=1,1) i=1
Y2 (f(n=it)) 1<i<n

=] 5




Kodiranje konacnih nizova |

Komentar. Koordinate konacnih nizova nadalje ¢emo indeksirati pocevsi od 0.

Definicija. Definisemo funkciju I : | J N" — N sa (vrednost I'((zo, ..., Zn-1))

n=0
obelezavamo sa "zo,...,Zn-1"):

r
= 0

r bl

Loy 3 Ln—-1

vy(n-1, ¥"(z0,...,Tn-1) )+ 1, zan> 1.

Broj "Z" se zove (Gedelov) kod/indeks niza .
NB. Nema smisla pricati o tome da li je " primitivno rekurzivna, s obzirom da

nije ni aritmeticka.

18. Tvrdenje. Funkcija T je bijekcija.
Dokaz. Na tabli.



Kodiranje konacnih nizova Il

Definicija. Definisemo unarnu funkciju £(¢) i binarnu funkciju (¢); sa:
> £(t) := duzina niza &iji je Gedelov kod t;

. () i-ta koordinata niza Ciji je Gedelov kod ¢t 0 < < £(¢)
' inace .

19. Tvrdenje. Funkcije (At) £(t) i (Ati) (t); su dobro definisane i primitivno

rekurzivne funkcije.

Dokaz. Na tabli. &

Komentar. Naglasimo:
a. (M)i=0zasveiceN;
z; 0<i<n
b. (rwo,...,a:n,f)i: . 3
0 inace

c. ako z >0, onda x = "(z)o,. .., (%)e(z)-1 -



Kodiranje konacnih nizova Il

Definicija. DefiniSemo binarnu funkciju konkatencije/nadovezivanja st sa:

57t := kod niza dobijenog nadovezivanjem niza sa kodom ¢ na niz sa kodom s.

Preciznije:
07t := ¢
s0 = s
st = r(s)o,...,(S)g(s)_l,(t)(),...,(t)g(t)_11, za S,t>0.




Kodiranje konacnih nizova IV

20. Tvrdenje. Funkcija (Ast) s”t je primitivno rekurzivna.

Dokaz. Funkcija s * x :=s""x" je primitivno rekurzivna jer:

{’y(O, z)+1
s*x =

s=0
~(U(s), v(pa(s=1),2) )+1 s>0

Primitivnom rekurzijom definisemo funkciju f(s,t,7) sa

f(s,t,0) = s

Sada je st = f(s,t,0(t)).

F(s,t,0) # (1)




Teorema o potpunoj rekurziji |

Definicija. Neka je f totalna (n + 1)-arna funkcija. Istorija funkcije f je
funkcija f:N""' - N definisana sa:

f(yv'f:) = rf(0a£)7f(17§7)7 .- .,f(y,i)’.
Dokaz.

21. Lema. f je primitivno rekurzivna <— fje primitivno rekurzivna.
Na tabli. & .




Teorema o potpunoj rekurziji Il

Definicija. Neka su g n-arna i h (n + 2)-arna funkcija. Neka je f (n+ 1)-arna

funkcija koja zadovoljava:
> £(0,2) = g(2);
> f(y+ 13£) = h(ya f(y)j),i)

Za f kazemo da je dobijena potpunom rekurzijom od g i h.

22. Teorema. Ako su g i h primitivno rekurzivne, onda je i f primitivno

rekurzivna.

Dokaz. Dovoljno je da dokazemo da je f primitivno rekurzivna:

£(0,2)
fly+1,2)

"9(2)7;
fy,2) " "hy, f(y,%),2)".

Dakle, f je definisana primitivnom rekurzijom. £
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