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NAPREDNI KONCEPTI ELEMENTARNE MATEMATIKE
Januar 1 2026.

. Izracunati arccos(sin 3) + arcsin(cos 4).

Dokazati sin 7_7'( > M
24 4

. 1 1 1 X "
Dokazati — + — + — +oooe = =ctg — —ctg2"x.
sinx sin2x sin4x sin 2" x 2

Resiti jednacinu ¥/x + /15 + vx = 5 u skupu R.

Resiti nejednacinu x'*1°83% < 9 u skupu R.

Resiti jednacinu (2 cos® x — 3cos x — 2)vVtgx = 0 u skupu R.

Resiti jednacinu (x? + x — 13)(x? + x = 5) = =7 u skupu R.

Odrediti sve z € C takve da z4 = Z°.

Odrediti sve z € C takve da je trougao sa temenima 1, i i z jednakostranic¢an.

Odrediti ostatak pri deljenju polinoma X?2026 4+ X2025 4 1 gsa X3 + 1.

Neka je n > 1. Izracunati a i b takve da je polinom aX"*! + bX" + 1 deljiv sa (X — 1)2.

2025

Ako je (IZX + b)2025 = Z Cka, izracunati (C() +Cco+---+ C2024)2 — (Cl +c3+---+ C2025)2 (u

k=0
zavisnosti od a i b).

Ako je P(X) monican polinom treéeg stepena takav da je P(20) = 30 i P(30) = 40, izracunati

P(40) — P(10).

Ako a,b,c > 01ia+2b+c =1, odrediti maksimalnu vrednost izraza a?bc?.

3. 03 4 ... 1 23
X4 X5+

3
Kubna sredina brojeva x1, x2,...,x,; > 0 jednaka je \/ -

nakost izmedu kvadratne i kubne sredine:

2, .2 2 3, ,3 3
X{+HX5+ Xy a|xy XX,
< ,
n n

kao i da jednakost vazi ako i samo ako x1 = x9 =+ = xy,.

3 2 1
Akoa,b,c>013a+2b+c<6,dokazatig+g+z>6.

Svaki zadatak nosi 10 poena.

Ocenjivange: 0-50:5, 51-60:6, 61-70:7, 71-80:8, 8§1-90:9, 91— :10.

. Dokazati nejed-



SKICE RESENJA

.Kakojeg<3<n,tojeO<3—g<g<n,pakakojesin?):cos(?)—g),imamodaje

1 T 3m T 3M T
arccos(sin 3) = arccos(cos(3—=)) =3——=. Kakojem <4< —,toje—— <4—-— <0< —,
5 2 2 2 2 2 32
Tt Tt Tt
pa kako je cos4 = sin (4 — 7), imamo da je arcsin(cos4) = arcsin(sin(4 — 7)) =4 - -
Zeljeni zbir jednak je 7 — 27.
V2 +3 sinf +sinf ) 0 T+ % T _ .
. Imamo = < sin = sin —, gde (*) vazi prema Jensenovoj
4 2 2 24
nejednakosti primenjenoj recimo na interval [0, 7t] na kome je sinus konkavan. Jednakost je
t jer je = * T
stroga jer je — # —.
ga Jer ] 1 3
. Kako je:
11 sin2tly
sin 2K x sin2kx  sin 2k-1x
_ 1 sin(2kx — 2k 1x)
sin 2k x sin 2k—1x

sin 2% x cos 2k~ 1x — cos 2Fx sin 2F1x

sin 2kx sin 2k-1x

= ctg ok=1x — ctg 2kx,

1 1 1

- - + — Rl
sinx sin2x sin4dx sin 2" x

+

imamo teleskopski zbir

ctgg—gtg«+mg«—mg%f+mg%f—mgékf+m+c X —ctg2'x

X
= ctg 5 ctg2"x.

. Jednacina je definisana na [0, o), i funkcija na levoj strani je na tom intervalu rastuca kao
zbir dve rastuce funkcije. Kako je xg = 1 jedno ocigledno resenje, to je i jedino resenje.

. Nejednagina je definisana za x > 0; primenom logs, ekvivalentna je sa logg x1*183% < 2,
tj. sa (1 + logs x)logg x < 2, tj. sa (logz x + 2)(logg x — 1) < 0, tj. sa logz x € (=2, 1), tj. sa
x €(1/9,3).

. Jednacina je definisana ako i samo ako je tg x > 0, ako i samo ako x € D := U [kn,g + kn).
kez
Kako je 2cos? x —3cosx — 2 = 2(cos x — 2)(cos x + %), i uvek cosx —2 # 0, jednacina na D

1 47
ekvivalentna je sa cosx = ~3 ili tgx = 0. Resenja koja pripadaju D su Y +2km, keZ, i
km, k € Z.
. Aritmeticka sredina trinoma x2 + x — 13 i x> +x -5 je a = x> + x — 9, pa uvodenjem ove

smene jednacina postaje (a —4)(a +4) = =7, tj. a> = 9. Za a = —3 dobijamo x> + x — 6 =



10.

. Jednacina z

. Mnozenje w sa &1 = cos60° + isin60° =

(x +3)(x =2) = 0, a za a = 3 dobijamo x2 +x — 12 = (x + 4)(x — 3) = 0. Resenja su

X1 2—4,XQ 2—3,X3:2,X4=3.

4 2

—9 . . — .. — . .
= Zz° ekvivalentna je sa z2 = z ili z2 = —Z. Ako zapiSemo z = x + iy, ove

jednacine se svode na x2 — y2 +2xyi =x—iyi x? - y2 +2xyi = —x +1y.

2 2

Prva jednacina svodi se na sistem x*—y~ = x i 2xy = —y. Iz druge jednacine je y(2x+1)

0, pajey =0ili 2x + 1 = 0; za y = 0 dobijamo x>

1
:x,tj.x:Oilile,azax:—§

2

3 3
dobijamo y2 =x“—-x= 7 odakle je y = 17. Dakle, resenja u ovom slucaju su z; = 0,

~1+iV3 | e iv3
— iz = ——.
2 2
Druga jednacina svodi se na sistem x2 — y?> = —x i 2xy = y. Iz druge jednacine je

z9=1,2z3= 4

2:

y2x—1)=0,pajey =01ili 2x —1 =0; za y = 0 dobijamo x* = —x, tj. x =0 ili x = -1, a

1 3
za X = 3 dobijamo y2 =x’+x= 7 odakle je ¥ = £+—. ReSenja u ovom slucaju su (kada

1+iV3 1—-iV3

1 z7 = .
5 AT 2

zanemarimo ponovljeno resenje 0) z5 = —1, zg =

1+iV3

je rotacija w oko 0 za 60° u pozitivhom

1—iV3

smeru, a za &9 = cos(—60°) + i sin(—60°) = je rotacija w oko 0 za 60° u negativnom

smeru. Trougao 1liz je jednakostrani¢an ako i samo ako je translirani trougao za —1, 0(i —
1)(z — 1), jednakostrani¢an, ako i samo ako je z —1 rotirano i — 1 za £60°, tj. ako i samo ako

. -1-vV3+i(l-+vV3 . -1+V3+i(1+V3
jez—l:(l—l)glz \/_ l( \/_) 1112_12(1_1)62: \/—21( \/_)7pa’-]e

2
1- 1
7= 2\/5(1 +i)iliz = +2‘/§(1 +1).

Alternativno, simetrala duzi 1i je simetrala prvog i tre¢eg kvadranta z = A(1 + 1), A € R,

i zeljene tacke se nalaze na ovoj pravoj. Njih mozemo da nademo iz uslova |z — 1| = |i — 1]

(jednake stranice), tj. [(A — 1) + Ai] = |1 — i], Sto posle kvadriranja postaje jednacina (A —

2+ 23 1+2\/§(1+i)

1 pa su reSenja z =

1?2 +A2 =2, tj. 242 =241 -1 =0. Odavde je Ayp =

1-V3
2
Zapisimo X20264X2025 11 = (X3+1)Q(X)+(aX?+bX+c). Imamo da je X3+1 = (X+1)(X?%-
1+iV3

iz = (1+1).

X+1) = (X+1)(X—81)(X—82), gde je €12 =

. Za X = —1dobijamo 1 =a-b+c. Za

—1+iV3
e . _ . _ — he s 02
X = €1, 6%026+é%025+1 = 81(651)’)675+(ti1)’)675+1 =—¢& = ae%+b€1+c. Kako je ¢] = —

posle mnozenja sa 2, prethodna veza postaje (=1 + iV3)a + (1 + iV3)b + 2c = —(1 + iV3).
Izjednacavanjem relanog i imaginarnog dela dobijamo jednac¢ine: —a+b+2c = —1ia+b = —1.
Sveli smo problem na reSavanje sistema: a —b+c =1, —a+b+2c =-1,a+b = —1;

resenje je a = ¢ =0, b = —1. Trazeni ostatak je —X.
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Kako je 1 nula od aX"™! + bX" + 1 imamo a + b + 1 = 0, a kako je 1 i nula od izvoda
(n+1)aX" +nbX"! imamo (n+1)a+nb = 0. Iz druge jednakosti imamo 0 = n(a+b)+a =
—n + a koristeéi prvu jednakost, pa je a = n, i dalje je b = —n — 1.

Neka je P zbir svih cox i N zbir svih cog41; ra¢unamo P2—N?2. Za X = 1je (a+b)?9%5 = P+N,
azaX=-1je(-a+b)*> =P—-N. Sada je P2~ N? = (P+N)(P - N) = (a +b)*%(-a +
£)2025 = (b2 — 42)2025

20 i 30 su nule polinoma Q(X) = P(X) — X — 10, koji je takode treceg stepena i monic¢an, pa
mozemo da zapisemo Q(X) = (X —20)(X = 30)(X —a), tj. P(X) = (X —20)(X —30)(X —a) +
X +10. Sada je P(40) — P(10) = 200(40 — a) + 50 — (200(10 — a) + 20) = 6030.
Kakojel=a+2b+c = % + g +2b + % + % a>g 5\5/ Q2ZC2, sledi a%bc? < % Vrednost 5:%

a c
dostiz - =2b=-=-1tj =c=-1ib=—.
ostize se za 3 5 5,Jzaa c 51 10

Funkcija f(x) = x3/2 definisana je i konveksna na (0, 0). Prema Jensenovoj nejednakosti za

ai,...,a, > 0 vazi:

3/2 | 3/2 3/2
(a1+a2+---+an)3/2<a1/ +a2/ +---+an/
n - n ’
gde jednakost vazi ako i samo ako ay; = ay = -+ = a,. Uzimajudéi a; = xi2 dobijamo zZeljenu
nejednakost.
, 2 1 1 1 1 1 1 1®A+14+1+1+1+1)2 36
Imamodaje—4+—-+-=—+—-4+—+—-+—-+-2= = >
36 b ¢ a a a b b c a+a+a+b+b+c 3a+2b+c

i 6, gde (*) vazi prema Tituovoj lemi.



