NEODLUCIVOST LOGIKE PRVOG REDA

SLAVKO MOCONJA

Neka je M Tjuringova masina opisana sa:

traka bez krajeva;

svako polje trake moze da bude prazno (0) ili popunjeno (1);

Q je skup stanja sa dva istaknuta stanja: pocetno stanje je qo i zaustavno stanje qg;
e program je dat (totalnom) funkcijom 7 : (Q \ {gu}) X {0,1} = Q x{0,1,L, D}.

Masini M pridruzujemo jezik prvog reda L koji sadrzi sledeée simbole:

konstantu ¢;

e unarne funkcije 0 i 1;

binarne relacije R, za g € Q;

e unarna relacija J.
Odmah mozemo da uo¢imo i L y-strukture A, za n € N:

e domen strukture je skup D = {w € {0,1}*: w je prazan niz ili w pocinje sa 1};
o ¢Ar je prazan niz;

e funkcije 04 i 14 definisane su sa:

A e ako w = b ) A
0% (w) = i 1%(w)=wl, zaw € D;
w0 ako w # &M

e relacija A definisana je sa:
A def. ..
] (w) <<=  w je niz jedinica.

Primetimo da su prethodne interpretacije nezavisne od n.

e ZageqQ, R?“ definisana je sa:

u nekom trenutku rada M za ulaz 11...1, na traci

N————
A def. . . —_ - — ”:H "
Ry (w1, wy) se nalazi zapisano wiws, gde je Wy re¢ wo Citana unazad,

masina se nalazi u stanju g, i glava masine se nalazi na

pocetku ws dela.

Cilj. Konstruisemo £ -recenicu ¢, takvu da M se korektno zaustavlja za ulaz 11...1 ako i samo
————

n+1
ako £ @,. Ako to uspemo, imamo:

Teorema 1. Problem valjanosti u logici prvog reda je neodluciv.
1



2 SLAVKO MOCONJA

Dokaz. Neka je M masina koja racuna funkciju @ (x, x). Tada:
reK < di(x,x)]
<= masina M se korektno zaustavlja za ulaz x
= Fox

§to svodi standardan problem K na problem valjanosti. Dakle, problem valjanosti nije odluciv.

Sada ¢emo konstruisati recenice @,. Najpre, uoc¢imo sledee recenice:

® ( je reCenica:

Oc =¢.
e 3 je reCenica:
Vx(x =Te Vv Iy(J(y) Ax =Ty) = J(x)).
e v je konjunkcija slede¢ih recenica:

o za svaku naredbu 04’0 imamo re¢enicu:
Vxy(Ry(x, 0y) = Ry (x, O));
o za svaku naredbu g0g’1 imamo re¢enicu:
Vxy(Ry(x,0y) — Ry (x, Ty));
o za svaku naredbu q0g’L imamo konjunkciju recenica:
Vxy(R;(0x,0y) — Ry (x,00y)) i Vxy(Ry(Tx,0y) — Ry (x, 10y));
o za svaku naredbu q0g’D imamo recenicu:
Vxy(Ry(x, 0y) — Ry (0%, y);
o za svaku naredbu 14’0 imamo re€enicu:
Vaxy(Ry(x, 1y) = Ry (x, 0));
o za svaku naredbu 14’1 imamo re€enicu:
Vaxy(Ry(x, 1y) = Ry (x, Ty));
o za svaku naredbu glg’L imamo konjunkciju recenica:
VaVy(Ry(0x, Ty) — Ry (x,01y)) i VaVy(Ry(Tx, Ty) — Ry (x, 11y));
o za svaku naredbu qlg’D imamo recenicu:
Vaxy(Ry(x, 1y) = Ry (1%, ).

e {, je recenica:

Ry(e, 1T, Te).
N—

n+1
e ( je recenica:

Fx(Rgy (e, x) A J(x)).
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e Konacno, ¢, je recenica:
AABAYAS, — C

Komentar 2. Prethodne re¢enice smo konstruisali imajuéi u vidu A, i za sve n € IN vazi:
e ApEaABAY A, i

o A, [ C ako i samo ako M se korektno zaustavlja za ulaz n (odn. 11...1).
——

n+1

Lema 3. M se korektno zaustavlja za ulaz n ako i samo ako = @y,.

Dokaz. (<) Ako | @y, tada i A, |E @n, pa prema komentaru 2 M se korektno zaustavlja za ulaz n.
(=) Pretpostavimo da se M korektno zaustavlja za ulaz n, i pretpostavimo da je B proizvoljna £ (-
struktura,; cilj je da dokazemo B | ¢,,. Neka je B domen strukture B, i pretpostavimo B | a ABAY AOy;

cilj je da dokazemo B | C. Definisimo preslikavanje 1 : D — B rekurentno sa:

o nehn = B

e 1(w0) = 0Bnw, i
e n(wl) = 1Bqw.

Tvrdenje 3.1. JA(w) = [B(nqw).

Dokaz turdenja. Treba da dokazemo da za sve nizove jedinica w, ]B(nw). Dokaz izvodimo po duzini
[w|. Ako je w = 1, tada je nw = 1B¢B, pa [B(qw) vazi jer B E B. Pretpostavimo w = w’l, gde je
w’ niz jedinica. Tada nw = 1Bnw’ i prema indukcijskoj hipotezi JB(nw’), pa ponovo JB(nw) sledi jer
B E B. m]

Tvrdenje 3.2. R?‘”(wl,wﬂ = R]};(nwl,r]wg).

Dokaz tvrdenja. Neka je k : N — Q X D x D funkcija definisana sa: x(t) = (q(t), w1(f), wa(t)), gde

je q(f) stanje u kome se masina nalazi u trenutku ¢, a wq(t) 1 wa(f) su reéi takve da je w1 (f)wa(t)

zapisano na traci u trenutku f, i glava masine se nalazi na pocetku reci ws(t). Posle zaustavljanja u
trenutku fy, dodefinisemo «(f) = x(tg) za sve t > ty. Dakle, Rﬁ\” (w1, ws) ako i samo ako postoji t
tako da x(f) = (g, w1, wa).

Dovoljno je da za svako t dokazemo R]?(t)(nwl(t), nwa(t)), $to ¢inimo indukcijom po . Za t = 0
je (g(0), w1(0), w2(0)) = (g0, €™, 11...1), pa kako je ne®» = B inil...1 = 1818, 1B B kako

—— ~—— ————
n+1 n+1 n+1
B [ 6, dobijamo R]’io)(nwl(o), nw2(0)).

Pretpostavimo R]f(t)(nwl(t),nwg(t)), i dokazimo isto za t + 1. Od konfiguracije (q(t), w1 (t), wa(t))
do konfiguracije (g(t + 1), w1(t + 1), w2(t + 1)) masina je dosla izvrsavajuéi odgovarajuéu naredbu.
Uradi¢emo jedan slucaj, preostali su sli¢ni. Pretpostavimo da je naredba koju je masina izvrsila
g(t)0g(t +1)0. To znaéi da je wo(t) prazna re¢ ili oblika v0, i da je w1 (t +1) = w1 (f) 1 wa(t +1) = wo(t).
B _ BB

Pretpostavimo da je wq(t) prazna re¢. Kako B | a, nwa(t) = ¢ jer B E a, pa po

indukcijskoj hipotezi Rf(t)(nwl(t),@]Bs]B). Kako B [ y, specijalno:
B E Yxy (R, (x, 0y) — Ryi11)(x, 0y)),
odakle sledi Rg?’(tﬂ)(nwl(t),@]Bs]B), tj. RB (nwy(t), €®), odn. RB (nw;(t), nwa(t)). Kako je w;(t +

q(t+1) q(t+1)
1) = wi(t) i wa(t + 1) = wo(t), dobijamo Zeljeni zakljucak R]Ll?(t+1)(nw1(t + 1), nwa(t + 1)).
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Pretpostavimo sada da je ws(t) oblika v0. Tada je nws(t) = 0Bno, pa po indukcijskoj hipotezi je
Rf(t)(nwl(t),@]qu). Ponovo koristimo:

B E Vxy(Ry1(x,0y) = Ry41)(x, 0y)),

odakle sledi R?;(Hl)(nwl(t), 0Bno). Kako je wi(t + 1) = wy(t) i wa(t + 1) = wa(t), ponovo dobijamo
zeljeni zakljucak RE(HU(nwl(t + 1), nwa(t + 1)). O
Sada mozemo da zavrs$imo dokaz. Prema komentaru 2, A, F C, tj. A, F 3x(Rgy(e, x) A J(x)).

Dakle, postoji re¢ w € D takva da Ré\;(eA”,w) i JA(w). Prema tvrdenjima 3.2 1 3.1, R]?H(EB,nw) i
JB(nw). Dakle, B | Fx(Ryy, (e, x) AJ(x)), tj. B | C. Zavrsili smo dokaz. O



