DISKRETNE STRUKTURE 1

JUN 1 2025: RESENJA

1. Niz (a,) definisan je rekurentno sa: ag = 0, a3 = 32 i a,42 = 6a,.1 — 8a, za sve
n > 0. Koristeéi matematicku indukciju dokazati: a, = 16(4™ — 2"), za sve n > 0.

Resenje. Treba da dokazemo (Vn) P(n), gde je P(n) predikat a,, = 16(4™ —2"). S
obzirom da je niz a,, rekurentno definisan preko svoja dva prethodna ¢lana, koristi¢emo
korak oblika:

(Vn)(P(n) AN P(n+1) = P(n + 2)),

Sto znaci da nam je odgovarajuca baza oblika:

P(0) A P(1).

Baza indukcije: Treba da proverimo iskaze P(0) i P(1).

P(0) je iskaz ag = 16(4° —2°); kako je po definiciji ap = 01 16(4°—2") = 16(1—1) = 0,
P(0) je tacan.

Iskaz P(1) je a; = 16(4' — 2'); kako je a, = 321 16(4" — 21) = 16(4 — 2) = 32, i P(1)

je tacan.

Indukcijski korak: Pretpostavimo P(n) i P(n + 1), tj.:

(IH) ap = 16(4" —2") i apyq = 164"+ — 27t

i dokazimo P(n + 2), tj. apio = 16(4"72 — 27%2) ode je n > 0 proizvoljno. Imamo:

def
ap42 = 6an+1 — 8ay,

I 61604 — 27Ty — 8- 16(4" — 2")

= 16(6-4""" —6.2"" —8.4" +8.2")

= 16(6-4"" — 62" —2.4"F1 4 4. 27
= 16(4-4"t — 2.2

— 16(4n+2 - 277,+2)7

Sto smo 1 zeleli. Zavrsili smo dokaz. &



2. Dokazati skupovni identitet: AN (BN C)=(ANB)U(ANC).

Resenje. 1 nacin. (=) Pretpostavimo z € AN (BN C). Tadaz € Aix ¢ BN C.
Iz © ¢ B~ C imamo dva slucaja da razmotrimo: x ¢ B ix € C. Ako x ¢ B, imajudi
uvidux € A, imamo z € AN B, paiz € (AN B)U(ANB). Ako z € C, imajudi u
vidu z € A, imamo z € ANC, paix e (AN B)U(ANC). Dakle, u svakom slucaju
re€(ANB)U(ANCOC).

(<) Pretpostavimo xz € (A~ B) U (ANC). Imamo dva slucaja: + € AN B i
re€ ANC. Akox € ANB,ondaz € Aix ¢ B. Iza ¢ Bslediixz ¢ B~ C, pa
re€AN(BNC). Akoxe AnNC,ondarzec AizeC. IzxeCslediiz ¢ B\ C, pa
opet z € AN (B~ C). U svakom slucaju x € (AN B)U(ANC).

II nac¢in. Dovoljno je da proverimo da sa karakteristicne funkcije leve i desne strane
jednake.
XawB~c) = Xxa+xalxs+xsXxc)
= XAt XAXB t XAXBXC;
X(A~B)U(ANC) = XA~B T Xanc + XA-BXAnC

= Xa+xaxs + Xaxc + (Xa + XaxB)XaXc

= Xa +XxaXz + Xaxe + Xaxe + Xaxsxe

= XA+ XAXB T XAXT + XaXT + XaXBXC

= XAt XaXB T XaXBXcC-

Kako su karakteristi¢ne funkcije jednake, vazi zeljeni identitet. o



3. Na skupu R* = R\ {0} data je relacija ~ sa: z ~y &L T Q. Dokazati da
Y

je ~ ekvivalencija na R. Izracunati klasu [2025]..

Resenje. Najpre ¢emo proveriti aksiome ekvivalencije.

x
Refleksivnost. Za svako z € R* vazi — =1 € Q, tj. x ~ x.
x

x
Simetri¢nost. Pretpostavimo z,y € R* i x ~ y, tj. — € Q. Tada je y_ € Q jer
Y x

< 8]

je Q zatvoreno za reciprocne vrednosti; dakle, y ~ x.

x
Tranzitivnost. Pretpostavimo z,y,z e R*, z ~yiy~z,tj. — € Qi Y € Q. Tada i
Yy z

SERS

x
2. Y Q jer je Q zatvoreno za mnozenje; dakle, x ~ z.
y oz

Izracunajmo sada klasu [2025].. Imamo, za x € R*:

def

x € [2025] x ~ 2025

T
5025 < 2

r € Q,

gde poslednja ekvivalencija vazi jer je Q zatvoreno za mnozenje i deljenje sa 2025; dakle,

2025]. = QNR* =Q~ {0}. &

(R

4. Neka su f,g: X =Y. Akozasve y € Y vazi y € g[f'[{y}]], dokazati da je f
na.

Resenje. Treba da dokazemo da za svako y € Y postoji € X tako da f(z) = v.
Neka je y € Y proizvoljan element. Prema uslovu zadatka vazi y € g[f '[{y}]]. Po
definiciji direktne slike to znaci da postoji z € f~![{y}] tako da y = g(z); specijalno,
postoji z € f~[{y}]. Po definiciji inverzne slike to znaci da f(z) € {y}, tj. da f(z) = y.
Zavrsili smo dokaz. &



5. Izracunati poslednje dve cifre broja 71%".

Resenje. Treba da izra¢unamo ostatak pri deljenju 7137 sa 100.
I nacin. Direktnim ra¢unom imamo:
7137 = (71%)8.71 = 5041'8.71 =10 41'8-71 = (41%)°-71 = 1681°-71 =y 81°-71 =
= (81%)*-81-71 = 6561*-5751 =19 61*-51 = (612)*-51 = 3721%-51 =1
=100 21%2-51 = 441-51 =00 41-51 = 1091 =440 91.
Dakle, poslednje dve cifre su 91.

IT nacin. Neka je r zeljeni ostatak. Donekle laksi racun je ako izracunamo ostatak r
pri deljenju sa 4 i sa 25, i onda izracunamo r. Ostatak pri deljenju sa 4 je lak:

r=, 713 =4 (—1)%1 = —1.

Ostatak pri deljenju sa 25 mozemo da izracunamo direktno slicno kao u prvom resenju.
A mozemo da iskoristimo Ojlerovu teoremu. Najpre r =q5 7137 =55 (—4)37 = —437.
Kako je (4,25) = 1, prema Ojlerovoj teoremi je 49 =,5 1. Kako je ¢(25) = 20
imamo 4% =55 1. Sada moZemo da smanjimo stepen i da nastavimo na standardan

nacin, a mozemo da postupimo na sledeci nacin:
1 =17 =95 (4%0)2 = 410 = 437 . 43 = 457 . 64 =55 4% - (—11).

Odavde je 437 inverz od —11 modulo 25, koji moZemo da nademo Euklidovim algorit-

25 1 0 3 1 2 31 2
— — ,
—11 0 1 —11 0 1 1 49
odakle je 4 - 25 + 9 - (—=11) = 1, odakle je 9 inverz od —11 modulo 25, tj. 437 =55 9.
Vracajuéi se nazad, r =o5 —4%" =25 —9 =95 16. Iz poslednjeg, kandidati za r su 16, 41,

mom

66 1 91, pa kako je r =4 —1, zakljucujemo r = 91. &



6. Na Ostrvu zive dva plemena: pleme Istinozboraca i pleme Lazova. Ostrvljani se
ni po ¢emu ne razlikuju, osim sto Istinozborci uvek govore istinu, dok Lazovi uvek lazu.
Stranac na ostrvu je naiSao na grupu od Sest ostrvljana: A, B,C, D, E, F, i od njih je
¢uo sledece informacije:

A je rekao: Tacno jedan od F'i B je Istinozborac.

B je rekao: C'i F' nisu iz istog plemena.

C je rekao: A je Lazov ili je B Istinozborac.

D je rekao: A je Lazov, a F' je Istinozborac.

E je rekao: Ili je B Lazov ili je C' Istinozborac.

Ko je Istinozborac, a ko je Lazov?

Resenje. Sa a ozna¢imo tacnost iskaza ,,A je Istinozborac.”; b, c,d, e, f imaju slicno
znacenje. Ako A da izjavu tac¢nosti p, onda je a = T ako i samo ako je A Istinozborac,
ako i samo ako p = T'; dakle, a = p. Prema tome iz datih izjava imamo slededi sistem
iskaznih jednacina:

(1) a = fVb
(2) b = cVf;
(3) ¢ = —aVb
(4) d = —anf;

(5) e = —bVe.
Slovo b ima najvec¢i broj pojavljivanja, pa ¢emo diskutovati po njemu.
I'slucaj. b = N. Iz (1) dobijamo a = f, iz (2) je ¢ = f, iz (3) ¢ = —a. Ove tri
jednakosti su u kontradikeiji.
IIslucaj. b=T. Iz (3)jeic=T. 1z (2) jesada f = N, paiz (4) jeid = N.
Iz (5) dobijamo e = T, i konacno iz (1) a = T. Dakle, imamo jedinstveno resenje
(a,b,c,d,e, )= (T,T,T,N,T,N), tj. A, B,C, E su Istinozborci, a D, F' su Lazovi. &



