DISKRETNE STRUKTURE 1

JANUAR 2 2025: RESENJA

1. Niz (ay)n>1 definisan je rekurentno sa: a; =5, as = 71 a,, = 2a,_1 — a,_3 za sve
n > 3. Koriste¢i matematicku indukciju dokazati: a, = 2n + 3, za sve n > 1.

Resenje. Treba da dokazemo (Vn > 1) P(n), gde je P(n) predikat a, = 2n + 3. S
obzirom da je niz a,, rekurentno definisan preko svoja dva prethodna ¢lana, koristi¢emo
korak oblika:

(Vn = 1)(P(n)ANP(n+1) = P(n+2)),

Sto znaci da nam je odgovarajuca baza oblika:
P(1) A P(2).
Baza indukcije: Treba da proverimo iskaze P(1) i P(2).

P(1) je iskaz a1 = 2 - 1 4 3; kako je po definiciji a; = 5, P(1) je tacan.
Iskaz P(2) je ag = 2 -2+ 3; kako je as = 7,1 P(2) je tacan.

Indukcijski korak: Pretpostavimo P(n) i P(n + 1), tj.:

(IH) apn=2n+3 1 apy1 =2(n+1)+3,
i dokazimo P(n + 2), tj. apio = 2(n+2) + 3, gde je n > 1 proizvoljno. Imamo:
Qp42 déf 2an+1 — Qn, jer n+2 > 3
IH

= 22(n+1)+3)—(2n+3)
= 4n+1)+6—-2n—3

= (4n+4—-2n)+(6-23)
= (2n+4)+3

= 2(n+2)+3,

Sto smo 1 zeleli. Zavrsili smo dokaz. &



2. Dokazati da za proizvoljne skupove A, B, C vazi: AN (BN\C) 2 (ANB)N(ANC).

Primerom pokazati da obratna inkluzija ne mora da vazi.

Resenje. Najpre ¢emo dokazati inkluziju.

[ naé¢in. Pretpostavimo = € (AN B)~\ (AN C); cilj je da dokazemo x € AN (B~\.C).
Izx € (AN B) N (AN C) sledi specijalno r € AN B, tj. . € Aix ¢ B. Iz 2 ¢ B sledi
iz ¢ B~ C,stozajedno sa x € A povlaci z € A~ (B ~\ (). Time smo zavrsili dokaz.

IT nacin. Koristimo karekateristicne funkcije. Karakteristi¢na funkcija skupa na levoj
strani L = A~ (B~ C) je:
Xr = Xa+ xa(XB + XBXc) = Xa + XaxB + XaXBXC
a skupa na desnoj strani D = (AN B) N (AN C) je:

xp = (Xa+xaxs)+(xa+xaxs)(xa+xaxc) =

= XatXaxp+XA+XAXcHXANEHXAXBYC =
= XATXAXB T XATXAXCO T XAXBHXAXBXC = XAXCTXAXBXC-
Kako je L O D ekvivalentno sa LN D = D, tj. sa xpXp = Xp, racunamo XpXp:

XXp = (Xa+XxaxB+XxaxsXc)(Xaxc+XaXBXxc) =
= XaXcHXAXBXCHXAXBXCHXAXBXCTXAXBXETXAXBXE =
= XAXCTXAXBXC TXAXBXT T XAXBXC TXAXBXC T XAXBXC =
= XAXc +XAXBXC = XD,

Sto zavrSava dokaz.

Uradimo sada drugi deo zadatka.

Nacrtajmo Venove dijagrame datih skupova:

o) &)

AN (BNCO) (ANB)N(ANQO) (ANBNCYU(ANBNC")

Slika nam sugerise da su dva skupa jednaka ako i samo ako je skup na trecoj slici prazan,
pa ako zelimo da konstruiSsemo kontraprimer za jednakost treba da se pobrinemo da

postoji bar jedan element u skupu na trecoj slici. Imamo dve opcije, mozemo da



namestimo element koji je u skupu A, a nije u skupovima B i C, ili da namestimo

element koji je u sva tri skupa. Ako se opredelimo za prvu opciju, najlakse je da
wmemo A = {z} 1 B=C = (. Tada je:

L=A~(BNO)={a}~0={2} 1 D=(ANB)N(ANC)={z}{z} =1,
ijasno L#D. &



3. Naskupu R xR data je relacija < sa: (x1,41) < (22, Y2) PEUN 1 <29 1 Y1 < Yo
Dokazati da je < poredak na RxR. Izrac¢unati minimalne i maksimalne elemente trougla
sa temenima (0,0), (1,0) i (—1,1).

Resenje. Dokazimo najpre da je < poredak u ravni.

Refleksivnost. Za svaku tacku (x,y) vazi (z,y) < (z,y) jer vazix <z iy < .
Antisimetri¢nost. Pretpostavimo (z1,41) < (%2,y2) 1 (22,92) < (21,11). Iz prve

relacije je 11 < 2o 1 yp < Yo, aiz druge o < 211y < y1. Sada iz x; < 291 29 < 1y
sledi 1 = x9, aiz y; < Y2 1 Y2 < yy sledi y; = yo. Dakle, (z1,y1) = (22, y2).
Tranzitivnost. Pretpostavimo (z1,41) < (%2, y2) 1 (72, y2) < (x3,y3). 1z prve relacije
jexy < axoiy < yo, aizdruge 2o < 231 Yo < y3. Sada iz 21 < 29 1 29 < x3 sledi
<

1 < T3, iz g1 <y2 iy <y osledi yp < ys. Dakle, (z1,11) < (3, u3).

Odredimo sada minimalne i maksimalne elemente trougla ABC' gde su A(0,0), B(1,0)
i C(—1,1). Najpre primetimo da za fiksiranu tacku (a, b) vazi (z,y) < (a,b) <= =z <
aNy < b, dakle (z,y) je manja od (a,b) ako i samo ako se nalazi ,,levo i dole” od (a, b).
Sli¢no, (a,b) < (x,y) ako i samo ako se (z,y) nalazi ,,desno i gore” od (a, b) (slika levo).
y

(a,0)

N

T

vedi od (a,b)

«——+ manji od (a,b) minimalni

Tacka X trougla ABC' je minimalna, po definiciji, ako nijedna tacka trougla ABC nije
strogo manja od X, tj. nije ,levo i dole” od X. Dakle, minimalni elementi su tacke
duzi AC. Sli¢no, tacka X je maksimalna, po definiciji, ako nijedna tacka trougla nije
strogo veca od X, tj. nije ,,desno i gore” od X. Dakle, maksimalni elementi su tacke
duzi BC' (slika desno). o



4. Neka su funkcije f : Z - N, g: N — 2N, h: 2N —- 2N+ 1, j: 2N+ 1 — Z, gde je
2N skup parnih a 2N + 1 skup neparnih prirodnih brojeva, date sa:

fla) =lzf,  g(x)=2x,  Wz)=z+1,  j@)==z

Ispitati da li su funkcije f, g, h, j injektivne (1-1) i surjektivne (na). Zasto johogo f:
7, — Z nije bijekcija?

Resenje. Funkcija f : Z — N data sa f(z) = |z| nije 1-1 jer npr. f(—-2) = | —2| =
2 = 2| = f(2), ali —2 # 2. Sa druge strane, f jeste na jer za proizvoljno x € N vazi
x = |z| = f(z) (prva jednakost vazi jer x € N, a druga ima smisla jer x € N povladi i
r € 7).

Funkcija g : N — 2N data sa g(z) = 2z jeste i 1-1 i na. Primetimo najpre da je g
dobro definisana, tj. za © € N, g(x) = 2z zaista pripada 2N. Ako je g(x) = g(2'), tj.
2x = 22/, odatle je i = 2'; dakle g je 1-1. Sa druge strane, za proizvoljno x € 2N, vazi
7 € Niimamo g(3) = 25 = z; g je na.

Funkcija h : 2N — 2N+ 1 data sa h(z) = v+ 1 jeste i 1-1 i na. Primetimo najpre da
je h dobro definisana, tj. ako x € 2N, tada je z paran prirodan broj, pa je h(z) =z +1
neparan prirodan broj, tj. h(z) € 2N + 1. Ako je h(z) = h(2'), tj. x +1 = 2/ + 1,
sledi da je iz = 2/, pa je h 1-1. Sa druge strane, ako je x € 2N + 1, tj. ako je z
neparan prirodan broj, onda je x — 1 paran prirodan broj, tj. x — 1 € 2N, i imamo
h(x —1)=(xr—1)+1=ux; h je na.

Konacno, funkcija j : 2N+1 — Z data sa j(x) = x je dobro definisana jer 2N+1 C Z.
Funkcija j ocigledno jeste 1-1. Sa druge strane, j nije na, jer npr. za x = —2 € Z, ako
bi bilo f(t) =« zaneko t € 2N+ 1, bilo bi t = -2, a —2 ¢ 2N + 1.

Da funkcija k := johogo f : Z — Z nije bijekcija mozemo da vidimo na dva nacina.

[ nacin. Izracunajmo k(z), x € Z:

k(x) = j(h(g(f(x)))) = 3(h(g(z]))) = 3 (h(2[])) = 5(2[x] + 1) = 2[z] + 1.

Sada k(z) nije na jer za sve z € Z vazi k(z) = 2|z| + 1 > 0, pa npr. 0 nije u slici
funkcije k. Ve¢ je ovo dovoljno da kazemo da k nije bijekcija, ali ipak primetimo da
nije ni 1-1, jer npr. k(—2) =5 = k(2), ali —2 # 2.

IT na¢in. Imamo tvrdenje koje kaze da ako je 1 o ¢ bijekcija, onda je ¢ 1-11 % je na.
Sada, ako bi k = johogo f=(johog)o f=jo(hogo [) bila bijekcija, iz plavog
zapisa bi f bila 1-1, a iz crvenog bi j bila na; videli smo gore da ni jedno ni drugo nije

tacno, pa su to jos dva razloga zasto k nije bijekcija. o



5. Resiti sistem kongruencija: ©t =96 x =107 = =11 4.

Resenge. 1 nacin. Iz prve jednacine imamo da je x = 9k 4 6, k € Z. Ubacivanjem u
drugu dobijamo:
9k +6=107 <= 9%k = 1.
Kako (9,10) = 1, 9 je invertibilan modulo 10, i iz 9% =, 1 sledi da mu je inverz jednak 9,
pa mnozenjem poslednje jednakosti sa 9 dobijamo k =19 9. Odatle je k = 10l+9, [ € Z,
pa vra¢anjem imamo x = 9k + 6 = 9(10/ + 9) + 6 = 90! + 87. Kona¢no, ubacivanjem u
poslednju jedna¢inu imamo:

901"‘875114 < 21—15114 < 2l5115.

Kako (2,11) = 1, 2 je invertibilan modulo 11, i iz 2 - 6 =4; 1, sledi da mu je inverz
jednak 6. Mnozenjem poslednje jednakosti sa 6 dobijamo [ =;; 30 =1; 8. Odatle je
[ =11m+ 8, m € Z, pa vracanjem dobijamo:

x =900 + 87 =90(11m + 8) + 87 = 990m + 720 + 87 = 990m + 807, m € Z.
Zavrsili smo zadatak.
IT nacin. Koristimo algoritam iz dokaza kineske teoreme o ostacima. Oznac¢imo m; =
9,a1 = 6, my = 10,a, = 7, mg = 11,a3 = 4. Dalje, oznacimo M = mimaomsz = 990,

M, = M/my = 110, My = M/mgy = 99, M3 = M/m3 = 90. Nadimo brojeve p;, ¢; takve
da p;M; +qgm; =1,i=1,2,3. Za i =1 imamo:

110 1 0 2 1 —12 2 1 —12
— —
[ 9 0 1] [9 0 1 ] [1 —4 49]

odakle mozemo uzeti py = —41 ¢ =49. Za i = 2:
99 1 0 -1 1 -10
_>
10 0 1 10 0 1
odakle mozemo uzeti po = —11 ¢ = 10. Za i = 3:
90 1 0 2 1 =8 2 1 -8
— —
1 0 1 1 0 1 1 =5 41
odakle mozemo uzeti p3 = =51 q3 = 41.

Prema kineskoj teoremi jedno reSenje sistema je:
Ty — p1M1a1 +p2M2a2 —|—ng3ng =—4-110-6—-99-7—5-90-4 = —5133 =990 807,

a opste resenje je dato formulom z = 807 + 990k, k € Z. &



6. Na Ostrvu zive dva plemena: pleme Istinozboraca i pleme Lazova. Ostrvljani se
ni po ¢emu ne razlikuju, osim sto Istinozborci uvek govore istinu, dok Lazovi uvek lazu.
Stranac na ostrvu je naiSao na grupu od Sest ostrvljana: A, B,C, D, E, F, i od njih je
¢uo sledece informacije:

A je rekao: D je Istinozborac ili je C' Lazov.

B je rekao: C'i D su Lazovi.

C je rekao: F i F su iz istog plemena.

D je rekao: C'i E su Istinozborci.

E je rekao: D i B su iz istog plemena.

Ko je Istinozborac, a ko je Lazov?

Resenje. Sa a ozna¢imo tacnost iskaza ,,A je Istinozborac.”; b, c,d, e, f imaju slicno
znacenje. Ako A da izjavu tac¢nosti p, onda je a = T ako i samo ako je A Istinozborac,
ako i samo ako p = T'; dakle, a = p. Prema tome iz datih izjava imamo slededi sistem

iskaznih jednacina:

(1) a = dV-q
(2) b —c A —d;
B) ¢ =eof;
4) d ce;

(5) e = d<+b.
Slova ¢ i d imaju najveéi broj pojavljivanja, pa ¢emo diskutovati npr. po c.

I slucaj. ¢ = N. Tada iz (1) imamo a = T, a iz (4) d = N, pa iz (2) sledi b = T.
Iz (5) sada sledi e = N, pa iz (3) f = T. Dakle imamo resenje (a,b,c,d,e, f) =
(T, T,N,N,N,T), tj. A, B, F su Istinozborci, a C, D, E Lazovi.

II slucaj. ¢ = T. Tada iz (2) imamo b = N. Sada iz (4) imamo d = e, a iz (5)
e = —d. Ova kontradikcija pokazuje da u ovom slucaju nemamo resenje. o



