
UVOD U KOMPLEKSNU ANALIZU DECEMBAR 2012.

Xta nije loxe znati:
(1) Kompleksna ravan i Rimanova sfera; stereografska projekcija i �ene

osobine. Sferna i euklidska metrika i odnos izme�u �ih.
(2) Mebijusove transformacije: svojstvo oquva�a uglova, slike pravih i

krugova, geometrijska svojstva u sfernoj i euklidskoj metrici.
(3) Konformni automorfizmi diska i poluravni.
(4) Model ravni Lobaqevskog.
(5) C{diferencijabilne funkcije i holomorfnost (definicije). Pri-

meri R{diferencijabilnih funkcija koje nisu C{diferencijabilne.
Geometrijske interpretacije (oquva�e uglova, izvod u pravcu).

(6) Koxi { Rimanove jednaqine. Harmonijske funkcije.
(7) Koxijeva teorema (lakxa verzija, za C1 funkcije) i iz �e izvedena

Koxijeva integralna formula (tako�e za C1 funkcije). Napomena da
uslov C1 mo�e da se oslabi i zameni C{diferencijabilnox�u.

(8) Posledica Koxijeve integralne formule: analitiqnost holomorfnih
funkcija. Koxijeve nejednakosti.

(9) Princip izolovanih nula i Teorema jedinstvenosti.
(10) Liuvilova teorema (dva dokaza: pomo�u Koxijevih nejednakosti i

pomo�u Parsevalove jednakosti).
(11) Nezavisnost integrala holomorfne funkcije od puta u prosto poveza-

noj oblasti. Primitivna funkcija holomorfne funkcije. Morerina
teorema.

(12) Uniformni limes niza holomorfnih funkcija, �egovo (kompleksno)
diferencira�e i integracija. Vajerxtrasova teorema.

(13) Loranovi redovi. Otklo�ivi singulariteti, esencijalni singular-
iteti i polovi. Ponaxa�e funkcije (limesi) u singularnim taqkama
{ ekvivalentne karakterizacije svake od ove tri vrste singulariteta.

(14) Rezidumi. Primena na raquna�e integrala. Ilustracija na primeri-
ma

∫ +∞
−∞

cos x
1+x2 dx,

∫ +∞
−∞

sin x
x dx i sl.

(15) Princip maksimuma modula (tri dokaza: pomo�u Teoreme o otvorenom
preslikava�u, pomo�u Koxijeve integralne formule i pomo�u Parse-
valove jednakosti) i Xvarcova lema.

(16) Princip argumenta i iz �ega izvedena Ruxeova teorema.
(17) Teorema o otvorenom preslikava�u kao posledica Ruxeove teoreme.
(18) Tri dokaza Osnovnog stava algebre: pomo�u Liuvilove, Ruxeove i

Teoreme o otvorenom preslikava�u.
(19) Lokalno ponaxa�e holomorfne funkcije { jednaqina f(z) = w u bli-

zini rexe�a f(z0) = w0; razlikova�e sluqajeva f ′(z0) 6= 0 i f ′(z0) = 0.
(20) Pojam analitiqkog produ�e�a i Teorema o monodromiji.
(21) Grane analitiqkih funkcija. Ilustracija na primeru funkcije √z.
(22) Funkcija √z definisana na dva naqina { kao inverzna funkciji z2 i

kao analitiqko produ�e�e funkcije (1+(z−1))1/2 =
∑(

1/2
n

)
(z−1)n sa

diska konvergencije ovog reda. Funkcija n
√

z. Definicija funkcije
log z kao inverzne eksponencijalnoj i kao analitiqkog produ�e�a fun-
kcije log(1 + (z − 1)) =

∑ (−1)n−1

n (z − 1)n. Definicija za i az.
(23) Pojam Rimanove povrxi.
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Xta nije loxe umeti:

(1) Na�i realni i imaginarni deo broja
(

1+
√−3

1−√−1

)4.
(2) Rexiti jednaqinu z̄ = z2 po z.
(3) Dokazati da je povrxina poligona sa temenima z1, . . . , zn u kompleksnoj

ravni jednaka 1
2 Im(z̄1z2 + z̄2z3 + · · ·+ z̄nz1).

(4) Neka je I(z) = 1
z . Na�i sliku I(A) ako je skup A

(a) krug |z − ζ| = |ζ| za neko ζ ∈ C;
(b) prava y = x + a za neko a ∈ R;
(v) parabola y = x2.

(5) Na�i Mebijusovu transformaciju koja slika krug |z| = 1 na pravu
paralelnu imaginarnoj osi, taqku 4 u taqku nula i krug |z| = 2 na
samog sebe.

(6) (a) Neka je f(z) = z2 i C krug |z − 1| = 1. Skicirati krivu f(C),
izraqunati �enu du�inu i povrxinu oblasti unutar �e.
(b) Neka je Γ regularna kriva na Rimanovoj sferi. Dokazati da je
�ena du�ina jednaka

L(Γ) =
∫

γ

2
1 + |z|2 ds

gde je γ �ena stereografska projekcija (s je prirodni parametar krive,
tj. parametar u parametrizaciji du�inom luka).

(7) Dokazati da funkcija

f(z) =

{
(1+i)Imz2

|z|2 , z 6= 0

0, z = 0

zadovo	ava Koxi{Rimanov uslov u nuli. Da li je f diferencijabilna
u nuli?

(8) Napisati Koxi { Rimanove jednaqine u polarnim koordinatama.
(9) Neka je u : C → R diferencijabilna funkcija dve realne (tj. jedne

kompleksne) promen	ive, takva da je f(z) = u2(z) + iu(z) holomorfna
funkcija. Dokazati da je f ≡ const.

(10) Neka je U oblast u jediniqnom disku i V �ena slika pri nekoj izo-
metrijskoj transformaciji ravni Lobaqevskog (u modelu na disku).
Dokazati da je

∫∫

U

dx dy

(1− x2 − y2)2
=

∫∫

V

dζ dη

(1− ζ2 − η2)2
.

(11) Izraqunati ∮

E

dz

1 + z2
,

gde je E elipsa x2 + 4y2 = 1, orijentisana pozitivno (tako da elipsa
pri �enom obilasku ostaje sa leve strane).

(12) Izraqunati ∮

E

dz

1 + z4

gde je E elipsa x2 − xy + y2 + x + y = 0, orijentisana pozitivno.
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(13) Izraqunati ∮

C

zz̄−1 dz

gde je C granica gor�e polovine prstena 1 < |z| < 2, orijentisana
pozitivno.

(14) Neka je funkcija f analitiqka u proxirenoj kompleksnoj ravni C,
sem u konaqno mnogo taqaka u kojima ima polove. Ako je P broj polova
(raqunaju�i vixestrukosti), a N broj nula ove funkcije, dokazati da
je P = N . Primerom pokazati da ovo ne va�i za funkciju sa istim
svojstvima u kompleksnoj ravni C.

(15) Neka je ζ esencijalni izolovani singularitet funkcije f i P nekon-
stantni polinom. Dokazati da je ζ esencijalni singularitet funkcije
P ◦ f .

(16) Dokazati da je najve�i otvoren skup u kome Loranov red

f(z) =
+∞∑

n=−∞
cn(z − a)n

konvergira prsten, tj. skup oblika r < |z−a| < R. Ovaj prsten naziva
se prstenom konvergencije Loranovog reda. Dati primer Loranovog
reda sa praznim prstenom konvergencije, ali nepraznim skupom taqaka
u kojima konvergira.

(17) Dokazati da je sa

f(z) =
∞∑

n=0

1
zn + z−n

definisana funkcija koja je analitiqka na skupu C \ {|z| = 1} i koja
ne mo�e da se analitiqki produ�i ni na jedan ve�i skup.

(18) Dokazati da su funkcije

f(z) =
π2

sin2(πz)
i g(z) =

+∞∑
n=−∞

1
(z − n)2

analitiqke na C \Z. Dokazati da u svakoj taqki skupa Z funkcije f i
g imaju isti glavni deo Loranovog reda. Zak	uqiti da funkcija h =
f − g mo�e da se produ�i do cele funkcije. Koriste�i periodiqnost
funkcija f i g dokazati da je h ograniqena i da odatle sledi

π2

sin(πz)
=

+∞∑
n=−∞

1
(z − n)2

.

Izraqunati
+∞∑

n=−∞

1
(z − n)3

za z /∈ Z.
(19) Dokazati da je ∫ +∞

0

(
sin x

x

)3

dx =
3
8
π.
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(20) Izraqunati integral funkcije π sin(az)
z3 sin(πz) po rubu kvadrata sa temenima

(n + 1
2 )(±1± i). Dokazati da je

∞∑
n=1

(−1)n−1

(2n− 1)3
=

π3

32
.

(21) Neka su funkcije f i g holomorfne na jediniqnom disku |z| < 1 i
neprekidne na �egovom zatvore�u |z| ≤ 1. Posmatraju�i funkciju
z 7→ eiαf(z)+ eiβg(z) za pogodno izabrane konstante α i β, dokazati da
funkcija |f(z)|+ |g(z)| dosti�e maksimum na krugu |z| = 1.

(22) Dokazati da jednaqina (z + 1) = (z + 2)ez nema rexe�a u desnoj polu-
ravni. Dokazati da za p > 1 jednaqina z + e−z = p ima jedno rexe�e u
desnoj poluravni.

(23) Neka je funkcija f holomorfna na jediniqnom disku |z| < 1 i nepre-
kidna na �egovom zatvore�u |z| ≤ 1. Pretpostavimo da f slika krug
|z| = 1 na sebe i nema nula. Dokazati da je f = const.

(24) Neka je f cela nekonstantna funkcija koja ima limes u ∞. Dokazati
da f ima bar jednu nulu.

(25) Neka je p polinom stepena n. Dokazati da ni za jedno c ∈ R skup
{z ∈ C | |p(z)| = c} ne mo�e da ima vixe od n komponenti povezanosti.

(26) Neka je f funkcija koja je analitiqka na skupu |z| > 1 i neprekidna
na |z| ≥ 1, i koja ima konaqan limes u ∞. Dokazati da f dosti�e mak-
simum na krugu |z| = 1. Dokazati da, ako f nije konstantna, funkcija
r 7→ max|z|=r |f(z)| strogo opada na [1, +∞).

(27) Dokazati da funkcija �ukovskog f(w) = 1
2 (w + w−1) biholomorfno

preslikava prsten 1 < |w| < R na elipsu sa poluosama

a =
1
2
(R + R−1), b =

1
2
(R−R−1).

(28) Neka je P polinom stepena n i |P (z)| ≤ M na skupu |z| ≤ 1. Dokazati
da je |P (z)| ≤ M |z|n na skupu |z| ≥ 1.

(29) Neka je P polinom stepena n i |P (x)| ≤ M za x ∈ [−1, 1]. Dokazati da
je za svako z unutar elipse sa fokusima −1 i 1 i poluosama a i b

|P (z)| ≤ M(a + b)n.

Uputstvo: iskoristiti nekoliko prethodnih zadataka.
(30) Neka je f : C→ C meromorfna funkcija koja ima konaqan skup polova

{a1, . . . , am} od kojih ni jedan nije ceo broj i za koju va�i
lim

z→∞
zf(z) = 0.

Dokazati da je

lim
n→∞

n∑

k=−n

f(k) = −
m∑

j=1

resz=aj πf(z) cot(πz).

Dokazati da je za a, b /∈ Z
∞∑

n=−∞

1
(n− a)2

=
π2

sin2(πa)
,

∞∑
n=−∞

1
(n− a)(n− b)

= −π2 cot(πa)− cot(πb)
πa− πb

.

Izraqunati
∑∞

n=1
1

n2+1 .


