
ANALIZA 2, 2005.
Funkcije ograniqene varijacije. Stiltjesov integral.

(1) Da li je F : [0,+∞) → R, F (x) =
∫ x

0
sin t
t dt funkcija ograniqene

varijacije?
(2) Neka je f : [0, 2π] → R funkcija ograniqene varijacije koja zado-

voǉava f(0) = f(2π). Dokazati da je
∣∣∣∣
∫ 2π

0

f(x) cos (nx) dx

∣∣∣∣ ≤
1

n
V 2π

0 (f).

(3) Skicirati grafik funkcije x 7→ V xa (f) ako je
(a) f : [−2, 2]→ R, f(x) = 3x2 − 2x3, a = −2,
(b) f : [0, 2]→ R, f(x) = [x]− x, a = 0

(4) Izraqunati (S)
∫ 5

0 x d([x] − x).
(5) Neka je g : [a, b] → R funkcija ograniqene varijacije, neprekidna

u taqki ξ ∈ [a, b] i neka je funkcija f : [a, b] → R definisana sa
f(ξ) = 1 i f(x) = 0 za x 6= ξ.
(a) Da li je f ∈ R(g)? Ako jeste, izraqunati (S)

∫ b
a f dg.

(b) Da li se, ako izostavimo pretpostavku o neprekidnosti funkcije
g u taqki ξ, meǌa odgovor u (a)?

(6) Date su funkcije

ρ(x) =

{
1, za x ≥ 0,

0, za x < 0,
χ(x) =

{
1, za x > 0,

0, za x ≤ 0,
η(x) =





1, za x > 0,

1

2
, za x = 0,

0, za x < 0.

Neka je f : [−1, 1]→ R ograniqena funkcija.
(a) Dokazati da je f ∈ R(ρ) ako i samo ako je f neprekidna zdesna
u 0 i izraqunati (S)

∫ 1

−1 f dρ u tom sluqaju.
(b) Dokazati da je f ∈ R(χ) ako i samo ako je f neprekidna sleva
u 0 i izraqunati (S)

∫ 1

−1 f dχ u tom sluqaju.
(v) Dokazati da je f ∈ R(η) ako i samo ako je f neprekidna u 0 i
izraqunati (S)

∫ 1

−1 f dη u tom sluqaju.
(g) Neka je {ξn}∞n=1 niz u (0, 1), {λn}∞n=1 niz pozitivnih brojeva
takav da red

∑∞
n=1 λn konvergira i g(x) =

∑∞
n=1 λnρ(x−ξn). Dokazati

da za svaku neprekidnu funkciju ψ : [0, 1]→ R va�i ψ ∈ R(g) i

(S)

∫ 1

0

ψ dg =

∞∑

n=1

λnψ(ξn).

(7) Neka su f, g : [a, b]→ R ograniqene funkcije.
(a) Neka je bar jedna od funkcija f, g neprekidna u taqki c ∈ (a, b).
Dokazati da iz egzistencije integrala

(S)

∫ c

a

f dg i (S)

∫ b

c

f dg

sledi egzistencija integrala (S)
∫ b
a f dg.

(b) Da li (a) va�i i ako su obe funkcije prekidne u c?
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